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Vorrede. 


Das  Werk,  dessen  ersten  Band  ich  dem  mathematischen  Publi- 
cum hiermit  vorlege,  will  eine  geordnete  Darstellung  derjenigen  Theorie 
der  elliptischen  Modulfnnctionen  geben,  wie  sie  seit  nunmehr  13  Jahren 
in  erster  Linie  durch  die  wissenschaftlichen  Schöpfungen  meines  hoch- 
verehrten Lehrers,  des  Herrn  Professor  Felix  Klein,  sodann  aber 
auch  durch  dessen  Unterrichtsthätigkeit  an  der  technischen  Hoch- 
schule in  München  y  sowie  an  den  Universitäten  zu  Leipzig  und 
Göttingen  entstanden  ist.  Betreffs  der  Stellung,  welche  das  vorliegende 
Werk  zu  früheren  Publicationen  von  Hm.  Klein  einnimmt,  darf  ich 
mich  auf  die  Vorrede  zu  dessen  „Vorlesungen  über  das  Ikosaeder" 
beziehen,  die  vor  sechs  Jahren  im  gleichen  Verlage  erschienen  sind. 
Daselbst  ist  nächst  der  Theorie  des  Ikosaeders  als  zweites  Glied  in 
der  Reihe  der  in  Aussicht  genommenen  grosseren  Veröffentlichungen 
die  Lehre  von  den  elliptischen  Modulfnnctionen  gekennzeichnet,  und 
dieser  würde  sich,  wofern  der  ganze  Plan  gelingt,  künftig  eine  Dar- 
stellung der  allgemeinen  Untersuchungen  über  eindeutige  Functionen 
mit  linearen  Transformationen  in  sich  auzuschliessen  haben,  welche 
die  Modulfnnctionen,  wie  auch  die  Theorie  der  regulären  Körper  als 
besondere  Fälle  umfassen. 

Was  die  Stellung  der  Modulfunctionen  innerhalb  der  Gesamt- 
entwicklung  der  modernen  Mathematik  angeht,  so  betrachtete  man 
dieselben  lange  Zeit  nur  als  ein  Nebenerzeugnis  der  elliptischen  Func- 
tionen, wo  ihre  Berücksichtigung  insbesondere  zum  Behufe  der  Trans- 
formationstheorie  von  Belang  war.  Heutzutage  hat  sich  demgegenüber 
die  Lehre  von  den  elliptischen  Modulfunctionen,  wie  wir  sehen  werden, 
dank  der  epochemachenden  Schöpfungen  Biemann's  und  Galois',  ab- 
gelöst von  den  doppeltperiodischen  Functionen,  zu  einer  selbständigen 
Theorie  entwickelt,  die  nun  ihrerseits  als  der  natürlichste  Eingang 
in  die  Transformationstheorie  der  elliptischen  Functionen  erscheint. 
Inzwischen  ist  es  diese  Beziehung  zur  Transformationstheorie  der 
elliptischen  Functionen  keineswegs  allein^  um  deren  willen  die  Modul- 
functionen  gegenwärtig  im  Vordergrunde  des  functionentheoretischen 
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IV  Vorrede. 

Interesses  stehen.  Vielmehr  ist  die  hohe  Bedeutung,  die  wir  der  hier 
zu  gebenden  Theorie  der  elliptischen  Modulfunctionen  beilegen,  wesent- 
lich auch  darin  begründet,  dass  uns  dieselbe  mit  den  ersten  ins  ein- 
zelne zugänglichen  Beispielen  von  transcendenten  eindeutigen  Func- 
tionen mit  linearen  Transformationen  in  sich  versieht,  Beispiele,  bei 
denen  bereits  alle  diejenigen  Methoden  und  Gesichtspunkte  zur  Geltung 
kommen^  die  für  die  allgemeinere  Theorie  dieser  letzteren  Functionen 
von  Wichtigkeit  scheinen.  Die  weitere  Erforschung  dieser  Functionen, 
deren  Theorie  durch  die  bezüglichen  Arbeiten  von  Poincare  und  Klein  . 
nur  erst  begonnen  ist,  dürfte  eine  der  wichtigsten  Aufgaben  für  die 
nächste  Entwicklung  der  mathematischen  Wissenschaft  sein;  dabei 
wird  dann  die  durchgebildete  Theorie  der  Modulfunctionen  als  Proto- 
typ zu  gelten  haben. 

Für  sich  selbst  betrachtet,  haben  wir  in  der  Theorie  der  Modul- 
functionen eine  mathematische  Disciplin^  die  sich  in  hohem  Masse 
durch  Reichtum  an  Beziehungen  zu  anderen  Zweigen  der  Mathematik 
auszeichnet,  zur  Zahlentheorie,  zur  Algebra,  ja  selbst  zur  synthetischen 
Geometrie;  doch  muss  ich  hierbei  in  Anbetracht  alles  Näheren  auf 
die  nachfolgende  Darstellung  selbst  verweisen.  Auch  ist  jedenfalls 
ausgeschlossen,  dass  ich  bereits  bei  Gelegenheit  dieser  einleitenden 
Worte  aller  derjenigen  Autoren  gedenke,  deren  Untersuchungen  mittel- 
bar oder  unmittelbar  auf  die  Entwicklung  der  Theorie  der  Modul- 
functionen von  Einfluss  gewesen  sind.  Ich  muss  auch  in  dieser  Be- 
ziehung auf  die  spätere  Darstellung  verweisen,  wo  ich  allenthalben 
bemüht  gewesen  bin,  die  Bezugnahme  nicht  nur  auf  die  Klein'schen, 
sondern  überhaupt  auf  die  gerade  in  Betracht  kommenden  Original- 
arbeiten möglichst  ausführlich  zu  gestalten.  Ich  begnüge  mich  hier 
vielmehr  damit,  die  Entstehungsgeschichte  des  hier  im  ersten  Bande 
vorliegenden  Werkes  zu  kennzeichnen,  wobei  ich  denn  nur  diejenigen 
Arbeiten  namhaft  zu  machen  habe,  welche  die  historische  Entwicklung 
in  unmittelbare  Beziehung  zu  demselben  gesetzt  hat 

Die  Vorlesungen  von  Hm.  Klein  hatten  zum  ersten  Male  in  den 
Jahren  1877 — 79  die  elliptischen  Modulfunctionen  zum  Gegenstande 
während  seiner  Lehrthätigkeit  in  München.  Die  Resultate  der  da- 
maligen Untersuchungen  sind  in  erster  Linie  in  den  unter  p.  142  des 
Textes  genannten  Abhandlungen  Klein's  aus  dem  Jahre  1878  veröffentlicht 
worden,  sodann  aber  auch  namentlich  in  der  p.  186  ausführlich  citierten 
Note  „Ztir  Theorie  der  elliptischen  Modulfunctionen"  (1879).  Im  letzteren 
Aufsatze  kommen  bereits  in  gedrängter  Kürze  alle  wichtigen  Gesichts- 
punkte zur  Skizzierung,  welche  das  Fundament  des  vorliegenden  ersten 
Bandes  geworden  sind. 


Vorrede.  V 

In  der  aDgegebenen  Zeit  wurde  Hr.  Klein  bei  der  Durchführung 
seiner  Untersuchungen  sehr  wesentlich  durch  seine  damaligen  Schüler^ 
die  Herren  Dyck^  Gierster  und  Hurwitz^  unterstützt,  deren  bezüg- 
liche Arbeiten  ich  weiter  unten  (zum  Teil  erst  im  zweiten  Bande)  anzu- 
geben habe,  unter  denselben  wandte  sich  Ht,  Dyck  in  erster  Linie 
den  gruppentheoretischen  Problemen  zu^  die  er  mit  den  Hülfsmitteln 
geometrischer  Anschauungen  und  Massnahmen  der  Untersuchung  unter- 
warf. Hrn.  Gierster's  erste  grossere  Arbeiten  bezogen  sich  demgegen- 
über auf  die  arithmetische  Seite  dieser  gruppentheoretischen  Probleme, 
während  sich  derselbe  weiterhin  den  schwierigen ;  die  Classenzahl- 
relationen  betreffenden  zahlentheoretischen  Untersuchungen  zuwandte, 
auf  welche  ich  im  zweiten  Bande  hoffe  zurückkommen  zu  können. 
Die  Untersuchungen  des  Hm.  Hurwitz  nahmen  gleich  zu  Anfang  einen 
umfassenderen  Standpunkt  ein,  insofern  sie  gleichmässig  die  gruppen- 
theoretischen wie  functionentheoretischen  Gesichtspunkte  in  Betracht 
zogen.  Im  weiteren  aber  erstreckten  sich  die  Arbeiten  von  Hrn.  Hur- 
witz auf  diejenigen  zahlentheoretischen  Anwendungen  der  Modul- 
fnnctionen,  denen  sich  bereits  Hr.  Gierster  mit  grossem  Erfolge  ge- 
widmet hatte.  Es  ist  zu  betonen,  dass  gerade  in  diesem  Gebiete  für 
Hm.  Hurwitz  die  in  den  Vorlesungen  des  Hrn.  Klein  und  im  persön- 
lichen Verkehr  mit  ihm  gewonnenen  Anregungen  die  Quelle  zu  einer 
glänzenden  Beihe  von  Veröffentlichungen  durchaus  originalen  Gepräges 
geworden  sind.' 

Unter  den  Leipziger  Vorlesungen  Kleines  nahm  diejenige  über 
elliptische  Functionen  im  Wintersemester  1883/84,  sowie  in  dem  darauf 
folgenden  Sommersemester  in  ausgiebiger  Weise  auf  die  Theorie  der 
Modulfunctionen  Bezug.  Es  wurden  dabei  aber  nicht  so  sehr  die  im 
vorliegenden  Bande  zur  Darstellung  kommenden  Grundlagen  der  Theorie 
der  Modulfunctionen  berücksichtigt,  als  vielmehr  die  Anwendungen, 
welche  die  Modulfunctionen  auf  die  Transformationstheorie  der  ellip- 
tischen Functionen  gestattet.  Solches  gelangt  denn  auch  in  der  jener 
Periode  entstammenden  (p.  568  ausführlich  citierten)  Arbeit  Kleines 
über  die  elliptischen  Normalcurven  zum  Ausdruck;  und  ebenfalls  be- 
herrscht diese  Tendenz  die  zahlreichen  (im  zweiten  Bande  zu  nennen- 
den) Arbeiten  der  damaligen  Schüler  Klein's,  denen  auch  der  Unter- 
zeichnete angehorte. 

Alsbald  nach  Abschluss  dieser  Leipziger  Periode  glaubte  Hr.  Klein 
an  die  Ausführung  seines  Planes  gehen  zu  können,  den  „Vorlesungen 
über  das  Ikosaeder''  die  bereits  in  der  Vorrede  zu  demselben  in  Aus- 
sicht gestellten  „Vorlesungen  über  die  Theorie  der  Modulfunctionen^' 
folgen  zu  lassen;  und  in  diesem  Sinne  zog  derselbe  auch  gelegentlich 


VI  Vorrede. 

seiner  ersten  Göttinger  Yorlesungen  in  den  Jahren  1886,  87  wieder- 
holt die  Modulfanctionen  in  Betracht.  Aber  der  in  Fülle  daliegende 
Stoff  erwies  sich  einstweilen  noch  viel  zu  wenig  durchgebildet  und 
gesichtet;  die  Umwandlung  desselben  zu  einem  geordneten  Ganzen 
verlangte  yiel  zu  sehr  einseitige  Concentration,  als  dass  Hr.  Klein  bei 
seiner  ausgedehnten  Lehrthätigkeit  und  bei  seinen  rastlos  vorwärts 
strebenden  Forschungen  hierzu  die  Zeit  hätte  erübrigen  können. 

So  wandte  sich  Hr.  Klein  im  Herbst  1887  an  den  Unterzeichneten 
mit  der  Aufforderung,  das  Geplante  zur  Wirklichkeit  zu  gestalten. 
Ich  hatte  mich  bereits  im  Sommer  1887  wiederholt  mit  der  Absicht 
getragen,  bei  Hrn.  Klein  einen  hierauf  bezüglichen  Vorschlag  zu  machen, 
und  kam  jetzt  der  geschehenen  Aufforderung  um  so  unbedenklicher 
nach,  als  ich  ja  der  kräftigsten  Unterstützung  meines  hochverehrten 
Lehrers  sicher  sein  durfte.  Wenn  ich  übrigens  auch  bei  der  nun 
folgenden  Entwicklungsphase  des  vorliegenden  Werkes  mit  Ausführ- 
lichkeit verweile,  so  fühle  ich  mich  dazu  um  so  mehr  berechtigt,  als 
es  für  mich  eine  nahezu  dreijährige  ununterbrochene  Arbeit  gekostet 
hat,  um  aus  den  mir  zur  Verfügung  stehenden  Hülfsmitteln  diesen 
ersten  Band  zu  gestalten. 

Es  galt  für  mich  zuvörderst,  eine  geordnete  Disposition  des  ge- 
samten Stoffes  zu  gewinnen;  ich  muss  in  diesem  Betracht  wieder  auf 
die  Darstellung  selbst  verweisen  und  füge  sogleich  hinzu,  dass  ich 
mich  über  die  Disposition  für  den  zweiten  Band,  welcher  die  „Weiter- 
führung und  Anwendung  der  Theorie^^  bringen  soU^  in  dem  vor- 
letzten Paragraphen  des  gegenwärtigen  Bandes  ausgesprochen  habe.  — 
Etwas  gründlicher  muss  ich  mich  über  die  Methode  aussprechen,  die 
ich  bei  der  Gedankenentwicklung  innerhalb  der  einzelnen  Kapitel  be- 
folgte. Ich  wiederhole  vorab,  dass  mir  alle  principiellen  Gesichts- 
punkte und  Methoden  durch  die  Vorlesungen  und  Abhandlungen  Kleines 
gegeben  waren;  aber  zur  directen  Darstellung  schienen  dieselben  nur 
in  sehr  ungleichem  Grade  geeignet  und  gaben  mir  vielfach  mehr  nur 
die  Directive,  nach  welcher  ich  meine  Darstellung  einzurichten  hatte. 
Um  hier  deutlich  zu  werden,  sei  es  gestattet  ein  Beispiel  herauszu- 
greifen. Ich  gedenke  vielleicht  des  zweiten  Kapitels  im  ersten  Ab- 
schnitt, welches  von  den  Perioden  des  elliptischen  Integrals  erster 
Gattung  handelt,  ein  Gegenstand,  der  eine  ganze  Beihe  verschieden- 
artiger Darstellungen  auch '  in  der  älteren  Litteratur  gefunden  hat. 
Dass  ich  hier  durchaus  mit  Riemann'schen  Methoden  zu  operieren 
hatte,  war  ja  von  vornherein  gegeben.  Aber  auch  so  boten  sich  mir 
noch  mehrere  mögliche  Wege:  Erstlich  konnte  ich  das  ganze  Kapitel 
auf  rein  anschauliche  Betrachtungen  der  zweiblättrigen  Biemann'schen 


Vorrede.  VII 

Fläche  mit  vier  Yerzweignngspunkten  basieren  und  die  Veränderungen 
der  Invariante  J  durch  Lagenänderungen  der  Verzweigungspunkte  be- 
wirken. Aber  eine  solche  Darstellung  des  Kapitels,  die  ich  anfangs 
versuchte,  genügte  mir  späterhin  nicht  mehr;  sie  wäre  auch,  wofern 
sie  das  Wesentliche  hätte  treffen  wollen,  zu  umfänglich  geworden. 
Ich  konnte  andrerseits  an  die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
anknüpfen  und  durch  ausschliessliches  Operieren  mit  der  Riemann'schen 
P-Function  vorwärts  kommen.  Aber  dieser  W^eg  erschien  mir  alsbald 
zu  einseitig  analytisch  und  eben  darum  zu  wenig  anschaulich;  und  so 
glaubte  ich  schliesslich  einen  Mittelweg  einschlagen  zu  sollen,  wobei 
mir  übrigens  das  dritte  Kapitel  im  ersten  Abschnitt  der  Vorlesungen 
über  das  Ikosaeder  durchaus  zum  Vorbild  diente.  Ich  würde  ermüden, 
wollte  ich  hier  noch  weitere  derartige  Binzelausführungen  anfügen- 
Genug,  dass  ich  allenthalben  bestrebt  war,  mir  die  Resultate  der  ver- 
schiedenen, jedesmal  in  Betracht  kommenden  Abhandlungen  zu  einem 
Gesamtbilde  zu  verschmelzen,  um  alsdann  das  letztere  in  einer  Art 
darzustellen,  die  mir  gerade  gut  schien;  nur  auf  diesem  Wege  glaubte 
ich  erreichen  zu  können,  dass  meine  Arbeit  ein  einheitliches  Ganze 
vorstellt.  —  Dass  ich-  übrigens  im  Verlaufe  der  Darstellung  zahlreiche 
Lücken  durch  selbständige  Untersuchungen  ausfüllen  musste,  dass  ich 
endlich  für  die  rein  redactionelle  Thätigkeit  die  alleinige  Verantwortung 
tragen  muss^  brauche  ich  nur  nebenher  zu  bemerken.  Im  ersteren 
Betracht  habe  ich  übrigens  von  nfir  herrührende  Untersuchungen  als 
solche  stets  durch  ausdrückliche  Citate  gekennzeichnet. 

Für  die  Einzeldarstellung  habe  ich  allenthalben  die  auch  in 
den  Vorlesungen  über  das  Ikosaeder  massgeblich  gewesene  Tendenz 
aufrecht  zu  erhalten  gesucht,  beim  Leser  keinerlei  specifische  Vor- 
kenntnisse als  bekannt  vorauszusetzen.  Das  hatte  ja  freilich  mancherlei 
Inconvenienzen  im  Gefolge:  ich  musste  vielfach  weiter  ausholen,  unter 
Zurückdrängung  des  eigentlichen  Zieles  der  Untersuchung;  wiederholt 
musste  Verzicht  darauf  geleistet  werden,  das  einfachste  Bild  eines 
Gegenstandes  zu  geben,  wenn  ein  anderes  elementarer  schien  u.  s.  w. 
Auch  die  grosse  Ausführlichkeit  der  Darstellung  und  der  inductive 
Gang  der  Entwicklung  vom  Speciellen  zum  Allgemeinen  wurde  fast 
überall  um  der  leichteren  Verständlichkeit  willen  innegehalten. 

Bei  meinen  gesamten  Arbeiten  hat  mich  Hr.  Professor  Klein  in 
der  thatkräftigsten  Weise  unterstützt;  er  hat  meine  Pläne  und  Aus- 
arbeitungen durchweg  der  eingehendsten  Durchsicht  unterzogen,  die- 
selben mit  mir  besprochen  und  mich  auf  mangelhafte  Stellen  aufmerk- 
sam gemacht;  er  hat  endlich  die  gesamten  Correcturen  der  Druck- 
bogen im  Verein  mit  mir  erledigt.  '  Hätte  ich  schon  ohne  eine  solche 
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Unterstützung  z.  B.  die  Anfangskapitel  des  dritten  Abscbnitts  über- 
haupt nicht  abfassen  können,  so  sind  mir  meine  wiederholten  Reisen 
nach  Göttingen  in  rein  ideeller  Beziehung  noch  ungleich  wertvoller 
geworden:  stets  habe  ich  mir  in  der  That  aus  der  geistvollen  Unter- 
haltung und  Vortragsweise  meines  hochverehrten  Lehrers  neue  Kraft 
und  neue  Begeisterung  zum  Yorwärtsarbeiten  heimgebracht.  —  Habe 
ich  mich  solcherweise  der  vollen  Teilnahme  des  Hm.  Klein  zu  erfreuen 
gehabt;  so  darf  ich  nun  auch  auf  der  anderen  Seite  in  seinem  Namen 
hier  anführen,  dass  er  das  vorliegende  Werk  als  die  gelungene  Aus- 
führung des  lange  gehegten  Planes  anerkennt. 

Dem  Herrn  Verleger  bin  ich  in  besonderer  Weise  zu  Danke  ver- 
pflichtet sowohl  wegen  der  Bereitwilligkeit,  mit  der  er  wahrend  der 
Drucklegung  auf  alle  darauf  bezüglichen  Wünsche  einging,  als  auch 
der  würdigen  Ausstattung  halber,  die  er  dem  Buche  gegeben.  —  Was 
endlich  den  zweiten  Band  anlangt,  so  hoffe  ich  denselben  in  \y^  bis 
2  Jahren  nachfolgen  lassen  zu  können. 


Braun  schweig,  den  12**'*  August  1890. 


Robert  Fricke. 
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Erster  Abschnitt, 


Einffihrnng  in  das  Studinm  der  elliptiselieii  Modnlflmctionen. 

Die  nachfolgende  Darstellung  der  Eigenschaften  der  elliptischen 
Modulfanctionen  ist  eine  erweiterte  Fortsetzung  der  Theorie  des  Iko- 
saeders.  Unter  dieser  Bezeichnung  mögen  hier  im  engeren  Sinne 
diejenigen  Entwicklungen  zusammengefasst  sein,  welche  den  ersten 
Abschnitt  der  „Vorlesungen  über  das  Ikosaeder"  bilden*).  Für  den 
Zweck  dieser  einleitenden  Worte  brauchen  wir  nicht  schon  näher  auf 
die  Art  dieser  Fortsetzung  Bezug  zu  nehmen ;  nur  dass  sie  eine  erweiterte 
Fortsetzung  ist,  wollen  wir  hier  ausdrücklich  betonen.  Bereits  der 
Name  der  ^^elliptischen''  Modulf unctionen  wird  andeuten ^  dass  unsere 
künftigen  Entwicklungen  zu  den  elliptischen  Functionen  überhaupt  in 
engster  Beziehung  stehen.  Mit  Rücksicht  hierauf  ist  es  sehr  wünschens- 
wert, beim  Leser  die  Kenntnis  dieser  Functionen  in  ihren  Grundeigen- 
schaften voraussetzen  zu  dürfen**).  Gleichwohl  erfordern  es  verschie- 
dene Rücksichtnahmen,  dass  wir  hier  dennoch  im  ersten,  zweiten  und 
fünften  nachfolgenden  Kapitel  auf  einzelne  Teile  der  Theorie  der  elh'p- 
tischen  Functionen  ausführlicher  eingehen.  Teils  schien  dies  zur  be- 
quemen Rückbeziehung  in  den  späteren  Abschnitten  dieses  Buches 
erforderlich;  teils  aber  auch  bieten  uns  die  vorliegenden  Lehrbücher  über 
elliptische  Functionen  die  Darstellung  einiger  wichtigen  Entwicklungen 
nicht  in  der  Gestalt ,  wie  wir  sie  hier  wünschen  müssen.  Dies  gilt 
vornehmlich  von  den  invariantentheoretischen  Gesichtspunkten,  welche 


*}  F.  El e in,  Vorlesungen  iiher  das  Ikosaeder  und  die  Außöswng  der  Gleichungen 
vom  fünften  Grade  (Leipzig  1884).    Wir  citieren  dieses  Buch  kurz  als  ,Jkos/'. 

**)  Da  es  sich  hier  wesentlich  nm  die  Gestalt  handelt,  welche  Weierstrass 
für  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen  geschaffen  hat,  so  können  wir  als 
Hilfsmittel  für  das  Studinm  derselben  nur  nennen:  Schwarz,  Formeln  und  LeJir" 
Sätze  zum  Gebravkche  der  elliptischen  Functionen  (Göttingen,  seit  1886);  Halphen, 
Tratte  des  fonctions  elUptiques  et  de  leurs  applications  6d.  I,  II  (Paris,  1886,  1888). 

Klein-Fricko,  Modulfanctionen.  ,  1 


2  I.    Einführung  in  das  Studium  der  ellipüschen  ModnlfuncUonen. 

das  Kapitel  1  zur  Darstellung  bringt*).  Viel  eher  schon  hätten  wir 
uns  für  das  zweite  Kapitel,  das  von  den  Perioden  des  elliptischen 
Integrals  erster  Gattung  handelt,  auf  die  bezügliche  Darstellung  in 
Halphen's  Werke  berufen  können.  Indessen  erschien  die  Aufnahme 
dieses  Kapitels  schon  um  des  gleichmässigen  Zusammenhanges  unserer 
Entwicklung  willen  notwendig.  Sollen  wir  diesen  kurzen  Überblick 
über  den  ersten  Abschnitt  noch  weiter  fortsetzen,  so  bringt  Kapitel  3 
durch  Aufnahme  einer  gewissen  Gattung  conformer  Abbildungen  eine 
zusammenfassende  und  zugleich  vorläufig  abschliessende  Auffassung 
der  bis  dahin  überhaupt  durchlaufenen  Entwicklung  zu  Wege.  Auf 
dieser  Grundlage  können  wir  in  Kapitel  4  die  beiden  Hauptprobleme 
entwickeln,  um  welche  es  sich  für  uns  bei  den  elliptischen  Modul- 
functionen  überhaupt  handeln  soll.  Kap.  5  ist  im  wesentlichen  eine 
Zusammenstellung  von  Formeln  über  doppeltperiodische  Functionen. 

*)  Die  Invariantentheorie  hat  in  neuerer  Zeit  namentlich  auch  noch  durch 
Hereinnähme  der  öovarianten  im  Gebiete  der  elliptischen  Functionen  bedeutend 
an  Baum  gewonnen;  man  vgl.  Klein:  Über  hi^er elliptische Sigtnafunt^ionen  (M.&th. 
Ann.  Bd.  27,  1886)  sowie  Pick:  Zur  Theorie  der  elliptischen  Functionen  (Bd.  28 
der  Annalen,  1886),  auf  welche  Arbeiten  dann  auch  Halphen  im  zweiten  Bande 
seines  gen.  Werkes  Bezug  nimmt.  Diese  die  Covarianten  betreffenden  Entwicklungen 
bleiben  im  Texte  ausser  Betracht. 
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Erstes  Kapitel. 
Von  den  InvariaBten  der  biqnadratischen  binären  Form. 

^  1.     Die  Form  f(js^^  0^)  und  ihre  irrationalen  Invarianten. 

Für  die  biquadratische. binäre  Form  wird  im  folgenden  die  übliche 
Bezeicbnungs  weise : 

(1)  f{0,,  £f,)  =-  a;8f,*  +  4b0,%  +  6cif,%^  +  4d0,s!,'  +  eV 

gebraucht;  die  wir,  wo  «s  wünschenswert  ist,  durch  die  Substitution 
5i  =  jflf,  ir j  B=  1  in  nichthomogene  Gestalt  umsetzen.  Als  Invarianten 
dieser  Form  definiert  man  gemeinhin  nur  diejenigen  Ausdrücke,  welche 
rational  aus  den  Coefficienten  zusammengesetzt  sind  und  die  Invarianten- 
eigenschaft haben.  Aber  wir  werden  selir  bald  Beispiele  dafür  kennen 
lernen^  dass  auch  algebraische  Functionen  der  Coefficienten  den  Cha- 
rakter von  Invarianten  besitzen  können.  Diese  werden  wir  als  irratio- 
nale Invarianten  bezeichnen  und  den  rationalen  gegenüber  stellen.  Es 
ist  im  folgenden  Paragraphen  geradezu  unsere  Absicht,  von  den  ein- 
fachsten irrationalen  Grössen  dieser  Art  den  Ausgang  zu  nehmen,  um 
dann  von  hieraus  späterhin  z.  B.  auch  zum  Studium  der  rationalen 
Invarianten  fortzuschreiten. 

Der  folgende  Gedankengang  führt  zu  einigen  und  insonderheit  zu 
den  einfachsten  irrationalen  Invarianten.  Rationale  Functionen  der 
Wurzeln  der  Gleichung  /* »» 0  sind  nur  dann  auch  rational  in  den 
Coefficienten  a,  & . . .,  wenn  sie  die  Wurzeln  symmetrisch  enthalten. 
Können  wir  demnach  rationale^  aler  unsymmetrische  Verbindungen  der 
Wurzeln  herstellen,  welche  Invarianteneigenschaft  besitzen,  so  werden 
dieselben  sicher  Grössen  der  gekennzeichneten  Art  darstellen. 

Wir  spalten,  um  dieses  näher  zu  untersuchen,  f{Bij  0^)  nnter 
Gebrauch  einer  homogenen  Schreibweise  in  seine  Linearfactoren: 

(2)  fi^u  ^2) 

Aus  den  acht  Grössen  0k^^  setzen  sich  die  fünf  Coefficienten  a,  & . . . 

in   leicht   erkennbarer  Weise   zusammen.     Die   Zk^*^   bleiben   übrigens 
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insoweit  willkürlich,  als  man  z^^,  b^*^  noch  mit  ilem  gemeinsamen 
Factor  v,-  behaften  darf,  wo  dann  die  vier  Vi  nur  der  einen  Bedingmig 
zu  genügen  haben,  ein  der  Einheit  gleiches  Product  zu  ergeben. 

Ohne  schon  sogleich  nach  den  Invarianten  zu  fragen,  untersuchen 
wir  vielmehr  vorab,  wann  überhaupt  eine  rationale  Function  der  Hu^^j 
welche  in  den  Grossen  is^^^,  z^^^  der  einzelnen  Rt -he  homogen  ist,  mir 
von  den  fünf  Coefficienten  a,  6  . . .  der  Form  f  abhängt.  Bei  der  "W  H!- 
kürlichkeit  der  Factoren  t/<,  von  denen. wir  soeben  handelten,  muss 
unsere  Function  der  ZjP  in  jedem  der  folgenden  (Jrösßensysteme  z^^\  :. 
die  gleiche  Ordnung  aufweisen  als  im  ersten  z^^^\  0^^\  weil  sonst  jii.r 
anderer  Wahl  der  Vi  eine  Wertänderung  der  Function  eintreten  wilule. 
Ist  die  Ordnung  in  der  einzelnen  Grössenreihe  z^^^j  z^^^  die  tt>^  -  j 
lehrt  die  Beziehung  der  Zk^*^  zu  den  Coefficienten,  da&  dip  in  L,üc 
stehende  Function  der  Zjt^^  als  Fundion  det'  Coefficienten  allein  gedeutet 
werden  kann  und  in  ihnen  homogen  von  der  //'^'^  Dimension  ist 

Als  Specialfalle  nennen  wir  erstlifk  solche  rationale  Functionen, 
in  denen  die  vier  Beihen  Zi^'^,  z^^  symf7?^trisch  enthalten  sind.  Diese 
liefern  uns  die  rationalen  Functionen  der  Coefficienten.  Daneben  sincl 
besonders  wichtig  die  ganzen  rationalen  Functionen  der  Zk^^.  Sie  ergi*l>t»i, 
solche  algebraische  Functionen  der  Coofficienten,  die  für  endliche  W^^rte 
derselbpTi  lots  auch  endlich  siad  und  die  demnach  als  ganze  algebraische 
Ft;:u  Honen  dej'  fünf  Coefficienten  a,  b,  c,  d,  e  zu  bezeichnen  sind. 

§  2.     Die  irrationalen  Invarianten  Ay  B,  C  der  Form  f. 

Wir  surhon  nun  zu  luvarianu-u  di .'  i  orm  f  dadurch  zu  gelangen, 
dass  wir  simultane  Invarianten  ihrer  i-  :oarfactoren  aufstellen.  Als 
solche  kennen  wir  von  vornherfiü  die  Det^Tminanten: 

(1)  (i.  Je)  =  ;5iW;?,W  —  Z^^'^^'K 

Sie  ändern  sich  bei  linearer  Substitution  von  z^,  z^  um  die  Sub- 
stitutionsdeterminante r  als  Factor.  Ist  also  die  für  die  transfor- 
mierte Form  entsprechend  gebildete  Determinante  (i,  lt)\  so  hat  man 

(i,  ky  =  r  .  (i,  k) 

d.  h.  (t,  k)  ist  vom  Gewichte  1.    Determinanten  der  bezeichneten  Art 
können  wir  im  ganzen  sechs  angeben,  wofern  wir  den  Zeichenwechsel 
einer  einzelnen  Determinante  als  keine  wesentliche  Änderung  ansehen. 
Wir  wählen  die  sechs  Ausdrücke: 

(1,2),    (1,3),    (1,4),    (3,4),    (4,2),    (2,3), 

und  haben  dann  zwischen  ihnen  die  Identität  zu  nennen: 

(2)  (1,  2)  (3,  4)  +  (1,  3)  (4,  2)  +  (1,  4)  (2,  3)  =  0. 
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Nach  den  Sätzen  des  vorigen  Paragraphen  ist  die  einzelne  dieser 
Determinanten  noch  keine  irrationale  Invariante  von  /)  denn  sie  weist 
nur  zwei  von  den  vier  Reihen  jef/'>,  g^^  auf.  Aber  es  ist  sofort  deut- 
lichy  dass  es  nur  der  Multiplication  von  zwei  Determinanten  bedarf, 
die  keinen  ihrer  oberen  Indices  gemein  haben,  um  auf  gewünschte 
Functionen  der  a,  &,  c^  d,  e  zu  kommen.  So  erhalten  wir  im  ganzen 
als  Invarianten  von  f  die  drei  Producte,  welche  gerade  als  Glieder  der 
obigen  Identität  (2)  auftreten.  Wir  bezeichnen  dieselben  abkürzend 
durch  Aj  B  und  C: 

(3)  ^  =  (1,2)  (3, 4),    5 -(1,3)  (4,  2),    (7=  (1,  4)  (2,  3). 
Diese  drei  Invarianten  sind  dann  durch  die  BekUion  verknüpft: 

(4)  A  +  B  +  C  =  0 

und  gd)en  übrigens  hei  Ausübung  linearer  Substitution  auf  0^,  0^  m  den 
Gleichungen  Anlass: 

(5)  A'  =  r^A,    B'  =  r'B,    C'^r^C, 

unter  r  wieder  die  Substitutionsdeterminante  verstanden. 

Die  Quotienten  der  Aj  B,  C  sind  die  einfachsten  absoluten  In- 
varianten von  f.  Versehen  wir  sie  mit  dem  negativen  Zeichen,  so 
erhalten  wir  diejenigen  Grössen,  welche  man  in  der  Geometrie  als 
DoppelverhäUnisse  der  vier  durch  /*  =  0  dargestellten  Punkte  einer 
Geraden  zu  bezeichnen  pflegt.     Schreibt  man  etwa 

so  finden  sich  aus  (4)  für  die  sechs  möglichen  Quotienten  der  A,  B,  C 
die  Ausdrücke: 

B  ~  ^>  A  "^  l  '  Ä"^       l    ^ 

(6) 

C   **  i  — 1  '  G~l-X~'  B~^        ^' 

worin   wir  in  bekannter  Weise  die  sechs  zusammengehörigen  Werte 
des  Doppelverhältnisses  von  vier  Punkten  vor  uns  haben*). 

Beachten  wir  noch  den  Fall,  dass  irgend  zwei  der  vier  Linear- 
factoren von  f  einander  gleich  werden.  Die  Folge  ist  offenbar,  dass 
eine  der  Invarianten  Ay  B,  C  verschwindet,  während  die  beiden  anderen 
entgegengesetzt  gleich  werden.  Von  den  sechs  Werten  des  Doppel- 
verhältuisses  werden  zwei  gleich  0,  zwei  gleich  1  und  zwei  gleich  00. 

*)  Man  ygl.  die  Lehrbficfaer  der  neueren  Geometrie  oder  auch  der  Invarianten- 
theorie  wie  z.  B.  Clebsch,  Theorie  der  binären  Formen  pag.  169  f. 
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§  3.    Verhalten  der  Ä,  B,  C  bei  Änderung  der  Factorenfolge  von  f. 

Es  soll  hier  vor  allen  Dingen  untersucht  werden,  in  welcher  W.eise 
sich  die  Ay  B,  C  modificieren,  falls  man  eine  Änderung  in  der  Reihen- 
folge der  Linearfactoren  von  f  eintreten  lässt.  Diese  vier  Factoren, 
die  wir  im  Anschluss  an  die  Bezeichnungs weise  der  Determinanten 
durch  1,  2,  3,  4  benennen,  gestatten  24  verschiedene  Permutationen, 
welche  eine  Gruppe  bilden*).  Es  ist  dieselbe  in  bekannter  Weke 
holoedrisch  isomorph  mit  der  Gruppe  der  Oktaederdrehungen  und  be- 
sitzt wie  diese  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  vierter  Ordnung,  -die 
Vierergruppe.  Es  sind  einfach  die  folgenden  vier  geraden  Perniu- 
tationen 


1, 

2, 

3, 

4 

2. 

1, 

4, 

3 

3, 

4, 

1, 

2 

4, 

3, 

2, 

1, 

die  identische  Permutation  als  solche  mitgerechnet,  welche  diese  Vierer- 
gruppe bilden.  Bei  den  vier  Pennutationen  dieser  Vierergruppe  bleiben 
unsere  drei  Invarianten  A,  B,  C  völlig  ungeändert,  wie  man  aus  ihrer 
Definition  (3)  §  2  sofort  entnimmt. 

Die  Substitutionen  der  Vierergruppe  vermögen  einen  einzelnen 
Linearfactor  z.  B.  1  durch  jeden  andern  zu  ersetzen,  und  zwar  ist  es 
eine  bestimmte  Substitution  aus  der  Zahl  ler  vier,  welche  den  Ersatz 
von  1  durch  einen  bestimmt  vorj:jescl.M«i^eiM'ti  anderen  Factor  leistet. 
Es  folgt,  dass  wir  alle  Änderungen  der  A,  ß,  C  kennen  lernen  werden, 
wenn  wir  den  Index  1  an  seiner  Stelle  lassen  und  auf  die  drei  übrigen 
die  sechs  dann  noch  möglichen  Vertauschungen  ausüben.  Wir  stellen 
das  Resultat  hier  sofort  in  I  orm  einer  Tabelle  zusammen,  deren  Ein- 
richtung wolil  keiner  weiteren  Erläuterung  bedarf: 


(! 


I 

II 

III 

IV 

V 

VI 


i,   2, 

3, 

4 

Ä, 

B, 

C 

1,    3, 

4, 

2 

B, 

G, 

A 

1»    4, 

2, 

3 

G, 

Ä, 

B 

1,    2, 

4, 

3 

-Ä, 

-G, 

7? 

1.    4, 

3, 

2 

-G, 

-B, 

-  A 

1,    3, 

2, 

4 

-B, 

-A, 

-  G 

*)  Hier  kommen  nun  sogleich  die  Entwickinngen  aus  „Ikos/*  I  Kap.  1  zur 
Geltung,  insbesondere  §§  6,  7. 
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Die  A,  B,  C  erfahren  somit  bei  den  sechs  Permatationen  der 
letzten  drei  Linearfactoren  ihrerseits  selbst  Umstellungen,  welche  sogar 
jenen  völlig  analog  gebaut  sein  würden,  falls  nicht  in  den  drei  letzten 
Reihen  das  negative  Zeichen  aufträte.  Aber  es  ist  gar  nicht  schwierig, 
auch  diese  kleine  Unannehmlichkeit  dadurch  zu  überwinden,  dass  wir 
als  drei  neue  Invarianten  A,  B,  f  die  Differeneen  der  A,  B,  C  in 
folgender  Weise  einführen: 

(2)  A  =  B  -  C,    B  =  C-  A,    r  =  A  —  B. 

Dieselben  sind  dann  durch  die  selbstverständliche  Relation: 

(3)  A  +  B  +  r  =  0 
verknüpft  und  drücken  die  A,  B,  C  in  der  Form  aus: 

SA B  +  r,    3J?  =  — r  +  A,    3C=-A  +  B. 

In  der  That  setzt  sich  nun  unsere  obige  Tabelle  in  diese  um: 


(4i 


I 

II 

III 

IV 

V 

VI 


1 
1 
1 
1 
1 
1 


2, 

3, 

4 

A, 

B, 

r 

3, 

4, 

2 

B, 

r, 

A 

4, 

2, 

3 

r, 

A, 

B 

2, 

4, 

3 

A, 

r, 

B 

4, 

3, 

2 

r, 

B, 

A 

3, 

2, 

4 

B, 

A, 

r 

Die  Invarianten  A,  B,  f  erfahren  also  bei  den  Vertauschungen  der  Linear- 
factoren,  welche  1  (oder  auch  irgend  einen  andern  Factor)  fest  lassen^ 
gerade  sänUlidte  überhaupt  mögliche  Vertauschungen. 


§  4.     Äqniyalens  aweier  Formen  bei  rmgeänderter  Factorenfolge. 

Erste  kanonische  Form  von  f. 

Die  Bedeutung  der  Invarianten  1,  Jiy  C  können  wir  hier  zwecks 
massig  durch  Besprechung  eines  ProbIeui<«  erläutern,  das  einen  der 
Hauptzielpunkte  aller  Invariantentheorie  abgie!  t.  Neunei.  wir  zwei 
Formen  dann  äquivalent,  wenn  sie  aus  einander  durcli  lineare  Trans- 
formation der  Variabelen  hervorgehen,  so  ist  das  gemeinde  Probl< m 
zu  entscheiden,  ob  zwei  vorliegende  Formen  /  und  f  äquivaleiii  nind, 
und,  wofern  dieses  zutrifft^  alle  linearen  Substitutionen  anzugeL'ii.  die 
f  in  f  überführen.  Die  letztere  Aufgabe  kommt  dann  auf  die  andere» 
zurück,  die  linearen  Substitutionen  der  Variabelen  zu  bestimmen,  die 
f  in  sich  überführen. 

Sei  nun  wieder  f  unsere  biquadratische  binäre  Form  und  sei  die- 
selbe nach  (2)  §  1  in  Linearfactoren  zerfallt.   Die  soeben  aufgeworfenen 


( 
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Fragen  werden  alsdann  gerade  durch  die  Invarianten  A,  B^  C  beant- 
wortet, falls  wir  die  Reihenfolge  der  Linearfactoren  als  unveränderlich 
gegdbm  erachten.  Es  hat  dies,  wie  wir  sogleich  sehen  werden,  seinen 
Grund  darin,  dass  wir  im  Stande  sind,  f  vermöge  einer  linearen  Sub- 
stitution der  Determinante  1  in  eine  kanonische  Form  umzusetzen,  in 
welcher  die  Invarianten  A^  B,  C  oder  auch  zwei  unter  ihnen,  was 
zufolge  (4)  §  2  auf  dasselbe  hinauskommt,  in  einfachster  Weise  die 
Coefficienten  bilden. 

Wir  schicken  hier  die  selbstverständliche  Bemerkung  voraus,  dass 
jede  biquadratische  binäre  Form  bei  ungeänderter  Factorenfolge  in 
sich  übergeht  bei  Anwendung  von  einer  der  vier  Substitutionen 

z;  =  i^0^,    zi  =  i^z^     (a  =  0,  1,  2,  3). 

Die  Determinante  dieser  Substitution  ist  ( —  1)",  also  -f-  1  oder  —  1, 
je  nachdem  a  gerade  oder  ungerade  ist.  Haben  wir  nun  irgend  eine 
Substitution  der  Determinante  r,  welche  f  in  eine  kanonische  Form 
überführt,  so  können  wir  aus  dieser  einen  Substitution,  indem  wir  die 
rechten  Seiten  ihrer  Formeln  um  i"  als  Factor  modificieren,  im  ganzen 
vier  verschiedene  Substitutionen  ableiten,  die  f  in  die  fragliche  kano- 
nische Form  überführen.  Dabei  haben  offenbar  zwti  dieser  Substitu- 
tionen die  Determinante  +  r,  die  beiden  anderen  —  n  Wir  wollen 
vier  solche  Substitutionen  in  der  Folge  immer  zusammenfassend  als 
„vier  Substitutionen  der  Determinante  +  r*'  bezeichnen. 

Nun  betrachten  wir  die  vier  speciellen  Substitutionen  der  Deter- 
minante +  1 

^'         >/(l74)  V(4,  2)   ^  '       '  '       ^^ 

Es  soll  darin  (i,  h)  wieder  die  zweigliedrige  Determinante  des  §  2 
sein,  während  wir  das  Vorzeichen  der  Wurzel  }/(i,  k)  für  jede  der  drei 
in  (1)  eingehenden  Determinanten  nach  Willkür  wählen  können«  Eine 
kurze  Rechnung  ergiebt  dann  für  die  in  ihre  Factoren  zerlegte  Form  f 
die  transformierte  Gestalt: 

(2)  f=  Vi  (y»  -  Vi)  Uvi  +  ^Vt)  ya- 

Hiermit  sind  wir  zu  derjenigen  Gestalt  gekommen,  die  wir  künftighin 
als  erste  kanonische  Form  von  f  bezeichnen  wollen. 

An  (2)  knüpfen  wir  nun  folgende  Lösung  des  Äquivalenzproblems 
von  f  mit  einer  zweiten  Form  /*'  bei  Aufrechterhaltung  der  Factoren- 
folge. Wir  denken  uns  f  durch  eine  (1)  vöHig  analoge  Substitution 
auf  die  Form  gebracht: 
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f = vi  ijf2  —  y/)  (^'y/  +  B'y/)  y/ 

und  unterwerfen  f  und  f  in  dieser  ersten  kanonischen  Form  der 
Discussion.  Soll  es  eine  lineare  Substitution  der  y^y  y^  von  der  Deter- 
minante r  geben,  welche  f  derart  in  f  transformiert,  dass  dabei  der 
erste  Factor  von  f  in  den  ersten  von  f  u.  s.  w.  übergeht,  so  müssen 
zuvorderst  infolge  der  Invariantennatur  der  Ay  B,  G  die  Bedingungen 

bestehen: 

Ä'^r^Ä,    B'  =  f^B,    C'  =  r^C, 

von  denen  übrigens  jede  die  Folge  der  beiden  anderen  ist  Treffen 
diese  Bedingungen  m,  so  ist  auch  jedesmal  f  mit  f  unter  Aufredhterhaltung 
der  Factarenfölge  äquivalent,  indem  nämlich  die  eine  Form  in  die 
andere  übergeht  durch  die  vier  Substitutionen  der  Determinante  4:  f ' 

yi=i''Vryiy   y%=i''Vryi. 

FQr  den  Yorliegenden  Zweck  sind  die  Invarianten  A,  B,  V  ebenso 
brauchbar  wie  A^  B,  C.  Wir  können  demnach  unser  Resultat  auch 
dahin  aussprechen,  dass  zwei  gegebene  Formen  factorenweise  mit  einander 
äquivalent  sind,  wenn  ihre  heeüglichen  Invarianten  A',  B',  f  resp.  A,  B,  f 
mit  einander  proportional  sind: 

(3)  A'  =  r«A,     B'=r«B,     r=r^r. 

Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  giebt  es  vier  Substitutionen  der 
Determinante  +  ^i  welche  f  in  f  in  verlangter  Weise  überführen. 

§  5.    Von  der  Äquivalenz  einer  Form  f  mit  sieh  selbst. 

Ausgerüstet  mit  den  Resultaten  des  vorigen  Paragraphen  können 
wir  nun  weiter  die  Frage  nach  der  Äquivalenz  einer  Form  mit  sich 
selbst  leicht  zur  Entscheidung  bringen.  Die  Anzahl  der  Substitutionen, 
welche  eine  Form  bei  unveränderter  Factorenfolge  in  sich  überführen, 
war  vier;  sie  wächst  aber  bedeutend,  falls  wir  nicht  mehr  auf  die 
Reihenfolge  der  Linearfactoren  achtgeben.  Indem  wir  diese  Factoren 
einer  beliebigen  der  24  Permutationen  unterziehen,  kommen  wir  zu 
einer  neuen  Gestalt  der  Form  f,  die  wir  zum  Unterschiede  von  der 
ursprünglichen  mit  f  bezeichnen.  Es  gilt  dann,  die  Äquivalenz  von 
f  und  f  im  Sinne  des  vorigen  Paragraphen  zu  entscheiden. 

Aber  die  Invarianten  von  f\  die  wir  durch  A',  B',  f  bezeichnen, 
stellen  doch  nach  (4)  §  3  nichts  anderes  als  eine  Permutation  der  A,  B,  f 
selbst  dar.  Gehörte  nun  jene  Vertauschung  der  Linearfactoren  der 
oben  genannten  Yierergruppe  an,  so  ist  direct: 

A'  =  A,  B'  =  B,   r  =  r. 

Indem  hierdurch  die   Forderung  (3)  §  4  erfüllt  ist,   können  wir  für 
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jede  binäre  biquadratisclie  Form,  ohne  auf  die  Reihenfolge  der  Linear- 
factoren noch  weiter  Gewicht  zu  legen,  sechzehn  StibstittUionen  der  De- 
terminante +  1  angeben,  welche  aJIe  die  Transformation  der  Form  in 
sich  leisten. 

Deuten  wir  f  geometrisch  durch  die  vier  /'=0  entsprechenden 
Punkte  einer  Geraden,  so  lassen  die  vier  Substitutionen 

dieses  Punktquadrupel  völlig  unverändert.  Es  werden  demnach  die 
sechzehn  Transformationen  der  Form  in  sich  auf  nur  vier  geometrisch 
verschiedene  zurückkommen.  Das  stimmt  denn  mit  dem  bekannten 
Satze  der  Geometrie  überein,  dass  vier  Punkte  einer  Geraden  sich  selbst 
immer  auf  vier  Weisen  projectiv  sind. 

Im  allgemeinen  giebt  es  keine  weiteren  als  jene  sechzehn  Sub- 
stitutionen, die  f  in  sich  überführen.  Sollte  nämlich  auch  eine  der 
Vierergruppe  nicht  angehörige  Permutation  der  Linearfactoren  von  f 
auf  ein  f  führen,  das  mit  f  die  specielle  Äquivalenz  des  vorigen 
Paragraphen  zeigt,  -so  müssten  nach  (4)  §  3  die  A,  B,  f  auch  mit 
einer  von  der  Identität  verschiedenen  Permutation  ihrerselbst  pro- 
portional sein.  Wir  setzen  hierbei  voraus,  dass  keine  zwei  der  vier 
Linearfactoren  von  f  mit  einander  identisch  werden.  Die  Invarianten 
A,  B,  C  sind  dann  alle  drei  von  Null  verschieden  oder,  was  dasselbe 
besagt,  keine  zwei  der  Invarianten  A,  B,  f  werden  mit  einander  identisch. 

Unter  dieser  Voraussetzung  versuchen  wir  die  Invarianten  A,  B,  f 
in  der  Anordnung  II  in  (4)  §  3  der  ursprünglichen  Anordnung  pro- 
portional zu  setzen: 

B:  T:  A^  A:  B:  r. 

Man  sieht  ohne  weiteres,  dass  dann  auch  der  Anordnung  UI  ent- 
sprechend 

r:A:B  =  A:B:r 

erfüllt  ist.  Die  Invarianten  haben  alsdann  solche  besonderen  Werte,  dass 

wird,  unter  q  eine  complexe  dritte  Einheitswurzel  verstanden.  Der  Fall 
dieser  speciellen  Werte  der  Invarianten  heisst  der  äquianharmonische. 
Neben  die  16  Svi)stituiionen  der  Determinante  +  1,  ivelche  auch  im  all- 
gemeinen Falle  die  Form  f  in  sich  selbst  transformieren,  treten  hier  den 
Anordnungen  II  und  III  entspreclwnd  noch  weitere  2  •  16  Substitutionen 
der  Determinante  +  g  bejs.  +  q^,  welche  gleichfalls  f  in  sich  überführen. 
Fallen  die  A,  B,  f  in  ursprünglicher  Anordnung  endlich  mit  einer 
der  Anordnungen  IV,  V,  VI  proportional  aus,  so  ergieht  sich,  dass 
eine  der  Invarianten  verschwindet,  während  die  beiden  anderen  ent- 
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gegengesetzt  gleich  werden.  Man  spricht  alsdann  vom  harmonischen 
Falle  und  hat  z.  B.  fOr  die  Anordnung  IV 

A  =  — A,    B  =  — r,    r  =  — B. 

Es  folgt  leicht:  Im  harmonischen  Falle  hat  man  ausser  den  16  Sub- 
stitutionen der  Determinante  +  l  des  allgemeinen  Falles  noch  weitere 
16  Substitutionen  der  Determinante  +  i,  welche  die  Form  f  in  sich  trans- 
formieren. 

§  6.     Von  der  Äquivalens  zweier  Formen  bei  beliebiger 

Faotorenfolge. 

Indem  wir  nun  das  am  Eingang  des  vierten  Paragraphen  auf- 
geworfene Problem  in  allgemeiner  Fassung  besprechen  wollen^  werden 
wir  sogleich  sehen ,  dass  uns  diese  Absicht  über  den  gegenwärtigen 
Stand  unserer  invariantentheoretischen  Betrachtung  hinausführt.  Soll 
nämlich  eine  Form  f  mit  den  Invarianten  A^  B,  f  einer  zweiten  Form  f 
mit  den  Invarianten  A'^  B'^  f  äquivalent  sein^  ohne  dass  dabei  ins- 
besondere der  erste  Factor  von  f  dem  ersten  von  f  u.  s.  w.  ent- 
spricht;  so  werden  wir  zuvor  eine  Ab.änderung  der  Factorenfolge  von  f 
derart  treffen  können^  dass  eben  diese  besondere  Äquivalenz  beider 
Formen  wieder  zutrifft.  Unsere  Invarianten  A,  B,  f  werden  bei  dieser 
Umsetzung  von  f  in  irgend  einer  der  sechs  möglichen  Arten  permutiert. 
Durch  Heranziehen  oben  gewonnener  Resultate  kommen  wir  somit  zu 
dem  Satze:  Die  Formen  f  und  f  sind  stets  dann  mit  einander  äqui- 
valent, wenn  sich  ein  Proportionalitätsfactor  r^  finden  lässt^  welcher 
die  drei  Grossen  A',  B^,  F^  mit  den  drei  anderen  A,  B,  f,  letztere  in 
irgend  einer  Reihenfolge  genommen ;  proportional  erscheinen  lässt. 
Die  eine  Form  geht  alsdann  durch  16  Substitutionen  der  Determinante 
Hh  r  in  die  andere  über. 

Wollten  wir  diesem  Resultate  durch  Formeln  Ausdruck  verleihen, 
so  müssten  wir  offenbar  zunächst  sechs  neben  einander  stehende  Pro- 
portionen zwischen  den  A',  B'  u.  s.  w.  hinschreiben,  von  denen  im 
Einzelfall  dann  jedesmal  eine  zutreffen  würde.  Diese  Unbequemlichkeit 
legt  uns  nahe,  zu  ihrer  Vermeidung  die  symmetrischen  Verbindungen 
der  A,  B,  r  in  die  Betrachtung  einzuführen.  Wir  werden  solcher 
Weise  zu  den  rationalen  Invarianten  der  biquadratischen  binären  Form  f 
geführt  und  können  dann  mit  ihrer  Hilfe  dem  hier  in  Rede  stehenden 
allgemeinen  Aquivalenzproblem  die  einfachste  Auflösung  verleihen. 
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§  7.    Die  rationalen  Invarianten  der  Form  f. 

Wenn  wir  die  A,  B,  T  als  Wurzeln  einer  cubischen  Gleichung 
ansehen^  so  erscheinen  dieselben  durch  ihre  symmetrischen  Verbin- 
dungen: 

G,=^^  +B  +r, 

(1)  Gfj  =  Br  +  rA  + AB, 

G^  =  ABr 

völlig  bestimmt.  Von  diesen  verschwindet  die  erste  nach  (3)  §  3  identisch, 
während  wir  für  G^  und  G^  bei  Einwirkung  linearer  Substitutionen 
auf  f  die  Gleichungen: 

(2)  G^'=^r*G„      G,'-^r»G, 

berechnen. 

Erinnern  wir  uns  hierüber  hinaus  an  die  Darstellung  der  irratio- 
nalen Invarianten  durch  die  Grössen  0^^\  g^^  in  (3)  §  2,  so  folgt,  dass 
G^  die  einzelne  Reihe  z^^^,  !S^^^  homogen  in  zweiter,  G^  aber  in  dritter 
Dimension  enthält.  Da  wir  es  zugleich  beide  Male  mit  ganzen  ratio- 
nalen Verbindungen  der  ei^^^  zu  thun  haben,  so  folgt  nach  den  Er- 
örterungen des  Paragraph  1 :  G^  und  G^  sind  ganze  rationale  Functionen 
der  Coefficienten  von  f  u/nd  zwar  enthalten  sie  dieselben  homogen  im  zweiten 
bez.  dritten  Grade,  Indem  wir  ihre  explicite  Darstellung  in  den  Coef- 
ficienten bis  auf  den  nächsten  Paragraphen  verschieben,  fassen  wir  das 
erhaltene  Resultat  vorerst  noch  in  den  Satz  zusammen:  Jede  binäre 
biquadratische  Form  hat  zwei  rationale  Invarianten  (r^,  G^  vom  Gewichte 
vier  resp.  sechs  und  homogen  und  ganz  vom  zweiten  bez.  dritten  Grade 
in  den  Coefficienten. 

Da  G2  und  G^  die  drei  Invarianten  A,  B,  f  bis  auf  die  Reihen- 
folge völlig  bestimmen,  so  ergänzen  wir  die  Lücke  des  letzten  Para- 
graphen durch  den  Satz:  Zwei  Formen  f  und  f  sind  stets  und  nur 
dann  einander  äquivalent,  wenn  ihre  bezüglichen  Invarianten  G2,  (r, 
und  G2,  G^  eine  Grösse  r  zu  finden  gestatten,  die  den  Bedingungen 

genügt: 

G,'  =  r'G,,    G.'^r'G,. 

Es  kommt  dies  ersichtlich  darauf  hinaus,  dctös  für  äquivalente  Formen 

die  absolute  Invariante 

Gl 

übereinstimmen  muss. 

Wir  kommen  hier  noch  einmal  auf  die  Specialfalle  des  §  5  zurück, 
weil  sich  dieselben  mit  Hilfe  der  rationalen  Invarianten  in  einfachster 
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Weise  kennzeiclmen  lassen.    Auf  Grund  von  (1)  berechnet  man  sofort : 
Die  Bedingung  des  äqtiianharmonischen  Falles  ist 

»2  =  0, 


die  des  harmonischen 


©3  =  0. 


Hat  /*=  0  eine  Doppelwurzel,  so  verschwindet  das  Product  A'B-C, 
welches  von  einem  numerischen  Factor  abgesehen  sich  in  das  andere 
umsetzt: 

(B-r)(r-A)(A-B). 

Aber  das  Quadrat  dieser  Grösse  ist  eine  ganze  symmetrische  Function 
von  A,  B;  r  und  daher  mit  Rücksicht  auf  6r|  =  0  eine  ganze  rationale 
Function  von  G^  und  G^.  Wir  setzen  dieselbe  gleich  4  •  36^-  A  und  be- 
zeichnen A  als  Discriminante  der  "binären  biquadratisdien  Fonn  /l  Eine 
leichte  Rechnung  ergiebt: 

(3)  —  4  .  36« .  A  =  4Ö2»  +  27  ^3^ 

§  8.     Die  rationalen  Invarianten  in  ezplioiter  Form. 

Mit  den  Grossen  ög,  G^  haben  wir  zwei  weiterhin  sehr  wichtige 
Invarianten  gefunden,  deren  Darstellung  in  den  Coefficienten  der  Form  f 
nunmehr  angegeben  werden  soll.  Hier  würde  es  eine  sehr  umfäng- 
liche Rechnung  werden,  wollten  wir  etwa  dem  Gange  der  bisherigen 
Entwickelung  getreu  die  G^^  G^  zunächst  als  symmetrische  Functionen 
der  g^^^y  02^^  wirklich  hinschreiben  und  von  da  aus  ihre  Ausdrücke  in 
den  CoefGcienten  der  binären  Form  ableiten.  Vielmehr  wollen  wir 
ein  indirectes  Verfahren  einschlagen,  indem  wir  ausser  der  Invarianten- 
natur von  G2,  G^  das  schon  bekannte  Resultat  verwerten,  dass  diese 
Grossen  homogen  und  ganz  vom  zweiten  resp.  dritten  Grade  in  den 
Coefficienten  von  f  sind.  Diese  Methode  ist  deshalb  gerechtfertigt, 
weil  die  Existenz  der  Invarianten  G^y  G^  nicht  erst  noch  bewiesen 
werden  muss.    Wir  zerlegen  unsere  Entwicklung  in  drei  Schritte. 

Es  war  ausführlich  geschrieben 

fi/^u  ^2)  =  «V  +  4&^i'jef2  +  GciSj^^i^  +  ^dB^z^  +  ez^. 
Man  bilde  nun  erstlich  die  lineare  Substitution  der  Determinante  1: 

unter  6  eine  beliebige  Constante  verstanden.  Die  Coefficienten  der 
transformierten  Form  werden  ersichtlich 

<^a,     6"}),    c,    ^d,     ^e, 

während  G^  und  G^  durchaus  unverändert  bleiben  müssen.    Nun  sind 


14  I^  1.   Von  den  InTarianten  der  biqnadratischen  binären  Form. 

diese  letztere  homogene  ganze  Combinationen  der  Coefficienten  vom 
zweiten  bez.  dritten  Grade.  Daher  folgt,  dass  G^  eine  lineare  Ver- 
bindung der  folgenden  Ausdrücke  sein  muss: 

ae,    hdy  c*, 

(rg  aber  eine  gleiche  Verbindimg  der  Grössen: 

acey    bcd,    ad^,    Ve,  <?. 

Wir  denken  uns  zweitens  G^  und  G^  in  den  eben  genannten 
Grossen  linear  und  homogen  mit  unbestimmten  Coefficienten  auf- 
geschrieben und  suchen  die  letzteren  durch  eine  zweite  lineare  Trans- 
formation von  der  Determinante  1,  bei  der  (r^,  G^  wieder  unverändert 
bleiben  müssen,  zu  bestimmen.  Hierzu  empfiehlt  sich  folgende  Sub- 
stitution 

Die  Coefficienten  der  neuen  Form  sind  der  Reihe  nach: 

a-f-46-|-6c-}-4(i+e,    b  +  ^c  +  M  +  e,    c  +  2rf  +  e,    rf-f-ß,    e. 

Indem  wir  die  neuen  Coefficienten  in  die  für  G^  und  G^  angeschriebenen 
AusdrQcke  eintragen  und  mit  den  ursprünglichen  Werten  von  G^^  G^ 
die  solchergestalt  entspringenden  neuen  Werte  bez.  ideutificieren,  finden 
wir,  dass  diese  Grössen  als  Functionen  der  Coefficienten  folgendennassen 
definiert  sein  müssen: 

G^~'k(ae  —  Abd  +  Z(?)y 

^^  ©3  =  Tc'{ace  +  2bcd  -  ad^  —  eV  —  c»). 

Dabei  bedeuten  Tc  und  Ic'  numerische  Factoren,  die  wir  nun  drittens 
noch  zu  bestimmen  haben.  Wir  gehen  zu  dem  Ende  auf  die  kano- 
nische Form  zurück: 

f'^yi(jfi  —  Vi)  (^j/i  +  ^yi)y2 

und  berechnen  für  sie  die  in  den  beiden  Gleichungen  (1)  rechter  Hand 
stehenden  Ausdrücke.    Man  findet: 

^  ,     Ä'  +  ÄB  +  B^ 

(2)  ^^ 

G, * j32 

Der  Vergleich  mit  der  ursprünglichen  Definition  von  G^  und  (?,  (1)  §  7 
und  die  Beziehung  der  A,  B,  C  zu  den  A,  B,  f  liefern  dann  leicht  die 
nachfolgenden  ZaJüwerte  für  Je,  Je': 

(3)  k 36,     Ä'  =  432. 

Damit  ist  die  explicite  Darstellung  von  G^,  G^  geleistet. 
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« 

§  9.    Die  Invarianten  g^^  g^  und  die  absolute  Invariante  J. 

Das  Wesentliche  an  den  Invarianten  G^^  G^  sind  ersichtlicli  nicht 
die  Factoren  Tcy  h\  sondern  die  mit  ihnen  multiplicierten  ganzen 
Functionen  der  Coefficienten  a^  6  . . . .  Darum  wollen  wir  statt  G^y  G^ 
fortan  diese  ganzen  Functionen  selbst,  die  wir  dann  g^y  g^  nennen ,  als 
Invarianten  von  f  einßihren*).    Wir  setzen  also: 

,jN  g2  =  «ß  —  46^  +  3c*, 

g^  =  ace  +  2bcd  —  aeP  —  h^e  —  c^ . 

Die  Discriminante  A,  welche  durch  (3)  §  7  definiert  ist;  nimmt  jetzt 
folgende  Gestalt  an: 


2 


(2)  A  =  i,/  -  27<7,' 

Vorübergehend  haben  wir  auch  bereits  vorhin  eine  absolute  In- 
variante aus  G2  und  G^  zusammengesetzt.  Als  solche  wollen  wir  fortan 
den  QtMtienten  g^ :  A  wählen  und  bezeichnen  ihn  durch  J.  Wir  haben 
dann: 

(3)  dr=^,   j^i  =  ^lf^ 

zwei   Gleichungen,   die   wir   gemeinsam   schreiben  in  der  einen  fort- 
laufenden Proportion: 

(4)  J:J-l:l^g,^:21g,^:A. 

Die   Beziehung   dieser   rationalen   absoluten   Invariante  J  zu   der 

früher  bereits  erhaltenen  irrationalen  absoluten  Invariante  A  =  —  -^ 

lesen  wir  ohne  Mühe  aus  den  Formeln  (2)  des  vorigen  Paragraphen 
ab.    Wir  schreiben  die  entspringende  Gleichung  wieder  als  Proportion: 

(5)  J:J— 1:1  =  4(A«  — A+1)»:(2A»-3A^-3A  +  2)^:27A*(1-A)«. 

Es  ist  dies  eine  in  der  Theorie  der  regulären  Körper  sehr  be- 
kannte Gleichung.  Man  sehe  ^^kos.^'  pag.  44,  wo  die  sechs  Formen 
des  Doppelverhältnisses 

2       i-        -{—2  ^  ^  ^  —  1 


*)  Die  weiterhin  oft  su  brauchenden  Invarianten  p,»  9i  finden  sich  hiBtorisch 
unter  den  ersten  Beispielen  für  den  von  Cajley  concipierten  allgemeinen  Begriff 
der  Invarianten.  Man  sehe  Cayley*B  erste  Arbeit  im  „Cambridge  Mathem. 
Jonmal"  Bd.  4  p.  193  (1846),  wo  thatsächlich  diejenige  Invariante  auftritt,  die 
wir  hier  g^  nennen.  Unmittelbaren  Anteil  an  diesen  ersten  Untersuchungen  hatte 
übrigens  auch  Boole;  ihm  dankt  man  die  Entdeckung  der  Invariante  ^3,  sowie 
den  Ausdruck  der  Discriminante  in  ^„  g^.  Man  sehe  pag.  209  des  eben  citierten 
Bandes.  Gayley^s  hier  in  Betracht  kommende  Arbeit  ist  wieder  abgedruckt  in 
dessen  CoUected  Mathetnaticdl  Papers  Bd.  I  p.  80—94  (Cambridge  1888). 
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zugleich  auch  in  ihrer  Eigenschaft  als  die  sechs  Substitutionen  einer 
Diedergrujope  auftreten.  In  der  That  geht  denn  auch  Gleichung  (5) 
durch  die  Substitutionen: 

^_  1  .      _  2X  —  1  —iy/s 

«^'         ^       ^         2X~l+»)/3 

in  die  Gestalt  über: 

in  der  man  nun  die  gewohntere  Form  der  Diedergleichimg  für  n  =  3 
erkennt  (,,Iko8 "  p.  60). 

§  10.     Die  zweite  kanonisolie  Form  von  /*. 

Wir  können  die  Bedeutung  der  Invarianten  g^  uud  g^  für  die 
Frage  nach  der  Äquivalenz  zweier  Formen  geradezu  zur  Anschauung 
bringen ;  indem  wir  hier  eine  zweite  kanonische  Gestalt  für  biquadra- 
tische binäre  Formen  besprechen  ^  deren  Coefficienten  durch  g^  und  g^ 
in  einfachster  Weise  ausgedrückt  sind.  Bei  der  Formulierung  des 
folgenden  Satzes  wollen  wir  der  Kürze  halber  die  SpecialföUe^  dass 
eine  dieser  Invarianten  verschwindet^  ausschliessen.  Wir  können  dann 
beweisen:  Eine  hiquadratische  binäre  Form  f  mit  den  Invarianten  g^  undg^ 
lässt  sich  auf  16  Weisen  mittels  linearer  Substitutionen  der  Determi- 
nante 1  in  die  kanonische  Gestalt  bringen,  die  wir  hier  als  zweite  be- 
zeichnen: 

In  derselben  ist  y^  einfacher  Linearfactor;  es  werden  sich  also  nur 
solche  Formen  f  in  die  Gestalt  (1)  setzen  lassen,  die  wenigstens  einen 
einfachen  Linearfactor  besitzen. 

Es  ist  auch  hier  nicht  unsere  Absicht,  durch  ausführliche  Rech- 
nungen die  wirkliche  Form  der  Substitution  anzugeben,  welche  eine 
allgemeine  Form  in  diese  specielle  Gestalt  überzufuhren  vermögen. 
Vielmehr  wollen  wir  uns  durch  eine  kurze  indirecte  Schlussweise  von 
der  Richtigkeit  des  gerade  ausgesprochenen  Satzes  überzeugen. 

Wir  setzen  den  Fall,  dass  eine  allgemeine  Form  f  mit  den  In- 
varianten g^  und  g^  mit  einer  speciellen  f  äquivalent  sei,  von  deren 
fünf  Coefficienten  die  ersten  drei  diesen  Forderungen  entsprechen  sollen : 
a'«=0,  6'  =  1,  c'«=0.  Zudem  möge  die  Äquivalenz  durch  16  Sub- 
stitutionen der  Determinante  +  1  vermittelt  sein. 

Nach  den  gewonnenen  Sätzen  ist  die  einzige  Bedingung,  damit 
solches  zutreffend  ist,  die,  dass  g^  und  g^  auch  die  Invarianten  von  f 
sind;  denn  Formen  mit  denselben  Invarianten  g^y  g^  gehen  in  einander 
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über  durch  16  lineare  Substitutionen  der  Determinante  +  1.  Setzen 
wir  aber  in  die  dergestalt  zu  fordernden  Gleichungen: 

g^  SS  ae  —  46'd'  +  3c'^, 

^3  =  ac'e  +  2Vcd'  -  ad'^  -  V^e   -  c^ 

die  speciellen  Werte  der  ersten  drei  Coefficienten  ein,  so  folgt: 

9%  =  —  ^d\    gs  =  —  e\ 
und  somit  sind  wir  für  die  zu  f  äquivalente  Form  /"  genau  auf  die 
rechte  Seite  von  (1)  geführt*). 

Wir  zerlegen  noch;  der  Bezeichnung  von  Weierstrass  folgend, 
den  cubischen  Factor  von  f  in  (1)  in  seine  Linearfactoren**): 

(2)  y^i^^Vi^—g^yiV^^  —OzV^^)  =  ^y%{yi  —  e^y%) (yi  —  e^y^)  (y,  —  e^y^). 

Berechnen  wir  hier  nach  den  Angaben  von  §  2  die  Invarianten  A,  J5,  C, 
so  kommt: 

(3)  J.  =  —  4(^2  —  63),     B  =  —  4(^3  -  ej,     C 4(e,  -  e,), 

sowie  durch  Übergang  zu  den  A,  B,  F: 

(4)  A=12ei,     B  =  12^2;     r=12e3. 

Die  Einführung  der  Ci,  $2,  e^  deckt  sich  also  im  wesentlichen  mit  der- 
jenigen der  A,  B,  f,  was  für  später  festzuhalten  ist. 

§  11.     Geometrisohes  über  die  zweite  kanonische  Form. 

Wir  verweilen  noch  einen  Augenblick  bei  der  geometrischen  Be- 
deutung unserer  neuen  kanonischen  Form.  Von  den  vier  Wurzeln 
von  f=0  hat  eine  im  neuen  Coordinatensystem  der  j/j  :  t/g  ^^^^  gBuiz 
specielle  Lage,  indem  sie  nach  dem  Unendlichkeitspunkte  desselben 
(ya  *==  0)  geworfen  ist.  Gleichzeitig  sind  die  drei  anderen  Wurzeln 
gegeben  durch: 

(1)  4^1»  —  g^y.y^^  —  g^y^""  =  0 

d.  1.  durch  eine  cubische  Gleichung  für  yi'y^j  ^^  welcher  das  zweite 
Glied  fehlt***).  Letzterem  Umstände  zufolge  verschwindet  der  nach  y^ 
genommene  DiflFerentialquotient  der  linken  Seite  von  (1)  für  y^  =  0, 

"*)  Der  hannoDitiche,  sowie  der  äquianharmonische  Fall  verhält  sich  wie  der 
allgemeine,  nur  dasB  die  Überführung  in  die  kanonische  Form  (1)  dann  durch 
2  •  16,  bez.  3  •  16  Substitutionen  vermittelt  wird. 

**)  Man  vgl.  Schwarz,  Formdn  und  Lehrsätze  zum  Gehrauche  der  elliptischen 
Functionen  pag.  12. 

***)  Indem  hier  der  Coefficient  von  y^^  numerisch  ist,  bleibt  ausgeschlossen 
(was  bei  Anwendung  der  kanonischen  Form  in  Betracht  kommt),  dass  einer  der 
drei  (1)  befriedigenden  Werte  von  y^  :  y^  unendlich  wird. 

Klein-Frioko,  Modtilfanotionozi.  2 
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SO  dass  die  lineare  Polare  des  Punktes  1^2"=  0  in  Bemg  auf  das  Tripel 
der  durch  (1)  gegebenen  Punkte  mit  y^  =  0  msammenfällL  Damit  ist 
auch  für  den  Nullpunkt  unseres  Coordinatensystems  die  geometrische 
Deutung  gewonnen. 

Indem  wir  in  bezeichneter  Weise  eine  Wurzel  von  /*  «=  0  vor 
den  drei  übrigen  bei  der  Legung  des  Coordinatensystems  der  y  aus- 
zeichnen, können  wir  dasselbe  in  vier  verschiedenen  Arten  wählen. 
Es  ist  also  wesentlich  irrational.  Dabei  mag  es  befremden,  dass  sich 
die  Irrationalität  nicht  schon  in  den  Coefficienten  unserer  Normal- 
form ausspricht,  die  doch  rationale  Functionen  der  a,  &,  Cy  d,  e  sind. 
Indessen  beachte  man  doch,  dass  jegliche  Form  durch  16  Substitutionen 
der  Determinante  +  1  in  sich  übergeführt  wird,  von  denen  aber  nur 
vier  geometrisch  einen  verschiedenen  Effect  nach  sich  ziehen,  während 
sich  die  übrigen,  die  sich  analytisch  von  jenen  nur  durch  die  Factoren 
i"  der  Substitutionscoefücienten  unterscheiden,  geometrisch  mit  der 
Wirkung  jener  decken.  Bei  unseren  16  Substitutionen,  welche  die 
kanonische  Form  (1)  unverändert  wieder  erzeugen,  nimmt  nun  das 
Coordinatensystem  gerade  die  vierfach  verschiedene  Lage  an,  von  der 
wir  oben  sprachen. 

Ahnliche  Bemerkungen  hätten  wir  bereits  bei  Gelegenheit  der 
ersten  kanonischen  Form  zur  Sprache  bringen  können.  In  der  That 
wurde  bei  der  zu  derselben  führenden  Substitution  jedem  der  vier 
Linearfactoren  von  f  eine  besondere  Bolle  zugewiesen,  was  mit  der  in 
dem  Factor  i"  liegenden  Vieldeutigkeit  zusammen  im  ganzen  96  Trans- 
formationen einer  gegebenen  Form  f  in  die  betreffende  Normalform 
ergiebt.  Trotzdem  hängen  die  Coefficienten  der  ersten  kanonischen 
Form  von  denen  der  ursprünglichen  nur  sechswertig  ab.  Der  gleiche 
Erklärungsgrund  wie  oben  führt  uns  überhaupt  zu  dem  allgemeinen 
Satze,  welche  Normalform  von  f  wir  auch  zu  Grunde  legen  wollen: 
Die  Anzahl  der  Transformationen  y  welche  f  in  eine  Nornmlform  Ober- 
führen,  ist  immer  16-mai  grösser  als  die  Vieldeutigkeit  der  dabei  ent- 
springenden Coefficienten. 

§  12.    Dritte  kanonisohe  Form  von  /. 

Es  soll  noch  eine  dritte  kanonische  Form  von  f  besprochen  werden, 
die  wir  hier  unter  Benutzung  einiger  geometrischer  Sätze  sowie  der 
Eigenschaften  der  Vierergruppe  einführen.  Wir  knüpfen  an  den  be- 
kannten Satz,  dass  zwei  auf  einer  Geraden  gegebene  Punktepaare 
eindeutig  zwei  andere  Punkte  bestimmen,  welche  die  Eigenschaft  haben, 
die  Punkte  jedes  der  gegebenen  Paare  harmonisch  zu  trennen.  Aber 
das  f{iSiy02)==^O    entsprechende   Punktquadrupel   kann   man   auf  drei 
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Weisen  in  zwei  Punktepaare  spalten,  und  jeder  dieser  Spaltungen  wird 
in  eben  bezeichneter  Weise  ein  neues  Punktepaar  der  Geraden  zu- 
geordnet sein. 

Bei  den  vier  geometrisch  verschiedenen  Traxisformationen  des 
Punktquadrupels  /*  «=»  S)  in  sich  erleiden  die  vier  Punkte  desselben 
die  oben  genannten  Permutationen  der  Vierergruppe,  und  es  ist  sofort 
ersichtlich,  dass  eine  einmal  gewählte  unter  den  drei  Spaltungen  des 
Quadrupels  in  zwei  Punktepaare  bei  diesen  vier  Transformationen  durch- 
aus stets  wieder  in  sich  übergehen  muss  (cf.  §  3).  Damit  aber  bleibt 
auch  das  jeder  Spaltung  entsprechende  harmonisch  trennende  Punkte- 
paar, vielleicht  abgesehen  von  einer  Vertauschung  der  beiden  Punkte 
des  einzelnen  Paares,  bei  den  vier  in  Rede  stehenden  Transformationen 
fest  Solcher  festbleibender  Pufüctepaare  finden  wir  also  auf  der  Geraden 
insgesamt  drei. 

Nun  bilden  andrerseits  jene  vier  linearen  Substitutionen  des  Quo- 
tienten j?! :  jEfj  eine  Vierergruppe  linearer  Substitutionen  einer  Ver- 
änderlichen, auf  deren  bekannte  Eigenschaften  wir  jetzt  zurückgehen. 
Dabei  wollen  wir,  da  doch  auch  die  complexen  Werte  des  Quotienten 
0^ :  e^  hier  zuzulassen  sind,  nicht  mehr  von  einer  Geraden  mit  dem 
binären  Coordinatensystem  der  ^i,  e^f  sondern  für  den  Augenblick 
unter  engem  Anschluss  der  Bezeichnungsweise  an  die  vorliegenden 
Verhältnisse  von  der  complexen  Ebene  0^^ :  0^  sprechen.  Dann  ist  es 
von  ,^Iko6.^^  p.  12,  13  her  bekannt,  dass  es  in  der  complexen  Ebene  von 
^1 '  ^2  gerade  nur  ein  Tripel  von  Punktepaaren  giebt,  das  gegenüber 
den  vier  Substitutionen  der  Vierergruppe  in  solcher  Weise  fest  bleibt, 
wie  wir  das  soeben  an  jenen  drei  Paaren  harmonisch  trennender  Punkte 
erkannten. 

Damit  ist  die  gegenseitige  Lage  unserer  drei  Punktepaare  erkannt, 
und  nun  ist  es  das  Einfachste,  wenn  wir  das  Coordinatensystem  der 
5],  0^  derart  wählen,  dass  nach  üblicher  Projection  der  Ebene  0^  10^ 
auf  die  Eugelfiäche  gerade  die  Figur  zu  Tage  kommt,  welche  den  Er- 
örterungen in  „Ikos."  p.  12,  13  zu  Grunde  liegt.  Unsere  drei  Funlcte- 
paare  werden  dann  die  Endpunkte  der  drei  Axen  eines  der  Kugel  con- 
centrischen  regulären  Oktaeders  und  bekommen  somit  unter  günstigster 
Lagerung  der  Werte  von  0^^01:0^  die  Argumente 

0=^0,    00;     1,    — 1;     i,    — i. 

Auf  das  solchergestalt  gewonnene  Coordinatensystem  0^^,  0^  gründen 
wir  nun  unsere  neue  Normalform  für  f  Stellen  wir  vorab  die  16  Sub- 
stitutionen auf,  welche  dieselbe  in  sich  überführen  werden,  so  be- 
rechnen sich  diese  von  „Ikos."  p.  37  Formel  (21)  aus  ohne  Mühe  als 

2* 
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Dementsprechend  werden  in  unserer  dritten  kanonischen  Form  von  /*  alle 
ungeraden  Potenzen  der  Variabelen  ausfallen^  und  überdies  müssen  die 
Coefficienten  von  z^  und  z^  einander  gleich  werden.    Man  hat  also: 

(2)  f  =  Miz,*  +  V)  +  6  Ne,W, 

eine  Form,  die  man  offenbar  folgendermassen  in  zwei  Factoren  spalten  kann: 

(3)  f=  ((,,W  -  ^x*^»*)  (l^iW  -  IhW)- 

Dieses  ist  die  kanonische  Gestalt  von  /)  um  die  es  uns  zu  thun  war. 

§  13.    Weiteres  über  die  dritte  kanonische  Form.     Ansohlnss  an  die 

Theorie  der  regulären  Körper. 

Die  in  der  dritten  kanonischen  Form   auftretenden  Coefficienten 
M,  N  oder  auch  ^j,  ^^  können  wir  leicht  mit  den  rationalen  Invari- 
anten g^f  g^  in  Verbindung   setzen.     Anwendung  der  Formeln  (1)  §  9 
ergiebt: 
(1)  g^  =  M*  +  ZN\    g,  =  {M'-N*)N, 

und  hieraus  folgt: 

(^)  12<7g  =  fii*"  +  14;ii*/ts,*  +  (t^^, 

216^3  =  ^i"  -  33,ti«^*  -  33,t,V*'  +  ^.". 

Für  die  Discriminante  findet  man  weiter: 

(3)  16A = ti,w(f^i*  -  i^.*r- 

Als  eine  neue  absolute  irrationale  Invariante  reihen  wir  dem  X  den 
Quotienten  von  ft^  und  fi^  an: 

Dieses  ft  erweist  sich  dann  auf  Grund  von  (2)  und  (3),  sowie  (4) 
§  9  mit  J  durch  die  Gleichung  verknüpft: 

(4)  J:  J  —  1  :  1  —  (ft«  +  14ft*  +  If  :  (^»^  _  33^8  _  33^4  ^  ^yz 

Das  ist  aber  die  Oktaedergleichung*),  und  somit  ist  (i  als  algebraische 
Function  24"*®°  Grades  von  J  die  Oktaederirrationalität. 

Den   Zusammenhang  zwischen  (i  und  X  gewinnt  man  durch  Zer- 
spaltung  von  (3)  §  12  in  seine  Linearfactoren: 

(5)  f=  {fi^Zi  —  (i^z^)  {(liZ^  -  ^1^,)  (fti^,  +  ^2^2)  (fi^z^  +  fti^g). 

*)  Cf.  „Iko«*."  p.  60  Formel  (62»). 
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Unter  Einhaltung  dieser  Factorenfolge  kommt  für  die  Invarianten  A,  B,  C: 

^  =  -  (^x*  -  f*2*)*,     £  =  -4^,V,     C-^W  +  i^/)* 
und  demnacli  als  Beziehung  zwischen  A  und  ft: 

(6)  , :  ,  _  1 ,  1  _  (ei=i)' :  (ü^)' ,  _y . 

Damit  ist  aufs  neue  eine  Diedergleickung*)  gefunden  und  ewa/r  diesmal 
die  für  n  =  2.  Überhaupt  subsumieren  sich  demgemäss  die  zwischen 
den  drei  absoluten  In  Varianten  J^  ky  f»  aufgefundenen  Beziehungen  ohne 
Ausnahme  unter  die  Gleichungen  der  regulären  Körper. 

Handeln  wir  endlich  noch  von  der  Vieldeutigkeit  des  der  dritten 
kanonischen  Form  zu  Grunde  liegenden  Coordinatensystems.  Jeder 
der  drei  Oktaederdiagonalen  wurde  bei  Legung  desselben  eine  besondere 
Rolle  zugewiesen^  so  dass  wir  dcLS  der  Form  (2)  §  12  m  Grunde  liegende 
CoordincUensystem  js^,  z^  auf  sechs  Weisen  wählen  können,  den  sechs  Per- 
mutationen von  drei  Dingen  entsprechend.  Das  entspricht  dem  Umstände^ 
dass  mit  gegebener  Form  und  also  gegebenen  927^8  ^^^  Gleichungen  (1) 
nach  M,  N  aufgelost  sechs  Lösungssysteme  geben.  Lifolge  des  Schluss- 
satzes in  §  11  folgt  somit,  dass  sich  jede  Form  f  durch  96  lineare  Sub- 
stitutionen der  Determinante  +1  in  die  dritte  kanonische  Form  setzen  lässt. 

Solches  können  wir  noch  weiter  verfolgen  an  der  vollends  in 
Linearfactoren  gespaltenen  Form  (5).  Es  muss  96  lineare  Substitu- 
tionen der  Determinante  +  1  für  z^,  z^  geben,  welche  (5)  wieder  in 
eine  Form  derselben  Gestalt  überführen.  Wir  können  die  96  Trans- 
formationen der  Formen  (5)  in  einander  dadurch  zum  Ausdruck  bringen, 
dass  wir  bei  unveränderten  z^,  z^  die  96  parallel  gehenden  linearen 
Substitutionen  der  Determinante  +  1  f^i^  f^i;  f^2  aufschreiben.  Mau 
bestätigt  leicht,  dass  sie  von  der  folgenden  Gestalt  sind: 

ttia  nia 


nia  nia 

(a  =  1,  2,  3, . . .,  8;  /5  =  1,  2,  3,  4;     Ä,  l  =  1,  2). 

Immer  vier  dieser  Substitutionen  unterscheiden  sich  nur  durch  die 
Potenz  von  i,  die  den  Substitutionscoefficienten  gemeinsam  ist.  Beim 
Fortgang  zum  Quotienten  ft  ziehen  sich  daher  die  96  Substitutionen 
auf  nur  24  verschiedene  zusammen.  Dabei  kommen  denn  die  24  Oktaeder- 
Substitutionen**)  zu  Tage: 

(8)  U    —  i^tt,     ,       i"-^^^-^,       t"-^^VT>       l"*'^--^,      t'^'^^^-r-.' 

*)  „Iko8."  p.  60  Formel  (60). 
*♦)  „IkoB."  p.  43  Formel  (31*). 
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Es  würde  natürlich  möglich  sein,  auf  dem  begonnenen  Wege  weiter 
zu  gehen  und  noch  neue  irrationale  Invarianten  von  f  herbeizuscha£fen. 
Inzwischen  begnügen  wir  uns  mit  den  nun  gegebenen  Entwicklungen 
und  gehen  zu  deren  Anwendung  auf  das  elliptische  Integral  erster 
Gattung. 

§  14.     Normalformen  des  elliptischen  Integrals  erster  Gattung. 

Statt  mit  dem  elliptischen  Integral  erster  Gattung  operieren  wir 

hier  zweckmässiger  mit  dessen  Differential  ^  welches  wir  in  der  Form 

anschreiben: 

,    dz 

Der  Übergang  zum  Integral  erfordert  nicht  mehr  als  die  Festlegung 
des  Integrationsweges  auf  der  zweiblättrigen  Riemann'schen  Fläche, 
welche  man  der  Quadratwurzel  im  Nenner  des  Differentials  ent- 
sprechend zu  construieren  hat.  Da  es  sich  indessen  vorab  nur  um  das 
Bildungsgesetz  des  Differentials  handelt,  so  lassen  wir  den  Integrations- 
weg;  der  zum  Integral  u  führen  würde,  ganz  ausser  Acht  und  bleiben 
also  kurzweg  bei  du. 

Anschliessend    an   die   voraufgehenden  Erörterungen   werden  wir 

übrigens  auch  hier  die  homogene  Schreibweise  e^,  e^  statt  e  =  -j-  bei- 
behalten, so  dass  wir  zu  setzen  haben: 


«% 


z^dz^  —  z^  dz, 


i 


zj 


während  der  Radicand  im  Nenner  des   Differentials  direct  in  unsere 
binäre  biquadratische  Form  f{0^ ,  g^)  übergeht: 

(1)  du  =  fgifju^i  jf« . 

Diese  Schreibweise  giebt  uns  zuvorderst  das  Mittel,  das  Verhalten 
von  du  gegenüber  linearen  Transformationen  von  0  in  Erfahrung  zu 
bringen.    Komme  die  Substitution  der  Determinante  r: 

zur  Ausübung,  so  ist  erstlich: 

g^diSi  —  iSid02  =  rQs^diS^  —  ^idz^), 
während  f  übergehen  möge  in: 

Demgemäss  findet  sich  für  das  Differential: 

(2")  z^d^i   —  Zj^'dz^  __  ^^j  ^ z^dz^  —  z^dg^ 
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Das  ellipHsdie  Differential  erster  Gattung  verhält  sich  demnach  gegenüber 
linearer  Transformation  wie  eine  Covariante  der  Grundform  f  und  zwar 
wie  eine  solche  vom  Gewichte  —  1  (vgl.  Math.  Ann.  Bd.  XIV  (1878)  p.  112). 
Jede  kanonische  Form  von  f  liefert  uns  jetzt  eine  Normalform 
fQr  das  Differential  du,  und  da  i^ir  die  kanonischen  Gestalten  jederzeit 
durch  Substitutionen  der  Determinante  1  aus  der  allgemeinsten  Form  f 
herstellten^  so  geht  du,  ohne  noch  einen  Factor  anzunehmen,  direct  in 
die  bezügliche  Normalform  über.  Stellen  wir  nun  die  Normalformen 
zusammen,  wie  sie  der  ersten,  zweiten  und  dritten  kanonischen  Form 
von  f  entsprechen  werden: 

n-j                                                             *•  CL  Zf  Zt    tt  Zq 

.      du  == * ^^:r:=-!  -=lL^^—  —  , 

III.    du=        -    ..  ?^^i-^i^^« 


V{{i,'z,^-ti,%^)'(ti,^z,'^ti,%^) 

Hier  ist  aber  sehr  zu  betonen,  dass  die  Variabein  £r^,  jet^  jeder  einzelnen 
dieser  Formeln  besondere  Bedeutung  haben,  indem  sie  immer  durch 
eine  besondere  Substitution  der  Determinante  1  aus  den  Variabein  gj^,  z^ 
von  (1)  hervorgehen. 

Sollen  wir  uns  jetzt  der  sonst  üblichen  Schreibweise  anschliessen, 
so  ist  zuvorderst  wiederum  zurückzukehren  zur  nichthomogenen  Schreib- 
weise z.  Solches  genügt  aber  für  die  Formen  I  und  UI  noch  nicht. 
I  und  III  nämlich  führen  zu  denjenigen  Normalintegralen,  welche  auch 
bereits  die  ältere  Theorie  kennt  Dabei  fallt  es  denn  ins  Gewicht,  dass 
man  früher  nur  solche  Grössen  bei  den  Normalformen  benutzte,  welche 
mit  unseren  absoluten  Invarianten  übereinkommen.  Wir  werden  dem- 
gemäss  die  rechten  Seiten  von  I  und  III  noch  so  umzugestalten  haben, 
dass  in  denselben  nur  noch  das  Doppelverhältnis  A  bez.  die  Oktaeder- 
irrationalität ^  auftritt.     So  gewinnen  wir  die  Formen: 

P.    yB'du=  ^' 


m  du 


IIP.     ^» .  du 


yz[i  —  z){\  —  xz) 

dz      

dz 


In  der  letzten  Formel  führen  wir  überdies  noch  die  Substitution 

aus,  wodurch  letzten  Endes  erhalten  wird: 

dy 


IIP.  fl,^du 


l/(l-y«)Cl-ft*y«) 
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§  15.     Benennxuig  der  Normalformen.     G^flohichtliolieB. 

Wie  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen  jetzt  vorliegt,  sind 
die  Formen  P,  II*  und  IIP  des  Differentials  erster  Gattung  die  wich- 
tigsten. Die  ihnen  entsprechenden  Integrale  führen  besondere  Be- 
nennungen, von  denen  wir  hier  noch  handeln  wollen.  Aus  TL^  ent- 
springt durch  Integration  eine  Normalform  des  Integrals  erster  Gattung, 
die  wir,  dem  allgemeinen  Gebrauche  folgend,  als  die  Weierstrass'sche 
benennen.  In  der  That  ist  Hr.  Weierstrass  der  Erste  gewesen,  der 
von  dieser  Integralform  beginnend  die  Theorie  der  elliptischen  Func- 
tionen consequent  entwickelt  hat*). 

Es  schliesst  das  nicht  aus,  dass  die  nämliche  Integralform  von 
anderen  schon  vorher  bemerkt  wurde.  So  finden  sich  in  einer  grossen 
Abhandlung  von  Eisenstein**)  Formeln,  welche  sich  auf  die  hier  in 
Bede  stehende  Normalform  des  Integrals  beziehen,  nur  dass  die  In- 
variantennatur der  hier  mit  g^  und  g^  bezeichneten  Grössen  Eisenstein 
selbstverständlich  unbekannt  war.  Eisensteines  Abhandlung  ist  viel- 
mehr auf  der  doppelten  Periodicität  basiert,  ein  Princip,  das  dann 
hernach  auch  für  Herrn  Weierstrass  bei  der  Gewinnung  der  fundamen- 
talen Function  6{u)  wesentlich  zu  Grunde  lag.  Auf  diese  interessanten 
Beziehungen  zwischen  Eisensteines  Abhandlung  und  Weierstrass'  Theorie 
kommen  wir  später  nochmals  zurück. 

Andrerseits  ist  Hr.  Her  mite  seit  lange  von  der  Invariantentheorie 
aus  zur  Normalform  IP  gelangt,  nachdem  ja  bereits  1845  durch  Cayley 
und  Boole  die  Entdeckung  der  Invarianten  g^  und  g^  geschehen  war. 
Hermite  teilte  Hrn.  Cayley  seine  auf  die  Transformation  des  Integrals 
bezüglichen  Entwicklungen  mit,  welcher  letztere  sie  dann  bei  Gelegenheit 
zweier  Abhandlungen***)  weiteren  Kreisen  zugänglich  machte.  Die 
Transformation  auf  die  Normalform  geschieht  dortselbst  übrigens 
nicht  vermittelst  linearer  Substitutionen,  sondern  vielmehr  durch  An- 
wendung einer  merkwürdigen  Transformation  vierten  Grades,  über 
welche  man  das  Nähere  in  der  zweiten  der  eben  genannten  Cayley^schen 
Arbeiten  findet. 

Die  Form  P  des  Differentials  du  führt  auf  das  Riemann'sche 
Normalintegral: 

*)  In  seinen  Berliner  Vorlesungen. 

*♦)  Genaue  Untersttchung  der  unendlichen  Doppelproducte,  aus  welchen  die 
elliptischen  Functionen  als  Qtiotienten  zusammengesetzt  shid,  Crelle's  Journal  Bd.  35 
(1847)  oder  Eisensteines  Matbem.  Abhandl.  (Berlin,  1847)  p.  213. 

***)  Man  sehe  Cr.  J.  Bd.  60  (1855)  p.  287,  sodann  namentlich  ,jfiur  quelques 
furmüles  pour  la  transformation  des  integrales  clh'ptiques",  Cr.  J.  Bd.  55  (1858^ 
p.  23  u.  f. 
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eine  BeneDnung^  die  darin  ihren  Grund  hat,  weil  man  die  bei  Jacobi  und 
anderen  vorkommenden  Entwicklungen  immer  auf  P  als  Normalform 
beziehen  muss,  wenn  man  den  allgemeinen  von  Riemann  in  der  Theorie 
der  AbeFschen  Functionen  gegebenen  Definitionen  gerecht  werden  will. 
Übrigens  ist  diese  Integralform  (1)  auch  Jacobi  keineswegs  fremd.  Nur 
hat  derselbe  den  Sachverhalt  dadurch  unkenntlich  gemacht,  dass  er 
wiederholt,  wenn  er  zu  einem  Integrale  (1)  kommt,  um  Anschluss  an 
die  ältere  Bezeichnung  von  Legendre  zu  erreichen,  die  sogleich  unter  (3) 
genannte  quadratische  Transformation  in  Anwendung  bringt.  Übrigens 
ist  (1)  diejenige  Normalform  des  Integrals,  welche  der  Auffassungs- 
weise der  neueren  synthetischen  Geometrie  am  nächsten  steht,  insofern 
ja A  das  Doppelverhältnis  der  vier  Verschwindungspunkte  von  /"vorstellt. 
Die  Form  IIP  endlich  ergiebt  das  Legendre' sehe  Normalintegrah 

(2)  r-7— -^^- — 

Dass  man  dasselbe  durch  lineare  Transformation  von  z  erreichen  kann, 
und  dass  dabei  die  verschiedenen  Werte  der  Constanten,  die  wir  hier 
[L  nennen,  sehr  einfach  linear  mit  einander  zusammenhängen,  hat  Abel*) 
wiederholt  hervorgehoben.  Aber  es  ist  dann  wieder  Hr.  Cayley  ge- 
wesen, der  von  der  Invariantentheorie  aus  dieser  Normalform  (2)  ge- 
recht wurde,  indem  er  die  Beziehung  derselben  zu  den  rationalen 
Invarianten  aufwies**). 

Die  Übereinstimmung  mit  der  gewöhnlichen  Schreibweise  würde 
übrigens  erst  dadurch  erzielt  werden,  dass  wir  in  (1)  und  (2)  Ä*  statt  A 
bez.  ft*  schreiben.  Die  Bedeutung  der  Grösse  i,  so  wie  sie  in  der 
Litteratur  auftritt,  erscheint  hiemach  als  eine  doppelte.  Das  eine  Mal 
ist  Tc  die  Quadratwurzel  aus  dem  Doppelverhältnis  A,  das  andere  Mal  das 
Quadrat  der  Oktaederirrationalität  ^l,  Dass  man  für  beide  Grössen  die- 
selbe Bezeichnung  wählen  konnte,  hat  seinen  Grund  in  dem  Umstände, 
dass  das  Integral,  welches  wir  hier  das  Biemann'sche  nennen,  durch 
die  einfache  Substitution: 
(3)  z^f 

in  ein  mit  2  multipliciertes  Legendre'sches  Integral  übergeht: 

♦)  Man  vgl.  z.  B.  die  neue  Ausgabe  der  Aberschen  Werke  vpn  Sylow  und 
Lie,  p.  469  Formel  (9). 

**)  Abschnitt  III  der  schon  gen.  Arbeit  in  Cr.  J.  Bd.  56  p.  21  u.  f.,  woselbst 
sich  die  Elemente  finden,  aus  denen  man  die  Oktaedergleichung  aufbauen  könnte. 
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Da  wir  indessen  durchgängig  nar  lineare  Substitutionen  für  die 
Transformation  des  Integrals  zugelassen  haben^  so  können  wir  der  so 
gewonnenen  Legendre'schen  Normalform,  in  deren  Nenner  das  Doppel- 
yerhältnis  l  auftritt;  wenigstens  an  dieser  Stelle  nicht  Rechnung  tragen. 
Wir  werden  also,  um  Missverstandnissen  zii  entgehen,  überhaupt  die  Be- 
zeichnung Jc^  wo  es  angeht,  meiden  und  weiterhin  zwischen  dem  Doppel- 
verhältnis  k  und  der  Oktaederirrationalitat  (i  unterscheiden.  Die  Be- 
zeichnung j,  Modul"  aber,  die  man  gewöhnlich  dem  k  ausschliesslich 
beilegt,  übertragen  unr  gleichförmig  auf  die  absoluten  Invarianten  J",  X,  fi, 
sowie  auf  eine  grosse  Reihe  weiterer  Grössen,  die  wir  späterhin  kennen 
lernen  werden. 


Zweites  Kapitel. 
Von  den  Perioden  des  elliptischen  Integrals  erster  Gattung. 

Im  Yorigen  Kapitel  sind  mehrere  Invarianten  der  biquadratischen 
binären  Form  eingeführt  nnd  in  ihren  gegenseitigen  Beziehungen  unter- 
sucht worden.  Wie  wir  schon  oben  sagten,  würde  es  nicht  schwer 
halten,  die  Zahl  dieser  Invarianten  auf  algebraischem  Wege  durch 
neu  hinzukommende  noch  weiter  zu  mehren;  doch  würden  wir  dadurch 
nur  unseren  späteren  Arbeitssto£f  teilweise  anticipieren.  Es  soll  dem- 
nach die  weitere  Untersuchung  algebraischer  Invarianten  hier  unter- 
brochen werden,  wir  untersuchen  vielmehr  sie  überspringend  gewisse 
andere  Grossen,  die  den  Namen  transcendenter  Invarianten  der  biqua- 
drcUiscJwn  binären  Form  verdienen.  Es  sind  dies  keine  anderen,  als 
die  Perioden  desjenigen  elliptischen  Integrals  erster  Gattung,  in  dessen 
Integrand  die  eben  gemeinte  Form  unter  dem  Quadratwurzelzeichen 
eingeht. 

§  1.    Paare  primitiver  Perioden  des  Integrals  erster  Gattung. 

Zum  Zwecke  der  nächsten  Überlegungen  schreiben  wir  das  ellip- 
tische Integral  erster  Gattung  in  der  nichthomogenen  Form: 

(1)  u  =f— ,      y  =  y«^  +  46/?»  -f  6c^«  +  4d0  +  e . 

Zur  rechts  stehenden  Irrationalität  y  gehört  eine  Riemann'sche  Fläche, 
welche  die  ;?- Ebene  doppelt  überdeckt.  Die  vier  Verzweigungspunkte, 
in  denen  die  beiden  Blätter  dieser  Fläche  zusammenhängen,  sind  die 
vier  Punkte  0,  in  denen  y^  verschwindet.  Wir  denken  diese  vier  Punkte 
in  beliebiger  Ordnung  durch  Nummern  1,  2,  3,  4  unterschieden  und 
nehmen  etwa  an,  dass  sich  beide  Blätter  zwischen  1  und  2  und  dann 
auch  zwischen  3  und  4  in  Yerzweigungsschnitten  durchsetzen.  (Vgl. 
die  sogleich  folgende  Figur.) 

Jeder  geschlossene  Weg  auf  der  Riemann'schen  Fläche  liefert  als- 
dann ßr  das  Integral  u,  wofern  wir  es  von  einem  Punkte  dieses  Weges 
beginnend  Ober  dessen  ganze  Ausdehnung  hinfuhren^  einen  Wert,  den  wir 
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ak  eine  Periode  des  Integrals  u  bezeichnen.  Lässt  sich  der  in  Rede 
stehende  geschlossene  Weg  ohne  Zerreissen  auf  einen  Punkt  zusammen- 
ziehen ^  so  wird  freilich  der  zugehörige  Integral  wert  verschwinden. 
Solche  Wege  schliessen  wir  daher  von  der  Benennung  der  Perioden- 
wege aus. 

Insbesondere  ziehen  wir  uns  jetzt  auf  der  Fläche  einen  solchen 
Periodenweg,  der  nur  der  einen  Bedingung  genügen  soll,  sich  selbst 


Fig.  1. 

nicht  zu  überkreuzen.  Ein  Beispiel  ist  der  in  Fig.  1  mit  Kreuzen  ver- 
sehene, längs  seines  Verlaufs  im  unteren  Blatte  punktierte  Weg^  über 
welchen  das  Integral  u  in  der  Pfeilrichtung  geführt  die  Periode  Oj 
geben  möge. 

Man  sehe  jetzt  den  beschriebenen  Periodenweg  als  einen  Quersdmitt 
der  Fläche  an.  Immer  ist  es  dann  noch  möglich,  vom  einen  Ufer 
des  gezogenen  Querschnitts  auf  geschlossener  Bahn  zum  gegenüber- 
liegenden Ufer  zu  gelangen,  ohne  jenen  Querschnitt  zu  überspringen»). 
Diese  neue  geschlossene  Bahn  können  wir  dann  ersichtlich  auch  derart 
annehmen,  dass  sie  sich  selbst  nirgends  überkreuzt.  So  z.  B.  leistet 
in  obiger  Figur  der  zweite,  zur  Unterscheidung  vom  ersten  mit  Kreisen 
versehene  Weg  das  Verlangte.  Möge  das  Integral,  in  der  Pfeilrichtung 
über  ihn  geführt^  die  Periode  Og  liefern. 

Führen  wir  den  neuen  auf  cöj  führenden  Weg  gleichfalls  als  Quer- 
schnitt  der   Riemann'schen  Fläche   ein,    so  ist   dieselbe  nun   derart 

*)  Zur  näheren  Erläuterung  ziehe  man  neben  Riemann's  Originalschriften 
namentlich  heran  C.  Neumann,  Vorlesungen  über  Biemann's  Theorie  der  Abel- 
selten  Integrale  (zweite  Auflage ,  1884).  Doch  sind  die  sogleich  zu  nennenden  pri- 
mitiven Periodenpaare  dort  nicht  in  Eiemann's  ursprunglicher  Allgemeinheit  ein- 
geführt, an  der  wir  doch  im  Texte  festgehalten  haben. 
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zerschnitten^  dass  jeder  dritte  noch  hinzukommende  irgendwie  ge- 
zogene  Querschnitt  sie  in  getrennte  Stücke  zerfallt.  Durch  jene  beiden 
Querschnitte  ist  unsere  Fläche  somit  in  eine  einfach  zmammenhängende 
zerlegt. 

In  dieser  einfach  zusammenhängenden  Fläche  ist  aber  das  Inte- 
gral u  eine  eindeutige  Function  seiner  oberen  Grenze.  Es  finden  dabei 
in  sehr  bekannter  Weise  für  diese  eindeutige  Function  in  gegenüber- 
liegenden Uferpunkten  jedes  der  beiden  Querschnitte  Wertdifferenzen 
statt,  die  längs  des  ganzen  Querschnitts  constant  sind.  Für  den  Fall 
der  Figur  1  wird  diese  Differenz  längs  des  ersten  Querschnitts  a^, 
längs  des  anderen  oo^  sein. 

Führen  wir  jetzt  das  Integral  Yon  festgewählter  unterer  Grenze 
zu  einer  vorgeschriebenen  oberen,  so  sei  der  zwischen  beiden  Grenzen 
yerlaufende  Integrationsweg  einmal  ein  yöllig  beliebiger  auf  der  un- 
zerschnittenen  Fläche,  das  andere  Mal  auf  die  zerschnittene  Fläche 
eingeschränkt.  Während  wir  dort  u  als  Integralwert  erhalteu,  möge 
im  zweiten  Falle  u  kommen.  Dann  ist  es  eine  bekannte  Folgerung 
aus  den  beschriebenen  Verhältnissen,  dass 

(2)  ti'  ■«  M  +  m^Giy  +  WgOg 

ist^  mit  ganzen  Zahlen  m^,  m^.  Zudem  ist  die  Vieldeutigkeit  des  zu 
der  unzerschnittenen  Fläche  gehörigen  u  eine  derartige,  dass  in  (2) 
jede  gewihtschte  Combination  positiver  oder  negativer  ganzer  Zählen  w^,  m^ 
durch  geeignete  Integrationswege  und  zwar  noch  in  der  mannigfaltigsten 
Weise  erreicht  werden  Tcann. 

Nach  dem  eben  gewonnenen  Satze  lässt  sich  jede  Periode  des  In- 
tegrals u  aus  c»!,  ©2  in  der  Form  m^o^  -|-  m^ca^  darstellen,  und  wir 
haben,  wofern  m^,  m^  alle  Gombinationen  ganzer  Zahlen  durchlaufeu, 
geradezu  die  Gesamtheit  der  Perioden  yon  u  erhalten.  In  diesem  Sinne 
heissen  Oj,  o^  ein  Paar  primitiver  Perioden,  Unsere  beiden  ob  beschrie- 
benen Periodenwege,  wie  sie  z.  B.  in  Fig.  1  auf  die  besonderen  Perioden 
Oj,  Og  führten,  können  nun,  wie  man  leicht  erkennt,  noch  in  der 
mannigfaltigsten  Art  gewählt  werden,  so  dass  man  denn  auch  primi- 
tive Periodenpaare  in  mannigfaltigster  Weise  erhalten  kann.  Wir 
wollen  eine  Beziehung  zwischen  diesen  primitiven  Paaren  aufstellen. 
Sei  ©i',  w^'  ein  neues  Paar  primitiver  Perioden,  so  wird  sich  die 
Gesamtheit  der  Perioden  von  u  nunmehr  durch  (wi'a)/+ m/og')  dar- 
stellen, wo  9n/,  m^'  alle  Combiaationen  ganzer  Zahlen  durchlaufen. 
Der  Wertcomplex  (w/oi'  -f-  m^(o^)  wird  daher  in  seiner  Gesamtheit 
mit  dem  anderen  (m^cD^  -f-  m^o^  geradezu  coincidieren.  Insbesondere 
muss  sowohl  o/,  wie  a^  eine  ganzzahlige  Combination  von  o,,  Og  sein: 

(3)  oj/  =  aG)^  -|-  /Sog,     cög'  =  ycji  -f"  dojg. 
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Aber  auch  umgekehrt  müssen  o^,  Og  ganzzahlig  in  cd/^  cd/  darstellbar 
sein.  Die  Gleichungen  (3)  sind  demnach  ganzzahlig  umkehrbar^  und 
wir  haben  den  Satz:  Buden  neben  Oi,  csj^  auch  o^',  o^  ein  Paar  primi- 
tiver Perioden,  so  sind  in  den  zwischen  ihnen  bestehenden  Gleichungen  (3) 
a,  ß,  y,  d  ganze  Zahlen  der  Determinante  +  1: 

(4)  aö  —  ßy  =  ±1. 

§  2.    Die  Perioden  als  Invarianten.    Abhängigkeit,  von  den  rationalen 

Invarianten.     Normierong  der  Perioden. 

Wir  haben  bereits  in  §  14  des  voraufgehenden  Kapitels  ausführ- 
lich erörtert,  in  welchem  Sinne  das  Differential  des  Integrals  u  eine 
Covariante  der  Grundform  f(jg^,  0^)  heissen  sollte.  Es  war  das  eine 
Deutung  der  Gleichung  : 

Wir  integrieren  jetzt  diese  Gleichung  über  einen  beliebigen  Perioden- 
weg, den  wir  einerseits  auf  der  über  der  jSf-Ebene  construierten  Rie- 

mann'schen  Fläche,  sodann  entsprechend  auf  der  Fläche  für  l//(^i';  V) 
ziehen.     Möge  dabei 

y*  z^dZi  —  z^dz^ 

und  entsprechend  für  die  transformierte  Fläche  &  erhalten  werden. 
Dann  ist  nach  Gleichung  (1) 

(2)  cD'  =  r-iai. 

Jede  Periode  des  Integrals  erster  Gattung  geht  somit  bei  Ausführung  der  hier 
in  Betracht  gezogenen  linearen  Transformation  in  sich  selbst  multipliciert 
mit  der  ( —  1)****  Potenz  der  Substitutionsdeterminante  über.  Wir  können 
sie  demnach  eine  transcendente  Invariante  der  Grundform  f  vom  Ge- 
wichte ( —  1)  nennen.   Dabei  ist  sie  vermöge  ihrer  Definition  homogen 

von  der  ( — y)      Dimension  in  den  Coefficienten  der  Grundform. 

Als  Invariante  ist  o  von  den  fünf  Coefficienten  von  f  nur  insoweit 
abhängig,  dass  sie  auch  als  Function  von  g^  und  g^  allein  betrachtet 
werden  kann.  In  der  That  konnten  wir  ja  durch  lineai:e  Transfor- 
mation der  Determinante  1,  bei  welcher  jede  Periode  ci,  wie  wir  sahen, 
völlig  ungeändert  bleibt,  die  Weierstrass'sche  Normalform  für  das 
Integral  erhalten.     Alsdann  ist  aber 

(3)  ^^f  'y       ^; 

es  hängt  also  ra  in  der  That  nur  von  g^  und  g^  ab.     Jetzt  ist  das 


(O 
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Problem,  mit  dem  wir  uns  in  der  Folge  beschäftigen,  die  Abhängigkeit 
der  Perioden  von  den  rationalen  Invarianten  g^,  g^  des  nälieren  zu  unter- 
suchen. 

Eine   erste  Erleichterung   bei  diesem  Unternehmen  schaffen  wir 
uns  durch  die  Substitution: 

wodurch  GleichuDg  (3)  die  neue  Form  erhält: 
(4) 


1/93  / dz 

^  ^  9%'^  I  i/r  ,~^  27  J  "TTTT 


Wenn  wir  hiemach  die  Perioden  als  Functionen  der  beiden  un- 
abhängigen Yariabelen: 

(5)  X=^,     J 

auffassen,  statt  sie  auf  g^j  g^  zu  beziehen,  so  ist  der  Erfolg  der,  dass  die 
Abhängigkeit  von  X  so  überaus  einfach  ist,  dass  wir  kein  Wort  mehr 
darüber  zu  verlieren  brauchen  und  somit  nur  noch  die  Abhängigkeit 
von  J  der  Betrachtung  unterwerfen  müssen. 

Es  kommt  dies  ersichtlich  darauf  hinaus,  dass  wir  jede  Periode  o 

durch  den  Zusatzfactor  y  —  „normieren",  wodurch  sie  zur  absoluten 
Invariante: 


(6)  Q  =  (D  ]/ 
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wird.  Als  solche  ist  die  normierte  Periode  Q  nur  noch  von  der  einen 
unabhängigen  Yariabelen  J  allein  abhängig,  und  est  ist  die  Art  dieser 
Abhängigkeit,  die  wir  nun  zu  untersuchen  haben.  Wir  konnten  uns 
dabei  direct  der  Integralformen  der  Perioden  und  der  ihnen  zu  Grunde 
liegenden  geschlossenen  Wege  bedienen;  inzwischen  würden  wir  zur 
strengen  Durchbildung  dieser  Methode  noch  gewisse  andere  Hilfsmittel 
der  Untersuchung  nötig  haben,  deren  Entwicklung  erst  dem  folgenden 
Kapitel  vorbehalten  bleibt. 

Wir  ziehen  hier  vielmehr  mit  Vorteil  die  Thatsache  heran,  dass 
die  Perioden  als  Functionen  von  J  einer  linearen  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  genügen.  Hierauf  weist  schon  der  Umstand  hin,  dass 
sich  jede  Periode  Q  linear  und  ganzzahlig  in  zwei  primitiven  Qj,  Q^ 
darstellt: 
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Man  findet  hieraus  nämlich  durch  Differentiation: 

dQ  dQi     ,  dö. 


S    7 


und  sodann  durch  Elimination  von  m^,  mg: 

d^Q^    .    £Q      1     ^  dJ^  *   dJ* 

dj*  ■"     dJ  "  I     "  dQi  dß. 


+  ß 


d«Q,       dß, 
dJ*  _'    dj 

'   dJ 


=  0. 


Nun  sieht  man:  die  beiden  hier  auftretenden  Coefficienten  hängen  zu- 
folge der  Determinantenform  ihrer  Nenner  und  Zähler  nicht  mehr  von 
der  besonderen  Auswahl  der  Perioden  Qi,  Qg  ^^7  sondern  bleiben  die 
nämlichen,  wenn  wir  irgend  ein  anderes  Paar  Q/,  Q^  zur  Darstellung 
der  übrigen  zu  Grunde  legen.  Sie  müssen  also  von  J  eindeutig  ab- 
hängen. In  der  That  werden  wir  sogleich  nachweisen,  dass  die  in 
Rede  stehenden  Coefficienten  rationale  Functionen  von  J  sind. 

Indem  sich  so  zeigt,  dass  jede  beliebige  Periode  Q  der  Differential- 
gleichung: 

genügt,  haben  wir  den  Anschluss  gewonnen  an  die  ausgebildete  Theorie 
dieser  Gleichungen,  die  wir  demnach  für  die  Lösung  unserer  Frage 
heranziehen  werden.  Somit  ist  unsere  nächste  Aufgabe,  die  wirkliche 
Form  dieser  beiden  rationalen  Coefficienten  r^,  r^  festzustellen*). 

*)  8tatt  die  Perioden  <d,  wie  es  im  Texte  geschah,  durch  den  Zusatzfactor 

1/ "-  ZQ  absoluten  Invarianten  zu  machen,  kann  man  auch  andere  ähnlich  ge- 
bildete  Factoren  in  Anwendung  bringen,  die  die  Coefficienten  der  Grundform  f  in 
der  Dimension  --  enthalten.  In  einer  weiterhin  noch  zu  nennenden  Arbeit  von  B  runs, 
Über  die  Perioden  der  elliptischen  Integrale  enter  und  zweüer  Gattung  (Dorpat.1876, 

vr» 

abgedruckt  Math.  Ann.  XXVII),  ist  zu  solchem  Zwecke  z.  B.  der  Factor     ^*    an- 

gewandt.    Von  der  Dimension  -—  in  den  Coefficienten  von  f  ist  auch    yA,  so 

dass  man  auch  yA  •  ca  als  normierte  Perioden  ansetzen  könnte.  Solches  thut 
Klein  in  seiner  Arbeit:  Über  die  Transformation  der  eUipiiscJien  Functionen  und 
die  Außösung  der  Gleichungen  6*«»  Grades,   Math.  Ann.  Bd.  XIV  p.  111  (1878). 
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§  3.  Aufstellung  der  DifPerentialgleiohung  für  die  normierten  Perioden. 

Wir  müssen  hier  vorübergehend  auch  das  Integral  zweiter  Gattung 
brauchen,  das  wir  gleichfalls  in  Weierstrass'  Normalform  hin- 
schreiben: 

ydy 


J 


V^y»  —  g^y  —  9s 


Hier  fuhren  wir  dann  gleichfalls  die  Substitution  y  ^=»  ~  n  aus,  und 

9% 

es  mögen  nun  die  beiden  Integrale  der  ersten  und  zweiten  Gattung 
über  den  nämlichen  übrigens  beliebigen  Periodenweg  geführt  die  Werte 
liefern: 

Zor  Abkürzung  ist  dabei 

/-o^  27J" 

gesetzt. 

Die  Quadratwurzel  im  Nenner  der  beiden  Integranden  nennen  wir 
kurz  R  und  gewinnen  dann  durch  Differentiation  nach  g: 

dQ /'  dz    r  zdz 

dg  ~        I   2B^         I    2Ä«  ' 
(3)  ^  J  J 

dH_  C——  -4-    Ti!^! 

dg   '^       J    ^R^  '^  J    2JB«  * 

Zur  Auswertung  der  drei  hierbei  auftretenden  Integrale: 

'dz 


/dz  r  zdz  rz^ 

2-8»  '      J    2E^  '     J    2. 


a 


beachten  wir,  dass  der  Quotient  -^  für  alle  drei  Werte  a  =  0,  1,  2 
auf  der  Riemann'schen  Fläche  eindeutig  ist,  so  dass  das  Integral 

sein  wird,  wenn  wir  es  wieder  über  die  der  Integration  hier  überhaupt 
zu  Grunde  liegende  Periodenbahn  hinfQhren.  Entwickelt  man  inzwischen 
erst  das  unter  dem  letzten  Integralzeichen  stehende  Differential  und 
integriert  hernach,  so  gewinnt  man  der  Reihe  nach  für  a  =»  0,  1,  2 
die  Relationen: 


Die  Normiernng  des  Textes  liegt  übrigens  auch  der  Dissertation  von  Nim  seh  zn 
Grande:  über  die  Perioden  der  elliptischen  Integrale  l"*®'  und  2^^  Gattung,  Leipzig 
(1886).  Endlich  finden  wir  noch  in  Eap.  X  des  Halphen'schen  Baches  die  nor- 
mierten Perioden     yA  .  <d,  wie  anch  die  anderen  yg^  .  oa  and  yg^  .  co. 

Klein-Frioke,  Modnlfanctionen.  3 
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12/^+    ./Ä.-0, 


Die  Auflösung  dieser  Gleichungen  nach  den  drei  fraglichen  Integralen 
ergiebt  für  dieselben: 

J'i!^  _   2H  -  8Q  r  zdz  gQ  +  18H 

2Ä^  ~  S(g  +  21)  '  J    2B'  ""    ^g(g  +  27)  ' 

de  9ß  — 6H 


/'  de    _ 
J    ^^'  ~ 


^g(g  +  '^V 


Vermöge  dieser  Darstellungen  gehen  die  Gleichungen  (3)  in  die 
beiden  folgenden  über: 

4<7  0,  +  27)  ^  +  (18  +  p)  Q  +  6  H  =  0 , 

4g(ß+  27)-^  +  |(,Q  -  (<,  +  18)  H  -=  0. 
Hier  fähren  wir  jetzt  wieder  auf  Grund  der  Formeln: 

27  J"  dg_  27 

ff'^T^J'        dJ  ^  (i-J)* 

J  selbst  als  unabhängige  Yariabele  ein^  wobei  sich  die  beiden  zuletzt 
erhaltenen  Gleichungen  ohne  Mühe  in  die  Gestalt  umrechnen: 

36  .  J{J—  1)  ^  =  3{J+  2)  Q  -  2(J—  1)  H, 

24  .  J(J—  1)  -^  =  3 JQ  -  2(J  +  2)  H . 

Nochmalige  Differentiation  der  ersten  dieser  beiden  Gleichungen  er- 
giebt: 

36J(jr-l)|iL  +  (69J--42)-^  +  2(J--l)4ä_3Q  +  2H  =  0, 
eine  Gleichung,  die  wir  mit  den  beiden  voraufgehenden  zur  Elimination 

JLJ 

von  H  und  -7-7-  verbinden.     Dadurch  erhalten  tvir  endlich  die  in  Atis- 

du 

sieht  genommene  Differentialgleichung*)  in  der  Form: 


/K\  d'ö      ,      1        dQ      ,      144  86      n         n 


*)  W&hlt  man  eine  andere  Normiernng  für  die  Perioden,  so  fallen  übrigens 
die  Coef&cienten  der  Differentialgleichang  entsprechend  anders  aas.  So  z.  B. 
kommen  in  den  soeben  genannten  Abhandlungen  von  Bruns  und  Klein  an  ent- 
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§  4.     Fnndamentalsätze  über  die  Abhängigkeit  der  normierten 

Perioden  von  J. 

Zar  zweckmässigen  Verwertung  der  Diifferentialgleichung  (5)  ziehen 
wir  jetzt  Herrn  Fuchs'  Abhandlung*)  „Zur  Theorie  der  linearen 
Differentialgleichungen"  heran ^  deren  Grundzüge  wir  als  dem  Leser 
bekannt  voraussetzen.  Das  kurze  Referat  über  einige  zunächst  zu 
gebrauchende  Sätze  beziehen  wir  sogleich  auf  die  Differentialgleichung 
eumter  Ordnung 

(1)  ^  +  r,{x)^  +  r,{x)y  =  0. 

Es  liegt  alsdann  die  Aufgabe  vor,  die  Integrale  y  in  ihrem  Ver- 
lauf in  der  complexen  j;- Ebene  zu  verfolgen.  Dabei  gelten  als  singulare 
Punkte  dieser  Ebene  diejenigen;  in  denen  eine  der  rationalen  Func- 
tionen r  unstetig  wird;  und  es  ist  ihnen  unter  Umständen  auch  noch 
der  Punkt  o;  ==:  oo  als  singulär  zuzuordnen;  was  man  nach  der  Sub- 
stitution x'  *=»  —  durch  Untersuchung  für  die  Umgebung  von  aj'  =  0  zu 

entscheiden  hat  Das  Verhalten  der  Integrale  y  von  (1)  in  einem  dieser 
singulären  Punkte  verlangt  besondere  Betrachtung;  die  wir  hinausschieben. 
Sei  daher  vorab  Xq  ein  gewöhnlicher  Punkt  der  rr- Ebene ;  so  gilt 
vor  allen  der  Hauptsatz:  In  der  Umgebung  von  Xq  lässt  sich  das  all- 
gemeine Integral  y  in  eine  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  {x — x^ 
fortschreitende  Reihe**)  entwickeln;  welche  convergent  ist  in  einem  den 
Punkt  Xq  umgebenden  EreisC;  der  bis  zum  nächsten  singulären  Punkte 
gerade  heranreicht.  Die  Allgemeinheit  des  so  entwickelten  Integrals  ist 
dann  dadurch  gewahrt;  dass  sein  eigener  Wer^^nd  der  seiner  ersten  Ab- 
leitung nach  X  im  Punkte  Xq  völlig  willkürlich  wählbar  ist.  Elementare 
Überlegungen  führen  diese  Willkürlichkeit  auf  die  andere  Form  über; 

sprechender  Stelle  hypergeometriscbe  Differentialgleichungen  zu  Tage.  Diese  Glei- 
chungen snbBumieren  sich  übrigens  alle  als  Specialßllle  unter  die  Differentialgleichung 
der  Riemann' sehen  P- Function.  Inzwischen  wird  dieser  Umstand,  um  die  Entwicklung 
nicht  zu  abstract  zu  gestalten,  weiterhin  nicht  benutzt.  Wir  verweisen  vielmehr  in 
diesem  Betracht  auf  „Ikos/*  p.  80  u.  f.,  wo  es  sich  in  der  That  um  Fragestellungen 
bandelt,  zu  denen  die  hier  vorliegenden  in  engster  Beziehung  stehen ,  wie  später 
noch  deutlich  werden  wird.  —  Die  Kenntnis  einer  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  für  die  Perioden  als  Functionen  vom  Modul  k^  bcsass  bereits  Legendr e. 
Die  Aufstellung  der  Differentialgleichung  unter  Zugrundelegung  der  rationalen  In- 
▼arianten  geht  auf  Hrn.  Bruns  zurück. 

•)  Crelle's  Joum.  Bd.  66  p.  121  (1866). 
**)  Wir  geben  hier  ein  für  allemal  die  Erklärung,  dass  bei  Gelegenheit  solcher 

Reihenentwicklungen,  im  Falle  a;^^  «  oo  ist,  (x  —  x^)  nichts  anderes  als  ( — )  be- 
deuten soll. 

3* 
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dass  das  allgemeine  Integral  y  von  (1)  mit  Hilfe  zweier  willkürlichen 
Constanten  i\^  c^  aus  zwei  particulären  Integralen  y^^  y^  in  der  Form 

darstellbar  ist.  Wenigstens  eines  dieser  beiden  Integrale  besitzt  eine 
Reihenentwicklung;  in  der  das  constante  Glied  nicht  fehlt;  fehlt  das- 
selbe in  der  Reihenentwicklung  des  anderen,  so  tritt  in  derselben  sicher 
das  Glied  erster  Dimension  auf.  In  solchen  zwei  particulären  Inte- 
gralen haben  wir  dann  den  wichtigen  Begriff  des  Fundamentalsystems 
gewonnen. 

Wir  schicken  uns  an,  aus  diesem  kurzen  Berichte  besondere  Sätze 
über  die  Abhängigkeit  der  Perioden  Q  von  J  zu  entnehmen. 

In  dieser  Hinsicht  haben  wir  erstlich  zu  constatieren:  Als  singu- 
lare Punkte  der  J -Ebene  sind  J=0  und  J«  1  m  nennen,  und  wir 
müssen  ihnen  als  dritten  auch  noch  J'«»  oo  hineugeseUen,  wie  man  denn 

leicht  nach  der  Substitution  J*'  =  -j  die  singulare  Natur  des  Punktes 

J'  =  0  einsieht.  Irgend  eine  beliebig  herausgegriffene  normierte  Pe- 
riode Q{J)  ist  daher ;  als  Integral  der  Differentialgleichung  (5)  §  3, 
eine  analytische  Function  ihres  Argumentes  J  und  zwar  ist  sie  in  der 
Umgebung  jedes  Punktes  J  eindeutig  und  stetig,  ausgenommen  die  singu- 
lären  Stellen  J=0,  ],  oo. 

Wir  grenzen  uns  ferner,  der  bestimmten  Ausdrucksweise  wegen, 
in  der  complexen  c7- Ebene  einen  einfach  zusammenhängenden  Bereich 
ab,  der  keinen  der  singülären  Punkte  enthält,  und  denken  J  auf  diesen 
Bereich  beschränki  Wir  werden  hier  dann  sogleich  wieder  die  pri- 
mitiven Periodenpaare  ^s  §  2  hereinziehen  und  ein  besonderes  Paar 
Qi,  Q2  auswählen.  In  diesen  beiden  Grössen  werden  wir  dann  gerade 
ein  Fundamentalsystem  für  den  eingegrenzten  Bereich  gewonnen  haben. 
Das  allgemeinste  Integral  unserer  Differentialgleichung  ist  alsdann  für 
diesen  Bereich  dargestellt  durch 

mit  willkürlichen  Constanten  c^,  c^.  Als  ein  Ausschnitt  aus  der  Ge- 
samtheit dieser  Integrale  erscheinen  die  „Perioden''  Q  selbst 

(2)  Q^m^i\  +  m^Q^, 

wo  jetzt  m^,  m^  ganze  positive  oder  negative  Zahlen  sind. 

Was  uns  nach  Aufstellung  dieser  Sätze  übrig  bleibt,  ist,  dass  wir 
nachsehen,  wie  sich  eine  Periode  Q(J)  ändert,  wenn  wir  das  Argument  J 
einen  geschlossenen  Weg  um  einen  der  singxdären  Punkte  mrücklegen  lassen. 
Es   soll    sich   also  um  die  Frage  handeln,   ob  Q{J)  eine  vieldeutige 
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Function  ist,  und  wenn  dies  der  Fall  ist,  von  welcher  Art  die  Viel- 
deutigkeit ist.  Wir  werden  hierbei  im  Grunde  jede  Periode  erledigt 
haben,  wenn  wir  die  gerade  angezeigte  Untersuchung  fiir  das  primitive 
Paar  Q^,  Q^  im  besonderen  durchgeführt  haben;  denn  jedes  Q  stellt 
sich  in  Q^,  Qg  in  der  Form  (2)  dar.  Diese  beiden  besonderen  Perioden 
Qi,  Qg  müssen  wir  dann  aber  immer  neben  einander  stehend  betrachten. 

§  5.     Auswahl  eines  besonderen  primitiven  Periodenpaares. 

Die  sogleich  zu  unternehmende  Erörterung  über  die  Vieldeutigkeit 
der  Perioden  setzt  voraus,  dass  wir  das  primitive  Paar  0^,  Qg  unter 
den  unendlich  vielen  möglichen  Fällen  in  durchaus  bestimmter  Weise 
auswählen.  Zu  dem  Ende  gehen  wir  auf  die  folgende  Integralform 
der  Perioden  zurück: 

^'_    r  dy_ 

J  2  V(y  -  e,)  (y  -  f,)  (2/  -  e^) 

Drei  Verzweigungspunkte  der  doppelt  überdeckten  j/- Ebene  liegen  dann 
im  Endlichen  bei  e^,  e^,  e^  und  umgeben  nach  Massgabe  der  vom 
vorigen  Kapitel  her  bekannten  Relation 

den  Nullpunkt  y  =  0.  Der  vierte  Verzweigungspunkt  ist  nach  y  ==  oo 
geworfen,  und  wir  denken  uns  entgegen  der  Auffassung  der  Fig.  1 
diesen  vierten  Verzweigungspuukt  mit  den  drei  eben  genannten  durch 
je  einen  Verzweigungsschnitt  verbunden.  Die  entstehende  Figur  sehe 
man  weiter  unten^  wo  dann  bereits  die  Periodenwege  eingetragen  sind. 

Wir  setzen  nun  zuvorderst  das  von  e^,  e^,  e^  gebildete  Dreieck 
als  ungleichseitig  voraus.  Daun  verteilen  wir  die  drei  Benennungen 
^11  ^i)  ^  Au^  ^^^  Verzweigungspunkte  derart,  dass  e^  der  grössterij  e^  der 
kleinsten  Seite  dieses  Dreiecks  gegenüber  liegt 

Demnächst  unterscheiden  wir  zwei  Fälle,  je  nachdem  die  Folge 
^17  ^8>  h  ^®^  Punkt  y  =  0  im  positiven  oder  negativen  Drehsinn*) 
umgiebt.  Die  letztere  Lage  wollen  wir  kurz  als  Fall  I  bezeichneu 
und  uns  für  denselben  der  durch  Figur  2  (folg.  Seite)  angezeigten  Fest- 
legung der  Perioden  bedienen.  Im  anderen  Falle,  den  wir  als  II  citieren, 
empfiehlt  sich  die  in  Fig.  3  angegebene  Auswahl  der  Periodenwege. 

Es  würde  nunmehr  abgesehen  von  einigen  gleich  zu  erörternden 
Grenzlagen  des  Dreiecks  der  e  alles  bestimmt  sein,  hätten  wir  zugleich 

noch   festgesetzt,   welches   Vorzeichen   der   Wurzel   y'4y' —  ^gj/ —  (/j 

*)  Die  positive  ümlaufang  von  y  ^^  0  ist  dabei  in  üblicher  Weise  als  die- 
jenige gedacht,  bei  der  man  den  Punkt  y  ^=  0  zur  Linken  hat. 
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etwa  in  einem  Punkte  des  oberen  Blattes  zutreffen  soll.  Man  sieht, 
dass  ein  Wechsel  der  Festsetzung  in  dieser  Beziehung  einen  simultanen 
Zeichen  Wechsel  für  co^,  co^  nach  sich  zieht.  Wir  behalten  uns  vor, 
hierüber  gelegentlich  zweckmässig  zu  verfügen. 


Fig.  2. 

Eine  besondere  Lage  fxir  die  drei  Punkte  e  haben  wir  nun  erst- 
lich, im  Falle  dieselben  einer  Geraden  angehören.  Dabei  wird  e^  zwischen 
e^  und  ^2  gelegen  sein  und  zwar  entweder  in  der  Mitte  zwischen  beiden 
Punkten  oder  näher  an  e^.  Man  sieht,  dass  unter  diesen  Umständen 
die  Fälle  I  und  II  einen  Unterschied  nicht  mehr  darbieten. 


t/''^< 


oo 


Fig.  8. 

Überdies  kann  es  eintreten,  dass  das  Dreieck  der  Punkte  e  ent- 
weder gleichschenklig  oder  gar  gleichseitig  wird.  Dann  kann  man 
durch  zweckmässige  Verteilung  der  Bezeichnungen  d  immer  sowohl 
die  Anordnung  I  wie  auch  die  des  Falles  II  erzielen.  Aber  man  über- 
zeugt sich  leicht,  da^s  die  im  Falle  I  gewonnenen  Perioden  andere  sind, 
wie  di^enigen  des  zweiten  Falles,  um  also  doch  stets  ein  ganz  be- 
stimmtes Periodenpaar  ©j,  co^  zu  fixieren,  entschliessen  wir  uns,  im 
Falle  eines  gleichschenkligen  (hez,  gleichseitigen)  Dreiecks  stets  der  An- 
ordnung I  den  Vorzug  zu  geben. 
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§  6.    Zersolineidiing  der  e7- Ebene.     Bedeutung   der  Festsetzungen 

des  vorigen  Paragraphen. 

Stellt  ein  einzelnes  Periodenpaar^  das  wir  nun  gleich  wieder  in 
normierter  Form  Qi(«7),  ^%(J)  annehmen,  in  der  That  ein  Paar  viel- 
deutiger Functionen  von  J  dar,  so  wird  man  zum  Studium  dieses 
Functionenpaars  eine  mehrblättrige  Fläche  über  der  J^-Ebene  con- 
struieren,  in  welcher  unsere  beiden  Functionen  eindeutig  sind.  Mögen 
sich  die  Verhältnisse  nun  im  weiteren  gestalten,  wie  sie  wollen,  jeden- 
falls haben  wir  im  Periodenpaar  Qi{J),  ^sC«^);  ^^  durch  Normierung 
aus  den  eindeutig  bestimmten  Perioden  co^,  cd^  des  vorigen  Paragraphen 
hervorgeht,  ein  erstes  Zweigpaar  für  solche  zwei  einander  zugesellte 
analytische  Functionen  von  J,  wie  wir  sie  hier  betrachten. 

Will  man  nun  überhaupt  einen  einzelnen  Zweig  einer  mehrdeutigen 
Function  betrachten,  so  geht  dem  anschaulich  parallel ,  dass  man 
aus  der  bezüglichen  Riemann'schen  Fläche  ein  einzelnes  Blatt  heraus- 
lost, das  man  gerade  zum  Träger  jenes  Zweiges  gemacht  hatte.  Nun 
aber  folgt  aus  §  4,  dass  für  den  Fall  unserer  Functionen  Q(J)  Ver- 
gtoeigungspufikte  der  mgelimigen  Flädie  über  J  jedenfalls  nur  an  den 
singulären  Stellen  J=0,  1,  oo  eintreten  können.  Wir  müssen  dem- 
nach aus  der  gemeinten  Fläche  ein  einzelnes  Blatt  herauslösen  können, 
wenn  wir  dasselbe  etwa  längs  des  von  «7=  —  oo  über  J=  0  bis  J=  1 
verlaufenden  Teiles  der  reellen  J-Axe  vom  Zusammenhang  mit  den  an- 
deren Blättern  abschneiden.  So  haben  wir  Fig.  4  erlangt,  in  welcher 
zugleich  die  ganze  cT"- Ebene  durch  die  reelle  Axe  in  zwei  Halbebenen 


+T V 


Fig.  4. 

zerlegt  erscheint.  Man  unterscheidet  diese  Halbebenen  als  positive  und 
negative  je  nach  dem  in  ihnen  stattfindenden  Zeichen  des  imaginären 
Bestandteils  von  J, 

Mit  der  solchergestalt  erzielten  Zerschneidung  der  «7- Ebene  haben 
wir  uns  nun  den  Bestimmungen  des  vorigen  Paragraphen  völlig  an- 
gepasst,  so  dass  es  möglich  erscheint,  das  herausgelöste  Blatt  mm  Träger 
der  dort  definierten  beiden  Zweige  Q^  ( J),  Q^  (J)  m  machen.  Wir  wollen 
dies  noch  ein  wenig  näher  erläutern  und  benutzen  dabei  auch  noch  das 
Doppelverhältnis  der  Yerzweigungspunkte 


(1)  A  = 

als  Mittelglied  der  Rechnung. 


^3  ^8 
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/^ii<f 


I/o 


y-^ 


Es  ist  geometrisch  evident^  dass  der  Wert  Yon  X  und  also  auch 
der  von  J  allem  von  der  gegenseitigen  Lage  der  drei  Verzweigungs- 
punkte ei  abhängt^  und  dass  somit  für  jedes  ähnliche  Dreieck  dreier 
Punkte  ß/,  e^y  e^  der  entsprechend  gebildete  Ausdruck  (1)  wieder 
denselben  Wert  A  giebt,  ohne  dass  dabei  etwa  an  der  Bedingung 
^i  "I"  ^2'  "f"  ^3'  =  0  festgehalten  zu  werden  brauchte.  Davon  Gebrauch 
machend    setzen    wir    an   Stelle   irgend   eines    vorgegebenen   Dreiecks 

mit  den  Ecken  e,-  ein  solches  ähnliches  Dreieck 
mit  den  Ecken  e!,  dass  insbesondere  e/  =  0 
und  e{  =  1  ist.  Damit  liegt  dann  auch  die  dritte 
Ecke  dieses  neuen  Dreiecks  völlig  fest^  sagen 
wir  etwa  bei  y  =  e,  und  nun  interpretiert  man 
sofort  die  Festsetzungen  des  vorigen  Paragraphen 
dahin,  dass  e  auf  den  in  Fig.  5  dargestellten 
Kreisabschnitt  eingesdiränJct  erscheint.  Dieser  Kreis- 
abschnitt wird  durch  die  reelle  i^-Axe  in  zwei 
symmetrische  Hälften  zerlegt,  welche,  wie  in 
der  Figur  angezeigt^  dem  Falle  I  bez.  II  ent- 
sprechen. Zudem  ist  es  die  Folge  der  Fest- 
setzungen am  Schlüsse  des  letzten  Paragraphen, 
dass  von  den  Randpunkten  jenes  Kreisabschnittes 
nur  diejenigen  als  Ecken  eines  Dreiecks  fungieren  werden,  welche  dem 
stärker  ausgezogenen  Teile  des  Randes  angehören. 

Jetzt  behaupten  wir:  De9n  Falle  I  gehört  ein  J  der  positiven  Halb- 
ehenef  dem  Falle  II  ein  solches  der  negativen  Halbebene  zu,  so  dass  in 
der  That  die   Zerschneidung  in  Fig.  4  der  Sonderung  unserer  beiden 

Fälle  I  und  II  entsprechen  würde.    In  der  That,  es  ist  jetzt  X  =  — -- 

und  eben  deswegen  nach  Formel  (5)  pag.  15 


Fig.  5. 


(2) 


J  = 


4(e»  —  e+  ly 
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Hier  kann  man  denn  durch  elementare  Rechnung  zeigen,  dass  ein  e 
im  Innern  des  Raumes  I  Fig.  5  jederzeit  auch  ein  J  im  Innern  der 
positiven  Halbebene  nach  sich  zieht,  und  dass  in  entsprechender  Weise 
Raum  n  und  negative  Halbebene  zugeordnet  sind*).  Für  den  Grenz- 
fall eines  gleichschenkligen  Dreiecks  liegt  e  auf  dem  stark  gezeich- 
neten Rande  von  Fig.  5.  Hier  wird  aber  in  der  That  vermöge  (2)  J 
reell  und  zwar  kleiner  als  1.  Auf  der  Grenze  zwischen  I  und  II 
Fig.  5  wird  J  reell  und  grösser  als  1  genau  entsprechend  der  That- 

*)  Dieser  Beweis  wird  in  §  2  des  folgenden  Kapitels  ausführlich  entwickelt 
werden. 
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sache^  dass  in  Fig.  4  die  beideu  Halbebenen  längs  des  zwischen 
«/=  +  1  ^^^  J=  +  ^^  verlaufenden  Teiles  der  reellen  J-Axe  zu- 
sammenhängen. 

Die  ganze  Bedeutung  der  Figur  5  werden  wir  erst  im  folgenden 
Kapitel  erläutern.  Hier  hatte  sie  nur  vorläufig  den  Zweck^  eine  rich- 
tige Würdigung  der  Vorschriften  des  §  5  herbeizuführen.  Indem  wir 
ttir  ein  einzelnes  J  der  positiven  Halbebene^  etwa  J^j  eines  der  zu- 
gehörigen Dreiecke  der  e^,  e^,  e^  auswählen,  gewinnen  wir  zugleich 
eindeutig  ein  zugehöriges  Wertepaar  Qi(Jo)?  ^^{'^ojj  wenn  wir  die  Vor- 
schriften von  §  5  in  Anwendung  bringen.  Lassen  wir  nun  die  Eck- 
punkte e^,  e^j  e^  stetig  ihre  Lage  wechseln  so  jedoch,  dass  stets  die 
Lagenverhältnisse  des  Falles  I  oder  II  zutreffen,  so  gewinnen  wir 
entsprechend  von  Qi(«7q)  und  Q^C^^o)  ^^s  ein  Paar  von  Wertcomplexen 
Qi(J),  Q^{J),  Dann  ist  es  aber  die  Bedeutung  dieser  Wertcomplexe, 
dctös  wir  in  ihnen  gerade  ein  Ztveigpaar  der  beiden  analytischen  Functionen 

Qi(«7),  Ö2W  ^^(^^ff^h  ^^^  w?*^  sie  von  Qi(Jo)  und  Q^i'^o)  ^*^^  unter 

Zugrundelegung  der  durch  Fig.  4  angezeigten  Zerschneidung   analytisch 

fortsetzen.  Dieses  zu  zeigen  war  der  Zwek  des  gegenwärtigen  Para- 
graphen. 

§  7.     Ansatz  für  die  Umgebung  eines  singnlären  Punktes*). 

Die  beiden  durch  die  vorangehenden  Überlegungen  sicher  begrün- 
deten Zweige  Qi(J),  Q^(J)  nennen  wir  hinfort  Ausgangszweige  und 
wollen  jetzt  nachsehen,  in  welcher  Weise  sich  dieselben  fortsetzen, 
wenn  wir  J  Umgänge  um  die  singulären  Punkte  ausführen  lassen. 
Möge  einer  derselben  Jq  sein  und  mögen  Qi(e7),  Q^C«/)  nach  einmaligem 
positiven  Umgang  um  Jq  in  Qi{J),  Qa'C«^)  sich  fortsetzen,  so  haben 
wir  jedenfalls  die  Darstellungen: 

(1)  Q;=  aQ,  -f  /JQ„      Q;  =  yQ,  +  (JQ,, 

weil  nämlich  Q/,  Q^'  als  Integrale  der  Differentialgleichung  (5)  §  3 
mit  Hilfe  constanter  Coefficienten  a,  /3,  y,  d  in  der  Form  (1)  durch 
das  Fundamentalsystem  Q^,  Q^  darstellbar  sind.  Es  handelt  sich  darum 
zu  entscheiden,  wie  für  die  einzelnen  singulären  Punkte  «7  «=  0,  1,  00 
diese  Coefficienten  a,  /},  y,  d  ausfallen. 

Zu  dem  Ende  stellen  wir  folgende  Überlegung  an,  welche  eine 
Darstellung  der  Ausgangszweige  für  die  Umgebung  des  singulären 
Punktes  Jq  anbahnt.  Wir  suchen  uns  durch  geeignete  Constanten  a,  b 
ein  solches  Integral  der  Differentialgleichung 

Q  =  aQ^  +  bQ^ 

*)  Man  vgl.  Artikel  3  der  in  §  4  genannten  Fachs' sehen  Arbeit. 


(3) 


=  x^  —  (a  +  S)x  +  {ad  —  ßy)  =  0. 
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zu  coustruieren*);  das  nach  Umgehung  von  Jq  iu  sich  selbst  multipli- 
ciert  mit  einer  Constanten  x  übergeht: 

(2)  Q'  =  xQ. 

Damit  diese  Gleichung  stattfindet,  müssen  zufolge  (1)  a  und  b 
Wurzeln  der  Gleichungen: 

aa  +  6y  =  xa, 

aß  +  bd  =  xb 

sein,  und  demgemäss  ist  x  an  die  Bedingung  geknüpft: 
«  —  Xj         y 
ß     ,     6-x 

Legen  wir  statt  Q^,  Qg  ein  anderes  Fundamentalsystem  zu  Grunde, 
so  gelangen  wir  doch  von  ihm  aus  zu  der  nämlichen  Gleichung  für  x, 
wie  die  Darstellung  der  Äusgangszweige  in  diesem  neuen  Fundamental- 
system leicht  bestätigt.  Gleichung  (3)  erscheint  demnach  unabhängig 
vom  gewählten  Fuudamentalsystem  dem  singulären  Punkte  Jq  zu- 
geordnet. 

Es  ist  eine  wichtige  Fallunterscheidung,  wenn  wir  sondern,  ob 
Gleichung  (3)  zusammenfallende  oder  yerschiedene  Wurzeln  hat«  Wir 
verfolgen  zuvörderst  nur  den  letzteren  Fall,  nennen  die  beiden  Wurzeln 
Xi,  X2  und  definieren  zwei  neue  Zahlen  k^  und  A^j  durch 

(4)  xi  =  e^*^''*,        X,  =  e2*.«i. 

Diese  beiden  Grossen  Jc^,  k^  ^^^^  alsdann  zunächst  nur  bis  auf  ganze 
Zahlen  bestimmt,  über  die  wir  sogleich  zweckmässig  verfügen. 

Nun  entspreche  x^  vermöge  des  zugehörigen  Systems  a,  b  das  par- 
ticuläre  Integral  Q^^\  das  der  Bedingung  (2)  genügt  Alsdann  wechselt 
(J  —  JJ))~*»Q^^^(J)  bei  Umgehung  von  eTj,  seinen  Wert  überhaupt  nicht 
mehr,  ist  vielmehr  in  der  Umgebung  von  Jq  eindeutig  und  sonach  in 
eine  Reihe  nach  ansteigenden  ganzen  Potenzen  von  {J —  J^)  entwickel- 
bar, die  wir  ^i(J — J^)  nennen.   Für  Q<^>  findet  sich  so  die  Darstellung: 

(5)  QW(J)  =  (J  -  Jo)*'  %,{J  -  Jo)- 

Wird  (J  —  Jo)"*'  •  Q^^^  für  J  =  J^   unendlich    oder  Null,   so  beginnt 

unsere  Potenzentwicklung  mit  einem  Exponenten  ^  0.    Diesen  können 

wir  dann  aber  mit  in  k^  hineinnehmen  und  sonach  durch  endgültige  Be- 
stimmung von  kl  erreichen**),  dass  in  (5)  die  Potenzentwicklung  für 
J=zzJ^  endlich  und  von  Null  verschieden  ist. 


*)  Wir  behalten  hier  kurzweg  Q  zur  Bezeichnung  des  fraglichen  Integrals 

bei,  wodurch  aber  gar  nicht  behauptet  sein  soll,  Q  sei  eine  „Periode*'  des  Integrals  u. 

**)  Dem  Einwurf,  ob  nicht  vielleicht  die  so  besjbimmte  Zahl  ki  oder  die  gleich 
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In  völlig  analoger  Weise  möge  Xg  zum  particulären  Integral  Q^^^ 
fuhren,  für  welches  entsprechend  die  Darstellung  gilt: 

Q<«)  =  (J-_J-„)».^^(J-_J„). 

Weil  x^  und  Xg  verschieden  sind  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskomm t, 
(X?!  —  k^)  keine  ganze  Zahl  ist,  so  wird  auch  Q^^^  nicht  bis  auf  einen 
Constanten  Factor  mit  Q(^)  übereinstimmen  können,  und  es  bilden  dem- 
nach jy^)  und  Q^*^  /wr  die  Umgebung  von  Jq  ein  Fundamentalsysiem.  In 
demselben  müssen  wir  für  die  Ausgangsetmge  Darstellungen*)  besitzen: 

Q,  =  o(J--  J-o)*'^i(./  -  Jo)  -\-biJ-J,y'^,{J-  Jo), 

die  es  nun  zu  pracisieren  gilt. 

§  8.     Vorläufige  Bestimmtuig  der  Zahlen  k^^j  Jc^, 

Man  kann  nun  aus  der  Differentialgleichung  (5)  §  3  durch  einen 

einfachen  Kunstgriff  die  Werte  der   Zahlen  Ä^,  Jc^  berechnen.     Gehen 

wir  zunächst  zum  singul'aren  Punkt  «7=0  und  reducieren  die  Coeffi- 

eienten   der   Differentialgleichung    unter   Voraussetzung    sehr    kleiner 

Werte  für  J.    Dieselbe  nimmt  dann  die  Gestalt  an: 

/n  d^,    1    dQ^ ?      „0 

^^^  dJ^  "T"  J   äJ        36/«        ^' 

deren  Integrale  in  grosser  Nähe  von  J=  0  mit  denen  von  (5)  §  3 
übereinstimmen.  Indem  wir  somit  k  wieder  zusammenfassend  für  k^ 
und  k^  schreiben,  versuchen  wir  (1)  durch  ein  Integral 

Q  =  J*  -I 

zu  befriedigen.  Es  soll  dabei  J^  die  niedrigste  in  der  Reihenentwick- 
lung von  Q  auftretende  Potenz  von  J  sein,  gegen  welche  bei  sehr 
kleinem  J  die  übrigen  verschwinden. 

Entwickeln  wir  nun  die  linke  Seite  von  (1)  nach  steigenden  Potenzen 
Yon  «7,  80  müsste,  wofern  Q  wirklich  Integral  von  (1)  ist,  diese  Potenz- 
entwicklung identisch  d.  h.  gliedweise  verschwinden.  Insbesondere  wird 
aber  das  Glied  höchster  Ordnung: 

(k(k-i)  +  k-~^^)j^-^  +  --- 

Indem  wir  den  hier  eintretenden  Coefficienten  mit  Null  identisch  setzen, 
kommt  &*  —  —  =  0,  und  wir  finden  also  für  k  die  beiden  Werte 


zu  nennende  Zahl  kf  unendlich  werden,  begegnen  wir  in  §  9  u.  f. ,  wo  diese  Zahlen 
aaf  directem  Wege  bestimmt  werden. 

*)  Die]  Möglichkeit  solcher  Darstellungen  in  der  Umgebung  eines  singulären 
Punktes  ist  von  Biemann  sogleich  mit  in  die  Definition  beiner  P- Function  auf- 
genommen; 'vgl.  liiemann's  Werke  pag.  63  u.  64. 
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(2)  h  =  -Q'       ''^ä  =  —  y ; 

wie  man  denn  sofort  aJ  +  bJ  als  allgemeinstes  Integral  von  (1) 
erkennt. 

Für  J=  l  bez.  die  nächste  Umgebung  dieses  Punktes  kürzt  man 
(5)  §  3  auf 

dJ^   "*"  rfj  "^"   16(J-1)«  ~"^' 
die  wir  nun  wieder  durch  ein  Integral 

zu  befriedigen  suchen.  Indem  wir  die  linke  Seite  der  gekürzten  Dif- 
ferentialgleichung nach  ansteigenden  Potenzen  von  (J — 1)  entwickeln 
und  den  Coefficienten  des  höchsten  Gliedes  mit  Null  identisch  setzen^  folgt 

und  also  Icommen  als  Werte  van  k: 

welche  wir  in  der  That  direct  bestätigen  werden.  Für  die  beiden  sin- 
gulären  Punkte  J=Oj  i  werden  wir  dann  also  Darstellungen  von 
Qi,  Q2  ^^  ^^^  Form  (6)  §  7  wirklich  herstellen  können. 

Nicht  so  gestalten  sich  die  Umstände  für  den  dritten  singulären 
Punkt  J'=cx>.  Kürzen  wir  auch  hier  für  die  nächste  Umgebung 
dieses  Punktes^  so  kommt  als  Differentialgleichung: 

d^     .     1    dQ_    ,     _31  ß ^ 

Versucht  man  jetzt  durch 

Q  =  J*  .j 

zu  integrieren,  wo  nun  Q  nach  absteigenden  Potenzen  von  J  geordnet 
ist,  so  folgt  durch  Nullsetzen  des  Coefficienten  des  höchsten  Gliedes 
Ä^  =  0  und  also  übereinstimmende  Wurzeln  ^1  =  ^2  =  0.  Die  Über- 
legungen des  vorigen  Paragraphen  liefern  für  J=s  00  nur  ein  Integral 
und  sind  für  diesen  singulären  Punkt  sonach  noch  nicht  erschöpfend. 
Ohne  indes  zur  Ausfüllung  dieser  Lücke  noch  weiter  auf  die  Theorie 
der  linearen  Differentialgleichungen  einzugehen,  wozu  freilich  die  aus- 
gebildete Theorie  in  der  Litteratur  vorläge*),  wollen  wir  vielmehr  nach 

*)  Es  handelt  sich  um  das  Auftreten  von  Integralen  von  (5)  §  3  unter  loga- 
rithmischer  Form.  Näheres  hierQber  findet  man  ausser  in  der  genannten  Arbeit  von 
Fuchs  und  einer  weiteren  Untersuchung  des  gleichen  Verfassers  in  Gr.  J.  Bd.  68 
p.  364  (1868)  auch  in  einer  älteren  Arbeit  Borchardt's  in  Cr.  J.  Bd.  67  p.  81  (1860), 
man  sehe  auch  die  Arbeit  von  Hamburger  in  Cr.  J.  Bd.  76  p.  113  (1873). 
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Erledigung  von  «7=0  und  «7=  1  den  dritten  singulären  Punkt  J=cx> 
einer  directen  Betrachtung  unterziehen,  welche  uns  dann  auch  für 
dessen  Umgebung  Darstellungen  der  Ausgangszweige  kennen  lehrt. 


§  9.    Dnrohführong  der  UnterBuchung  für  den  eingalären  Funkt 

J=0. 

Um  jetzt  die  Darstellungen  (6)  §  7  insoweit  zu  regeln,  als  wir 
sie  brauchen,  bringen  wir  ein  besonderes  Dreieck  der  e^^  e^,  e^  in  An- 
wendungy  welches  einen  nahezu  verschwindenden  Wert  von  J  zur  Folge 
hat.     Wie  in  Eap.  1   verstehen  wir  unter  q  die  dritte  Einheitswurzel 

2i3t 


e  ^    und  setzen 

wobei  d  eine  sehr  kleine  Zahl  sein  soll.     Auf  Grund  der  von  Eap.  1 
her  bekannten  Formeln 

u.  s.  w.  berechnen  wir  für  die  rationalen  Invarianten 


(1) 


9,^U,      i,,  =  4  +  ^«J»,      A  =  -432  +  32Ä», 


27 


9s 


Ist  der  absolute  Betrag  von  d  durch  e  bezeichnet  und  d  =  €€^% 
so  erzielen  wir  den  Fall  I  oder  ein 
der  positiven  Halbebene  (Fig.  4) 

angehoriges  J",  falls  ^  <  -Ö*  < 


8  ^^  ^  3 
gewählt  wird^  und  müssen  dem- 
entsprechend Fig. 2  für  die  Legung 
der  Perioden  heranziehen.  Wir 
wollen  dabei  insbesondere  die 
Grenzwerte  für  die  Ausgangs- 
zweige bestimmen,  indem  wir  d 
zu  Null  werden  lassen  d.  h.  von 
der  positiven  Halbebene  aus  uns 
dem  Punkte  «7=  0  annahem.  Fig.  2 
geht  für  obige  Werte  der  Si  mit 
*  =  0  in  nebenstehende  Fig.  .6 
über.  Dabei  geht  die  zweite  Periode  cog  in  den  endlichen,  von  Null 
verschiedenen  Betrag  des  Integrals 


Fig.  6. 
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A 


2Vy»— 1 

über,  ansgedehnt  Qber  den  in  der  Figur  für  o,  gezeichneten  Periodenweg. 
Bei  der  Form  des  eben  geschriebenen  Integrals  and  der  gegen- 
seitigen Lage  der  Periodenwege  in  Fig.  6  ist  weiter  sofort  ersichtlich^ 
dass  die  erste  Periode  a^  das  Prodact  der  zweiten  mit  q  ist: 

(2)  (Di=  Q'ü}^. 

Gehen  wir  von  hier  aus  zn  den  normierten  Perioden ,  so  geschieht  dies^ 
indem  wir  die  cd«  mit  dem  gemeinsamen  Factor 


y  9,   Vd         y  VI 


behaften.    Indem  man  somit  nnter  $j(0)  eine  gewisse  endliche,  nicht 
verschwindende  Constante  versteht,  ist 

(3)  %=f(J    «^,(0),     %  =  J    *^,(0). 

Man  sieht;  wie  sich  diese  Formeln  unter  (6)  §  7  subsumieren  und  zu- 
gleich eine  Bestätigung  für  (2)  §  8  ergeben. 

Um  jetzt  auch  den  anderen  Gliedern  in  den  Darstellungen  (6)  §  7 

1 

gerecht  zu  werden,  berechnen  wir  uns  die  Näherungswerte  für  — -. ,   - 

bei  verschwindendem  J,    Hier  haben  wir  nämlich  zuvorderst  aus  den 
oft  genannten  Ansätzen 

,.  ^'¥^-«(*.+l)/-*-*.(o), 

1  6 


iJ 

Andrerseits  ist 


(^■i  +  i)«^'  "-^iW- 


1 


~~  ~dJ       "^  ^  "27"  "dö'  i 
und  infolge  der  näherungsweisen  Darstellung 

o,  =  T-  -- 


für  verschwindendes  d: 


y 
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Bei  der  Gestalt  dieses  Integrales  und  der  Lage  der  Periodenwege  folgt: 
Es  ist  (-3y)*_  eine  endliche^  nicht  verschwindende  Zahl,  während 
zugleich 

2 

zutrifft.    Überdies  wird  ^  mit  J       proportional^  so  dass  wir  Jc^  unter 

Bestätigung  von  (2)  §  8  mit  —  identisch   finden.     Indem  wir  endlich 

die  Constante  c  mit  in  die  Potenzentwicklung  $i(e7)  hineinnehmen, 
etUspringt  als  endgültige  Darstellung  der  Ausgangszweige  für  die  Um- 
gdung  des  in  Bede  stehenden  Punktes  J'<»  0: 

Auf  Grund  dieser  Darstellungen  ist  es  nun  leicht,  die  Formeln  (1) 
§  7  fär  den  yorliegenden  Fall  explicit  herzustellen,  d.  h.  die  Zweige 
Q/,  Q/  zu  bestimmen,  zu  denen  man  bei  einmaligem  positiven  Um- 
gang um  /  B=>  0  von  der  positiven  Halbebene  und  den  Ausgangszweigen 
aus  gelangt     Nach  Zurücklegung  dieses  einmaligen  Umgangs  haben 

—  — i 

nämlich  J    und  J        bez.  die  Factoren  —  qI^  und  —  q  angenommen, 

so  dass 

i.  _i_ 

wird.  Der  Vergleich  mit  (5)  liefert  für  die  auf  dem  in  Bede  stehenden 
Wege  erlangten  Zweige  die  Darstellung: 

(6)  Ö/  =  Öi  +  Q„    Q,' Ö,. 

Wir  konnten  nun  eine  ähnliche  Discussion  für  den  Fall  anstellen, 
dass  man  sich  dem  Punkte  J  ^^0  von  der  negativen  Halbebene  des 
herausgelosten  Blattes  (Fig.  4)  annähert.  Inzwischen  kommen  wir 
doch  bei  der  Art  der  zu  Grunde  liegenden  Zerschneidung  der  «7- Ebene 
zu  diesem  neuen  Punkte  J=0  vom  eben  discutierten  aus  durch  ein- 
malige Umkreisung  des  Punktes  cTsa  1  im  negativen  Sinne.  Wissen 
wir  also,  wie  sich  hierbei  unsere  Ausgangszweige  ändern  —  und  es 
soll  sogleich  entwickelt  werden  —  so  konnten  wir  von  (5)  aus  sofort 
auch  Darstellungen  der  Ausgangszweige  für  die  Umgebung  des  von 
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der  negativen  Halbebene  aus  erreichten  Punktes  J  =0  hinschreiben. 
Bei  dieser  Sachlage  können  wir  die  weitere  Discussion  des  Punktes 
J=0  überspringen  und  wenden  uns  sofort  nach  «7"=  1. 

§  10.     Durohfiilirang  der  Untersuchang  für  den  singnlären 

Punkt  «7"=  1. 

Genau  wie  soeben  J=  0  werden  wir  jetzt  «7=  1  erledigen  können. 
Hier  benutzen  wir  die  Lage  der  Verzweigungspunkte: 

ei  =  l  +  Y*,    e2  =  — l+yd,     e^  =  —  8, 

was  für  die  rationalen  Inyarianten  die  Werte  zur  Folge  hat: 

(1)  (7^  =  4  +  3iJS    5^3  =  4*,    A  =  64-288*S     J— 1=^*1 

Die  Lage  der  Periodenwege  für  verschwindendes  d  ist  durch  Fig.  7 
gegeben. 

T 


aO' 


Fig.  7. 

Hier  ist  ersichtlich  Og  identisch  mit  dem  endlichen^  von  Null  ver- 
schiedenen Werte  des  Integrals 

über  den  bezüglichen  Periodenweg  ausgedehnt.  Die  Beziehung  der 
beiden  Integrationswege  in  Fig.  7  zu  einander  ist  eine  solche,  da^s 
der  von  o^  aus  dem  anderen  durch  eine  Drehung  dieses  letzteren  um 
y  =  0  und  zwar  in  der  Pfeilrichtung  der  Fig.  7  um  180®  entspringt; 
nur  dass  dann  gerade  noch  die  Integrationsrichtung  die  entgegengesetzte 
ist.  Aber  der  einfachste  Gebrauch  der  vorliegenden  Riemann'schen 
Fläche  lehrt,  dass  diese  Drehung  auch  dadurch  erreicht  werden  kann, 

dass  y  das  Zeichen  wechselt,  Yy  den  Factor  —  i  annimmt^  wahrend 

")/y^  —  1  unverändert  bleibt.    Es  ist  demgemäss 

WO  nun  der  Integrationsweg  wieder  der  von  (2)  ist,   so  dass  wir  -? 

erhalten.    Wir  haben  demnach  auch  für  die  Grenzwerte  der  normierten 

Perioden  die  Beziehung: 

(3)  Qi  =  iQ2. 
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Aber    die    normierten    Perioden    sind    nicht    mehr   endlich ,   ver- 

_i 

schwinden  vielmehr  mit  d,  indem  sie  mit  1/—  oder  also  mit  (J —  1) 

proportional  werden.  Indem  man  demnach  die  nun  eintretenden  Potenz- 
entwicklungen ^(J —  1)  von  (6)  §  7  in  zweckmässiger  Weise  mit 
Constanten  behaftet,  fassen  wir  die  geschehenen  Überlegungen  in  die 
Angabe  der  Näherungswerte  zusammen: 

1^  1 

(4)  Q,  =  i(J-l)*qj,(0),    Q,  =  (J-l)*Sß,(0). 

Auch  die  Fortsetzung  der  Überlegung  geschieht  wie  im  vorigen 
Paragraphen.  Wir  bilden  uns  zugleich  unter  Benutzung  des  An- 
satzes (6)  §  7  die  Gleichung: 

dQ^iJ—  1)     *       iVT  da.  dd 

dJ  ^  y  ^"dd'dJ^ 

sowie 

''°-'^7,""^-'(*.-t)-^''"^^.(°)- 

da. 

Aber  -j^  ist  für  d  »»  0  eine  endliche ,  nicht  verschwindende  Con- 
stante,  nämlich 

integriert  über  den  bezüglichen  Weg.  Demgemäss  hat  man  bei  der 
Form  des  hier  zu  Tage  getretenen  Integrals  und  der  Lage  der  Periodenwege 

d^       .,   /T-       ^n""T 
dJ 

unter  voller  Bestätigung  von  (3)  §  8  der  Wert  —  findet.  Aus  (5)  findet 

sich  für  die  Coefficienten  a  und  c  die  Beziehung  a  ==»  —  ic^  und  indem 
wir  dann  c  mit  in  die  Potenzentwicklung  ^i{J —  1)  hineinnehmen, 
kommt  als  Resultat  für  die  Darstellung  der  Ausgangszweige  in  der  Um- 
gebung von  c7^B>  1: 

Ö, i{J-  1)*  '^,{J-  1)  +  i(J-  1)*  ?,(/-  1), 

Co)  £  £ 

Ö,=        (J'_1)*^^(J_1)  +  (J-_1)*^,(J_1). 

Klein-Fricke,  Modalftanctionen.  4 


überdies   wird  -tj  mit  («7"—  1)        proportional,   so   dass   sich  für  \ 
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Möge  man  jetzt  nach  einmaligem  Umgange  um  J  =  1  im  posi- 
tiven Sinne  zu  den  Zweigen  Q/,  Q/  gelangen,  so  entspringen  deren 

Darstellungen  aus  (6),  indem  man  dortselbst  (J —  1)*  mit  dem  Factor  f, 

1.  * 

(J  —  1)    mit  dem  Factor  —  i  behaftet.     Es  ist  dabei  ohne  weiteres 

ersichtlich,  dass 

(7)  ßx'  =  -Q.,   Q«'  =  öi 

wird,  wodurch  für  J  =  1  die  ea^licite  Form  des  Ansatzes  (1)  §  7  ge- 
wonnen ist. 

§  11.    Bestimmungen  fdr  die  Umgebung  von  J=  oo  und  sngehbrige 

Bereohnnng  von  Qj* 
Die  Grenzwerte  der  Ausgangszweige  fQr  J  =  oo  wollen  wir  späterer 
Anwendung  wegen  auch  numerisch  vollständig  berechnen.  Einen  An- 
satz (6)  §  7  können  wir  hier  nicht  benutzen;  gleichwohl  genügt  es, 
mit  Hilfe  einer  gegen  Null  convergierenden  Grösse  d  die  Punkte  e, 
zweckmässig  so  zu  legen,  dass  J  mit  verschwindendem  d  unendlich 
wird.  Wählt  man  alsdann  die  Periodenwege  nach  Massgabe  von  §  5, 
so  kommt  man,  ohne  noch  d  weiter  zu  beschränken,  zu  den  richtigen 
Grenzwerten  von  Q^,  Q^*     ^^  empfiehlt  sich  zu  setzen: 

<5i  =  —  y  —  *;     «2  =  3,     «8  =  —  Y  +  *; 

worauf  die  rationalen  Invarianten  die  Werte  erhalten 

(7,  =  27  +  4<J^    g,  =  21  —  120',    A  =  4  -  3«  •  (5^ 

4a»'  2yj 

Des  weiteren  gestatten  wir  uns  von  Fig.  2  insofern  eine  ganz 
unwesentliche  Abweichung,  als  wir  die  beiden  dort  von  e^  und  e^  nach 
y  =  oo  auslaufenden  Yerzweigungsschnitte  in  einen  e^  und  e^  verbinden- 
den zusammenziehen.    Alsdann  giebt  uns  Fig.  8  die  Lage  der  Perioden- 


et/' 

j ^^t» 


Pig  8. 

wege  für  unsere  speciellen  <?,-.  Wollen  wir  auch  numerisch  genaue 
Grenzwerte  für  Q,-  haben,  so  ist  vor  allen  Dingen  jetzt  darüber  zu  ent- 
scheiden, welches  Vorzeichen  der  Wurzel  )/4t/^  —  ^^y  —  g^  in  einem 
Punkte,  etwa  des  oberen  Blattes,  der  zweiblättrigen  y- Fläche  zutreflFen 

soll.    Bestimmen  wir  in  diesem  Sinne,  dass  j/y  —  e,  und  Yy  —  e^  auf 
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der  reellen  Axe  des  oberen  Blattes  rechts  von  e^  selbst  reell  und  positiv 
sind,  dass  dagegen  Yy  —  e^  auf  der  nämlichen  Axe  links  von  e^  negativ 
imaginär  ist. 

Indem  wir  noch  darauf  aufmerksam  machen,  dass  für  d  =  0    ~  »=  1 

wird,  und  dass  mithin  fQr  verschwindendes  S  %  =  gd;  zutriift^  gehen 
wir  sofort  an  die  Bestimmung  des  Grenzwertes  für  Qg  ^^^^  ^2-  ^^ 
der  bezügliche  Periodenweg  nirgends  einem  der  Verzweigungspunkte 
6|  oder  e^  unendlich  nahe  kommt,  so  wird  auch  für  d  =  0  d.  h.  bei 
Coincidenz  von  e^  und  e^  der  Integralwert  ein  gewisser  endlicher  sein. 
Wir  setzen  sonach  in  unser  Integral  einfach  d  =  0  und  erhalten 


<»2  =    /  -7 3\  > 


wo    nun    der   Figur    entsprechend    zweckmässig   über   einen    beliebig 

kleinen   im    oberen   Blatte   gelegenen  Kreis   um  y  =  —  —  integriert 

wird,  imd  zwar  im  negativen  Sinne  der  Drehung.  Infolge  unserer  Fest- 
setzungen ist  der  Wert  von  2  Yy  —  3  im  Mittelpunkte  dieses  Kreises 
—  3t  j/2,  und  sonach  haben  wir  unter  Benutzung  elementarer  Regeln: 

1  /*    dy_         Uii_       g}/2 

(2)  "^^  "- 3.1/2   /.T"3il/2"     8     ' 

t/  y  "T  2 

womit  ssugleich^der  Grenzwert  für  Qg  gefunden  ist 

§  12.    Bereohnimg  des  Grenzwertes  von  Q^  für  J  =  00. 

Sehr  viel  umständlicher  ist  die  Bestimmung  von  Q^ ,  und  es  kommt 
hierbei  zur  Erleichterung  der  Rechnung  sehr  wesentlich  darauf  an,  den 
Periodenweg  in  zweckmässiger  Weise  zu  fixieren.  Als  besonders  brauch- 
bar hat  sich  Fig.  9  erwiesen,  in  welcher  der  Integrationsweg  aus  zwei 

's\    Ä    / ~^*^ 


^  vi- 

Fig.  9. 

Kreisen  und  zwei  geradlinigen  Stücken  zusammengesetzt  ist.  Das  be- 
kannte Verhalten  eines  elliptischen  Integrals  bei  Annäherung  seiner 
oberen  Grenze  an  einen  der  Yerzweigungspunkte  gestattet  dann  sogleich, 
den  Radius  des  Kreises  um  e^  verschwinden  zu  lassen,  so  dass  die 
Integration  über  die  beiden  geradlinigen  Strecken  bis  hart  an  6^  «s  3 
heran  geleitet  werden  kann. 

Sehr  viel  vorsichtiger  muss  man  bei  e^  verfahren,  da  hier  schliess- 
lich die  beiden  Verzweigungspunkte  e^  und  e^  coincidieren  sollen.     Wir 
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haben  demnach  d  selbst  als  Radius  des  Kreises  um  e^  gewählt  und  zer- 
legen nun  (Ol  in  die  Summe  von  K  und  L,  wo  K  das  Integral  fiber 
den  Ereisy  L  aber  dasjenige  über  die  geradlinige  Strecke  des  oberen 
Blattes  von  ^  +  ^  bis  6^  doppelt  genommen  bedeutet: 

J  2]/(y  -  3;"(j;ti -M)(y + 1^ ' 

Xr€i» 

Zur  Berechnung  von  K  setzen  wir,  was  bei  der  Form  der  kreis- 
förmigen Integrationsbabn  gestattet  ist,  2]/^  -  3  mit  seinem  vom 
vorigen  Paragraphen  her  bekannten  Gentralwert  vor  das  Integral- 
zeichen und  gewinnen  dann  in 


j:=- 


-Bivyy, 


(v+ir- 


ein  ausführbares  Integral     Unbestimmt  integriert  ist 


fn 


%=:=^  =•  Const.  +  log  (y  -f  I  +  ]/(y  f  |)*-  ..•) . 
[y+Y)  -«' 


WO  nun  als  untere  und  obere  Grenze  zwei  über  einander  liegende  Punkte 
der  Fläche,  nämlich  die  bei 

y |-  +  2d 

gelegenen,  einzusetzen  sind.  Der  Integrationskreis  umschliesst  einen 
der  beiden  Verzweigungspunkte  e^y  e^,  und  da  die  untere  Integrations- 
grenze im  unteren  Blatte  gelegen  ist;  so  wird  dortselbst 


nach  unserer  Festsetzung  negativ,  in  der  oberen  Grenze  aber  positiv 
zu  nehmen  sein.    Es  folgt  sonach  bestimmt: 


hx^ 


.  "?  ..  =.  _  log  (H+  l^ifEn  -  log  (1+n) 


und  also  als   Wert  des  Integrals  K: 
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Umständlicher  ist  die  Auswertung  von 


.    p d 


-!+»-' 


+1)'- 


wo  wir  jetzt  getreu  unserer  obigen  Festsetzung  längs  des  geradlinigen 
Integrationsweges  }/3  —  y  positiv   nehmen   müssen.     Die  Substitution 

y  4"  "ö"  =  ^  führt  L  in  die  neue  Form  über: 


2^ 

2 


L  = 


Der    grosste   Wert,   den  \-~)    im  Integrationsintervall  erhält^  liegt  in 
der  unteren  Grenze  2d.     Es  ist  also  im  ganzen  Intervall 

so  dass  der  Elammerausdruck  unter  dem  letzten  Integralzeichen  in  eine 

gleichmässig  convergente  Potenzreihe    entwickelt  werden   kann.     Wir 

schreiben: 

.                  1  .  3  .  5  .  .  .  (2n  —  1)  ^  ^ 

(10=1,      an 2~4  .  6  ■  ■  ■  2n       ^     ''>^> 

worauf  L  die  Gestalt  zeigt: 


L=i 


9^ 
2 

dz 


/•        dz 


i+l(y)'+-"  +  ^»(yr+ 


26 

Verstehen  wir  weiter  unter  An  das  Integral 

j  /^        dz 


/'dz 


26 

so  entspringt  durch  Integration  der  einzelnen  Glieder  unserer  Reihe: 


QO 


(2)  L=i^anA,n+iS'% 

n=sO 

WO  nun  zunächst  die  Grossen  A»  zu  berechnen  sind. 
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Erstlich  ist  in  dieser  Hinsicht 


..=  ;_^._,^|..V?-^^' 


3 


n-Vi-'\ 


2d 


A  -  f  i»g  (1)  ■ 

Sodann  findet  man  durch  partielle  Integration: 


9 


z"" 


und  also,  wenn  2d  und  y  als  Grenzen  eingesetzt  werden: 


^_     9n    j         2n  —  1    . 


Mit  Hilfe  dieser  Recursionsformel  drücken  wir  An-\.i  durch  die  Ä  mit 
niederen  Indices  aus.  Man  übersieht  indes  leicht,  dass  die  linke  Seite 
der  letzten  Gleichung  den  Term  höchster  Ordnung  für  ^4^+1  ahgiebt, 
da  die  folgenden  Glieder  An^  An—i  u.  s.  w.  nur  noch  kleinere  Potenzen 

von  ~j  bringen  und  selbst  Aj^  nur  mit  log  d  in  Rechnung  kommt    Für 

sehr  kleine  d  können  wir  sonach  schreiben 

A  .     -^      ^^ 


6       „.  4» 

Durch  Substitution  der  gefundenen  Werte  A  in  (2)  kommt: 

^ -'-^  Ml) +V  2 -:{i)- . 


»  =  1 


WO  jetzt  noch  der  Wert  der  unendlichen  Reihe  zu  bestimmen  ist.    Ist  x 
ein  echter  Bruch^  so  hat  man 


CO 


Vi-*  iSi 

woraus  durch  Division  mit  x  und  Integration 
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beziehungsweise 

coDst.  -  2  log  (1  +  vr=^) = 2^ '  ^" 

hervorgeht.     Durch    den   Special  wert  x  =^0  bestimmt  man  die  Inte- 
grationsconstante  zu  2  log  2,  so  dass 

00 

2 ";  •  X-  =  2  log  2-2  iog(i  +  yr^^ 

wird.    Setzt  man  jetzt  a?  ==  — ,  so  ergiebt  sich  als  Wert  der  im  letzten 
Ausdruck  von  L  enthaltenen  Reihe: 


OD 


2-5-(t)'=  4  log  2  -  2  log  (2  +  VS). 

Setzen  wir  das  in  L  ein  und  ersetzen  nun  endlich  noch  ^,  durch 

seinen  Wert  -r-^  so  kommt  durch  Addition  von  K  und  L  cUs  der  gesuchte 
Grensswert  der  Periode  to^  hez,  des  AusgangsBweiges  Q^  für  J"  =  oo : 

(3)  (Dl  =  Qi  =  i^  (log  1728  +  log  J). 


§  13.     Erledigung  des  singulären  Punktes  J  =  oo.    HiBtorisohe 

Bemerkungen. 

Als  Näherungswerte  für  die  Ausgangszweige  haben  wir  jetzt  bei 
J  ^=  oo  die  folgenden  erhalten : 

Qi  =  *^(31ogl2  +  logJ),    Q,-^- 

Q^  ist  hiernach  in  der  Umgebung  von  «7=  cx)  eindeutig,  während  ö^ 
nach  einmaliger  Umkreisung  von  e7^=  oo  im  positiven  Sinne  über- 
geht in: 


q;  =  *^  (3  log  12  +  log  J  -  2in)  =  Qi  + 


3 


Damit  ist  auch  für  die   Umkreisung  von  J  ===  00  der  Ansatz  (1)  §  7 
explicite  gewonnen,  indem 

(1)  Q/  =  Q,  +  Q3,    Q;  =  Q, 

wird.    Andrerseits  können  wir  jetzt  diese  Formeln  benutzen^  um  auf 
Grund  der  schon  erkannten  analytischen  Abhängigkeit  der  Perioden 
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voD  J  PotenzentwickluDgen  für  die  Ausgangszweige^  in  der  Umgebung 
von  J  =  oo  gQltigy  anzugeben: 

(2)  ;_ 

Die  Entwicklungen  $,•  schreiten  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von 
-j  fort,  während  zugleich  5ßi(0)  ==  ^»(0)  =  1  wird. 

Alle  in  den  Darstellungen  der  Ausgangszweige  aufgetretenen 
Potenzentwicklungen  drücken  sich,  wie  wir  hier  historisch  anführen, 
in  einfachster  Weise  durch  hypergeometrische  Reiben*)  aus  mit 
alleiniger  Ausnahme  der  soeben  in  Formel  (2)  sich  einstellenden  Ent- 
wicklung 5ßi  vjjf   ^^®   nicht   durch  die   hypergeometrische,  vielmehr 

durch  eine  mit  ihr  verwandte,  aus  ihr  durch  Grenzübergang  ent- 
stehende Reihe  darzustellen  ist**).  Betrachtet  man  die  Perioden  als 
Functionen  von  A  oder  h^,  was  im  Anschluss  an  die  von  Legendre 
bereits  für  diesen  Fall  berechnete  Differentialgleichung  in  allen  älteren 
Arbeiten  geschieht***),  so  sind  die  sich  einstellenden  Potenzentwick- 
lungen im  allgemeinen  auch  durch  hypergeometrische  Reihen  darstell- 
bar. Indessen  tritt  dann  für  aUe  singulären  Punkte  der  Ebene  X  in  den 
Darstellungen  der  Perioden  der  compliciertere  Charakter  ein,  den  wir  hier 
für  J  =  CO  durch  Auftreten  eines  logarithmischen  Gliedes  erhielten. 

Zum  Gebrauch  dieser  älteren  Darstellungen  der  Perioden  musste 
bei  einem  in  allgemeiner  Form  vorgegebenen  Integral  erster  Gattung 
immer  vorab  der  Ausdruck  vierten  Grades  unter  dessen  Quadrat- 
wurzelzeichen in  seine  Linearfactoren  zerlegt  werden,  um  nämlich  die 
unabhängige  Yariabele  k^  der  genannten  Darstellungen  zu  gewinnen. 
Dem  gegenüber  darf  es  als  ein  Vorzug  der  neueren  Darstellungen  an- 
gesehen werden,  dass  wir  deren  unabhängige  Yariabele  aus  den  Coeffi- 
cienten  jenes  biquadratischen  Ausdrucks  durch  rationale  Rechnungen 
herstellen. 


*)  Man  sehe  darüber  die  schon  in  §  2  genannten  Arbeiten,  namentlich  die 
Dissertation  von  Nim  seh,  weil  nämlich  dort  die  Bezeichnungsweise  mit  der  hier 
gebrauchten  in  Übereinstimmung  ist. 

**)  Dieselbe    ist   von   Borchardt  in   der   unter  §  8  genannten  Arbeit   ein- 
geführt. 

***)  In  dieser  Richtung  liegt  z.  B.  eine  Untersuchung  von  Fuchs  in  Crelle^s 
Jouru.  Bd.  71,  p.  121  (1870)  vor,  wo  im  wesentlichen  diejenige  Normalform  fflr  das 
elliptische  Integral  erster  Gattung  zu  Gründe  gelegt  ist,  die  wir  im  Yorigen 
Kapitel  als  die  Riemann'sche  bezeichneten. 
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§  14.     VerBweigung  der  Perioden  g}^,  o^  über  der  «7^- Ebene. 

Wenn  wir  die  Gesamtheit  der  analytischen  Fortsetzungen  unserer 
Ansgangszweige  Q^,  Q^  bilden,  so  entspricht  dem,  dass  wir  über  der 
J^- Ebene  eine  Riemann'sche  Fläche  construiert  denken,  in  welcher  die 
beiden  analytischen  Functionen  Qi{J),  ^^i^)  eindeutige  Functionen  des 
Ortes  sind.  Aus  dieser  Fläche,  die  nur  bei  «7=0,  1,  cx>  verzweigt 
war,  haben  wir  in  §  6  ein  Blatt  herausgelost  und  Q^,  Qg  ^^  ihrem 
Verlauf  auf  diesem  Blatte  untersucht.  Wir  wollen  jetzt  nachsehen, 
in  was  für  Verzweigungspunkten  dieses  eine  Blatt  mit  den  übrigen 
zusammenhängt.  Dabei  lassen  wir  sofort  an  Stelle  der  normierten 
Perioden  wieder  die  ursprünglichen  treten,  wo  man  denn  der  Vor- 
Stellung  Raum  geben  muss,  dass  bei  Veränderung  des  J  der  Quotient 

X  ==  —  constant  erhalten  wird. 

Nach  einmaliger  Umkreisung  von  eT^  s»  cx>  im  positiven  Sinne  ge- 
langen wir  nach  (1)  §  13  von  den  Ausgangszweigen  zu 

(1)  o/  =  Ol  -f  ©2 ,     ©a'  =  ^i 

und  also  nach  9t-maligem  Umgange  zu  den  Zweigeur 

Oj'  =  c>i  -|-  ncoj,     ojg'  =  ©2 . 

Zum  ersten  Zweigpaar  kommen  wir  somit  nicht  zurück,  so  dctss  unsere 
Fläche  unendlich  vielblättrig  ist,  indem  bereits  in  dem  einen  bei  J  =  oo 
aufgefundenen  Verzweigungspunkte  unendlich  viele  Blätter  cyclisch  zu- 
sammenhängen. Positive  Umkreisung  von  «7  «=  1  führt  nach  (7)  §  10 
von  den  Ausgangszweigen  zu 

(2)  ©/  =  —  «02  ,      «Og'  =  G>i  , 

80  dass  zwei-,  drei-,  viermalige  Umkreisung  der  Reihe  nach  zu  den 
Zweigpaaren  ( —  a>i,  —  cd^),  (fiJg,  —  Oi),  (coi,  02)  führt.  Viermalige  Um- 
Jcreisung  von  J=  1  führt  sonach  eu  dem  Ausgangsblatt  zurück.  Endlich 
kommen  wir  bei  positivem  Umgang  von  eT^  •=  0,  wofern  wir  in  der 
positiven  Halbebene  des  ersten  Blattes  beginnen,  nach  (6)  §  9  zu 

(3)  Ol  =  o>i  +  ©2 ,     ß>2  •==  —  Ol 

und  werden  nun  durch  wiederholte  Ausführung  dieses  Umganges  zu 
den  weiteren  Zweigpaaren  (oj,  — '  ß>i  —  Oj),  ( — coi,  — ©2),  (— o^ 
—  Oj,  a>i),  ( —  m^,  (0^  -{^  ©2),  (gjj,  cog)  geführt.  Sechsmalige  Umkreisung 
von  J'  =  0  vom  ersten  positiven  Hdibblatt  aus  führt  in  dieses  zurück. 
Hier  ist  nun  auch  der  Ort,  wo  wir  den  Punkt  cT* «»  0  des  negativen 
ersten  Halbblattes  berücksichtigen.  Bei  der  jetzt  bekannten  Art,  wie 
sich  die  Ausgangszweige  Q»  beim  negativen  Umgang  von  J^ «»  1  ändern, 
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folgt  aus  (5)  §  9  als  Darstellung  dieser  Zweige  in  der  Umgebung  des 
genannten  Punktes: 

WO  die  PotenzentwickluDgen  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  in  (5)  §  9. 
Die  Umkreisung  von  cT*  =  0  vom  ersten  negativen  Halbblatt  aus  f&hrt 
also,  wie  leicht  berechnet,  zu 

(5)  Q)/  =  «o^ ,     ög'  =  —  c>i  +  ß»2  > 

so  dass  dort  gerade  wie  im  positiven  Halhhlatt  sechsfache  Umkreisung 
von  J  =  0  in  das  erste  Blatt  zurückßhrt. 

Für  eine  Bestätigung  unserer  Rechnung  fQhre  man  von  einem 
Punkte  des  positiven  ersten  Halbblattes  einen  geschlossenen  Weg  aus, 
der  nach  einander  im  positiven  Sinne  J  =  0,  J  =  1  und  J  <=  oo  um- 
kreist und  der  also,  da  an  anderen  Stellen  Yerzweigungspunkte  nicht 
vorkommen,  in  der  That  wieder  im  ersten  Halbblatte  endigt.  Aber 
zufolge  (1),  (2),  (3)  kommen  wir  bei  diesen  drei  Umgängen  von  den 
Äusgangszweigen  (co^,  o^)  der  Reihe  nach  zu  den  Zweigen  ((Dj  -|-  Qj? 
—  ©i),  (a>i  —  Og,  cDg),  (o^,  Og)  und  gelangen  somit  in  der  That  am 
Schlüsse  des  Weges  zum  Ausgangszweigpaar  (p^,  cog)  zurück.  Geht 
man  bei  dieser  Operation  vom  negativen  Halbblatte  aus,  so  hat  man 
die  Yerzweigungspunkte  in  der  Reihenfolge  0,  oo,  1  zu  umkreisen  und 
findet  dann  wiederum  eine  Bestätigung  für  Formeln  (1)  bis  (5). 

Wie  man  sieht,  stellen  die  Formeln  (1),  (2),  (3),  (5)  Specialfalle 
ganzmhliger  linearer  Substitutionen  der  Determinante  1  dar: 

Da  diese  vier  besondem  Substitutionen  (1),  (2),  (3),  (5)  iii  der  Folge 
sehr  häufig  auftreten,  so  führen  wir  für  sie  besondere  abkürzende  Be- 
zeichnungen ein,  indem  wir  sie  der  Reihe  nach  als  Substitutionen  S, 
T,  U,  U'  benennen.  Eine  allgemeine  Substitution  (6)  heisst  dem  gegen- 
über zumeist  F,  wobei  verschiedene  solche  Substitutionen  durch  obere 
oder  untere  Indices  unterschieden  werden  sollen. 

Wenn  man  auf  a^^,  m^  in  Formel  (6)  aufs  neue  eine  Substitution 
V  ausübt,  so  gelangt  man  zu  (o^\  (o^'\  welche  aber,  wie  man  leicht 
ausrechnet,  an  go„  o,  direct  auch  wieder  nur  durch  eine  Substitution 
der  Art  (6)  gekettet  sind.  Wir  sprechen  diese  sehr  folgenreiche  Eigen- 
schaft der  Operationen  (6)  dahin  ans,  dctös  mü  unter  ihnen  nach  einander 
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angewandt  eine  dritte  liefern ,  oder  dass  sie  in  ihrer  Gesamtkeit  eine 
Gruppe  bilden*).  Dabei  ist  es  daDn  noch  sehr  wichtig,  dass  durch 
Wiederholung  und  Conibination  der  Operationen  8  und  T  jede  Sub- 
stitution V  hergestdU  werden  kann,  ein  Satz,  der  erst  im  zweiten  Kapitel 
des  folgenden  Abschnittes  zur  Ableitung  gelangt. 

Kehren  wir  nun  zur  Frage  nach  der  Abhängigkeit  der  Perioden 
von  J  zurQck,  so  sind  die  Substitutionen  (1),  (2),  (3),  (5)  ohne  Aus- 
nahme solche  vom  Charakter  der  V  und  andrerseits  finden  sich  unter 
jenen  vieren  gerade  die  Substitutionen  S  und  T.  Es  folgt  also,  sofern 
wir  uns  bereits  auf  den  gerade  genannten  Satz  stützen  wollen:  Alle 
Zweige  m^j  o^^  in  welche  wir  das  Äusgangspaar  durch  Wege  auf  der 
Riemann'schen  Fläche  fortsetzen  können,  erscheinen  in  der  Form  (6)  und 
zugleich  können  wir  jedes  solches  Paar  (6)  durch  einen  geeigneten  Weg 
erhalten. 

Nun  sind  aber  die  Formeln  (3),  (4)  des  §  1  von  den  hier  be- 
trachteten Formeln  (6)  dadurch  verschieden,  dass  bei  ihnen 

ad  —  ßy  =^  -\-  1 

0 

gesetzt  ist,  während  {ad  —  ßy)  jetzt  durchaus  =  -f-  1  genommen 
werden  muss.  Die  Gesamtheit  der  primitiven  Periodenpaare  des  %l  teilen 
sich  sonach  in  zwei  Classen,  je  nachdem  in  Gleichung  (4)  §  1  das 
obere  oder  untere  Zeichen  gilt  Die  Gesamtheit  der  Paare  einer  einzelnen 
Classe  erscheinen  als  die  zusammenstellenden  Zweige  eines  Paares  neben 
einander  gestellter  analytischer  Functionen  von  J.  Aber  es  ist  nicht  mög- 
lieh,  das  eine  Paar  analytischer  Functionen  durch  analytiscJie  Fortsetzung 
in  das  andere  Paar  überzuführen. 

Mit  diesen  Sätzen  überblicken  wir  den  wesentlichen  Charakter  der 
zwischen  o^,  o,  und  J  bestehenden  analytischen  Abhängigkeit 

§  15.    Der  Feriodenquotient  o  als  Ftmotion  von  J. 

Die  Schlusssätze  des  letzten  Paragraphen  konnten  offenbar  nur 
dadurch  erhalten  werden,  dass  wir  jene  beiden  Grossen  co^,  <o^  unver- 
brüchlich neben  einander  stehend  betrachteten.  Die  Sachlage  wird 
nun  bedeutend  durchsichtiger,  wenn  wir  diesen  Umstand  dadurch  direct 
zum  Ausdruck  bringen,  dass  wir  von  den  einzelnen  (Oj,  m^  zur  Be- 
trachtung ihres  Quotienten 

(1)  Q,  =  ^ 


*)  „Ikos.**  p.  5  u.  f. 
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fortschreiten.  Dieser  y,Teriodenquotienif^  m  ist  als  absolute  Invariante 
nur  nock  Function  von  J  allein.  Die  Eigenart  dieser  Function  Ton  J 
entspringt  dabei  sofort  aus  den  soeben  gewonnenen  Sätzen.  Wir  haben 
es  mit  einer  unendlich  vieldeutigen  analytischen  Function  von  J  zu  thun, 
deren  sämtliche  Zweige 

(2)  «»'=-45 

sind,  wo  a,  ßy  y,  d  alle  möglichen  Zahlquadrupel  der  Determinante  1 

ad  —  ßy  =  1 

durchlaufen.  Die  Verzweigungspunkte  sind  bei  eT"««  0,  1,  oo  gelegen, 
und  zwar  setzt  sich  bei  Umgang  um  dieselben  der  „Ausgangssnveig**  a, 
der  den  coi,  ca^  des  vorigen  Paragraphen  entsprechen  soll,  in  folgender 
Weise  fort: 

J  T=a  (x>:                                   ö'  =  CD+l> 
J==  1 :  ay  '^ , 

eT^  =  0 :  ö'  =  — ^t_       jjez.  m'  = 

/n       ' 


Wir  nennen  diese  Substitutionen  auch  in  vorliegender  nichthomogener 
^Gestalt  S,  T,  27  und  U\  Für  den  Ausgangszweig  m  ist  dabei  immer 
an  der  Zerschneidung  Fig.  4  der  <7- Ebene  festgehalten,  so  dass  wir  für 
J=0  die  zweifache  Möglichkeit  ü  und  U'  haben. 

Der  Übergang  von  m^,  cd^  zur  absoluten  Invariante  o  entspricht 
genau  dem  Übergange  von  A,  B  zum  A,  wie  auch  von  fti^^/^g  zu  fi, 
wie  solches  im  vorigen  Kapitel  geschah.  Dabei  ist  denn  auch  die 
Analogie  zwischen  den  drei  Grössen  A,  fi,  cd  eine  sehr  weit  reichende. 
Freilich  ist  A(J)  sechswertig,  \i{J)  24-wertig  und  im  Gegensatze  ßj(J) 
unendlich  vielwertig.  Aber  in  Ansehung  der  Beziehung,  die  zwischen 
den  verschiedenen  Werten  von  a>  besteht,  reiht  sich  diese  Function 
dem  A,  wie  ft  völlig  an.  Die  sechs  Werte  k  waren  lineare  Functionen 
von  einem  unter  ihnen,  das  Gleiche  galt  auch  von  den  24  Werten 
^(J).  So  ist  nun  auch  jetzt  jeder  folgende  Zweig  (o  von  g)(J)  eine 
lineare  Function  (2)  vom  Ausgangseweige  und  also  auch  von  irgend  einem 
Zweige.  Der  Diedergruppe  der  A- Substitutionen,  der  Oktaedergnippe  der 
fi- Substitutionen  entspricht  dabei  die  Gruppe  der  ganzzahligen  m- Sub- 
stitutionen der  Determinante  1. 

Den  tiefer  liegenden  Grund  der  Zusammengehörigkeit  dieser 
Functionen  A,  ^,  ©  von  J  werden  wir  erst  im  folgenden  Kapitel  durch 
Heranziehung  neuer  Hilfsmittel  überblicken.    Merken  wir  uns  noch  an. 
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um  die  künftigen  Entwicklungen  zu  erleichtern,  welches  die  Werte 
sind,  die  der  Ausgangszweig  od  in  den  Yerzweigungspunkten  annimmt. 
Wir  entnehmen  dieselben  ohne  Mühe  aus  den  Darstellungen  der  Perioden 
für  die  Umgebung  der  singulären  Stelle  (^  1,  cx>.  Die  Verwertung  der 
Formeln  (5)  §  9,  (6)  §  10,  (2)  §  13  und  (4)  §  14  ergiebt  als  Dar- 
stellung des  Ausgangszweiges  a>  in  den  Bereichen  der  Yerzweigungs- 
punkte 

-^*^#^^     (Posit.  Haibeb.) 

1+  YJ^^''\j) 


(3) 


0: 


a>  «=s         Q 


(D  =    Q^ 


1  + 


l^^fe,     (negat.  Haibeb.) 


i  +  9VJ9^\J) 


M). 


r-1.        «1=       i  i-VJ-iW\J-i) 

1  +  y^-l?     («^— 1)      ' 

J  =  oo:        2ni(o  =  -  log  J—  3  log  12  -  5ß^*>(^)  • 

Dabei  sind  jedesmal  die  Quotienten  der  bezüglichen  früheren  Entwick- 
lungen, also  $1 :  $8,  in  Reihen  nach  ganzen  positiven  Potenzen  der 
beigesetzten  Argumente  entwickelt  gedacht,  so  dass  ?ß^^^(0)  und  ^^^^(0) 
endlich  und  yon  Null  yerschieden,  ^<*)(0)  sogar  der  Einheit  gleich  ist 
Aus  den  angeschriebenen  Entwicklungen  entnimmt  man,  dass 

(4)  co(0)  =  Q  bez.  =  —  (>*,     0(1)  «=  i 
istf  mihrend  cd  (00)  logarithmisch  unendlich  wird  wie 

(5)  -  ^^ .  log  (1728  .  J). 

Sollen  wir  die  zu  (o(J)  gehörende  Riemann'sche  Fläche  über  der 
cT-Ebene  construieren,  so  wird  die  Art,  wie  das  Ausgangsblatt  mit 
den  übrigen  zusammenhängt,  ohne  weiteres  aus  den  Darstellungen  (3) 
abgelesen.  Im  Punkte  «7^=0  finden  wir  das  erste  Blatt  als  eines 
unter  drei  cyclisch  verbundenen,  bei  J^=  1  in  entsprechender  Weise 
als  eines  unter  zweien.  Schliesslich  hängen  bei  J  =  00  mit  dem  ersten 
Blatte  noch  unendlich  viele  andere  im  Cyclus  zusammen.  Da  jeder 
Zweig  von  cd  eine  lineare  Function  des  <o  ist,  so  schliessen  wir  sofort 
weiter,  dass  jedes  folgende  Blatt  genau  so  an  die  übrigen  gekettet  ist^ 
wie  das  eben  gemeinte  Ausgangsblatt. 

Wir  haben  diese  letzten  Sätze  hier  nur  mehr  beiläufig  entwickelt. 
Ein  klares  Bild  über  die  Abfolge  der  Blätter  der  in  Rede  stehenden 
Riemann'schen  Fläche  gewinnt  man  auf  diesem  Wege  doch  nicht.  Zu 
diesem  Ende  werden  vielmehr  im  folgenden  Kapitel  neue  Hilfsmittel 
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verwertet  werden.  Yorab  haben  wir  noch  eine  Ergänzung  des  gegen- 
wärtigen Kapitels  zu  geben,  die  dann  zugleich  in  sehr  wichtiger  Weise 
das  folgende  vorbereitet. 

§  16.     Differentialgleiohung  dritter  Ordnung  für  üniJ). 

Die  5- Functionen. 

Die  Function  (o{J)  genügt  einer  sehr  bemerkenswerten  Differential- 
gleichung dritter  Ordnung,  welche  wir  hier  von  der  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  (5)  des  §  3  ableiten  wollen.  Zwei  ein  Fundamental- 
system bildende  particuläre  Integrale  dieser  letzteren  Differential- 
gleichung  waren  unsere  beiden  bestimmt  gewählten  Perioden  Q^,  Q,. 
Wir  werden  somit  aufschreiben  können: 

wenn  wir  unter  Q/  und  Q/'  erste  und  zweite  Ableitung  von  Q,-  nach  J 
verstehen  und  unter  den  Abkürzungen  p  und  q  die  rationalen  Aus- 
drücke meinen: 

J_  144  36 

Zur  Berechnung  der  Differentialgleichung  für  cd  eliminieren  wir 
zunächst  q  aus  den  beiden  Gleichungen  (1)  und  erhalten: 

(2)  (ß,Ö/'  -  Q.Q,")  +i>  (Q,Q/  -  Q^Q;)  =  0. 

Indem  wir  andrerseits  unter  m\  m"  etc.  die  Ableitungen  von  m  nach  J 
verstehen,  kommt  aus 

® SV 

durch  logarithmische  Differentiation 

a>'  ^  ß,ß/  -  ßifi,'"       ^  ß,  ' 
welche  Gleichung  mit  Benutzung  von  (2)  in  die  folgende  übergeht: 

Formel  (3)  wollen  wir  nun  einerseits  differentiieren  und  andrer- 
seits quadrieren  und  durch  —  2  dividieren.  So  kommen  die  beiden 
neuen  Gleichungen: 

deren  Addition  unter  Berücksichtigung  von  (1)  auf: 
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"'  Q      /       "  \  1 

4D  ö     l  tO       \  r  m  9  m     /^-^   ff      i  r^  f\  r«  t  ''2 


i^-|(^>)=-i^'-|i>'-|:(«/'+i>ß«0=2g-i.'~| 


p 


fährt.  Setzen  wir  nun  für  p  und  q  wieder  ihre  Werte  ein  und  be- 
rechnen auch  p\  so  kommt  als  Gestalt  der  in  Aussicht  genommenen 
Differentialgleichung : 

...  ^ _  A iklX i-  -i.         3         j 23 

W  „'  2  V«'/    ■"9J«"t"8(l  —  J)*"^"  72J(1— Vj* 

Gemäss  „Ikos/'  p.  74  hat  der  links  stehende  Differentialausdruck, 
den  wir  wie  dort  durch  [g)]j  bezeichnen,  die  Eigenschaft  unverändert 
sich  zu  reproducieren,  wenn  wir  cd  durch  eine  beliebige  lineare  Function 

^^  ^  .  ersetzen.    Infolge  der  Willkörlichkeit  der  Constanten  a,  6,  c,  rf, 

die  natürlich  nur  in  ihren  Quotienten  zur  Wirkung  kommen,  haben  wir 

in  — ^  j  das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  (4)  vor  uns.    In 

dieser  Form  sind  denn  auch  notwendigerweise  alle  Zweige  enthalten, 
zu  welchen  wir  von  g)(c7)  aus  durch  analytische  Fortsetzung  gelangen 
können. 

Mit  (4)  haben  wir  Anschluss  gewonnen  an  diejenige  Differential- 
gleichung dritter  Ordnung,  welche  in  ,Jkos."  p.  78  Formel  (34)  auf- 
gestellt ist  und  die  wir  hier  in  der  Form  reproducieren: 

_i_  .  J 1 . 

(5)  r,-, .^i*  -J_    .   V~^   .    ^1*  ^  ^.'       ^3^ 

U>U  =  Q„   t/T  __    1\S      I        O«   ST«       I 


2frj«(J—  1)«    •     2v,V*     '  2 J(J  —  1) 

Es  ist  dies  diejenige  Differentialgleichung,  welche  in  Hm.  Schwarz' 
Arbeit*)  „Zur  Theorie  der  hypergeometrischen  Reihen"  eine  funda- 
mentale Stellung  einnimmt.  Integrale  derselben  bezeichnen  wir  des- 
halb auch  als  Schwarz'sche  s- Functionen  und  werden  denselben  im 
folgenden  Kapitel  eine  sehr  ausgiebige  Untersuchung  widmen.  Schon 
hier  aber  können  wir  darauf  hindeuten,  worin  die  Wesenseinheit 
der  drei  Functionen  A(J),  [i(J),  (o{J)  bestehen  wird:  Sie  sind  äUe 
drei  Specialßlle  von  s- Functionen y  die  ersten  beiden  laut  Kapitel  3  der 
Vorlesungen  Ober  das  IJcosaeder,  die  dritte,  weil  thatsächlich  Gleichung  (5) 
durch  Substitution  der  besonderen  Werte  v^  =  2,  t^s  =  3,  v^=^  oo  in  (4) 
übergeht. 

Fassen  wir  noch  tabellarisch  zusammen,  welche  besonderen  Werte 
der  Vi  ftlr  unsere  drei  speciellen  5- Functionen  in  Kraft  treten: 


•)  Ausführlich:  Über  diejenigen  Falle,  in  toelchen  die  Gaussische  hyper geo- 
metrische Beihe  eine  algebraische  Function  ihres  vierten  Argumentes  darstellt  Crelle's 
Journ.  Bd.  76  (1872). 
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Für  weitere  sich  hier  anschliessende  Gesichtspunkte^  sowie  nament- 
lich betreffs  der  Beziehung  der  5 -Functionen  überhaupt  zu  den  Rie- 
mann'schen  P- Functionen  verweisen  wir  auf  „Ikos."  I  Kap.  3  und  auf 
Schwarz'  ebengenannte  Arbeit*). 


*)  Ausserdem  verweisen  wir  hier  auch  noch  auf  „Ikos/*  p.  182  n.  f.^  wo  auch 
bereits  über  die  Einordnung  der  Function  m(J)  in  die  Kette  der  i^-Functionen 
berichtet  wurde. 


Drittes  Kapitel. 

Über  gewisse  conforme  Abbildungen  nnd  die  ans  ihnen  entspringenden 

Dreieeksfnnctionen. 

Nachdem  bereits  soeben  die  enge  Verwandtschaft  der  drei  Func- 
tionen A(J'),  ft(e7),  cd{J)  in  mannigfachen  Zügen  hervortrat,  ist  es  der 
Zweck  dieses  dritten  Kapitels ,  durch  Heranziehung  von  Hilfsmitteln 
der  conformen  Abbildung  eben  diese  Verwandtschaft  der  genannten 
drei  Functionen  noch  sehr  viel  ausgiebiger  zu  illustrieren.  Die  vor- 
zunehmenden conformen  Abbildungen  haben  aber  noch  eine  andere 
Bedeutung  für  uns,  die  weiterhin  sehr  folgenreich  wird.  Wir  fanden, 
dass  ^(J)f  ^(J)f  f*^(J)  eindeutige  Functionen  des  Ortes  in  gewissen 
Biemann'schen  Flächen  sind,  welche  die  e7-Ebene  bez.  6-,  24-,  oo-blättrig 
überdecken.  So  sehr  die  Verzweigung  dieser  Flächen  eine  übersicht- 
liche sein  mag,  so  sind  sie  gleichwohl  ihrer  grossen  Blätterzahl  wegen 
beim  Gebrauch  unbequem.  Hier  bieten  uns  die  in  Aussicht  stehenden 
conformen  Abbildungen  zweckmässige  Ersatzmittel  jener  Flächen.  In 
ihrer  grossen  Einfachheit  geben  diese  Ersatzmittel  wie  von  selbst  zu 
neuen  fiinctionentheoretischen  Ideen  und  Sätzen  Anlass,  deren  Darlegung 
den  Hauptinhalt  dieses  Kapitels  ausmachen  wird.  Dabei  werden  wir 
insbesondere  in  das  Wesen  der  Functionen  J(g}),  A(ö)  vollen  Einblick 
gewinnen. 

§  1.    Ersatz  vorkommender  Hiemann'scher  Flächen  durch  einfachere 

Figuren. 

Wir  wählen  der  Gewohnheit  wegen  als  unabhängige  Variabele 
sogleich  wieder  Jy  ohne  indessen  vorerst  auf  die  typische  Bedeutung 
dieser  Bezeichnung  Bezug  zu  nehmen.  Es  liege  alsdann  eine  algebraische 
Function  n*®"^  Grades  js:(J)  vor,  aber  derart  speciell  gewählt,  dass  in 
der  definierenden  Gleichung 

(1)  fis,  J)  =  0 

Klein-Fricko,  ModuiriiDctionen.  5 
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J  selbst  nur  linear  vorJcommt,  so  daBS  also  J  eine  rationale  Function 
n*""  Grades  von  e  ist. 

Die  übliche  Methode,  den  Verlauf  der  Function  jb(J)  zu  verdeut- 
lichen, ist  die,  dass  wir  die  J-Ebene  n-fach  überdecken  und  die  n  Blätter 
längs  gewisser  die  eintretenden  Yerzweigungspnnkte  verbindender  Ver- 
zweigUBgsschnitte  zusammenhängen  lassen.  Dieser  gebräuchlichen  Yor- 
8 teil ungs weise  gegenüber  wollen  wir  folgende  Massnahme  auf  ihre 
Brauchbarkeit  prüfen :  Wir  teoll&i  unsere  geometrischen  Hüßoperationen 
nidU  mäir  über  der  J-Ebene,  sondern  in  der  Ebene  der  Function  e{J) 
seWst  ausführen.  Den  Übergang  zur  ü-Ebene  veranstalten  wir  dabei 
in  nachfolgender  Weise: 

Man  zeichne  in  der  J^- Ebene  eine  in  sich  zurücklaufende  stetig 
gekrümmte  Curve  C,  welche  alle  Verzweigungspunkte  Pi,  p^  .  .  .  pi, 
an  Zahl  l,  durchsetzen  soll  (cf. 
Fig.  10).  Längs  dieser  Linie, 
welche  die  Ebene  J  in  zwei  ein- 
fach zusammenhängende  Teile  T 
und  T"  zerlegt,  denken  wir  uns 
einen  sämtliche  n  Blätter  der 
Fläche  durchdringenden  Schnitt 
^'  ^  '  gefflhrtL     Hiernächst  wählen  wir 

die  Yerzweigungsschnitte  der  Fläche  ao,  dass  sie  überall  mit  Stücken 
dieser  Schnittcurve  znaammenfallen.  Wir  bauen  unsere  Hiemann'sche 
Fläche  also  aua  n  über  einander  liegenden  einfach  zusammenhängen- 
den Bereichen  T,  sagen  wir  2",,  T^  . . .  T»,  und  ebenso  vielen  anderen 
Ti,  T^'  .  .  .  2*,'  auf,  die  längs  ihrer  Begrenzungscurven  in  zweck- 
mässiger Weise  vetbouden  sind.  Der  Anschaulichkeit  wegen  wollen 
wir  uns  dabei  die  Teile  T  vor  den  2"  durch  eine  Schraffierung  ausge- 
zeichnet denken. 

Innerhalb  jedes  einzelnen  dieser  Bereiche  T,  T'  ist  jetzt  g{J)  eine 
eindeutige  Function,  und  wir  wollen  den  Übergang  zur  ir-Ebene  nun 
dadurch  gewinnen,  dass  wir  dort  die  durch  e{J')  vermittelte  conforme 
Abbildung  der  verschiedenen  Bereiche  T,  T'  bestimmen.  Wir  beginnen 
etwa  mit  dem  Bereiche  Tj.  Das  Bild,  welches  wir  T^  nennen  wollen, 
ist  wieder  einfach  zusammenhängend  und  bedeckt  ein  Stück  der  «-Ebene 
einfach,  da  J  rational  -von  e  abhängt.  Aber  die  Begrenzung  von  Tj 
ist  nicht  mehr  überall  stetig  gekrümmt,  zeigt  vielmehr  eine  gewisse 
Anzahl  von  Einknickungen,  die  sich  indessen  höchstens  an  den  Punkten 
«1,  Jtj,  ...  ni  finden  können,  deren  Originale  die  bei  '/■=;),,  p^  . . .  pi 
gelegenen  ßandpunkte  des  Bereiches  2",  »sind. 

Ist    nämlich    zuvörderst  p   ein   beliebiger    mit   keinem    der    Ver- 
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zweigungspunkte  zusammenfallender  Punkt  des  Randes  von  T^  und  ä 
sein  Bildpunkt,  so  gilt  für  die  rationale  Function  J(js)  beim  Punkte  n 
die  Entwicklung 

J  —  p  =  a^{is  —  7t)  +  a^(0  —  ny  -] 

mit  nicht  verschwindendem  a^.     In  erster  Annäherung  ist  sonach 

d.  h.  die  Begrenzung  von  T^,  die  wir  folgerecht  mit  Ci  bezeichnen, 
überträgt  sich  in  der  Nähe  des  Punktes  p  auf  die  Begrenzung  von  T^, 
die  analog  durch  f^  bezeichnet  sei,  in  Form  eines  stetig  gekrümmten 
Stückes  von  f^  zu  beiden  Seiten  des  Punktes  n. 

Anders  in  der  Umgebung  eines  dem  Curvenstücke  C^  angehörigen 
Verzweigungspunktes.  Es  wird  z.  B.  für  die  Umgebung  des  auf  C^  bei 
Js=p-  gelegenen  Verzweigungspunktes  die  Entwicklung  gelten 

(2)  J-p,  =  a,^(g-  „,yi  +  a„ .+ 1  (^  -  «O"' +'  +  •  •  • , 

deren  erster  Coefficient  Om^  von  Null  verschieden  ist.    Dabei  wird  im 

allgemeinen*)  m,-  >  1  sein.  Mit  dem  ersten  I\  tragenden  Blatt  sind 
dann  im  Punkte  pi  andere  (w,-  —  1)  Blätter  cyclisch  verbunden,  und  es 
muss  J  um  den  Punkt  jp;  m,-  Umläufe  beschreiben,  bis  £i  in  seiner  Ebene 
um  Ä,'  einen  einzigen  vollfuhrt  hat.  Die  Abbildung  der  Ebene  von  J 
auf  die  von  0  hört  hiernach  im  Punkte  jr,-  in  dem  Sinne  auf  conform 
zu  sein,  als  sich  Winkel  mit  dem  Scheitelpunkte  pi  in  ihren  Bildern 
in  der  jer-Ebene  auf  den  nii^^  Teil  ihrer  ursprünglichen  Grosse  zusammen- 
ziehen. Wir  haben  also:  Die  stetig  gekrümmte  Curve  Q  überträgt  sich 
auf  ein  Bogenpolygon  V^  der  z-Ehene,  dessen  l Ecken  hei  0  =  tc^,  tc^  .,.  ici 
gelegen  sind.    Im  Eckpunkte  ä,-  bilden  die  hier  etisammenstossenden  Seiten 

von  Fl  den  Winkel  — ,  (so  dass  hiemach  r^  auch  im  Punkte  jCi  stetig 

gekrümmt  erscheint,  falls  das  T^  tragende  Blatt  im  Punkte  pi  isoliert 
verläuft).  Fi  umgrenzt  das  in  der  e-Ebene  gelegene  conforme  Büd  von  T^. 
Wir  verlassen  jetzt  den  Bereich  T^,  indem  wir  dessen  Grenze 
etwa  zwischen  den  beiden  Punkten  pi  und  jr?,-f  1  überschreiten.  Dabei 
gelangen  wir  in  einen  Bereich  jT,  der  Tk  genannt  werden  mag,  und 
für  welchen  nichts  hindert,  eine  der  obigen  völlig  gleiche  Betrachtung 
durchzuführen.     Wir  werden  finden,  dass   sich  Tk    auf  einen  Bereich 

•)  Der  Fall  »n^.  =  1,  den  wir  nicht  ausschliessen,  bedeutet  offenbar,   daes 

das  gerade  vorliegende  Blatt  in  p.  isoliert  verläuft,  d.  h.  dass  J  ^  p.  eine  Ver- 

Zweigungsstelle  unserer  Riemann^schen  Fläche  bezeichnet,  an  welcher  der  Bereich 
Tj  nicht  beteiligt  ist. 

5* 
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T/  abbildet^  begrenzt  von  einem  Bogenpolygon  f*',  das  eine  seiner 
Seiten,  nämlich  die  zwischen  jt,-  und  ^i^i,  mit  f^  gemein  hat.  Dabei 
werden  die  nächsten  Seiten  von  f/  mit  der  eben  gemeinten  in  den 

Punkten  a:,-  und  äj+i  bez.  die  Winkel  —  und  bilden. 

Man  mag  nun  auch  Tk  Qber  einen  Yerzweigungsschnitt  verlassen 
und  den  Weg  in  ähnlicher  Weise  fortsetzen.  Immer  wird  man  durch 
die  entsprechenden  Wege  der  0 -Ebene  zu  neuen  Polygonen  gelangen, 
die  mit  den  nächst  vorhergehenden  längs  einer  ihrer  stetig  gekrümmten 
Seiten  zusammenhängen.  Zwei  Umstände  sind  es  dabei,  welche  das 
endliche  Resultat  unserer  Überlegungen  besonders  einfach  gestalten. 
Erstlich  werden  die  2n  Bilder  T,  T'  der  Bereiche  T,  T  nirgends  mit 
einander  collidieren  können;  denn  auf  der  n-blättrigen  e7-Fläche  nimmt 
z  jeden  Wert  nur  einmal  an.  Weil  aber  auch  jeder  Wert  0  sich  einmal 
findet,  so  wird  zweitens  durch  die  fraglichen  2n  Bilder  T,  T'  die 
z -Ebene  vollständig  ohne  Lücke  bedeckt 

An  Stelle  der  über  einander  liegenden  die  J-Ebene  bedeckenden 
Blätter  ist  sonach  eine  Gebietsteilung  der  z- Ebene  in  neben  einander 
liegende  Bereiche  getreten,  womit  der  in  Aussicht  genommene  Ersatz  der 
Riemann'schen  Fläche  gewonnen  ist*).  Dieses  Bild  gewinnt  noch  an 
Anschaulichkeit,  indem  wir  die  den  T  entsprechenden  T  im  Gegensatz 
zu  den  den  T  entsprechenden  T'  schraffieren.  In  der  z-Ebene  folgen 
dann  schraffierte  und  nicht  schraffierte  Polygone  alternierend.  Besonders 
machen  wir  noch  auf  die  Bilder  der  Verzweigungspunkte  aufmerksam. 
Sie  sind  solche  Punkte  der  je; -Ebene,  um  welche  sich  2m  der  in  Rede 
stehenden  Bereiche  kranzförmig  schaaren,  den  Punkt  selbst  mit  dem 

Winkel   —   erreichend   (unter   m   die  Anzahl  der  Blätter  verstanden, 

welche  im  Originalpunkt  cyclisch  verbunden  sind).  Der  ersichtliche 
Vorteil  aber  ist  der,  dass  wir  die  gesamte  Verzweigungsart  der 
algebraischen  Function  z  von  e7,  nicht  nur  das  Verhalten  in  der  Um- 
gebung des  einzelnen  Verzweigungspunktes,  thatsächlich  figürlich  dar- 
stellen können  und  nun  nicht  mehr  notig  haben,  wie  dies  sonst  der 
Fall  ist,  durch  zahlreiche  zusätzliche  Bemerkungen  über  die  Reihenfolge 

*)  Diese  Vorstellungs weise  ist  Biemann  selbst  keineswegs  unbekannt  ge- 
wesen; sie  kommt  vielmehr  z.  B.  in  der  aus  dem  Nachlasse  Riemann's  stammenden 
Arbeit  „Über  die  Fläche  vom  kleinsten  Inhalt  bei  gegebener  Begrenzung*  (Rie- 
mann's  Werke  pag.  283,  zuerst  publiciert  von  Hattendorf  im  13.  Bande  der 
Göttinger  Abhandlungen  [1867])  zur  Geltung,  eine  Arbeit,  die  überhaupt  in  mehr- 
facher Hinsicht  die  Keime  zu  den  Entwicklungen  enthält,  über  die  wir  im  Laufe 
des  Kapitels  zu  berichten  haben.  Vgl.  übrigens  Klein,  Math.  Ann.  Bd.  XIV 
p.  459  (1878),  sowie  die  weiterhin  wiederholt  zu  nennenden  Arbeiten  von  Schwarz. 
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der  Blätter  die  zuuäclist  unbestiiumt«  Vorstellung  einer  vielblättrigeu, 
mit  gewissen  VerzweigungspuDicteD  ausgestatteten  Riemann'schen  Fläche 
zu  er^nzen*). 

§  2.     Fignr  zva  Darstelltmg  des  Znaommenhanges  zwisohea 

A  und  J. 
Wenden   wir  jetzt  die  eben  gegebene  allgemeine  Erörterung  auf 
den  Fall  der  algebraischen  Function  X(J)  an,  welche  wir  mit  J  durch 
die  Gleichung  verknüpft  fanden; 

(1)  /:J-— l:l  =  4(A»-i+l)':(2A'-3>l*-3A  +  2)»:27A'(l-A)». 
Die  Lage  der  Yerzweigungspunkte  der  bezüglichen  sechsblattrigeu 
Fläche  über  der  J- Ebene  bestimmen  wir  nach  der  in  „Ikos."  pag.  69 
gegebenen  Yorscbrift  und  finden,  dass  dieselben  ausschlieastich  bei 
■7'^  0,  1,  ao  gelegen  sind.  Den  hier  eintretenden  Fall  eines  bei  J^  cc 
gelegenen  Verzweigungspunktes  haben  wir  im  vorigen  Paragraphen 
nicht  besonders  berücksichtigt.  Doch  bietet  die  Abbildung  der  Um- 
gebung eines  solchen  Verzweigungspunktes  auf  die  i-Ebene  keine  be- 
sondere Schwierigkeit  Wir  haben  nur  an  unserer  früheren  Bestimmung 
(p.  35)  festzuhalten,  dass  für  j)|  =  oo  unter  cT — j)j  einfach  -.   verstanden 

werden  soll.    Alsdann  bleibt  die  Entwicklung  (2)  §  1  uneingeschränkt 
bestehen,  und  es  finden  gleichmässig  alle  dort  gezogenen  Folgerungen 
auch  nun  statt.    Ebenso  wird  es  gestattet  sein,  die  Schilderung  der  in  der 
«-Ebene  gelegenen  Figuren 
auch  für  den  Fall  aufrecht 
zu  erhalten,  dass  einer  der 
Punkte  X  nach  e  =  oD  fällt 
Bei  der  besonderen  Lage 
der  Verzweigungspunkte  ist 

es  jedenfalls  das  einfachste,  .  7^ 

als    Curve  C   des   §  1    die  ^''' "' 

reelle  (7-Axe  zu  wählen  (cf.  Fig.  11),  so  dass  die  zu  zeichneudeu 
zwölf  Gebietsteile  der  A  -  Ebene  abwechselnd  Bilder  der  positiven 
und  n^ativen  tT"- Halbebene  sind  (von  denen  wir  die  eratere  in  der 
Figur  schrat^ert  haben).  Die  Grenzen  dieser  Gebietsteile  werden 
demnach   durehgehends  reellen  Werten   von  J  entsprechen,   und   wir 

*)  Unsere  Hassnabme  erscbeint  zunächst  nur  auf  solche  olgebraiacho  FudcUodcd 
i(J)  aDweadbar,  deren  inrerse  Fonctionen  J(ß)  rational  sind,  was  in  der  That  von 
den  im  Text  in  Betracht  kommenden  Functionen  1(J)  und  ii(J)  gilt.  Es  ist  hier 
noch  nicht  der  Ort,  von  der  mOglicfasD  Verallgemeinerung  auch  fOr  andere 
algebraische  Functionen  zd  handeln. 
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können  jene  geradezu  dadurch  bestimmen^   dass   wir   die   Bilder  der 
reellen  e7-Axe  in  der  A- Ebene  aufsuchen. 

Bemerken  wir  zu  dem  Ende  zuvörderst,  dass  J  mit  A(l  —  A)  reell 
ausfallt.     Schreibt  man  also  A  =  ic  +  iy,  so  entspringt  aus 

A(l  —  A)  =  a;  —  a;«  +  y*  —  iyi^x  —  1) 

der  Satz,  dass  J  auf  den  beiden  Geraden  y(2a;  —  1)  =  0  reelle  Werte 
annimmt.   Es  ist  dies  einerseits  die  reelle  A- Axe,  andrerseits  eine  Parallele 

zur  imaginären  Axe,  die  durch  A  =  ~  geht.    Schreiben  wir  weiter: 


27 


.e7  = 


X  +  X~"^  —  2  (1  -  i)  4-  (1  —  x)-i  —  2  ' 


so  folgt,  dass  eT"  sowohl  mit  (A  +  A-^)  als  mit  ((1  —  A)  +  (1  —  A)--i) 

reell  ist.     Das  findet  aber  zufolge  leichter  Rechnung  auf  den  beiden 
Kreisen  statt: 

a;^  +  y«  — 1=0, 

(a;-l/  + 2/^  —  1  =  0, 

welche  die  Mittelpunkte  A  =  0  bez.  A  =  1  mit  dem  Radius  1  umgeben. 

Man  entwerfe  nun  in  der  A- Ebene  die  beiden  Geraden  und  die 

beiden  Kreise,  so  erscheint  dieselbe  in  der  That  unserem  allgemeinen 


Flg.  12. 


Ansätze  entsprechend  in  zwölf  Gebiete  zerlegt  (Fig.  12),  und  wir  lesen 
aus  der  Zeichnung  sofort  ab,  dass  die  Bilder  der  Verzweigungspunkte 

nach  den  reellen  Punkten  A  =  0,  1,  cx>,  sowie  nach  A  =  —  1,  ---,  2 


2 


I,  3.    Confonne  Abbildungen  als  Definition  der  Dreiecksfunctionen.         71 

und   endlich   nach    den  beiden  imaginären  Punkten  A  =^ — =x zu 

liegen  kommen.  Dabei  tragen  die  drei  ersten  Punkte  den  Wert  e7'=oo, 
die  drei  folgenden  J^^l,  und  in  dem  letzten  Punktepaar  verschwindet  J. 
Je  zwei  neben  einander  liegende  Gebiete  der  Fig.  12  ersetzen  uns  ein 
Blatt  der  sechsfach  überdeckten  «7- Ebene.  Da  sieht  man  denn  offen 
vor  Augen,  une  bei  J=0  sich  die  sechs  Blätter  in  zwei  Vemweigungs- 
punkten  tsu  je  dreien  cydisch  eusammenordnen,  wie  sie  dem  gegenüber  bei 
J  =1,  sowie  auch  bei  J  ^=^  oo  jedesmal  in  drei  Verzweigungspunkten  zu 
je  zweien  zusammenhängen. 

Sehen  wir  die  geraden  Linien  unserer  Figur  als  Kreise  von  un- 
endlich  grossem  Radius  an,  so  haben  wir  das  wichtige  Resultat  erlangt, 
dass  ein  Zweig  der  Function  X{J)  eine  Halbebene  von  J  auf  ein  von 
Kreisbogen  begrenztes  Dreieck  abbildet.  Dabei  tragen  alle  zwölf  Kreis- 
bogendreiecke, die  in  wechselnder  Folge  positiver  und  negativer  J"- Halb- 
ebene entsprechen,  übereinstimmend  die  Winkel  y,  y,  y.    Wir  haben 

in  Fig.  12  bereits  die  unseren  allgemeinen  Festsetzungen  entsprechende 
Schraffierung  hinzugefügt.  Die  schraffierten  Felder  entsprechen  dabei, 
wie  wir  verabredeten,  der  positiven  Halbebene  J.  Es  ist  dies  leicht 
zu  controlieren,  wenn  man  beachtet,  dass  die  Punkte  J=  Oy  1,  cx)  auf 
dem  Rande  der  genannten  Halbebene  so  auf  einander  folgen,  dass 
dadurch  eine  positive  Umkreisung  der  Halbebene  indiciert  wird.  In  der 
That  markieren  die  diesen  Punkten  in  Figur  12  als  Eckpunkte  eines 
schraffierten  Bereiches  entsprechenden  Stellen  gleichfalls  eine  positive 
Umkreisung  dieses  schraffierten  Bereiches. 


§  3.     Übertragung  der  A- Ebene  auf  die  Kugeloberfläohe. 

Wie  man  sah,  fand  sich  auch  A  =  cx)  unter  den  Bildern  der  Ver- 
zweigungspunkte der  cT^-Fläche  in  der  A-Ebene,  was  den  Nachteil  bat, 
dass  man  die  Eigenart  der  Fig.  12  in  der  Umgebung  dieses  Punktes 
nicht  wirklich  sieht.  Da  ist  es  angezeigt,  von  dem  Hilfsmittel  der 
stereographischen  Projection  der  A- Ebene  auf  eine  Kugeloberfläche 
Gebrauch  zu  machen,  weil  alsdann  die  Sonderstellung  des  Punktes 
A  es  cx>,  die  wir  begrifflich  doch  nicht  aufrecht  erhalten,  auch  für  die 
Anschauung  hinwegfallt.  Übrigens  ist  von  dieser  Yorstellungsweise 
berdts  in  „Ikos.'^  I  Kap.  2  der  ausgedehnteste  Gebrauch  gemacht,  so 
dass  wir  nicht  erst  nötig  haben,  bei  der  Einführung  derselben  in  all- 
gemeine Erörterungen  einzutreten. 

Vs 
Die  Kugel  möge  den  Radius  -^  haben  und  die  A- Ebene  im  Punkte 
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>l  =  —   berUJiren.     Der  Erfolg  diesei:  Wahl  ist  der,   dass  die  beiden 

Punkte  J.  =  — — ''  ■  auf  der  Eugel  diametral  werden,  während  sich 
die  reelle  i-Äxe  auf  einen  grössten  Kreis  überträgt,  dessen  Ebene  zum 
Verbiiidm^sdurchmesser  dieser  beiden  Punkte  i  ■=,  —  '  senk- 
recht steht.  Das  Merkwürdige  an  der  dann  entstehenden  Kugelteilung 
ist  dieses,  dass  die  zwölf  sphärischen  Dreiecke,  die  den  HaV>d>enm  J 
entsprechen,  alle  einander  congruent  werden,  womit  der  volle  Anschluss 
an  die  Figur  des  Dieders  für  n  <=  3  gewonnen  ist,  das  sich  ja  nach 
den  Erörterungen  von  Eap.  1  §  9  an  dieser  Stelle  einfinden  musste. 


I  .  — 


Wir  haben  in  Fig.  13  zwei  Ansichten  unserer  Kugelteilung  ent- 
worfen und  wenigstens  teilweise  mit  der  bezüglichen  Verteilui^  der 
Werte  von  l  und  J  versehen.    In  der  ersten  Figur  blicken  wir  gerade 

auf  den  Punkt  A= 5 hin,   und    das   Bild    der   reellen  X-Ase 

wird  derjenige  grösste  Ereis,  der  die  sichtbare  Halbkugel  begrenzt. 
Auf  demselben  folgen  einander  die  sechs  Funkte  A>=>0,  -g-,  1,  2,  oo,  —  1 
in  gleichen  Intervallen.  In  der  zweiten  Figur  erscheint  der  grösate 
Kreis  mit  den  reellen  A-Werten  zur  Geraden  projiciert,   und  es  liegen 

nun  die  beiden  Punkte  — ^^  aoi  Rande  der  sichtbaren  Halbkugel*). 
Sollen  wir  noch  einen  Augenblick  bei  der  elementaren  Ableitui^ 
der  neuen  Figur  verweilen,  so  ist  es  zuvörderst  ein  allgemeiner  Satz, 
dass  hH  der  stereographiscfien  Projeclion  Kreise  der  Ebene  stets  wieder 
in  Kreise  der  KugeloSerftäche  übergehen.  Die  Spitze  des  den  Kreis  der 
Ebene  projieierenden  Kegels  liegt  nämlich  auf  der  Kugelobertläche,  so 

')  Cf.  Klein,  Math.  Ann,  Bd.  XIV,  p.  116  (1878). 
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dass  diese  letztere  vom  Kegel  übrigens  nur  noch  in  einer  ebenen  Curve 
d.  i.  einem  Kreise  geschnitten  wird.  Dass  ausser  dem  Träger  der 
reellen  Werte  A  auch  die  drei  complexe  Werte  von  k  tragenden  Kreise 
der  Figur  12  grosste  Kreise  der  Kugel  werden,  folgt  aus  dem  Um- 
stände, dass  sie  durch  die  beiden  Träger  der  Werte  A  =  — ~ 
gehen.     Endlich  folgt  die  Aquidistanz  der  sechs  reellen  Punkte 

durch  ganz  elementare  Rechnungen. 

§  4.     BüokbeBiehung  auf  das  zweite  Kapitel. 

Auf  Grund  der  jetzt  erhaltenen  Resultate  erscheinen  die  Entwick- 
lungen von  §§  5  imd  6  des  vorigen  Kapitels  in  einem  neuen  Lichte. 
Es  lag  dort  der  Satz  zu  Grunde,  dass  jedes  Dreieck  mit  den  Ecken 
^u  ^}  h  ^^^  j/- Ebene  mit  einem  und  nur  einem  Dreiecke  ähnlich  war, 
dessen  zwei  erste  Ecken  bei  y  =  0,  1  lagen,  während  die  dritte  Ecke,  die 
dort  e  hiess,  auf  den  in  Fig.  5  (p.  40)  eingegrenzten  Raum  eingeschränkt 
war.  War  das  freilich  ein  geometrisch  evidenter  Satz,  so  wird  jetzt 
seine  Beziehung  zur  absoluten  Invariante  unter  Benutzung  der  Figur  12 
in  neuem  Sinne  verständlich.  Wie  man  sieht,  erscheinen  die  Dreiecke  I,  II 
in  Fig.  5  jetzt  geradezu  als  zwei  aus  Fig.  12  herausgenommene  Dreiecke. 
In  der  That  ist  ja  die  in  §  6  daselbst  benutzte  Gleichung  (2)  gar  keine 
andere,  als  die  zwischen  J  und  l  selbst  bestehende.  Die  neue  Eigen- 
schaft, unter  der  wir  also  jetzt  den  in  Fig.  5  gezeichneten  Bereich 
kennen  lernen,  ist  die,  dass  derselbe  das  conforme  Abbild  der  J-Ebene  ist, 
entworfen  durch  einen  einzelnen  Zweig  der  Function  k(J). 

Mit  Hilfe  dieser  Anschauungsweise  können  wir  die  in  Rede 
stehenden  Entwicklungen  des  vorigen  Kapitels  in  folgender  Weise  zu- 
sammenfassen. In  dem  Bereich  Fig.  5  als  in  einem  conformen  Ab- 
bilde der  e7^ Ebene  bestimmt  ein  Wert  J  einen  und  nur  einen  Punkt 
X  =  Cy  und  damit  ein  und  nur  ein  Dreieck  mit  den  Ecken  0,  1,  (?.  Es 
giebt  eine  unendliche  Mannigfaltigkeit  von  Dreiecken,  die  zu  diesem 
ähnlich  sind  und  zugleich  den  Funkt  j^  =  0  zum  Schwerpunkt  haben. 
Schreiben  wir 

u=  r --i^_-  ^_ 

so  werden  e^,  e^,  e^  immer  eines  dieser  Dreiecke  bilden.  Irgend  eines 
derselben  können  wir  auswählen  und  kommen  dann  durch  vorschrifts- 
mässige  Legung  der  in  Kap.  2  §  5  näher  bezeichneten  Periodenwege 
stets  zu  den  richtigen  Werten  Öi(e7),  %{J),  unabhängig  vom  ge- 
wählten Dreieck. 
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Der  Gewinn  dieser  zusätzlichen  Bemerkung  zum  vorigen  Kapitel  ist 
aber  der^  dass  wir  nun  in  sehr  viel  bequemerer  Weise  ersichtlich  ge- 
macht haben^  warum  zu  jedem  beliebig  vorgeschriebenen  Werte  J  ein 
Punkt  e  im  Bereich  (Fig.  5)  und  demnach  eine  Schaar  ähnlicher  Drei- 
ecke mit  dem  Schwerpunkt  y  =  0  gehört.  Werden  wir  doch  sogar, 
wenn  uns  erst  in  einem  der  folgenden  Paragraphen  die  Beziehung  der 
J'-Halbebene  auf  ein  Ejreisbogendreieck  in  lebendiger  Weise  vor  Augen 
gef&htt  ist,  in  Fig.  5  die  Lage  des  einem  gegebenen  J  entsprechenden 
e  ohne  alle  Rechnung  ungefähr  angeben  können. 

§  5.    Figuren  zur  Erlftntemng  des  Zusammenhanges  zwischen 

[i  nnd  J. 

Um  jetzt  die  Überlegung  des  §  1  auch  auf  die  algebraische 
Function  24'**''  Grades  ft(e7)  anzuwenden,  schreiben  wir  die  zwischen  J 
und  fi  bestehende  Relation  in  der  Form: 

(1)  J^     (,-  +  ,--^+14)3     ^ 

^  ^  108(i**  +  ft-*  — 2)« 

Es  sind  auch  hier  wieder  die  Yerzweignngspunkte  der  24 -blättrigen 
Fläche  über  der  e7^- Ebene  ohne  Ausnahme  bei  J=0,  1,  cx)  gelegen^ 
so  dass  wieder  die  reelle  J-Axe  als  Gurve  C  benutzt  werden  kann- 
Es  gilt  demnach;  diejenigen  Linienzüge  in  der  Ebene  von  fi  zu  zeichnen, 
denen  auf  Grund  von  (1)  reelle  Werte  von  J  entsprechen. 

Jedenfalls  ist  J  mit  (fi*  +  f*~"*)  reöH*  Man  setze  also  fi  «=  a;  +  iy, 
berechne  (^*  +  ft"~*)  und  setze  den  imaginären  Bestandteil  des  ge- 
wonnenen Ausdrucks  gleich  Null.  Nach  Abtrennung  eines  unbrauch- 
baren Factors  kommt: 

xy  (x  +  y)(x  —  y)  (x*  +  y*  —  1)  =  0. 

Zu  den  zu  construierenden  Linienzügen  der  ft-Ebene  gehören  also  die 
reelle  und  imaginäre  Axe,  die  beiden  Geraden,  welche  die  Winkel  dieser 
Axen  halbieren  und  der  Kreis  mit  dem  Radius  1  um  fi  «=  0,  den  wir 
kurz  als  Einheitskreis  bezeichnen. 

Führen  wir  in  einer  Zeichnung  die  gefundenen  Linien  wirklich 
aus,  so  entspringen  statt  der  2  •  24  Gebietsteile  erst  16  solche.  Es 
fehlen  also  noch  neue  Linien,  die  gleichfalls  Bilder  der  reellen  J-Axe 
sind.    Um  sie  zu  finden,  gehen  wir  auf  die  Beziehung  von  ft  zu  A  zurück: 

'  -  -  (V-)" 

und  benutzen  den  Umstand,  dass  J  auf  dem  Einheitskreise  der  A-Ebene 
reelle  Werte  besitzt.  Man  wird  demgemäss,  um  die  noch  fehlenden 
Linien  zu  finden,  fordern,  dass 
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2fi  2{x  +  iy) 

den  absoluten  Betrag  1  habe  oder  in  anderen  Worten,  dass  Zähler 
und  Nenner  im  letzten  Bruch  den  nämlichen  absoluten  Betrag  haben 
sollen.     Wir  gewinnen  als  Bedingung 

(^  +  y'  +  2^  -  1)  (^'  +  »*  -  2a?  -  1)  =  0, 
so  dass  also  J  auch  noch  reell  wird  auf  den  beiden  Kreisen: 

(x±iy  +  f  =  2, 

die  mit  dem  Radius  ]/2  bez.  die  Punkte  /i  =  +  1  umgeben.  Indem 
man  entsprechend  von 

ausgeht,  schliessen  sich  den  vorigen  noch  die  beiden  Kreise  an 

^  +  (»  +  1)*  =  2, 
welche  mit  jenen  congruent  ausfallen  und  ft  =  +  *  umgeben. 

Zeichnen  wir  die  Gesamtheit  der  so  gefundenen  Linien,  so  zeigen 


vs 


£V 


Fig.  14, 


sich  nun  in  der  That  48  Gebiete  in  der  fi-Ebene  abgetrennt,  welche 
diese  Ebene  ganz  bedecken.    In  der  Figur  14  ist  dies  zur  Ausführung 
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•^ebruclit  und  zugleich  sind  die  Bilder  der  poaitiveu  J^- HalbeVene 
wieder  durch  eine  Schraffierung  ausgezeichnet.  Die  Verzwe^ong  der 
algebraischen  Function  it{J)  tritt  in  Fig.  14  wieder  deutlich  zu  Tage. 
Bei  J  ^  0  werden  die  24  Zw>eige  acht  Male  zu  je  dreien  eitsammen- 
hängen,  bei  J^  1  ewölf  Male  gu  je  zweien  und  hei  J"^  co  secÄs  Male 
zu  je  vier.  Als  Hauptresultat  aber  merken  wir  uns  an,  dass  irgend 
ein  Zweig  der  Function  n{J)  eitie  Hatbäiene  von  J  auf  ein  Erei^iogen' 
dreieck  mit  den  Winkeln  -^,  y,  -j-  bildet. 

Durch  Übertragung  auf  die  Kugeloberääche  wird  nicht  nur  das  Ver- 
^'*  halten  bei  (i  ^oo  deutlicher,  son- 

dern man  kann  auch  erreichen,  daas 
die  48  Gebietsteile  der  fi-  Ebene  in 
ebenso  viele  sphärische  Dreiecke 
übergehen,  die  nun  abwechselnd 
mit  einander  symmetrisch  und  con- 
^■'  '   gruent  sind.   Zu  dem  Ende  lassen 

wir  die  Kugel  mitdem  Durchmesser 
1  unsere  Ebene  im  Punkte  ^  =>  0 
berühren  und  wenden  stereogra- 
phische Projection  an.    Auf  dem 

Wege   gelangen   wir  gerade  zur 

"l^'t  Gestalt   der   oktaedrischen  Kugel- 

*''8.  15.  tdlung  zurück  (vgl.  Fig.  15),  wie 

sie    in   der   Theorie    der   regulären   Körper   („Ikos."  pag.  15  u.  f.)    zu 

Grunde    gelegt    wurde.     In   der   That    ist  ja   Gleichung  (1),   wie  wir 

schon  hervorhoben,  ohne  weiteres  mit  der  Oktaedergleichung  identisch. 

§  6.  Von  der  BeBiehang  eines  Ereisbogendreieoks  auf  die 
Halbebene  von  J. 
Die  Wichtigkeit,  welche  figürliche  Hilfsmittel 
sjnlterhin  für  uns  haben  werden,  hält  uns  noch 
einen  Augenblick  bei  der  conformen  Abbildung  des 
vorigen  Paragraphen  zurück.  Irgend  zwei  neben  ein- 
auder  liegende  von  den  48  Kreisbogendreiecken  der 
fi-Ebene,  z.  B.  die  beiden  in  Figur  16  gezeichneten, 
geben  uns  ein  vollständiges  Bild  der  J-Ebene.  Die 
drei  reellen  Punkte  J=0,  1,  oo  haben  wir  dabei 
an  ihre  bezüglichen  Stellen  der  ft-Ebcne  geschrieben, 
und  man  hat  sich  nun  vorzustellen,  daas  alle  Punkte  J 
mit  positivem  imaginären  Bestandteil  in  das  Innere 
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des  oberen  schraffierten  Dreiecks  verpflanzt  sind^  das  sie  ganz  er- 
füllen, während  entsprechend  die  Punkte  der  negativen  J- Halbebene 
sich  im  unteren  Dreieck  wiederfinden. 

Die  beiden  Dreiecke,  wie  sie  in  Figur  16  gewählt  sind,  bilden  ein 
grosseres  Dreieck,  das  wir  fernerhin  ein  Doppeldreieck  nennen  können. 
Es  ist  wünschenswert,  dass  die  gegenseitige  Beziehung  vom  Doppel- 


•/^<? 


J-/ 


V- 


oo 


Cr 


Fig.  17». 

dreieck  zur  e7- Ebene  so  lebhaft  wie  möglich  erfasst  werde,  und  wir 
wollen  dem  dadurch  zu  Hilfe  kommen,  dass  wir  eine  Reihe  von  Linien 
in  der  «T- Ebene  ziehen,  die  wir  dann  in  ihren  Bil- 
dern im  Doppeldreieck  der  ft- Ebene  verfolgen.  In 
Figur  17,  die  übrigens  wie  auch  die  Figuren  18, 19,20 
nur  schematische  Bedeutung  hat,  sind  eine  Reihe  äqui- 
distanter,  zur  reellene7- Axe  parallelerLinien  angedeutet 
und  ihre  Bilder  im  Doppeldreieck  verfolgt.  Die  in  der 
positiven  J'- Halbebene  gelegenen  parallelen  Linien 
übertragen  sich  im  Dreieck  ABC  auf  ein  System 
stetig  gekrümmter  Curven,  die  ihre  stärkste  Krüm- 
mung in  der  Nähe  der  Punkte  A  und  B  zeigen  und 
im  gemeinsamen  Ursprung  und  Ende  C  sämtlich  die 
Kreisbogen  AC  bez.  BC  berühren.  Während  sie 
somit,  je  näher  sie  nach  C  gelangen,  um  so  mehr 
sich  einander  annähern,  werden  sie  übrigens  längs 
ihrer  ganzen  Ausdehung  einen  nahezu  parallelen 
Verlauf  zeigen.  Die  Parallelen  der  negativen  J"- Halbebene  übertragen 
sich  in  symmetrischer  Weise  auf  das  Kreisbogendreieck  ABD, 

Nehmen  wir  ein  System  von  Parallelen  der  J^-Ebene  senkrecht 
zur  reellen  Axe  und  denken  diese  Linien  in  der  Richtung  von  positiver 
zu  negativer  Halbebene  durchlaufen  (Fig.  18  a).  Es  werden  dann  die 
Bilder  im  Doppeldreieck  bei  C  entspringen,  indem  sie  den  dort  befind- 
lichen Winkel  des  Dreiecks  gerade  halbieren  (vgl.  Fig.  18  b).  Aber  nun 
ist  deutlich,  dass  die  Bilder  der  parallelen  Linien  ihren  gemeinsamen 
Endpunkt  D  nur  dann  in  ununterbrochenem  Zuge  erreichen  können, 
wenn  das  Original  in  der  «T-Ebene  die  reelle  Axe  zwischen  J  ==  0  und 
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J  ^\  kreuzt.    Jedea  Bild  einer  anderen  der  gedachten  Parallelen  wird 
im   oberen  Dreieck  seinen  Lauf  in  einem  Funkte  P  des  begrenzenden 
Kreisbogens  beenden  müssen,  wäh- 
rend der  Verlauf  im  unteren  Dreieck 
offenbar  völlig  symmetrisch  ist  und 
demnach  sein  Ende  im  Punkte  P' 
^^    (Fig.  18b)  findet.    Die  Pnnkte  P 
und  P*   werden    somit    denselben 
Punkt  der  tT^-Ebene  abbilden,  und 
indem    wir   sofort  diesen  Thatbe- 
*^s  ^*  '■  stand  allgemeiner  denken,  müssen 

wir  den  Satz,  daas  das  Doppeldreieck  und  die  J-Ebene  eindeutig  auf 
einander  bezogen  sind,  hiernach  in  folgender  Art  modificieren.  Jedem 
Werte  J  ^  x  -{-  iy  entspricht  jedenfalls  nur 
ein  Punkt  des  Doppeldreiecks,  wofern  y  ^  0 
ist;  ebenfalls  einer,  wenn  J  reell  positiv  und 
kleiner  als  1  ist.  Aber  ist  J  reell  und  negativ, 
so  haben  wir  ersichtlich  meei  Bildpunkte,  einen 
auf  dem  Bogen  AC,  einen  auf  AD,  und  ist 
J  reell  und  grösser  als  1,  so  gibt  es  eben- 
falls zwei  Bildpunkte,  welche  auf  BC  bez.  BD 
liegen. 

Inzwischen  vermögen  wir  die  Schwierigkeit, 
welche  sich  sonach  der  Eindeutigkeit  unserer  con- 
formen  Beziehung  entgegenstellt,  leicht  zn  heben.  Wir 
brancben  nur  festzusetzen,  dass  von  den  KSndem 
Pf»  iHh  *^®^    Kreisbogendreiecks    etwa    nur    die    als    dem- 

selben zugehörig  betrachtet  werden  sollen,  welche 
in  Fig.  19  stärker  gezogen  sind*).  Oder  wir  können 
auch  bestimmen,  dass  je  zwei  entsprechende  Punkte 
von  BC  und  BD  einerseits  und  von  AC  und  AD 
andrerseits  als  identisch  erachtet  werden  sollen, 
wodurch  die  begrenzenden  Kreisbogen  unserer  Figur 
zu  Paaren  einander  zugeordnet  sind.  Die  Pfeile 
der  letzten  Figur  geben  die  Reihenfolge  dieser 
Zugehörigkeit  an.  Wir  können  sogar  durch  Ver- 
folg dieser  letzten  Vorstellung  eine  mechanische 
-"  l'herfuhrwnfj  unserer  Kreishogcnfigur  in  die  J- Ebene 

^'''  '^'  durch  siuxessive  Formändcning  vollführt  dml:cn  (wo- 

*)  Diea  ist  ersichtlich   dieselbe   Massnahme,  deren    nir  uns  Bcbon  in  Fig.  5 
bedienten. 
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bei  wir  dieser  Operation  keinerlei  analytische  Grundlage  geben  wollen). 
In  der  That  erreichen  wir  durch  Annäherung  der  zu  einander  ge- 
hörigen Kreisbogen,  welche  mit  einer  Dehnung  derselben  Hand  in 
Hand  gehen  soll,  nach  Durcblaufung  der  Zwischenstadien,  von  denen 


wir  einige  in  Figar  20  fixiert  haben,  endlich  die  Gestalt  der  cT-Ebene. 
Die  beiden  Ereishogendreiecke  haben  sich  so  bis  zur  gänzlichen  Aus- 
fÖUtmg  derJ^-Ebene  ausgedehnt.  Man  bat  sich  dabei  vorzustellen,  dasa 
je  die  beiden  Ufer  der  reellen  J-Äxe  zwischen  — oo  und  0  sowie 
zwischen  1  und  -j-  oo  im  letzten  Augenblick  zur  vollen  Überdeckung 
der  Ebene  zusammenzuheften  sind. 

Offenbar  könnten  wir  uns  den  Zusammenhang  zwischen  der  J-  Ebene 
und  den  in  der  A-Ebene  gelegenen  Doppel dreieckeu  durch  ganz  ent- 
sprechende stetige  Deformationen  klar  machen.  Ein  weiteres  lehrreiches 
Beispiel  für  den  Gebrauch  derselben  Methode  gibt  der  folgende  Para- 
graph. Späterhin  wird  ein  ausgedehnter  Gebrauch  von  dieser  Vor- 
stellungsweise  gemacht.  Denn  es  wird  durch  dieselbe  nicht  nur  die 
Abhängigkeit  eindeutig  auf  einander  bezogener  Bereiche  der  Anschauung 
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äusserst  lebendig  vorgeführt,  vielmehr  wird  dieselbe  geradezu  als  Hilfs- 
mittel zur  Erforschung  algebraischer  Abhängigkeiten  mit  Vorteil  heran- 
gebogen  werden. 

§  7.     BeBiehnng  von  i.  xn  (i  durch  Figuren  erUatert. 
Die  beiden  irrationalen  Invarianten  iL  und  n  fanden  wir  im  Kap.  1 
durch  die  Relation  verknüpft: 

(1)  X:X-l:l-{'^--i)-:{!^-±)-:-,: 

und  wir  wollen  deren  Zusammenhang  nun  auch  noch  figfirlich  erläutern. 

Die  Verzweigungspunkte  der  Function  ft(A)  liegen  bei  A  =  0,  1 ,  oo;  w'r 

werden  also  in  der  ft-£bene  wieder  diejenigen  Linien  construieren,  welche 

auf  Grund  von  (l)  reelle  Werte  von  .1  abbilden.  Es  müssen  dabei  Linienzüge 

herauskommen,  die  auch  schon  in  der  durch  Fig.  14  gegebenen  Teilung  der 

j*-Ebene  eine  Rolle  spielen;  denn  reelle  Werte  von  i  haben  ihrerseits 

wieder  eben  solche  von  J  im  Gefolge, 

In  der  That  hält  es  keineswegs 

schwer     zu     erkennen ,     dass    A     auf 

der   reellen    und    imagiuären   ^-Axe, 

sowie    auf     dem    Einheitskreise    der 

"-Z    ^-Ebene  reell  ausfällt,  und  es  zerlegen 

diese   drei  Linien  bereits,  wie  wir  es 

hier    brauchen,   die  ^-Ebene  in  2  ■  4 

Gebiete,     Dieselben  haben  wieder  die 

Form   von  Krd^xigendreieckm ,  welche 

jetst  alle  acht  übereinstimmend  die  Winkel 

-j,   a>  v    l>fsitzen.     Wir  haben   in  Fig.  21    gleich   wieder   die  Bilder 

_i,,  der  positiven   X-Halbebene  schraffiert  und 

eine   Reihe   von    Werten  X,  fi  aufgetragen. 

Zur    stereographischen   Projection   auf 

die   Kugeloberfläche  möge  der  Kugeldurch- 

^,.  /  [7    messer  gleich  1  genommen  werden,  während 

ihre  Berührung  mit  der  ^-Ebene  in  deren 

Nullpunkt  stattfinden  soll;  das  ist  dieselbe 

Eugelfläche,  die  wir  in  §  5  benutzten.     Es 

kommt  dann  die   wohlbekannte  Figur   der 

Vicj'crfeilung   zum    Vorschein   (Fig.  22,   cf. 

„Ikos."   p.  13);    denn    die    drei    GrenKlinien    der   Gebiete    in   Fig.  21 

werden  drei  zu  einander  senkrechte  grösstc  Kreise. 

Zwei    neben   einander  liegende   Dreiecke,   die  auf  der   Kugel   ein 
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Zweieck   bilden,    geben  uns  jetzt  ein  volles  Bild  der  A-Ebene.     Wir 
können  för  diesen  Zweck  z.  B.  den  links  von  der  imaginären  Axe  und 
ausserhalb    des  Einheitskreises    gelegenen  Teil   der   ^- Ebene   wählen 
(Fig.  23).     Die  beiden  Quadranten  des  Ein- 
beitskreises  von   ft  «^  . —  1  bis    ^  =s  i   und 
von  (1  =  —  1  bis  ^  =  —  i  tragen  dann  die- 
selbe Reihe   der  Werte  von  k,  sie  gehören 
also  einander  an  im  Sinne  des  vorigen  Para-         /^^ 
graphen.    Gleiches  gilt  auch  von  den  beiden    ^^^:\~si^€-^ 
von  ft  =  i  und  ft  =  —  i  ausgehenden  Teilen 
der   imaginären    Axe,   was    wir    in    beiden 
Fällen    durch    die    Pfeile    anzudeuten    ver- 
suchten. 

Deformieren  wir  den  in  Fig.  23  auf- 
gezeichneten Bereich  durch  Annäherung 
seiner  zusammengehörigen  Grenzen  und  denken  dabei  die  in  dem 
einzelnen  Punkte  des  Bereichs  aufgepflanzten  Werte  von  ^  mit  fort- 
gezogen, so  werden  wir  auf  diese  Weise  den  Bereich  zur  ganzen 
A- Ebene  zusammenbiegen  können.  Ganz  besonders  lehrreich  wird  diese 
Operation,  wenn  wir  nun  auch  noch  die  rationale  Invariante  J  selbst 
mit  in  Betracht  ziehen.  Die  Invariante  X  war  eine  sechsdeutige  Func- 
tion  von   Jj   und   also  müssen  sich   im  Bereich  der  Fig.  23,    dessen 


'*'  l'tV 


Fig.  23. 


X*-co 


Fig. '25  a. 


Fig.  24. 


Punkte  die  complexen  Werte  von  X  tragen,  immer  sechs  Punkte  mit 
dem  gleichen  J  zeigen.  Aber  der  Bereich  in  Fig.  23  ist  aus  der 
fi-Ebene  ausgeschnitten,  und  die  Beziehung  von  (i  zu  J  wurde  durch 


Kloin-Frioke,  Modnlfanctionen. 
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Fig.  14  versinnlicht.  Versehen  wir  daher  die  fe- Ebene  vorab  mit  der 
Teilung  dieser  Figur  und  schneiden  dann  erst  unseren  jetzt  in  Rede 
stehenden  Bereich  aus,  so  trägt  derselbe  in  der  That,  wie  Fig.  24 
lehrt,  eine  Unterteilung  in  zwölf  Gebiete,  die  abwechselnd  der  positiven 
und  negativen  «7- Halbebene  entsprechen.  Diese  Figur  nun  wollen  wir 
unserer  stetigen  Deformation  unterwerfen,  indem  wir  die  zusammen- 
gehörenden  Grenzlinien  nach  Massgabe  der  Pfeile  einander  annähern. 


V  .i»CH> 


ao 


Fig.  25  b. 


Fig   2f). 


Wir  haben  dabei  in  Fig.  25a  und  b  einige  Übergangsformen  gezeichnet 
(die  nur  schematische  Bedeutung  haben)  und  kommen  thatsächlich  am 
Schlüsse  der  Umgestaltung  zu  der  bereits  bekannten  Figur  26  zurück,  welche 
uns  oben  als  Figur  12,  p.  70,  den  Zusammenhang  von  X  und  «7^  erläuterte. 

§  8.     Die  Kreisverwandtsohaft     Sätse  über  Ereisbogendreieoke. 

Die  Figuren,  welche  uns  in  den  voraufgehenden  Paragraphen  den 
Zusammenhang  der  Grössen  J,  X,  fi  erläuterten,  sollen  jetzt  ihrerseits 
selbst  zum  Gegenstande  der  Untersuchung  werden.  Es  gilt  verschie- 
dene Gesichtspunkte  zu  entwickeln,  vermöge  deren  unsere  Figuren  noch 
an  Bedeutung  gewinnen,  um  uns  so  den  Ansatz  zu  den  allgemeineren 
Betrachtungen  in  der  zweiten  Hälfte  dieses  Kapitels  zu  schaffen.  Als 
besonders  zweckmässig  ziehen  wir  die  Oktaederfigur  (vgl.  oben  Fig.  14 
p.  75)  heran,  doch  gelten  unsere  Überlegungen  ebensowohl  auch  bei 
den  Figuren  für  den  Zusammenhang  von  J  und  A,  wie  X  und  /*. 

Bei  der  in  Fig.  15,  p.  76,  veranstalteten  Projection  der  Oktaederfigur 
auf  die  Kugeloberfläch^  erschienen  die  Bilder  der  positiven  e7- Halbebene 
(und  desgleichen  auch  die  Bilder  der  negativen  «7- Halbebene)  als  24  mit 
einander  congruente  sphärische  Dreiecke.  Das  hatte  zur  Folge,  dass 
durch  Drehungen  der  Kugel  um  ihren  Mittelpunkt  ein  einzelnes  dieser 
24  sphärischen  Dreiecke  in  alle  übrigen  übergeführt  werden  konnte. 
Diese  Drehungen  stellen  sich  analytisch*)  in  der  Form  linear-ge- 
brochener Substitutionen 

*)  Wie  dies  in  „Ikos."  1  Kap.  2  in  ausführlicher  Weise  entwickelt  wurde. 
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(1)  /»'^--^ 

dar,  deren  explicite  Gestalt  wir  in  Kap.  1  §  13  reproduciert  haben. 

Wir  verwerten  diese  Umstände,  indem  wir  sogleich  zur  ^-Ebene 
zurückgehen.  Dabei  deuten  wir  (1),  wie  auch  im  Einzelfall  die  con- 
stanten  Coefficienten  a,  b,  c,  d  beschaffen  sein  mögen,  als  eine  ein- 
deutige Beziehung  dieser  Ebene,  auf  sich  selbst,  durch  welche  dem 
Punkte  f(  jeweils  der  Punkt  (i'  zugeordnet  ist.  Wir  sagen  auch  wohl, 
dass  durch  eine  Substitution  (1)  die  ft- Ebene  in  sich  selbst  transfor- 
miert wird.  Rechuen  wir  hier  immer  die  Operation  ^'  =  ^,  bei  welcher 
die  fi- Ebene  unverändert  bleibt,  als  identisdie  Substitution  mit,  so  können 
wir  die  vorhin  beschriebenen  Verhältnisse  in  den  Satz  kleiden:  Ein 
einzelnes  Kreislogendreieck  der  Fig.  14  icird  durch  gewisse  24  linear- 
gelrochene  Substitutionen  (1)  in  die  mit  ihm  gleichartigen  Dreiecke  der 
Figur  transformiert.  Als  unter  sich  gleichartige  Dreiecke  sind  dabei  einer- 
seits die  schraffierten   gedacht  und  andrerseits  die  nichtschraffierten. 

Zwei  Eigenschaften  der  gemeinten  24  Substitutionen  treten  hierbei 
unmittelbar  in  Evidenz.  Erstens  werden  die  kreisförmigen  Grenzen  eines 
Dreiecks  stets  wieder  in  kreisförmige  Grenzen  eines  anderen  transformiert, 
d.  h.  gewisse  Kreise  der  ii-Ebene  gehen  wieder  in  Kreise  über.    Zweitens 

sind   die  Winkel  jenes  ersten  Dreiecks    ö  ?   y?   T  g^^^ch  den  ihnen 

entsprechenden  Winkeln  des  andern,  d.  h.  die  Winkel  in  den  Ecken  der 
Dreiecke  bleiben  bei  unseren  Trcmsformationen  unverändert 

Wir  haben  damit  zwei  Eigenschaften  gefunden,  welche  nicht  nur 
den  besonderen  Oktaedersubstitutionen,  sondern  ganz  allgemein  den 
Substitutionen  (1)  anhaften,  und  welche  sich  nicht  nur  für  die  Kreise 
und  Winkel  der  Oktaederfigur  zeigen,  sondern  überhaupt  für  irgend 
welche  Kreise  und  Winkel  der  fi-Ebene. 

Verstehen  wir  nämlich  für  den  Augenblick  unter  ft  ganz  all- 
gemein eine  complexe  Variabele  und  deuten  ft'  gesondert  in  einer 
Ebene  für  sich,  so  ist  durch  (1)  eine  conforme  Abbildung  der  Ebene 
von  HL  auf  die  von  fi'  hergestellt.  Nach  den  bekannten  Grund- 
sätzen der  Theorie*)  der  conformen  Abbildung  ist  aber  ein  beliebiger 
Winkel  im  Abbilde  gleich  dem  entsprechenden  Winkel  im  Original, 
möglicher  Weise  abgesehen  von  einzelnen  singulären  Lagen  für  den 
Scheitelpunkt  des  Winkels,  die  aber  im  Falle  der  linearen  Abhängigkeit, 
mit  der  wir  hier  zu  thun  haben,  überhaupt  nicht  auftreten. 


*)  Als  zweckmässige  Einleitung  in  die  Theorie  der  conformen  Abbildungen 
ist  zu  nennen  Holzmüller,  Einführung  in  die  Theorie  der  isogonalen  Verwandt- 
Schäften  etc.  (Leii}zig  1882).    Man  vgl.  insbesondere  das  4.  Kapitel  dortselbst. 

C* 
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Um  die  andere  für  die  Substitution  (1)  namhaft  gemachte  Eigenschaft 
zu  zeigen,  spalte  man  (i  und  ft'  sowie  die  Goefficienten  von  (1)  a,  &,  c,  d 
in  ihre  reellen  und  imaginären  Bestandteile,  setze  also  ^  »» o;  -f-  iy, 
^'  a=  ic'  +  iy'  u.  s.  f.  Besteht  dann  zwischen  x  und  y  die  Gleichung  eines 
Kreises,  so  zieht  dieselbe  zufolge  völlig  elementarer  Rechnung  fQr  x' 
und  y'  gleichfalls  die  Gleichung  eines  Kreises  nach  sich.  Dabei  müssen  wir 
freilich  hinzusetzen,  dass  auch  die  geraden  Linien  der  ^ -Ebene,  wie  der 
ft'- Ebene  als  Kreise  zu  gelten  haben,  nämlich  als  solche  von  unendlich 
grossem  Radius. 

Die  durch  Substitution  (1)  vermittelte  Transformation  der  Ebene 
von  ft  in  die  von  fi'  oder  auch  der  ft-Ebene  in  sich  ist  demnach 
so  beschaffen,  dass  Winkel  unverändert  "bleiben,  Kreise  wieder  in  Kreise 
übergehen.  Dieser  letzteren  Eigenschaft  wegen,  vermöge  deren  sich 
die  durch  Substitutionen  (1)  vermittelten  conformen  Abbildungen  vor 
anderen  auszeichnen,  nennt  man  die  Ebenen  von  f&  und  fi'  oder 
auch  durch  (1)  auf  einander  bezogene  Bereiche  beider  Ebenen  Jcreis- 
verwandt*).  Wir  werden  später  noch  ausführlich  von  der  Kreisverwandt- 
schaft zweier  Ebenen  handeln,  die  wir  dann  aber  stets  mit  einander 
zur  Deckung  gebracht  denken**). 

Indem  wir  jetzt  den  Satz  aussprechen,  dass  in  unseren  Dreieclcs- 
figuren,  z.  B.  Fig.  14,  irgend  zwei  gleichartige  Dreiecke  kreisverwandt 
sind,  erblicken  wir  wieder  hierin  den  Specialfall  eines  sehr  viel  all- 
gemeineren Satzes.  Es  lässt  sich  nämlich  leicht  der  Satz  zeigen,  dass 
je  zwei  Kreisbogendreiecke  ^  welche  die  gleichen  Winkel  in  der  gleichen 
Folge  haben,  stets  mit  einatider  kreisverwandt  sind.  Auf  die  Reihenfolge 
der  Winkel  muss  man  dabei  achten,  wie  wir  denn  schon  bemerkten^ 
dass   bei    der   Durchlaufung   des   Umfangs    gleichartiger  Dreiecke  der 

Oktaederteilung  die  Winkel  Y'  Y'  T   ^™™®^  ^°  ^®^  nämlichen  An- 
ordnung auf  einander  folgen. 

Der  allgemeine  Beweis  des  soeben  aufgestellten  Satzes  lässt  sich 
leicht  führen.  Mögen  nämlich  zwei  Dreiecke  mit  den  Winkeln  a,  ß,  y 
in  gleicher  Folge  vorliegen,  so  wollen  wir  zuvörderst  das  erste  durch 
eine  Substitution  (1)  derart  transformieren,  dass  der  Scheitelpunkt  des 

*)  Der  Name  rührt  von  Möbins  her,  der  die  Kreis verwandtechaft  zuerst  in 
ausführlicher  Weise  untersucht  hat;  man  sehe  ,,1)%^  Theorie  der  Kreisvencandt- 
schaft  in  rein  geometrischer  Darstellung'^  Abhdl.  d.  Egl.  Sachs.  Ges.  d.  W.  Bd.  II 
p.  629  (1855),  oder  auch  Möbius'  Ges.  Werke  Bd.  II,  p.  243.  Dortselbst  hat  das 
Wort  „Ereisverwandtschaft**  freilich  eine  noch  etwas  umfassendere  Bedeutung; 
wir  werden  hierauf  im  übernächsten  Paragraphen  zurückkommen. 

**)  Nämlich  im  ersten  Kapitel  des  folgenden  Abschnitts.  Es  ist  deshalb 
nicht  uDzweckmässig,  dieses  Kapitel  zur  weiteren  Erläuterung  der  Entwicklungen 
des  Textes  mit  heranzuziehen. 
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Winkels  a  nach  dem  Nullpunkt  der  eomplexen  Ebene,  der  zweite 
Schnittpunkt  der  Schenkel  von  a  nach  deren  Unendlichkeitspunkt 
zu  liegen  kommt'*').  Man  überzeugt  sich  leicht,  dass.  dadurch  die 
Substitution  (1)  noch  nicht  völlig  festgelegt  ist;  doch  denken  wir  sie 
in  irgend  einer  Weise  specificiert.  Das  neue  Dreieck  ist  nun  ein  solches 
mit  zwei  geradlinigen  Seiten^  und  indem  wir  eine  gleiche  Transfor- 
mation mit  dem  zweiten  Dreiecke  vornehmen,  erhalten  wir  zwei  neue 
Dreiecke,  die  ersichtlich  einander  ähnlich  sind  und  sich  also  vermöge 
einer  Substitution  ft'  =  aft  als  kreisverwandt  erweisen.  Eine  geeignete 
Zusammensetzung  der  drei  so  benutzten  Substitutionen  (1)  ergiebt  uns 
jetzt  eine  Substitution,  welche  das  eine  gegebene  Kreisbogendreieck  in 
das  andere  überführt. 

Zugleich  geht  aus  dieser  Überlegung  hervor,  dass  es  nur  eine 
Substitution  (1)  giebt,  welche  zwei  kreis  verwandte  Kreisbogendreiecke 
in  einander  überführt.  Es  geht  nämlich  ersichtlich  das  Dreieck  mit 
zwei  geradlinigen  Seiten  nur  durch  die  identische  Substitution  ft'  =  f* 
in  sich  selbst  über. 

§  9.    Von  der  Symmetrie  bezüglloh  eines  Kreises. 

Die  oktaedrische  Eugelteilung  wurde  durch  neun  grösste  Kugelkreise 
hergestellt,  die  wir  uns  durch  neun  Diametralebenen  aus  der  Kugel 
ausgeschnitten  denken  können.  Diese  neun  Ebenen  waren  Symmetrie- 
ebenen der  Oktaederteilung;  denn  dieselbe  ging  gerade  in  sich  selbst 
über,  falls  man  sie  an  einer  dieser  neun  Ebenen  in  elementarem  Sinne 
zur  Spiegelung  brachte**).  Nur  freilich  entsprach  dabei  jedesmal  ein 
schraffiertes  Dreieck  einem  freien  und  umgekehrt.  Der  Begriff  der 
symmetrischen  Lage  zweier  Punkte  oder  auch  zweier  Bereiche  bezüg- 
lich einer  Diametralebene  der  Kugel  hat  also  einen  sofort  verstand- 
lichen, elementaren  Sinn.  Wir  wollen  nachsehen,  welche  geometrischen 
Beziehungen  zwischen  dem  Schnittkreis  der  Symmetrieebene  und  irgend 
zwei  sich  spiegelnden  Punkten  eingetreten  sein  werden,  wenn  wir  die 
Kugeloberfläche  stereographisch  auf  die  Ebene  projiciert  haben. 

Sei  also  K  irgend  ein  Symmetriekreis  und  P^,  Pg  zwei  Punkte 
der  Kugel,  die  zu  einander  bezüglich  K  symmetrisch  gelegen  sind.  Es 
wird  alsdann  die  gerade  Verbindungslinie  von  P^  und  P^  auf  der  Dia- 
metralebene, welche  K  ausschneidet,  senkrecht  stehen.    Dieserhalb  muss 

*)  Bei  dieser  Betrachtang  ist  stillschweigend  «  >>  0  vorausgesetzt;  der  be- 
sondere Fall  eines  Kreisbogendreiecks  mit  lauter  verschwindenden  Winkeln  kommt 
unten  ausführlich  zur  Erörterung. 

**)  Man  vgl.  hier  die  Auseinandersetzung  über  die  erweiterten  Gruppen  in 
„Ikos."  I  Kap.  1  §  11. 
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das  durch  diese  Verbindungslinie  P1P2  hindurchgehende  Ebenenbüschel 
die  Kugeloberfläche  in  einem  System  von  Kreisen  schneiden,  die  ohne 
Ausnahme  gegen  den  Kreis  K  orthogonal  verlaufen.  Es  ist  überdies 
ohne  Mühe  einzusehen,  dass  überhaupt  jeder  Kreis  durch  P^,  der  K 
unter  rechtem  Winkel  schneidet,  auch  durch  P^  hindurch  zieht. 

Wollen  wir  nun  die  so  gedachte,  auf  der  Kugeloberfläche  liegende 
Configuration  stereographisch  auf  die  Ebene  übertragen,  so  müssen  wir 
dabei  die  beiden  Fundamentaleigenschaften  der  stereographischen  Pro- 
jection  als  bekannt  voraussetzen,  dass  dieselbe  Kreise  der  Kugel  in  Kreise 
der  Ebene  überträgt  und  die  Winkel  unverändert  erhält.  Wir  erhalten 
dann  folgendes  Ergebnis:  Die  Projection  des  Kreises  £*  führt  auf  einen 
Kreis  der  Ebene,  den  wir  wieder  K  nennen.  Durch  einen  beliebigen 
Punkt  Pi  etwa  im  Innern  des  Kreises  K  —  denn  auch  der  Punkt  P^  auf 
der  Kugel  konnte  ja  ganz  willkürlich  gewählt  werden  —  geht  dann  ein 
ganzes  System  von  Kreisen,  die  K  unter  rechtem  Winkel  schneiden.  Alle 
diese  Kreise  gehen  noch  durch  einen  bestimmten  Punkt  Pg  ausserhalb  K, 
und  dieser  Punkt  Pg  ist  es,  den  mr  nun  auch  in  der  Ebene  0u  P^  be- 
züglich des  Kreises  K  symmetrisch  gelegen  nennen  wollen.  Es  bedarf  kaum 
des  Hinweises,  dass  die  Beziehung  zwischen  den  beiden  Punkten  P^,  Pj 
eine  gegenseitige  ist,  dass  wir  also  von  P^  beginnend  durch  die  ge- 
schilderte Construction  zu  Pj  geführt  worden  wären. 

Wir  erkannten  vorhin  als  die  beiden  Haupteigenschaften  der  die 
Kreisverwandtschaften  vermittelnden  Substitutionen  (1)  §  8,  dass  die- 
selben Kreise  stets  wieder  in  Kreise  transformierten  und  die  Winkel 
unverändert  Hessen.  Da  ist  denn  sofort  ersichtlich,  dass  die  Construction, 
welche  uns  soeben  von  P^  zum  bezüglich  K  symmetrischen  Punkte  P^ 
führte,  bei  Fortgang  zu  einer  kreis  verwandten  Ebene  ihren  Charakter 
völlig  bewahrt.  Werden  wir  also  in  dieser  K,  P^  und  P^  bez.  in  K\  P/ 
und  Pg'  wiederfinden,  so  werden  die  Punkte  P^,  P/  einander  bezüglich 
K'  symmetrisch  gelegen  sein.  Die  Symmetrie  von  Punktepaaren  bezüg- 
lich eines  Kreises  erweist  sich  dergestalt  gegenüber  der  Kreisverwandtschaft 
als  invariant.  Durch  diesen  Satz  erhält  dann  unsere  Betrachtung  erst 
den  richtigen  Grad  von  Allgemeinheit  Bislang  galt  sie  doch  nur  für 
die  Kreise  K,  welche  bei  der  stereographischen  Projection  aus  den 
grössten  Kugelkreisen  entstanden;  sie  gilt  nun  überhaupt  ßr  jeden  Kreis 
der  Ebefie,  da  man  in  der  That  ohne  Mühe  erkennt,  dass  sich  ein  be- 
liebiger Kreis  durch  eine  Substitution  (1)  §  8  stets  in  einen  andern 
beliebig  vorgeschriebenen  überführen  lässt*). 

Sollen  wir  zu  einem  ersten  Punkte  P^  seinen  symmetrischen  be- 

*)  Das  sieht  man  z.  B.  leicht  mit  Hilfe  der  im  ersten  Kapitel  des  folgenden 
Abschnitts  entwickelten  anschaulichen  Massnahmen. 
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züglich  eines  Kreises  K  wirklich  construieren,  so  werden  wir  nur  zwei 
Kreise  durch  P^  orthogonal  zu  K  zu  legen  brauchen;  deren  anderer 
Schnittpunkt  ist  dann  P^*  Ziehen  wir  etwa  erstlich  die  Gerade  durch 
Pi  und  den  Mittelpunkt  C  von  K^  welche  als  Kreis  mit  unendlich 
grossem  Radius  dem  in  Rede  stehenden  Kreissjstem  durch  P^  angehört^ 
und  nehmen  sodann  als  zweiten  Kreis  denjenigen ,  dessen  Mittelpunkt 
auf   dieser    geraden    Verbindungslinie 

CF^  gelegen  ist.  Des  näheren  giebt 
Fig.  27  diese  Verhältnisse  wieder. 
Wir  entnehmen  aus  derselben  vermöge 
elementargeometrischer  Betrachtungen 
die  Ähnlichkeit  der  beiden  Dreiecke 
(7J.Pi  und  GP^A,  welche  dann  ihrer- 
seits die  Gleichung  liefert: 


Kg.  27. 


unter  r  den  Radius  yon  K  verstanden. 

So  gewinnen  wir  den  Satz,  dass  der 

Punkt  Pj  aus  Pj   durch  die  Transforniatian  vermöge  reciproker  Badien 

am   Kreise  K  entspringt.     Die  Symmetrie   bezüglich  K  ist   also   eine 

anderweit  wohlbekannte  Transformation. 

Ist  K  ein  Kreis  mit  unendlich  grossem  Radius  d.  h.  eine  Gerade, 
so  erscheint  im  elementaren  Sinne  P^  als  Spiegelbild  von  P^  an  dieser 
Geraden,  unsere  Transformation  vermöge  reciproker  Radien  geht  dann 
über  in  eine  Umklappung  der  Ebene  um  diese  Gerade  oder  man  kann 
auch  sagen  in  eine  Spiegelung  an  dieser  Geraden.  Wollen  wir  auch 
für  den  allgemeinen  Fall  eines  Kreises  K  mit  endlichem  Radius  diesen 
knappen  Ausdruck  der  Spiegelung  an  K  für  die  Transformation  durch 
reciproke  Radien  beibehalten;  wir  werden  dann  von  zwei  geometrischen 
Gebilden  jedes  das  Spiegelbild  des  anderen  an  K  nennen,  wenn  sie 
durch  die  oft  genannte  Transformation  an  K  gerade  mit  einander  ver- 
tauscht werden. 

Eine  sehr  wichtige  Eigenschaft  der  Spiegelung  erkennen  wir  jetzt 
durch  Rückgang  auf  den  durchlaufenen  Entwickelungsgang.  Bei  der  Spiege- 
lung der  Kugeloberfläche  an  einer  Diametralebene  (hier  die  Bezeichnung 
„Spiegelung^^  im  elementaren  Sinne  gebraucht)  gehen  ersichtlich  Kreise 
der  Kugeloberfläche  wieder  in  Kreise  über,  während  die  Winkel  un- 
verändert bleiben.  Durch  stereographische  Projection  im  Verein  mit 
Anwendung  einer  Substitution  (1)  §  8  können  wir  den  Schnittkreis 
jener  Diametralebene  in  einen  beliebigen  Kreis  K  der  Ebene  trans- 
formieren, und  dabei  geht  jene  elementare  Spiegelung  der  Kugelober- 


88         I|  8-    Conforme  Abbildungen  als  Definition  der  Dreiecks fun et ionen. 

fläche  an  der  Diametralebene  in  diejenige  Operation  über,  die  wir  nun 
auch  Spiegelung  der  Ebene  am  Kreise  K  nannten.  Da  sehen  wir  denn, 
dass  auch  hei  dmer  letzten  Spiegelung  Kreise  stets  in  Kreise  übergeführt 
tverden  und  edle  Winkel  unverändert  bleiben.  In  diesem  Sinne  reiht  sich  die 
Operation  der  Spiegelung  einer  Ebene  an  einem  ihrer  Kreise  durchaus 
der  im  vorigen  Paragraphen  besprochenen  durch  eine  Substitution  (1)  §  8 
definierten  Transformation  einer  Ebene  an.  Inzwischen  besteht  doch 
ein  Unterschied  darin,  dass  bei  Ausübung  einer  Spiegelung  die  Schenicel 
der  Winkel  umgelegt  werden,  was  bei  Anwendung  einer  Substitution  (1) 
§  8  nicht  stattfindet.  Durch  Verfolg  dieser  Sachlage  schaffen  wir  uns 
sogleich  die  allgemeinere  Auffassung  der  Kreisverwandtschaft,  von  der 
schon  unter  dem  Texte  des  vorigen  Paragraphen  die  Rede  war.  Doch 
bereiten  wir  auch  hier  die  allgemeinen  Sätze  durch  besondere  Betrach- 
tung der  Fig.  14,  p.  75,  vor. 

§  10.    Das  Symmetriegesetz.     Direote  und  indireote  Kreis-  • 

Verwandtschaft. 

Bei  dem  Entwicklungsgange  des  vorigen  Paragraphen  ist  es  von 
vornherein  deutlich,  dass  unsere  ebenen  Figuren  12,  14,  21  von  der 
Gesetzmässigkeit  der  Symmetrie  bezüglich  der  in  ihnen  vorkommen- 
den Kreise  oder,  wie  wir  kurz  sagen  wollen,  vom  Symmetriegesetz  be- 
herrscht werden.  Die  Kreise  der  gemeinten  Figuren  waren  nämlich  für 
die  bezüglichen  Configurationen  auf  der  Kugel  durchgehends  Schnittkreise 
der  Kugel  mit  Symmetrieebenen.  So  möge  man  nun  vor  allen  Dingen 
Fig.  14  vornehmen  und  sich  veranschaulichen,  wie  durch  Spiegelung 
oder,  wie  man  auch  sagt,  durch  Inversion  nach  dem  Symmetriegesetz 
an  einem  beliebigen  der  neun  Kreise  die  Figur  unter  Wechsel  der 
Schraffierung  mit  sich  selbst  zur  Deckung  kommt. 

Vor  allen  Dingen  ist  es  jetzt  wichtig,  die  gewonnene  Anschauungs- 
weise für  irgend  zwei  benachbarte  Kreisbogendreiecke  in  Fig.  14  zu 
verfolgen.  Von  beiden  wird  das  eine  das  Spiegelbild  des  andern  sein, 
längs  der  gemeinsamen  kreisförmigen  Seite  entworfen.  Bei  dieser  Sach- 
lage giebt  uns  das  Symmetriegesetz  ofienbar  ein  Mittel,  die  ganze  Figur  14 
von  einem  einzelnen  ihrer  Kreisbogendreiecke  a/us  entstehen  zu  lassen.  Wir 
werden  nämlich  das  gegebene  einzelne  Dreieck  an  jeder  seiner  drei 
Seiten  spiegeln  und  nun  an  solchen  neu  erzeugten  Dreiecken  immer 
wieder  die  nämliche  Operation  der  Spiegelung  bezüglich  ihrer  noch 
frei  gelegenen  Seiten  wiederholen.  Man  wird  auf  dem  Wege  mit  Not- 
wendigkeit zu  derjenigen  Teilung  der  Ebene  geführt,  welche  Fig.  14 
versinnlicht. 

Hier  können  wir  nun  unsere  Auffassung  noch  in  einer  wichtigen  Weise 
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verallgemeinern.    Möge  irgend  ein  Ejreisbogendreieck  mit  den  Winkeln 

y,  Y,  —  gegeben   sein,   so  wird  stets  die    Vervielfältigung  nach  deni 

SymmetriegesetZj  in  der  geschilderten  Weise  auf  dieses  Dreieck  angewandt, 
zu  einer  Ebenenteilung  in  48  Kreisbogendreiecke  führen,  die  mit  Fig.  14 
kreisverwandt  erscheint  In  der  That  ist  ja  jenes  gegebene  Dreieck, 
wie  wir  es  auch  wählen  mögen,  entweder  mit  den  schraffierten  oder 
den  freien  Dreiecken  der  Fig.  14  im  Sinne  von  §  8  kreisverwandt. 
Ereisverwandte  Dreiecke  aber  geben,  in  entsprechender  Weise  sym- 
metrisch vervielfältigt,  kreisverwandte  Figuren.  Es  ist  damit  die  all- 
gemeinste Auffassung  gewonnen,  welche  wir  uns  von  unseren  ebenen 
Ereisbogenfiguren  bilden  können:  Es  handelt  sich  um  Figuren,  welcfie 
aus  einem  Kreisbogendreieck  mit  besonderen  Winkeln,  das  sonst  keiner 
Beschränkung  unterliegt,  durch  wiederholte  Anwendung  des  Symmetrie- 
gesetges  entstehen, 

Ist  durch  die  Betrachtungen  des  Paragraph  8  die  Beziehung  zweier 
gleichartigen  Dreiecke  der  Fig.  14  auf  einander  charakterisiert,  so  über- 
blicken wir  nun  auch  die  Beziehung  zweier  ungleichartigen  Dreiecke  dieser 
Figur  auf  einander.  Das  eine  geht  in  das  zweite  über,  wenn  wir  die 
Spiegelung  an  einem  Ereise  der  Figur  mit  einer  gewissen  Operation 
(1)  §  8  vereinen.  Auch  nach  den  auf  einander  folgenden  Anwendungen 
dieser  beiden  Operationen  werden  Ereise  jeweils  wieder  in  Ereise 
übergeführt,  Winkel  bleiben  unverändert,  nur  dass  sich  ihre  Schenkel 
umlegen.  Wollen  wir  nun  auch  ganz  allgemein  zwei  dergestalt  auf 
einander  bezogene  Figuren  einander  kreisverwandt  nennen,  wo  wir 
dann  also  zwischen  Kreisverwandtschaft  mit  Umlegung  der  Winkel  und 
Kreisverwandtschaß  ohne  Umlegung  der  Winkel  unterscheiden.  Letztere 
nennen  wir  auch  kurz  directe  Kreisverwandtschaft  und  ihr  insbesondere 
galten  die  Überlegungen  in  §  8.  Erstere  benennen  wir  demgegenüber 
als  indirecte  Kreisverwandtschaft  und  haben  ganz  allgemein  den  Satz, 
dafs  sie  als  Resultat  der  directen  Kreisverwandtschaft  conibiniert  mit 
Spiegelung  an  irgend  einem  Kreise  der  Ebetie  erscheint.  Eine  Spiegelung 
an  einem  Ereise  der  complexen  Ebene  subsumiert  sich  dabei  als  be- 
sonderer Fall  unter  die  indirecte  Ereisverwandtschaft. 

Als  unmittelbare  Folgerungen  merken  wir  uns  noch  diese  an: 
Zwei  Kreisbogendreiecke,  welche  die  gleichen  Winkel  in  unigekehrter  Beihen- 
folge  haben,  sind  indirect  kreisverwandL  Zwei  Kreisbogei^dreiecke ,  die 
beide  einetn  dritten  indirect  kreisverwandt  sind,  sind  unter  einander  direct 
kreisverwandt  *). 

*)  Symmetrische  Umformungen  geometrischer  Figuren  an  Ebenen  oder  Eugel- 
flächen,  durchaus  im  obigen  Sinne  auf  den  Baum  übertragen,  sind  in  der  mathe- 
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§  11.    Bedeutung  des  Symmetriegesetzes  für  die  Function  ii{J). 

Irgend  zwei  benachbarte  Ereisbogendreiecke  der  fi- Ebene  bilden 
ein  Doppeldreieck  oder  ein  Kreisbogenviereck,  welches  conform  auf 
die  ganze  «T- Ebene  bezogen  ist,  wie  wir  dies  in  §  6  ausführlich 
schilderten.  Wir  fixieren  nun  zwei  Punkte  dieser  herausgegriffenen 
Dreiecke,  die  bezüglich  ihrer  gemeinsamen  Seite  symmetrisch  liegen, 
und  fragen  nach  der  Lage  der  beiden  durch  jene  abgebildeten  Punkte 
der  e7- Ebene.  Nach  den  Erörterungen  von  §  6  wird  man  sofort  ver- 
muten, dass  diese  beiden  Punkte  der  J- Ebene  conjugiert  complex  sind. 
Thatsächlich  ist  dies  auch  sofort  analytisch  beweisbar,  falls  die  gemein- 
same Seite  K  unserer  beiden  ausgewählten  Dreiecke  ein  Stück  der 
reellen  (i-Axe  ist.  Die  beiden  symmetrischen  Punkte  der  von  uns 
betrachteten  Dreiecke  sind  dann  conjugiert  complex  und  ziehen  eben- 
solche Werte  von  J  nach  sich,  da  die  Oktaedergleichung  durchgehends 
reelle  Coefficienten  hat. 

*  

Hat  K  diese  einfache  Lage  nicht,  so  können  wir  doch  immer  durch 

f afi  -f-  b 

zu  einer  solchen  kreisverwandten  Ebene  (i'  gehen,  in  der  das  Bild 
von  K  ein  Stück  K'  der  reellen  Axe  geworden  ist.  J  ist  dann  auch 
in  fi'  durch  eine  Gleichung  mit  reellen  Coefficienten  darstellbar,  da 
doch  den  unendlich  vielen  reellen  Werten  ft'  auf  K'  reelle  J  zu- 
gehören. Bezüglich  der  Geraden  K'  symmetrische  Punkte  der  neuen 
Dreiecke  entsprechen  also  conjugiert  complexen  «7,  und  also  gilt  das- 
selbe von  den  bezüglich  K  symmetrischen  Punkten  der  ursprünglichen 
beiden  Dreiecke. 

Jetzt  möge  man  nach  dieser  kurzen  Ergänzung  die  Entstehungs- 
weise der  Fig.  14,  p.  75,  aus  einem  ihrer  Dreiecke,  wie  wir  sie  im 
vorigen  Paragraphen  schilderten,  in  functionentheoretischem  Sinne  inter- 
pretieren. Mit  einem  einzelnen  etwa  schraffierten  Äusgangsdreieck  ist 
der  Wertcomplex  eines  Zweiges  von  ft(J)  in  der  positiven  Halbebene 
gegeben.  Wir  setzen  uns  vor,  von  hier  aus  durch  analytische  Fort- 
setzung die  Function  ft(c7)  zu  untersuchen.    Diese  Aufgabe  wird  durch 


matischen  Physik  seit  lange  als  Operationsmittel  im  Gebrauch.  Die  Symmetrie 
an  Ebenen  spielt  z.  B.  in  Lam^,  Legons  aar  la  iheorie  anaiytique  de  la  chaleur 
(1861)  eine  principielle  Bolle,  und  die  Symmetrie  an  Kugelflächen  wurde  bereits 
1845  von  Will.  Thomson  in  der  Elektrostatik  benutzt  (cf.  Liouville's  Jonm. 
Bd.  10).  Für  die  Functionentheorie  das  Sj^mmetriegesetz  mit  grossem  Erfolg  ver- 
wertet zu  haben,  ist  das  Verdienst  von  Hm.  Schwarz,  dessen  bezügliche  Arbeiten 
wir  sogleich  nennen. 


I,  3.    Gonforme  Abbildungen  als  Definition  der  Dreiecksfnnctionen.         91 

das  Symmetriegesetz  völlig  erledigt.  Wir  wollen  etwa  die  reelle  J-kxe 
zwischen  0  und  1  überschreiten  und  also  diejenige  Seite  K  des  Aus- 
gangsdreiecks in's  Auge  fassen,  welche  der  Strecke  0-1  der  reellen 
J'Axe  entspricht.  Dann  werden  wir  als  conformes  Abbild  der  negativen 
J'Halb^ene  dasjenige  Dreieck  erhalten,  welches  sich  am  dem  Ausgangs- 
dreiecke  durch  Inversion  an  K  ergibt  Indem  wir  noch  betonen,  dass 
bezuglich  K  symmetrische  Punkte  des  ursprünglichen  und  invertierten 
Dreiecks  conjugiert  complexen  J  entsprechen,  hat  in  der  That  das 
Symmetriegesetz  die  Fortsetzung  von  (i(J)  in  die  negative  Ealbebene  hin- 
ein völlig  besUmmt 

In  derselben  Weise  hätte  man  nun  weiter  zu  gehen  und  jetzt  die 
reelle  J-Axe  etwa  zwischen  0  und  —  oo  oder  zwischen  1  und  oo  zu 
überschreiten.  Offenbar  würde  man  durch  Anwendung  des  gleichen 
SchlussTerfahrens  schliesslich  zu  den  sämtlichen  Ereisbogendreiecken 
der  Figur  und  damit  zu  sämtlichen  Zweigen  von  ii(J)  gelangen. 
Wir  werden  sagen  dürfen,  dass  die  Entstehung  der  ganzen  Teilung  au>s 
einem  einzelnen  Dreieck  der  Durchfuhrung  analytischer  Fortsetzungen  von 
einem  Zweige  (i(J)  aws  nicht  nur  entspricht ,  dass  vielmehr  jener  geo- 
metrische Vorgang  diesen  analytischen  Process  geradezu  vertritt.  Jedes 
neu  entspringende  schraffierte  Dreieck  giebt  einen  neuen  Zweig  für 
die  positive  «T- Halbebene,  jedes  neue  nicht-schraffierte  Dreieck  einen 
solchen  für  die  negative. 

Wie  bequem  dieser  geometrische  Ersatz  des  abstracten  Processes 
der  analytischen  Fortsetzung  ist,  erläutern  wir  noch  an  einem  dabei 
zu  Tage  tretenden  Umstände.  Die  48  Dreiecke  der  Figur  14  reihen 
sich  glatt  an  einander  und  bedecken  in  ihrer  Gesamtheit  die  ft- Ebene 
gerade  einfach.  Irgend  ein  Einzelwert  ^q  gehört  demnach  einem  be- 
stimmten Dreieck  an,  so  dass  ihm  ein  bestimmter  Wert  von  J  ent- 
spricht Aus  der  einfachen  Überdeckung  der  fL-Ebene  mit  Kreisbogen- 
dr decken  folgt  demgemäss,  dass  die  zu  ^{J)  inverse  Function  J((i)  ein- 
deutig  von  ihrem  Argumente  abhängt.  Die  einfache  Überdeckung  selbst 
aber  ist,  vermöge  des  Symmetriegesetzes,  Folge  der  Annahme  des 
ersten  Kreisbogendreiecks,  und  an  dieser  Annahme  wieder  ist  nach 
dem  in  §  8  gegebenen  Satze  nichts  wesentlich,  als  die  Grösse  der 
dem  Ereisbogendreieck  angehörenden  Winkel. 
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§12.    Allgemeine  Erörterung  der  funotionentheoretisclien  Bedeutung 

des  Symmetriegesetzes*). 

Die  Folgerungen  des  vorigen  Paragraphen  werden  für  uns  erst 
dann  von  allgemeiner  Bedeutung,  wenn  wir  die  Principien  desselben 
von  den  besonderen  dort  vorliegenden  Voraussetzungen  frei  gemacht 
haben.  Das  geschieht  durch  folgende  Erörterung.  Sei  für  die  positive 
J"- Halbebene  eindeutig  eine  analytische  Function  f{J)  definiert,  welche 
diese  Halbebene  auf  einen  Bereich  B  der  /*- Ebene  derart  conform  ab- 
bildet, dass  eine  Strecke  der  reellen  J-Axe  etwa  die  zwischen  Jq 
und  Jj  sich  auf  ein  hreisßrmiges  Stück  K  in  der  Begrenzung  von  B 
überträgt.  Längs  dieses  Stückes  spiegeln  wir  B  nach  dem  Symmetrie- 
gesetz und  mögen  dergestalt  den  benachbarten  Bereich  B  erhalten. 
Es  wird  alsdann  ganz  allgemein  behauptet,  dass  f{J)  hei  Überschreitung 
der  J'Axe  emschen  Jq  und  Ji  eine  analytische  Fortsetzung  in  die  negative 
J' Halbebene  zulässt,  welch'  letztere  eben  durch  die  erreichte  Fortsetzung 
auf  B  abgebildet  unrd;  insbesondere  werden  bezüglich  K  symmetrische 
Funkte  von  B  und  B  conjugiert  imaginäre  J  abbilden. 

In  der  That  gehe  man,  wie  wir  es  oben  schon  im  speciellen  Falle 
thaten,  durch  Ausübung  einer  Substitution 


(1)  r 


af+b 


cf+d 

zu  einer  solchen  kreisverwandten  Figur,  dass  sich  K  auf  ein  Stück  K' 
der  reellen  /"-Axe  überträgt.  Aus  B  und  B  entstehen  B'  und  B\  die 
im  elementaren  Sinne  bezüglich  K'  symmetrisch  sind.  Es  genügt^ 
unseren  Satz  für  /"  unter  Zugrundelegung  der  neuen  Figur  zu  zeigen, 
da  er  sich  dann  bei  der  bekannten  Eigenart  der  Ereisverwandtschaft 
ohne  weiteres  auf  die  frühere  Sachlage  überträgt.  Wir  gehen  hierbei 
einen  indirecten  Weg.  Function  f  ist  mit  f  für  die  positive  J- Halb- 
ebene definiert.  Pflanzen  wir  jetzt  in  unabhängiger  Weise  in  den 
Punkten  der  negativen  Halbebene  derart  Functions  werte  f  auf,  dass 
in  conjugiert  complexen  Punkten  J  die  Werte  f  und  /"  selbst  con- 
jugiert complex  sind  und  beweisen  nun  umgekehrt,  dass  f  gerade  die 
analytische  Fortsetzung  von  f  vorstellt! 

Nach  den  Principien  der  Functionentheorie  stellt  der  Wertcomplex  f 
für  den  Bereich  der  negativen  «7-Halbebene  eine  analytische  Function  von 
/dar,  so  gut  wie  f  für  die  positive.  Da  aber  f  für  alle  reellen  Punkte  J 
zwischen  J^  und  J^  reell  ist,  so  gehen  erstens  die  Wertcomplexe  /" 
und  f  über  diese  Strecke  der  reellen  J-Axe  stetig  in  einander  über, 

*)  Hier  vgl.  man  nun  Schwarz'  Originalarbeit,   Über  einige  Äbbildungsauf- 
gaben,  Cr.  J.  Bd.  70  p.  106(1869). 
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fürs  zweite  beachte  man,  dass  für  die  Umgebung  eines  reellen  Punktes  J 
zwischen  JJ,  und  J^  bei  der  angezeigten  Sachlage  /"  eine  Taylor'sche 
Entwicklung  mit  redien  Goefficienten  zulässt.  Im  Convergenzbezirk 
dieser  Reihe,  der  in  beide  Halbebenen  gleichförmig  hineingreift,  ent- 
sprechen demgemäss  conjugiert  complexen  J  eben  solche  Werte  der 
dargestellten  Function.    Es  stellt  sich  demnach  bei  Überschreitung  der 

reellen  Axe  zwischen  J^  und  J^  thatsächlich  f  als  analytische  Port- 
setzung von  f  ein,  wie  zu  beweisen  war. 

§  13.     Begriffsbestiinmung  tiiid  Fondamentaleigenschaften  der 

Dreiecks-  oder  5 -Functionen. 

Wir  haben  gegenwärtig  den  wichtigsten  Wendepunkt  des  Kapitels 
erreicht;  die  Function  fi(c7)  und  die  Teilung  der  fi- Ebene  haben  wir 
ausgebeutet  und  an  ihr  eine  Reihe  wichtiger  Begriffe  und  Massnahmen 
eingeübt;  die  nämlichen  Processe  sollen  jetzt  unter  allgemeineren  Prä- 
missen zur  Anwendung  gelangen.    An  Stelle  des  KreisbogendreiecJcs  mit 

den  Winkein  y?  T^  T  ^^^^  nämlich  allgemein  das  Kreiä)ogendreiecJc  mit 

den  Winkeln  a%,  ßjc,  yic  treten^  und  wir  wollen  dann  versucJien  von 
ihm  aus  alle  die  Folgerungen  zu  ziehen,  die  wir  soeben  vom  besonderen 
Oktaederdreieck  aus  haben  ziehen  können. 

Mögen  die  drei  Winkel  in  der  Reihe  ajt,  ßit,  y%  so  auf  einander 

folgen  wie  die  Winkel  ^,  v>  "7"  ^^   einem   schraffierten   Dreieck   der 

M  O  4 

Figur  14,  so  existiert  jedenfalls  in  der  positiven  J- Halbebene  eine  einzige, 
eindeutig  definierte  Function  von  J,  welclie  diese  HaJbebene  derart  conform 
auf  das  Dreieck  abbildet,  dass  in  den  Scheitelpunkten  der  Winkel  a%, 
/Ja,  yn  bez.  die  Werte  «7^=1,  0,  cx)  stattfinden.  Wir  nennen  diese 
Function  ihrer  Definition  wegen  eine  Dreiecksfunction  und  bezeichnen 
sie  nach  dem  Vorgänge  von  Hrn.  Schwarz*)  durch 

Für  ihre  Existenz  und  eindeutige  Bestimmtheit  könnten  wir  uns  auf 
den  bekannten  Grundsatz  der  Riemann'schen  Functionentheorie  von 
der  Möglichkeit  der  conformen  Beziehung  zweier  einfach  zusammen- 
hängenden Bereiche  auf  einander  berufen.  Aber  sogleich  in  einem 
der  folgenden  Paragraphen  werden  wir  den  Existenzbeweis  noch  in 
einer  directen  Weise  führen. 


*)  8  soll  hier  die  Abkürzang  von  ,,8phaera**  sein  und  darauf  hindeuten,  dass 
man  die  einfachste  Yorstellnog  von  dem  Verlaufe  unserer  Function  erhält,  indem 
man  sich  die  in  Betracht  kommenden  Kreisbogendreiecke  durch  stereograpbische 
Projection  auf  die  Kugel  übertragen  denkt. 
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Vorab  stellen  wir  die  Fundamentaleigenscliaften  der  5 -Function 
zusammen,  wie  sie  sich  vermittelst  des  Symmetriegesetzes  nun  ohne 
weiteres  ergeben.  Alles  werden  wir  im  wesentlichen  erledigt  haben, 
wenn  wir  die  geometrische  Aufgabe  durchführen,  das  gegebene  Dreieck 
vermittelst  des  Symmetriegesetzes  zu  vervielfältigen  und  die  schliesslich 
bei  diesem  Process  zu  Tage  tretende  Figur  zu  überblicken.  Nehmen 
wir  an,  dass  dies  bereits  geschehen  sei.  Zwecks  grösserer  Anschau- 
lichkeit wollen  wir  dabei  wieder  das  erste  Dreieck  und  alle  die- 
jenigen, die  aus  ihm  durch  eine  gerade  Zahl  von  Inversionen  her- 
vorgehen, schraffieren,  die  anderen  unschraffiert  lassen.  Wir  haben 
dann  den  Satz:  Jedes  schraffierte  Dreieck  der  erzeugten  Figur  giebt  uns 
den  Wertcomplex  eines  durcJi  analytische  Fortsetzung  van  s  erreichbaren 
Zweiges  unserer  Function  für  die  positive  Halbebene  J,  jedes  freie  Dreieck 
leistet  ein  gleiches  fih-  die  negative  Halbebene  J.  Soviel  Dreiecke  der 
einzelnen  Art  die  entspringende  Figur  zusammensetzen,  so  viel  Zweige  hat 
unsere  analytische  Function  s(cc,  ß,  y;  J).  Da  aber  alle  Dreiecke  der 
einzelnen  Art  unter  sich  direct  kreis  verwandt  sind ,  so  ist  jeder  Zweig 
von  s(cc,  ß,  y\  J)  eine  lineare  Function  jedes  anderen.  TriflFt  es  sich, 
dass  die  Dreiecke  der  Figur  nicht  mit  einander  collidieren^  sondern  sich 
glatt  an  einander  reihen,  wie  die  der  Figur  14,  so  wird  die  inverse 
Function  J(s)  eindeutig  von  ihrem  Argumente  abhängen*), 

§  14.     Reihenentwicklungen  für  einen  Zweig  der  s- Function. 

Zur  Vorbereitung  für  einige  demnächst  auszuführende  Bechnungen 
untersuchen  wir  die  Gestalt  von  Reihenentwicklungen,  welche  die 
s- Function  nach  Potenzen  von  J  zulässt.  Doch  genügt  es  zumeist,  wenn 
wir  nur  die  Gestalt  der  Anfaugsglieder  solcher  Entwicklungen  aufstellen. 
Dabei  können  wir  nicht  umgehen,  in  ausgiebigerer  Weise  von  den 
Principien  der  Theorie  der  conformen  Abbildung  Gebrauch  zu  machen. 

Sei  Jq  ein  beliebiger  Punkt  der  «/"-Ebene,  vorerst  nur  abgesehen 
von  den  dreien  J  =  0,  1,  oo,  sei  weiter  s  irgend  ein  specieller  Zweig 
unserer  Function,  der  für  Jq  den  Wert  Sq  annimmt  Es  wird  alsdann 
durch  s  die  Umgebung  von  Jq  conform  auf  diejenige  von  Sq  abgebildet, 
und  es  lässt  demgemäss  (s  —  s^^)  eine  Entwicklung  nach  positiven 
ganzen  Potenzen  von  (J  —  Jq)  zu  : 

*)  Alles  dies  sind  Folgerungen,  welche  im  Anschlüsse  an  Riemann  znerst 
Hr.  Schwarz  vermöge  des  Symmetriegesetzes  entwickelt  hat;  cf.  dessen  schon 
gen.  Arbeit,  Über  diejenigen  Fälle,  in  welchen  die  Gauss* sehe  hypergeometrische 
lieihe  eine  cägebraische  Function  ihres  4*«"  Argumentes  ist,  Crelle's  Joarn.  Bd.  75 
(1872).  Die  sämtlichen  Entwicklangen  der  noch  folgenden  Paragraphen  des  gegen- 
wärtigen Kapitels  gehen  auf  diese  Arbeit  zurück. 
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(1)  5  -  So  =  C^iJ—Jo)  +  C^(J-  JoY  -i , 

in  welcher  der  Coeffident  c^  des  ersten  Gliedes  eine  endliche,  von  Null 
verschiedene  Zähl  ist 

Anders  wird  der  Charakter  der  Entwicklungen  für  die  Umgebung 
eines  der  Punkte  J"=  1,  0,  cx),  welche  in  der  That  singulare  Punkte 
für  die  durch  den  Zweig  s  yermittelte  Abbildung  der  J^ Ebene  sind. 
Wir  müssen  hier  auf  die  drei  Winkel  ax,  ßjt,  yjt  unserer  Kreisbogen- 
dreiecke zurückgehen  und  bemerken  vorab,  dass  zufolge  ihrer  Ein- 
führung die  drei  Zahlen  a,  ß,  y  als  reell  und  positiv  und  zwar  <  2 
anzusehen  sind*).  Dabei  schliessen  wir  aber  die  untere  Grenze  0  für 
diese  Z<Men  Teeineswegs  aus. 

Wir  wollen  nun  zuvörderst  die  positive  J^- Halbebene  und  also 
unter  den  beiden  zum  Zweige  s  gehörigen  Dreiecken  das  schraffierte 
in  Augenschein  nehmen.  Sei  dann  J^  einer  der  drei  singulären  Punkte, 
V  die  ihm  zugehörige  Zahl  aus  der  Reihe  a,  ß,  y,  die  zunächst  >  0 
sei,  und  Sq  die  bezügliche  Ecke  des  gedachten  Dreiecks.  Wir  be- 
schreiben um  Jq  mit  sehr  kleinem  Radius  einen  Kreis,  der  einen  kleinen 
halbkreisförmigen  Bereich  in  der  positiven  Halbebene  um  Jq  aus- 
schneidet. Im  conformen  Abbild  erscheint  dieser  Halbkreis  annähernd 
zu  einem  kleinen  Kreisausschnitt  mit  dem  Centriwinkel  vn  und  dem 
Scheitelpunkt  Sq  deformiert**).  Aber  genau  wird  eine  derartige  Abbildung 
des  Halbkreises  auf  den  Kreisausschnitt  durch  die  Function  Sq  -|-  c(J  — Jq) 
geleistet,  wenn  wir  die  Constante  c  dabei  in  richtiger  Weise  bestimmen. 
Für  die  Umgebung  von  J^  erschliessen  wir  solchergestalt  als  angenäherte 

Darstellung  von  s: 

(2)  s  ^SQ^c(J  —  jQy. 

Diese  Überlegung  gilt  aber  nur,  wenn  v  >  0  ist,  und  den  Fall  v  =  0 
haben  wir  jetzt  noch  besonders  zu  betrachten.  Nun  wird  jener  kleine  Halb- 
kreis um  Jq  annähernd  auf  ein  kleines  gleichschenkliges  Kreisbogendreieck 
abgebildet,  dessen  Basiswinkel  rechte  sind,  während  der  Winkel  an 
der  Spitze  bei  Sq  verschwindet.  Gehen  wir  durch  Ausübung  der  Sub- 
stitution s'  = zur  kreis  verwandten  s'- Ebene,  so  erscheint  jenes 

sehr  kleine  gleichschenklige  Dreieck  jetzt  in  Gestalt  eines  sich  ins  Un- 
endliche ziehenden  Bandes,  das  von  zwei  geraden  Parallelen  und  einer 
dritten  zu  jenen  senkrecht  stehenden  Geraden  begrenzt  wird.  Aber 
genau  wird  eine  solche  Abbildung  des  um  Jj,  abgegrenzten  halbkreis- 
förmigen Bereichs  durch  die  Function 

*)  Letzteres  wäre  an  sich  keineswegs  notwendig;  es  ist  aber  im  Texte  nicht 
nötig,  dass  wir  eine  allgemeinere  Voranssetzang  nachen. 

^*)  Man  erinnere  sich  hier   an  die  in   §  6  beschriebene   mechanische  Üb(  r- 
fühnmg  des  Ereisbogendreiecks  in  die  Halbebene. 
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a  log  6(J'  —  J^  =  CL  log  (J  —  J^  "i-  c 

geleistet,  wenn  wir  darin  die  Constanten  a,  &  oder  auch  a,  c  in  richtiger 
Weise  bestimmen.  Für  v  =  0  finden  wir  sonach  für  die  nächste  Um- 
gehung von  Jq  als  angenäherte  Darstellung  unseres  Zweiges  s: 

1 


(3)  s  -  5o  = 


alogbiJ—Jo) 


§  15.     Differentialglelohung  dritter  Ordnung  für  die  s-Fnnotion. 

Mit  Hilfe  der  entwickelten  Sätze  sind  wir  leicht  im  Stande,  eine 
Differentialgleichung  dritter  Ordnung  anzugeben,  der  die  s~ Function 
als  Integral  zugehört.  In  „Ikoa.^^  p.  74  ist  der  Nachweis  gef&hrt,  dass 
der  Differentialausdruck  dritter  Ordnung: 

(1)  [s\j  = 


äs  2  \     ds 


dJ  \  dJ 

(derselbe,  zu  dem  wir  in  §  16  des  vorigen  Kapitels  gekommen  waren) 
unverändert  bleibt,  wenn  man  s  durch  eine  beliebige  linear-gebrochene 
Function  seiner  selbst  ersetzt.  Nun  sind,  zufolge  unserer  geometrischen 
Construction,  alle  Zweige,  in  welche  man  einen  ersten  Zweig  unserer 
Function  s(a,  ß,  y]  J)  fortsetzen  kann,  solche  lineare  Functionen  dieses 
ersten.  Der  Ausdruck  [s\j  hat  demnach  für  alle  Zweige  von  s  den 
nämlichen  Wert  und  ist  somit  eine  eindeutige  Function  von  J,  die  wir 
jetzt  berechnen  wollen. 

Zu  dem  Ende  wollen  wir  die  ünstetigkeitsstellen  von  [s]/  in  der 
c7^- Ebene  feststellen  und  dürfen  dabei  nach  dem  gerade  Gesagten 
unter  s  irgend  einen  Zweig  unserer  Function  verstehen.  Ist  Jq  irgend 
ein  Punkt  der  e7- Ebene,  abgesehen  nur  von  den  drei  singulären,  so 
bringen  wir  zur  Berechnung  unseres  Differentialausdrucks  dritter  Ord- 
nung die  Entwicklung  (1)  §  14  in  Anwendung.  Es  zeigt  sich,  dass 
keine  der  ersten  drei  Ableitungen  von  s  nach  J  bei  J^  unstetig  wird, 
dass  überdies  die  erste  Ableitung  den  von  Null  verschiedenen  Wert  c^ 
annimmt.  Die  eindeutige  Function  [s\j  von  J  hat  somit  hei  Jq  einen 
endlichen  Wert.  Unstetigkeitspunkte  derselben  können  also  nur  in  den 
singulären  Stellen  J"=  1,  0,  cx)  vorkommen. 

Bringt  man  für  J==  1,  0,  oo  nach  (2)  §  14  die  Näherungsdar- 
stellungen in  Anrechnung: 

s  — Si=Ci(jr— l)«f    s-Sq  =  c^J(^,    s  —  s^=c^{^y, 
a,  ß,  y  vorab  >  0  vorausgesetzt,  so  berechnen  sich  sofort  für  unsere 
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eindeutige  Function  [s]j  in  den  Umgebungen  von  J=  1,  0,  oo  bejs,  die 
Anfangsterme: 

Diese  Ausdrücke  hleiben  audi  dann  noch  in  Kraft,  wenn  eine  oder 
mehrere  der  Zahlen  cc,  ß,  y  mit  NuU  identisch  werden.  Alsdann  nämlich 
haben  wir  von  der  Darstellung  (3)  §  14  für  s  auszugehen^  können  aber 
auch,  da  [s]j  unverändert  bleibt,  wenn  wir  s  durch  eine  lineare  Function 
seiner  selbst  ersetzen,  fQr  die  Berechnung  von  [s]j  s  direct  mit 
log  (J  —  Jq)  identificieren.  Da  erhält  man  für  ein  endliches  Jq  an- 
genähert [s]j  «=  ^rry ^r— ,  was  sich   in  der  That  für  J^  ==  1  oder  0 

vermöge  der  Specialwerte  a  =  0  bez,  /S  =  0  unter  (2)  subsumiert.  Für 
Jjj  =  oo  und  also  (eT'  —  Jq)  =  -j  kommt  aber  [s]j  «=  öji?  was  wirk- 
lich vermöge  y  ==0  aus  der  dritten  Annäherung  (2)  entspringt. 

Bei  den  Eigenschaften,  die  wir  nunmehr  für  unsere  Function  [sj^ 
kennen  gelernt  haben,  schliessen  wir,  dass  sie  eine  rationale  Function 
4**°  Grades  von  J  ist  mit  den  beiden  Unstetigkeitsptinkten  J=0  und 
e7=  1.     Unter  Berücksichtigung  von  (2)  setzen  wir  demnach  au: 

mit  noch  unbestimmten  Constanten  A,  B,  C.  Zur  Bestimmung  der- 
selben entwickeln  wir  diesen  Ausdruck  von  [s]j  bei  J"  =  cx>  in  eine 
Reihe  nach  absteigenden  Potenzen  von  J: 

und  haben  somit,  um  der  dritten  Formel  (2)  gerecht  zu  werden,  für 
A,  B,  C  die  Gleichungen 

C  =  0,    A  +  B^O, 

2  — a«-i8«  +  2^  =  l  -yS 

die  zu  ihrer  Bestimmung  hinreichen.  Wir  finden  dergestalt,  dass  die 
S'FuncHon  s(a,  ß,  y;  J)  Integral  der  Differentialgleichung*)  dritter  Ord- 
nung ist: 

w         l5jj— 2(j__  1)2-1-  2./«""^  "'2/(j-ir  • 

Ist  s  irgend  ein  Partikularintegral  dieser  Differentialgleichung,  so 
ist  jedes  andere  Integral  s'  derselben  in  der  Form  darstellbar 

*)  Die  hier  gegebene  Ableitung  derdelbea  ist  genau  derjenigen  der  Glei- 
chung (34)  in  „Ikos/'  p.  78  nachgebildet,  welche  letztere  übrigens  als  Specialfall 
iu  der  Gleichung  (3)  des  Textes  enthalten  ist. 

Klein- Fricke,  ModulfuucUonen.  7 
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(4)  s'  =  — -+A  . 

W  ^  cs  +  d' 

denn  die  Quotienten  der  Integrationsconstanten  a,  &  •  •  •  geben  hier 
gerade  den  richtigen  Grad  der  Allgemeinheit.  Aber  f&r  uns  bedeutet 
(4)  eine  Ereisyerwandtschaft,  und  nun  beachten  wir^  dass  alle  Eigen- 
schaften der  s-Function,  von  denen  wir  bei  Definition  dieser  Function 
ausgingen,  gegenüber  der  Kreisverwandtschaft  Invarianz  besitzen.  Es 
folgt:  Jedes  Integral  der  DiffererUiälgleichung  (3)  hat  den  Charakter  der 
S' Function.  Speciell  hat  jeder  Zweig  der  s- Function,  der  sich  aus  dem 
ursprünglich  angenommenen  durch  analytische  Fortsetzung  ergiebt, 
wieder  denselben  Charakter  wie  dieser. 

Mit  der  Aufstellung  der  Differentialgleichung  (3)  ist  nun  auch  der 
Beweis  der  Existenz  der  5- Function,  wegen  dessen  wir  uns  oben  auf 
allgemeine  Riemann'sche  Principien  beriefen,  auf  Grund  bekannter 
Sätze  der  Theorie  der  Differentialgleichungen  geliefert*).  Umgekehrt 
hätte  man  bei  dieser  Sachlage  die  Differentialgleichung  selbst  zum  Aus- 
gangspunkte machen  können,  um  von  ihr  aus  Definition  und  Eigen- 
schaften der  5- Function  zu  gewinnen.  Thatsächlich  ist  dies  der  Gang, 
den  Hr.  Schwarz  in  seiner  unter  §  13  genannten  Arbeit  einge- 
schlagen hat. 

§  16.    ZusammenBtellung  früher  bereits  vorgekommener 

Dreieoksfonotionen. 

Beispiele  von  Dreiecksfunctionen  treten  bereits  im  früheren  mehr- 
fach auf.  Becapitulieren  wir  zunächst  aus  den  Vorlesungen  über  das 
Ikosaeder,  so  sind  sämtliche  Irrationalitäten  der  regulären  Korper  Dreiecks- 
functionen; denn  sie  leisten  alle  die  conforme  Abbildung  einer  Halb- 
ebene auf  Kreisbogendreiecke  mit  bestimmten  Winkeln.  (Es  ist  aller- 
dings, wenn  wir  an  den  Entwicklungen  von  „Ikos.''  festhalten,  die  Lage 
dieser  Dreiecke  auf  der  Kugel  keine  ganz  willkürliche,  so  dass  wir  mit 
partikulären  5-Functionen  zu  thun  haben.)  So  werden  wir  die  Irratio- 
nalität des  Dieders  durch 


*)  Noch  bemerken  wir,    dass  sich  8  als  Qaotient  zweier  nicht  durch  eine 
lineare  Relation  verbundenen  Lösun^^en  der  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

dj^  "^     "  Ai  —  J)       ''  dj  ^     u{i  -j)       y^"" 

darstellt.  Man  wolle  zum  Beweise  dieser  Behauptung  das  dritte  Kapitel  in  Ab- 
schnitt I  von  „Ikos."  zu  Rate  ziehen  und  dortselbst  insbesondere  auch  noch  die  Be- 
ziehungen unserer  obigen  Entwicklungen  zu  Riemann's  P-B'unction  vergleichen. 
Man  sehe  auch  die  unter  p.  94  genannte  Arbeit  von  Schwarz. 
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bezeichnen  können   und  haben  bereits  im  vorigen  Kapitel  die  beiden 
besonderen  Fälle 

zu  betrachten  gehabt.     Die  Tetraeder-Irfationalität  nennen  wir  weiter- 
hin*) 6(J).  Als  partikulärer  5- Function  kommen  ihr  die  Werte  «  =  «  , 

/3  =— ,  y  =-^  zu,  so  dass  wir  schreiben  können: 

Die  Oktaeder-Irrationalität  trat  in  den  beiden  vorigen  Kapiteln  wieder- 
holt als  ^(J)  auf,  so  dass  es  genügen  wird,  nochmals  an  die  Gleichung 


K«D  =  s(|,  |,  I;«'") 


ZU  erinnern,  deren  wir  schon  am  Schlüsse  des  letzten  Kapitels  ge- 
dachten. Endlich  wollen  wir  hinfort  die  Ikosaeder-Irrationaliiät  durch 
t{J)  bezeichnen;  diese  ist  dann  als  partikuläre  s- Function  definiert  durch 


m-s({,l-,i;j). 


Das  wichtigste  Resultat  aber,  das  sich  hier  einstellt,  ist  dieses, 
dass  auch  (o(J)  eine  Dreiecksfuncticn  ist;  denn  in  der  That  erwähnten 
wir  schon  vorgreifend  am  Schlüsse  des  vorigen  Kapitels,  dass  die 
Differentialgleichung  für  m{J)  (Formel  (4)  p.  63)  ein  besonderer  Fall 
der  Differentialgleichung  der  s- Function  sei,  und  wir  gewinnen  jene  wirk- 
lich, indem  wir  in  diese  letztere  die  besonderen  Werte 

«  =  ¥'     ^  =  T'     y==0 

eintragen.    So  haben  wir  (o{J)  als  partikuläre  5-Function  zu  definieren 
durch 

und  gewinnen  nun  den  Fundamentalsatz:  Ein  Zweig  der  Function  (o(J) 
e.  B.  der  Ausgangszweig  bildet  die  einzelne  J- Halbebene  auf  ein  Kreis- 

bogendreieck  mit  den  Winkeln  y;  y?  0  ab**).    Alle  Sätze  des  vorigen 

Kapitels,  die  wir  über  (o(J)  entwickelten,  subsumieren  sich  nun  unter 
die  Eigenschaften,  die  wir  allgemein  für  die  ^-Functionen  erkannten.   So 


•)  Cf.  nnten  §  18.        ♦*)  Cf.  unten  §  21. 

7* 
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z.  B.  war  jeder  Zweig  von  (o(J)  eine  lineare  Function  eines  beliebigen 
z.  B.  des  Ausgangszweiges;  so  fanden*)  wir  weiter  als  Näherungs- 
darstellungen für  den  Ausgangszweig  in  der  positiven  e7- Halbebene 
bei  J^=  0,  1,  <x>  bez. 

—  JL 

(l)cD— p  =  CoJ%    c-i  — c,(J- 1)%    ©  =r^  log  (1728.  J), 

die  sich  ersichtlich  unter  die  Formeln  des  §  14  subsumieren.  Als 
Argumente  für  die  Ecken  des  Ausgangsdreiecks  erscheinen  dabei  die 
wohlbestimmten  Werte  q,  i  und  oo. 

Endlich  haben  wir  noch  einer  5 -Function  zu  gedenken,  welche  den 
bisherigen  Entwicklungen  keineswegs  fremd  ist;  es  ist  die  Function 
07(A).  Wird  gleich  die  Thatsache,  dass  cd{X)  eine  s-Function  ist,  später 
in  directer  Weise  zu  Tage  treten,  so  wollen  wir  doch  den  Nachweis 
schon  hier  liefern,  um  insbesondere  die  Werte  von  a,  ß,  y  festzustellen, 
welche  dieser  s- Function  eigentümlich  sind.  Sicher  ist  (d(A)  durch 
Vermittlung  von  J  eine  analytische  Function,  und  es  ist  auch  sogleich 
zu  sehen,  dass  alle  Zweige  dieser  Function  (d(A)  linear  in  einefn  einzelnen 
darstellbar  sein  werden.  Beschreibt  nämlich  X  einen  geschlossenen  Weg 
in  seiner  Ebene,  so  wird  am  Schlüsse  desselben  J{k)  wieder  seinen  ersten 
Wert  annehmen,  und  demnach  muss  o  entweder  gleichfalls  wieder 
seinen  Anfangswert  angenommen  haben  oder  doch  in  eine  lineare 
Function  dieses  Anfangswertes  übergegangen  sein.  Bei  dieser  Sachlage 
wird  [o];i  eine  eindeutige  Function  von  X  sein,  die  wir  berechnen  wollen. 
Wir  wiederholen  dabei  durchaus  die  Überlegung  des  §  15,  operieren 
mit  einem  Zweige  co  von  (o^X)  und  legen  übrigens  die  in  Fig.  12,  p.  70, 
gegebene  Teilung  der  A- Ebene  der  Betrachtung  zu  Grunde. 

Sei  Xq  zunächst  ein  beliebiger  Punkt,  der  nicht  gerade  in  einen 

Eckpunkt  von  Dreiecken  der  Fig.  12  föllt,  so  sei  dortselbst  J^^^Jq 

und  iD  =»  idq.     Die  Umgebung  von  X  überträgt  sich  conform  auf  die 

von  Jq  und   diese   wieder   in   gleicher   Art   auf  die   von  Oq,  so  dass 

[(o]i  in  Xq  nicht  unstetig  werden  kann.     Sei  zweitens  Xq  einer  der  beiden 

Werte,  für  welche  J  verschwindet,  so  ist  das  für  ©(J)  ein  singulärer 

Wert  von  J.    Inzwischen  haben  wir  dann,  unter  cdq  den  zugehörigen 

Wert  von  o  verstanden,  neben  einander  annähernd 

1  i_ 

X  —  A^  =  CqJ    ,    o  —  öq  =  c^J    , 

so  dass  o  —  ©0  =  c(A  —  Xq)  wird  und  [(o]x  für  Xq  nicht  unstetig 
werden  kann.  Genau  das  nämliche  Resultat  erhalten  wir  für  jeden 
der  drei  Werte  X,  für  welche  «7=1  wird,  und  es  bleiben  sonach  nur 


•)  Man  sehe  die  Formeln  (3)  und  (6)  pg.  61. 
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noch  allein  die  drei  Punkte  A  =  0^  1,  oo  zu  untersuchen,  in  denen 
J  =  oo  wird.  Sei  einer  von  ihnen  A^,  und  (Oq  zugehöriger  Wert  des 
Zweiges  cd,  so  haben  wir  nunmehr  zu  gleicher  Zeit: 


X  —  kt.=^  c\J 


2 


(D 


CO 


0 


a  log  6/ 
Eliminieren  wir  J^  so  kommt  mit  gewissen  zwei  neuen  Constanten  A,  B: 

*»  -  "0  •=  4  log  5(1 -i,)*)- 

Unter  Berücksichtigung  dieser  Angaben  ist  nach  Analogie  von  §  15 
sofort  das  Resultat  zu  überblicken.    Als  Differentialgleichung  findet  sich: 

r   1  _        J_        ,    J 1 

l^U  —  2(J  _  1)«  "T  2  J«         2  J(J-  1)' 

und  man  hat  also: 

cd(A)«s(0,  0,  0;  X). 

Hieraus  schliessen  wir  sofort:  Irgend  ein  Zweig  der  Function  cd(A) 
leistet  die  Abbildung  einer  X- Halbebene  auf  ein  Kreisbogendreieck  mit 
durchgehends  verschwindenden  Winkeln. 

Überblicken  wir  noch  einmal  die  im  Laufe  des  Paragraphen  nam- 
haft gemachten  Dreiecksfunctionen,  so  muss  uns  die  Thatsache  auf- 
fallen, dass  alle  hier  zur  Geltung  kommenden  Werte  von  «f,  /S,  y  ratio- 
nale Brüche  mit  dem  Zähler  1  sind.  Alle  genannten  Dreiecksfunctionen 
sind  sonach  in  der  allgemeinen  Form 


enthalten,  wo  die  i/,-  gar^e  Zahlen  oder  auch  cx>  bedeuten  sollen.  Die 
bei  den  betrachteten  Functionen  eintretenden  Zahl  werte  der  v  fassen 
wir  in  der  Tabelle  zusammen 


*'i 

"» 

fj 

f*W      2 

2 

2 

A(J)      2 

3 

2 

W) 

2 

3 

3 

^(J) 

2 

3 

4 

1{J) 

2 

3 

5 

m(J) 

2 

3 

oo 

«(A) 

oo 

oo 

oo 

*)  Hiermit  erklärt  sich  die  frühere  (p.  66)  Bemerkang,  dass  bei  Darstellnng 
der  Perioden  m^ ,  a>,  als  Functionen  von  X  für  die  UmgebuDg  jedes  der  singulären 
Punkte  il  B.  0^  i^  oo  Logarithmen  auftreten. 


102      1}  3.    Conformc  Abbilduogen  als  Definition  der  Dreieckefunctionen. 

§  17.     Arteinteilong  der  Dreieoksfunctionen. 

In  einem  letzten  Teile  des  vorliegenden  Kapitels  bringen  wir  jetzt 
unsere  Untersuchung  der  Dreiecksfunctionen  dadurch  zum  vorläufigen 
Abschlufs,  dafs  wir  das  Symmetriegesetz  thatsächlich  ausbeuten,  um 
uns  aus  einem  ersten  vorgegebenen  Dreiecke  mit  den  Winkeln  «ä, 
/3ä,  yx  durch  Vervielfältigung  diejenige  Figur  herzustellen,  die  alle 
wesentlichen  Eigenschaften  von  5(a,  /3,  y\  J)  zur  Anschauung  bringt. 
Hier  soll  nun  freilich  nicht  jedes  mögliche  Zahlsystem  für  a,  /J,  y  zu- 
gelassen werden;  wir  sondern  vielmehr  nur  diejenigen  5 -Functionen  zur 
näheren  Untersuchung  aus,  det'en  inverse  Functionen  J(s)  eindeutig  sind. 
Da  ist  es  eine  erste  Bedingung,  die  wir  fordern  müssen,  dass  sich 
die  Dreiecke  bei  ihrer  Vervielfältigung  glatt  um  ihre  Ecken  herum 
anordnen.  Sie  sollen  also  die  Umgebungen  solcher  Ecken  einfach  und 
ohne  mit  einander  zu  coUidieren  bedecken,  wie  wir  dies  von  der 
Oktaederteilung  her  gewohnt  sind.  Wir  wollen  sogleich  diese  For- 
derung in  eine  Bedingung  für  die  Zahlen  cc,  ß,  y  umsetzen,  welch' 
letztere  wir  vorerst  von  Null  verschieden  voraussetzen. 

Betrachten  wir  zunächst  die  Umgebung  des  Scheitelpunktes  etwa 
vom  Winkel  «tt.  Wir  dürfen  in  einfachster  Weise  dessen  Schenkel  als 
gerade  voraussetzen;  denn  es  ist  sofort  ersichtlich,  dass  diejenigen  Eigen- 
schaften der  Dreiecke,  um  welche  es  sich  hier  handelt,  sich  auf  kreis- 
verwandte Figuren  invariant  übertragen.  Sollen  wir  nun  vom  so  ge- 
dachten Ausgangsdreieck  aus,  wenn  wir  es  um  den  Scheitelpunkt  des 
Winkels  an  herum  vervielfältigen,  thatsächlich  nach  einmdligem  Um- 
kreis zu  diesem  nämlichen  Dreieck  zurückgeführt  werden,  so  ist  offen- 
bar die  einzige  Bedingung  dafür  diese,  da;ss  die  Zahl  a  ein  rationaler 

Bruch  mit  dem  Zähler  1  ist: 

1 
a  =  — 

In  der  That  wird  für  einen  solchen  Wert  von  a  der  Scheitelpunkt 
des  Winkel  utc  im  Mittelpunkt  eines  Kranzes  von  21/^  abwechselnd 
symmetrischen  und  congruenten  Kreisbogendreiecken  liegen,  welche 
die  Umgebung  dieses  Mittelpunktes  vollständig  und  einfach  bedecken. 
Völlig  analogen  Charakter  trägt,  wie  schon  angedeutet,  die  entspringende 
Figur  bei  allgemeinerer  Lage  des  Kreisbogendreiecks,  nur  dass  dann  an 
Stelle  der  elementaren  Symmetrie  und  Gongruenz  der  2v^  Dreiecke, 
allgemein  zu  reden,  indirecte  und  directe  Kreis  Verwandtschaft)  tritt*). 
Indem    wir  die  Gültigkeit   dieser  Überlegung  sofort  auch  auf  ß 

*)  Zur  Yeranschaulichung  der  geschilderten  Verhältnisse  dienen  die  oben 
benutzten  wie  die  sogleich  mitzuteilenden  Figuren. 
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und  y  ausdehnen;  entspringt  der  Satz:  lEinc  s-Function,  deren  inverse 
Functioth  J(s)  eindeutig  ist^  hat  notwendig  die  Form  des  vorigen  Paragraphen: 

(1)  ^ih  h  h  -^y 

Dass  aber  auch  jede  5- Function  dieser  Gestalt  eine  eindeutige  inverse 
Function  c7^(5)  hat,  werden  wir  im  Laufe  der  nächsten  Paragraphen 
erkennen.  Derselbe  Satz  gilt  auch  noch,  wie  wir  erst  weiter  unten 
zeigen^  wenn  man  unendlich  grosse  Werte  der  v  zulässt.  Von  hier 
aus  wird  dann  die  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  besprochene 
Erscheinung  ihre  richtige  Würdigung  erfahren. 

Indem  nun  unsere  weitere  Betrachtung  auf  die  5- Functionen  (1) 
d.  i.  auf  die  partikulären  Losungen  von  (5)  p.  63  eingeschränkt  bleibt^ 
begründen  wir  eine  Einteilung  derselben  in  drei  Arten  auf  folgende 
Weise.    Zur  ersten  Art  rechnen  wir  die  s-Functionen  (1),  für  welche 

^l  V^  ^3 

ist;  für  die  zweite  Art  soll  diese  Summe  gleich  1,  für  die  dritte  kleiner 
cUs  1  sein.  Es  ist  zweckmässig,  das  erste  Dreieck  sich  jederzeit  so 
gelagert  zu  denken,  dass  es  zwei  gerade  Seiten  hat.  Wir  können  als- 
dann an  diesem  Dreieck  unsere  Arteinteilung  sehr  leicht  charakteri- 
sieren. Im  ersten  Falle  wird  die  dritte  Seite  des  Dreiecks  ihre  concave 
Krümmung  dem  Innern  des  Dreiecks  zuwenden,  im  dritten  Fall  da- 
gegen ihre  convexe^  während  ein  zur  zweiten  Art  gehöriges  Dreieck 
gedachter  Form  geradlinig  ist. 

§  18.    Die  s-Fnnoticnen  erster  Art. 

Man  zeigt  leicht  oder  entnimmt  aus  „Ikos/^  p.  117  u.  f.,  dass  die 
einzigen  Lösungen  von 

:!-  +  :^  +  :?->l 


^X       •      ^  ^3 


in  ganzen  Zahlen  v  die  nachstehend  tabellarisch  zusammengestellten  sind: 


»»l 

V, 

»'s 

2 

2 

n 

2 

3 

3 

2 

3 

4 

2 

3 

5  . 

Wir  haben  sonach  den  Satz:  Die  s-Functionen  erster  Art  sind  identisch 
mit  den  Irrationalitäten  der  regulären  Körper*),    Für  die  erste  der  vier 

*)  Halt  man  an  den  bestimmten  Gleichnngsformen ,  die  in  ,4koB/*  als  Defi- 
nition dieser  Irrationalitäten  gegeben  werden,  fest,  so  wird  der  Satz  des  Textes 
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aufgeschriebenen  Möglichkeiten  haben  wir  bereits  im  Anfang  des  Kapitels 
zwei  Beispiele   gehabt*)  (w  =  2,  3),   und   ebenso   ist  dortselbst   der 

dritte  Fall  sfy,  y,  — ;  Jj  bereits  erledigt.    Es  erübrigt  den  zweiten 

und  vierten  Fall  noch  durch  Figuren  zu  erläutern,  wobei  wir  immer 
das  Ausgangsdreieck  mit  zwei  geradlinigen  Seiten  versehen. 


Vom  Dreieck  mit  den  Winkeln 


n 


n 


it 


kommen  wir  zu  der  in 


2  '   3  '  3 

Fig.  28  dargestellten  Überdeckung  einer  complexen  Ebene,  deren  Vari- 
abele  wir  g  nennen.     Durch  zweckmässige   Projection  auf  die  Kugel- 


Fig.  29. 


Fig.  28. 

Oberfläche  entspringt  die  Tetraederteilmig  derselben,  welche  Fig.  29  wieder- 
giebt.  Die  | -Ebene  ist,  wie  man  sieht,  von  einem  Complex  von  2  12 
Dreiecken  einfach  überdeckt.     Es  folgt  daraus:  Die  Fundioti 

KJ')  =  5(y>-3^|;^) 

ist  eine  algebraische  Functimi  12*®°  Grades,  deren  inverse  Function  J(^) 
eindeutig  und  also  rational  ist  Bei  der  Orientierung  der  Dreiecksteilung 
in  der  |-Ebene,  wie  sie  in  Fig.  28  vorliegt,  haben  wir 

(1)         J:J-\:l=  g3(g«  +  Sy :  (g«  -  20g^  -  8)^ :  64(5^  -  1)», 

welche  Form  der  Tetraedergldchtmg  durch  die  Substitution:' 


(2) 


1 

J 


aus  Formel  (Gl*")  in  „Ikos".  p.  60 


in   präcieerer   Fassung   lauten:    Die  8- Functionen   erster    Art   sind   irgendwelche 
lineare  Functionen  der  Irrationalitäten  der  regulären  Körper. 

*)  Über  die  Bedeutung  des  Grenzfalis  n  =»  <x>  vgl.  man  „Ikos.**  p.  128. 
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hervorgeht. 

Endlich  führt  die  Vervielfältigung  des  Dreiecks  mit  den  Winkeln 


Fig.  30. 

,  -g^,  "ö"  ^^^  ^^®  ^^  "^^8-  3ö  dargestellte   Überdeckung   der  g-Ebene 

mit  2  •  60  Kreisbogendreiecken;  die  auf  die  Kugel  projiciert  in  Fig.  31 
die  Ikosaederteilung   hervorbringen.     Sonach   ist  g(J)  eine  algebraische 
Function  60***^**  Grades  von  J  mit  inverser  rationaler  Function  J(i).    Die 
stattfindende  Relation  ist  die  Ilwsaedergleichnng^)  mit  der  Form: 
J\J  -  1  :  i  =1  (—  g«^  _  1  +  228(g»^  —  l^)  —  494g^«)3 

:  -  (£;»«  +1  +  522  {^'  -  D  — 10005  (^  +  §^'))' 
:  1728  g5(g^°  +  lU'  —  1)'. 

*)  Cr*.  „Iko8."  r.  Kap.  2  §§  IS,  14. 
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Indem  wir  vorgreifeud  bemerken,  dass  die  zur  zweitea  und  dritten 
Art  gehörigen  Dreiecke  bei  der  Vervielfältignug  stets  zu  unendlich 
vielen   neuen   Dreiecken   fOhreD,  können  wir  den  Satz  aufstellen:   Die 


^'Functionen  erster  Art  oder  die  Irrationalitäten  der  regulären  Kölner 
sind  die  eineigen  s- Functionen ,  welche  algebraische  Functionen  von  J 
mit  rationalen  inversen  Functionen  darstellen. 

§  19.     Die  8-Fiinotionen  Bweiter  Art 
Lösungen  der  Gleichung 

i  +  i  +  -.7-' 

in  ganzen  Zahlen  Vj,  v^,  r,  giebt  es  überhaupt  nur  drei,  die  wir  wieder 
tabellarisch  aufstellen: 


'i  ''» 

2  3 

2  4 

3  3 


4 

3  . 

Die  bezQglichen  Ausgangsdreiecke  können,  wie  wir  schon  s^ten,  gera<I- 
linig  angenommen  werden,  und  wir  gelangen  so  zu  den  drei  in  Fig.  32 
dargestellten  Überdeckongen  der  Ebene. 

Die  gegenwärtigen  Fälle  achliessen  sich  an  die  soeben  besprochenen 
insofern  an,  als  auch  jetzt  die  Dreiecke  die  ganze  s-Ehene  einfach  und 
vollständig  bedecken.  Das  Neue  ist,  dass  hier  zu  diesem  Zweck  eine 
unendliche  Anzahl  von  Dreiecken  erforderlich  ist.  Eine  ganz  besondere 
Rolle  spielt  der  unendlich  ferne  Punkt  der  s-Ebene,  und  wir  mögen 
ihn  deshalb  der  Anschauung  noch  zugänglicher  machen,  indem  wir  zu 
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einer  kreisverwandten  Figur  tlbergehen,  bei  der  er  in  die  endliche  Lage 
des  Punktes  P  gelangen  soll.  Für  diesen  Fall  ist  das  gegebeue  Aus- 
gangsdreieck von  wirklichen  Kreisen  be- 
grenzt, die  alle  drei  durch  den  PunM  P 
gehen.  Wie  wir  dann  aucli  immer  bei 
der  fortschreitenden  Bedeckung  der  s-Ebene 
mit  Ereisbogendreiecken  neue  Grenzkreise 
durch  Spiegelung  hervorrufen,  stets  werden 
doch  diese  letzteren  wieder  durch  den 
Punkt  P  bind uTchl auf en.  Dabei  ist  das 
Spiel  der  etttstehendeu  Figur  ein  solches, 
dass  sie  nach  und  nach  anwachsend  sich 
von  allen  Seiten  jenem  gedachten  Punkte 
annähert.  So  lange  aber  eine  endliche  Zahl 
von  Spiegelungen  vorgenommen  ist,  bleibt 
immer  noch  ein  endlicher  Bereich  um  den 
Fuokt  P,  der  von  Dreiecken  frei  ist.  Erst 
durch  eine  wne»dliche  Folge  von  Dreiecken 
werden  mr  P  rings  eneicfien  iiinnen  und 
seine  Umg^nmg  voü  und  einfach  bedecken. 
Dabei  müssen  die  Dreiecke  iu  ihren  Dimen- 
sionen gegen  den  Punkt  P  hin,  falls  derselbe 
im  Endlichen  liegt,  unendlich  klein  werden; 
denn  in  jeder  noch  so  Icleinen  Umgebung 
von  P  liegt  eine  unendliche  Zahl  von  ihnen. 
Eine  s- Function  zweiter  Art  ist  so- 
nach unen^ich  vieldeutig  von  J  abMngig,  und  ihre  inverse  Function 
J{s)  ist  ewar  eindeutig,  aber  ^anscendent.  Der  Punkt  P  ist  für  J(s)  ein 
toesentlich  singulärer  Funkt;  denn  J(s)  nimmt  in  jeder  noch  so  kleinen 
Umgebung  von  P  jeden  complexen  Wert  unendlich  oft  an*). 

•)  Die  hier  beaprochenen  s(J)  nnd  ihre  inveraen  FanctioDen  J(b)  eind,  falU 
man  die  Dreiecke  geradlinig  aaDimmt,  sehr  bekannt-  Ahdaim  iet  nämlich  J(ti) 
eine  eindeutige  doppelt-periodische  Fonction  ihres  Argumentes,  wie  man  denn 
sofort  aiiB  den  Dreiecken  der  Figuren  32  bezügliche  Periodenparallelogramme  aut- 
baut.  Die  Gestalt  dieser  Parallelogramme  ist  dabei  in  jedem  Falle  eine  charakte- 
ristische. Function  »{J)  erscheint  Bonach  in  diesen  Fällen  als  olliptisches  lutegral 
erster  Gattung,  dessen  obere  ürense  J  ist,  während  seine  absolute  Invariante  je 
einer  festen  Zahl  gleich  ist.  Für  letztere  berechnet  man  in  den  drei  Fällen 
bei.  0,  1,  0. 
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§  20.     Die  5-Fanotionen  dritter  Art. 

Alle  unendlich  vielen  in  den  beiden  vorigen  Paragraphen  noch 
nicht  genannten  Tripel  ganzer  Zahlen  v^  v^,  1/3  definieren  ^-Func- 
tionen dritter  Art.  Bei  ihnen  werden  wir  durch  das  Symmetriegesetz 
zu  völlig  neuen  Ergebnissen  geführt,  die  um  so  mehr  interessieren 
müssen,  als  ja  die  beiden  späterhin  besonders  in  Betracht  kommenden 
s-Functionen  a)(J),  (d(A)  solche  der  dritten  Art  sind. 

Versieht  man  vorübergehend  ein  vorgegebenes  zur  dritten  Art  ge- 
höriges Dreieck  y  für  welches  wir  zunächst  an  der  Voraussetzung  end- 
licher Vi  festhalten,  mit  zwei  geradlinigen  Seiten,  so  ist  die  dritte  Seite, 
wie  wir  schon  bemerkten,  gegen  das  Dreieck  convex  gekrümmt.  Es 
giebt  infolge  dieses  letzten  Umstandes  einen  bestimmten  reellen  Kreis 
der  Ebene,  der  die  drei  Grenzlinien  des  Dreiecks  unter  rechtem  Winkel 
schneidet.  Dieser  Kreis,  der  sogleich  die  grösste  Bedeutung  gewinnen 
wird,  soll  der  OrthogonalJcreis  heissen.  Indem  wir  von  diesem  Ausgangs- 
dreiecke jetzt  zu  einer  beliebigen  kreisverwandten  Figur  übergehen, 
bleiben  diese  Verhältnisse  offenbar  invariant,  und  wir  sagen  demnach: 
Jedes  mr  dritten  Art  gehörige  Kreisbogendreieck  hesitfst  einen  einzigen 
reellen  Orthogonalkreis*). 

Jetzt  zerlegt  jeder  einzelne  Grenzkreis  des  vorgegebenen  Dreiecks 
die  Fläche  des  Orthogonalkreises,  in  dessen  Innerem  wir  das  Dreieck  ge- 
legen denken,  in  zwei  sichelförmige  Bereiche,  welche  bei  Spiegelung  an 
jenem  Grenzkreise  mit  einander  permutiert  werden.  Es  entspringen  daraus 
die  beiden  höchst  wichtigen  Sätze:  Durch  Inversion  nachdem  Symmetrie- 
gesetz erhalten  wir  aus  dem  ersten  Dreieck  ein  zweites,  das  mit  jenem  den 
Orthogonalkreis  gemeinsam  hat  und  gleichfalls  im  Innern  desselben  liegt. 
Wir  schliessen  sofort:  Wie  weit  man  auch  den  Vervielßltigungsprocess  fort- 
setzen mag,  alle  entspringenden  Dreiecke  haben  wieder  den  nämlichen  Orthogonal- 
kreis wie  das  erste  und  alle  liegen  mit  jenem  ersten  im  Innern  dieses  Kreises. 

Wir  haben  späterer  Anwendung  wegen  besondere  Veranlassung,  die 

s-Function  «(-ö";  Y^  y5  *v  ^^  betrachten,  und  die  ihr  entsprechende 

Figur  ist  in  33  begonnen.  Der  äussere  Kreis  ist  der  Orthogonalkreis, 
und  nun  tritt  die  merkwürdige  Erscheinung  ein,  dass,  in  welcher  Rich- 
tung wir  die  Inversion  der  Dreiecke  von  der  schon  gewonnenen  Figur 
aus  weiter  fortsetzen  mögen,  wir  freilich  immer  neue  Dreiecke  er- 
halten, aber  doch  den  Orthogonalkreis  nicht  überschreiten  werden.  Je 
näher   wir   vielmehr    dem    Orthogonalkreise   zustreben,   um   so    mehr 

**)  Für  ein  Dreieck  der  ersten  Art  wird  der  Orthogonalkreis  imaginär,  für 
ein  solches  der  zweiten  Art  zieht  er  sich  als  anendlich  kleiner  reeller  Kreis  auf  den 
Punkt  P  zusammen,  in  welchem  sich  die  Seiten  eines  solchen  Dreiecks  kreuzen. 
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werden  die  neu  entepriugeDdea  Dreiecke  zusammenschrutupfen,  so  dass 
alle  noch  im  Innern  des  Kreises  Platz  finden.  Dabei  ist  es  von  grösster 
Wichtigkeit,  dass  jedes  in  endlieker  Entfemtmg  vom  Orthogonalkreis  ge- 
legene Dreieck  auch  eine  endliche  Grösse  hat.    Wir  sehen  dergestalt:  In 


jeder  noch  so  kleinen  endlichen  Entfernung  vom  OrthogonaTkreis  ist  das 
Spiel  der  entstehenden  Dreiecke  genau  das  nämlichef  das  wir  hei  den 
grösseren  Dreiecken  in  der  Mitte  des  OrthogoruUkreises  vor  Augen  sehen. 
Immer  tcieder  tcerden  sich  die  Dreiecke  glatt  an  einander  reihen  und  mit 
tvachsender  Aneähl  das  Innere  des  Orthogonalkreises  mehr  und  mehr  voll- 
ständig und  einfach  bedecken.  Nur  erst  in  unendlicher  Nä}i£  jedes  Punktes 
vom  Orthogonalkreise  werden  die  Dreiecke,  die  sich  hier  in  unendlichen 
Mengen  von  allen  Richtungen  aus  dem  Innern  dieses  Kreisen  eusamtnen- 
drängen,  m  ihren  Dimensionen  unendlich  klein. 

Die  sehr  merkwürdige  so  erhaltene  Dreiecksfigur  seilen  wir  nun  im 
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Sinne  von  §l,(p.65),al8Er8atzderRiemann'schenFlächefür5(—,  — ,  — ;«/) 

an  und  wollen  die  Fandamentaleigenschaften  dieser  Function  und  ihrer 
inversen  aus  derselben  ablesen.  Wir  sehen  sofort:  Es  ist  s(J)  eine 
unendlich  vieldeutige  Function  von  J^  deren  inverse  Function  J(s)  zu- 
folge der  einfachen  Überdeckung  des  Innern  vom  Orthogonalkreise 
eben  in  diesem  Innern  eine  eindeutige  Function  ihres  Argumentes  ist. 
Sie  hat  dabei  in  jedem  Bereich^  der  im  Innern  des  oft  genannten 
Kreises  liegt  und  seiner  Peripherie  nirgends  unendlich  nahe  kommt,  den 
Charakter  einer  rationalen  Function,  indem  sie  nur  in  der  endlichen 
Zahl  der  Dreiecksecken  dritter  Art,  welche  auf  jenen  Bereich  entfallen, 
unendlich  wird,  und  zwar  je  algebraisch  1/3 -fach.  Indem  aber  je  zwei 
benachbarte  Dreiecke  der  Teilung  ein  conformes  Abbild  der  J- Ebene 
liefern,  wird  J(s)  in  noch  so  kleiner  Umgebung  eines  auf  dem  Ortho- 
gonalkreise selbst  gelegenen  Punktes  jeden  Wert  unendlich  oft  an- 
nehmen: Der  Orthogondlkreis  bildet  eine  überall  dichte  Folge  von  wesent- 
lich singulären  Punkten  für  J(s). 

Definiert  man  J(s)  für  einen  Bereich  im  Innern  des  Orthogonalkreises 
durch  eine  Potenzreihe,  so  reicht,  wie  man  weiss,  deren  Convergenzkreis  um 
den  gewählten  Mittelpunkt  bis  zum  nächsten  Unstetigkeitspunkte  gerade 
heran.  Bildet  man  jetzt  analytische  Fortsetzungen,  so  wird  man  sich 
mit  den  Convergenzkreisen  der  weiterhin  folgenden  Reihenentwicklungen 
zwischen  den  gesetzmässig  im  Innern  des  Orthogonalkreises  liegenden 
Unstetigkeitsstellen  von  J(s)  hindurchwinden  können.  Aber  diese  Punkte 
liegen  immer  dichter,  je  mehr  wir  uns  dem  Orthogonalkreise  nähern 
und  folgen  auf  einander  in  dessen  grösster  Nahe  unendlich  dicht.  Wir 
schliessen,  dass  die  Convergenzradien  unserer  Entwicklungen  bei  An- 
näherung an  den  Orthogonalkreis  immer  kleiner  und  kleiner  werden  und 
endlich  in  dessen  grösster  Nähe  verschwindend  klein  werden.  Können 
wir  sonach  auch  durch  analytische  Fortsetzung  von  J(s)  dem  Orthogonal- 
kreise  beliebig  nahe  kommen^  so  erscheint  es  unmöglich  ihn  zu  überschreiten;  in 
diesem  Sinne  heisst  derselbe  die  natürliche  Grenze  der  Function  J(s)*) 

§  21.     Die  zu  o(A)  imd  G)(jy  gehörigen  Dreieoksflguren. 

Die  Betrachtung  des  vorigen  Paragraphen  umfasst  formell  die 
beiden   von  früher  her  bekannten  5 -Functionen  o(A)  und  (o{J)  noch 

*)  Die  hiermit  entwickelten  Resultate  dürften  die  interessantesten  sein, 
welche  Hr.  Schwarz  vermittelst  des  Symmetriegesetzes  erzielt  hat.  Die  Existenz 
natürlicher  Grenzen  analytischer  Functionen,  welche  bis  dabin  nur  in  einzelnen 
Fällen  bemerkt  worden  war  (vgl.  bezügliche  Angaben  in  Schwarz*  p.  94  genannter 
Arbeit),  wird  hierdurch  zu  einer  in  allen  Einzelheiten  anschauungsmässig  verständ- 
lichen Thatsache  erhoben. 
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Dicht  mit,  da  wir  zur  Yereiofachung  der  AuBdruckeweise  vorläufig  die 
ganzen  Zahlen  vi  als  endlich  Toraussetzten.  Inzwischen  bleiben  doch 
tOr  unendliche  v  und  insbesondere  iQr  jene  beiden  uns  späterhin  zu- 
meiet  interessierenden  s-Functionen  dritter  Art  alle  wesentlichen  so- 
eben gewonnenen  Änsehaunngen  bestehen,  was  wir  zuvorderst  fQr 
a(l)  =.  s(0,  0,  0;  A)  zeigen. 

Nehmen  wir  in  einfachster  Weise  das  Ausgangsdreieck  mit  den 
drei  Winkeln  0   als  gleichseitig   an,  so  ist  sogleich  evident,  dass  der 
dem  Dreieck  umschriebene  Kreis  Ortbogonalkreis   wird.     Hier  ziehen 
sich  also   die  Spitzen  des  Dreiecks   bis  zum   Orthogonalkreise  heran, 
and  es  wird,    sofern    wir   nun   den  Vervielfältig ungsprocess  vor  sich 
gehen   lassen,   ersichtlich 
jedes  neu  erzeugte  Dreieck 
seine    drei    Spitzen    zum 
Orthogonalkreise    senden. 
Übrigens     geschieht    das 
Anwachsen  des  Dreiecks- 
complexea  hier  noch  sehr 
viel  durchsichtiger,  als  in 
den  Fällen  endlicher  v,  wie 
die  nebenstehende  Fig.  34 
bezeugen  wird.     Brechen 
wir  den  Process  nach  Er- 
zeugung   einer    endlichen 
Zahl    von    Dreiecken   ab, 
so  haben  wir  voUständ^ 
und    einfach    das    Innere 
eines  Bogenpolygons   mit 

Dreiecken  bedeckt,  wo  in  der  Kette  der  Grenzkreise  des  Polygons  je 
zwei  benachbarte  einander  in  einem  Punkte  des  Ortbogonalkreisee 
berühren,  während  sie  alle  auf  dem  gemeinsamen  Orthogonalkreise 
senkrecht  stehen.  Jede  weitere  Spiegelung  reiht  ein  neues  Dreieck 
zwischen  dem  spiegelnden  Kreise  und  dem  Orthogonalkreise  der  schon 
gebildeten  Fignr  an.  Nach  und  nach  erscheint  der  Orthogonalkreis 
immer  dichter  von  Spitzen  der  Dreiecke  tibersäet,  und  in  der  fertigen 
Figur  strahlt  von  jedem  solchen  Punkte  des  Ortbogonalkreisee  ein 
Fächer  von  unendlich  vielen  neben  einander  angereihten  Dreiecken  in 
das  Innere  der  Figur  hinein. 

Wir  verweilen  nicht  beim  Beweise  des  elementaren  Satzes,  dass 
jedes  Kreisbogendreieck,  dessen  sämtliche  Winkel  verschwinden,  mit 
dem  gerade  zum  Ausgaugsdreiecke   gewählten  gleichseitigen  Dreiecke 
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kreisvemandt  ist.  Auf  Grund  dieses  Satzes  ist  iusbesoodere  die  zu 
ia(X}  gehörende  Figur  mit  der  in  Fig.  34  gegebenen  kreisverwandt. 
Wir  haben  also  fttr  die  inverse  Function  l(m)  vor  allen  Dingen:  X{ia) 
ist  eine  ändeutige  Function  von  m,  die  jedoch  eine  kreisförmige  natürliche 
Grenze*)  hat,  über  welche  hinüber  wir  die  Function  nicht  fortsetzen 
Mnnen.  In  jedem  Bereich  im  Innern  der  natürlichen  Grenze,  welcher 
dieser  letztem  nirgends  unendlich  nahe  kommt,  hat  l{a)  den  Charakter 
einer  ganzen  Function;  in  der  That  liegen  ja  die  Unstetigkeitep unkte 
unendlich  dicht  gesehaart  sämtlich  auf  dem  Orthogonalkreise. 

Letzten  Endes  haben  wir  einen  sehr  bequemen  Übergang  von 
Fig.  34  zum  Kreisbogendreieck**)  mit  den  Winkeln  -^i  y»  0,  Wir 
werden  im  ersten  gleichseitigen  Dreieck  der  Fig.  34  die  drei  Höhen 


Fig.-M. 

ziehen  und  haben  dasselbe  dann  dergestalt  in  sechs  Ereisbogendreiecke 
zerlegt,  die  gerade  die  beabsichtigten  Winkel  --  >  t  f  0  aufweisen.  Diese 

*)  Die  inaonderheit  die  reelle  m-Axe  ut,  wie  sich  eogleicli  zeigen  wird. 
**)  Cf.  Klein,  Amtlicher  Bericht  der  Natarforacherrersamniluiig  zu  MOncbeD, 
1877  ()i.  104),  wo  dienet  Übergaog  zum  eratcn  Mule  geschildert  int 
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können  dann  thatsächlich  nach  dem  Symmetriegesetz  als  aus  einem 
einzigen  derselben  hervorgegangen  gedacht  werden,  indem  ja  je  zwei 
benachbarte  ohne  weiteres  bezüglich  ihrer  gemeinsamen  Seite  sym- 
metrisch sind.  Der  Vervielfaltigungsprocess  auf  die  neuen  Dreiecke 
angewandt  wird  dann  ersichtlich  das  Resultat  haben,  dass  eine  analoge 
Unterteilung  in  sechs  Dreiecke  für  jedes  Dreieck  der  Fig.  34  statt- 
findet, und  wir  werden  dergestalt  zur  Fig.  35  geführt,  deren  weitere 
Eigenart  nach  den  voraufgehenden  Erörterungen  wohl  sofort  ver- 
standlich ist. 

Sicherlich  ist  nun  wieder  die  zu  cj(J)  gehörige  Figur  mit  der 
gezeichneten  kreisverwandt  und,  um  erstere  selbst  zu  gewinnen,  brauchen 
wir  nur  auf  den  in  §  16  begründeten  Satz  zurückzugehen,  dass  der 
Ausgangszweig  ci>(J)  die  positive  J-Halbebene  auf  ein  Kreisbogen- 
dreieck abbildet,  dessen  J=0,  1,  oo  entsprechende  Ecken  bez.  nach 
<D  =  p,  i,  cx>  fallen.  Gehen  wir  also  von  Fig.  35  zu  einer  kreis  ver- 
wandten Figur,  in  der  das  Ausgangsdreieck  die  solchergestalt  angezeigte 


a*-  -/ 


U'=0 


u:-^'- 


Fig.  96. 


Lage  hat,  so  kommt  Fig.  36,  in  der  nun*)  der  Orthogonälkreis  mr  reellen 
(O'Axe  fjewo7'den  ist,  während  die  positive  co-IIalbebene  lüclcenlos  und 
einfach  von  Kreisbogendreiecken  bedeckt  ist.  Da  haben  wir  jetzt  den 
Ersatz  der  Riemann'schen  Fläche  für  cd(J)  vor  Augen,  den  wir  zu 
Anfang  dieses  Kapitels  in  Aussicht  nahmen,  und  sehen,  wie  sich  die 
am  Schlüsse  des  vorigen  Kapitels  für  diese  Function  gegebenen  Sätze 

*)  In  Übereinstimmung  mit  der  soeben  für  X{(o)  gemachten  Bemerkung. 

Klein'Fricke,  Modalfnnctionen.  8 
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anschaulich  darlegen.  Insonderheit  aber  haben  wir  dem  vorigen  Kapitel 
gegenüber  die  neuen  Resultate:  Die  inverse  Function  J{p)  ist  eine  ein- 
deutige transcendente  Function  von  cd,  welche  in  der  ganzen  positiven 
CO -Halbebene,  aber  nirgendwo  sonst  existiert.  Die  reelle  Axe  ist  natürliche 
Grenze  für  J^coi),  Irgend  zwei  neben  einander  liegende  Dreiecke  der 
Fig.  36  geben,  wie  wir  wissen,  ein  ToUstandigcs  Abbild  der  ef- Ebene. 
Ziehen  wir  dann  noch  yom  vorigen  Kapitel  den  Satz  heran,  dass  es 
insbesondere  die  gameahligen  Substitutionen  der  Determinante  1 

(1)  -'=^^     aS-ßy=l 

sein  müssen,  welche  die  Kreisverwandtschaft  gleichartiger  Dreiecke  in 
Fig.  36  vermitteln,  i\nd  dass  gerade  auch  die  Gesamtheit  dieser  Sub- 
stitutionen in  der  Figur  zur  Geltung  kommen  muss,  so  entspringen 
die  fundamentalen  Resultate:  J(jco)  ändert  bei  Ausführung  der  Sub- 
stitutionen (1)  seinen  Wert  nicht,  und  zwei  Werte  von  ©,  wdche  denselben 
Wert  von  J  liefem,  sind  durch  eine  Substitution  (1)  verbunden.  Es  sind 
das  Sätze,  auf  die  wir  noch  wiederholt  zurückkommen  werden. 

Die  vom  zweiten  Kapitel  her  bleibenden  Fragen  in  Ansehung  des 
Wesens  der  Function  o)  (e7)  und  ihrer  inversen  Function  J(aj)  haben  sich 
nun  gelöst,  und  indem  wir  in  allen  während  der  bisherigen  Entwicklung 
überhaupt  betrachteten  Grössen  Dreiecksfunctionen  specieller  Art  er- 
kannten, haben  wir  mit  deren  gründlicher  Beschreibung  in  diesem 
Kapitel  einen  ersten  Abschluss  unserer  Untersuchung  erreicht.  Es 
gilt,  nunmehr  auf  dem  gewonnenen  Grunde  diejenigen  Problemstellungen 
zu  entwickeln,  deren  Erledigung  der  Inhalt  aller  noch  folgenden  Be- 
trachtungen sein  soll*). 


*)  Wir  fügen  hier  nachträglich  noch  einige  Bemerkungen  fQr  die  Betrachtung 
der  8- Functionen  auf  der  Kugeloberfläche  an  (cf.  Fu^isnotc  p.  93),  da  sich  vermöge 
derselben  die  oben  getroffene  Artointeilung  dieser  Functionen  besonders  einfach 
kennzeichnen  lilsst.  Kach  stercographischer  Projcction  der  zu  einer  einzelnen 
8- Function  gehörigen  Teilung  auf  die  Kugelfläche  erscheint  letztere  ganz  oder 
teilweise  mit  einer  Teilung  in  Kreisbogendreiecke  überdeckt,  deren  Seiten  wir 
uns  durch  Ebenen  ausgeschnitten  denken  wollen.  Die  drei  dem  einzelnen  Dreieck 
dabei  zugehörigen  Ebenen  bilden  eine  dreiseitige  Ecke  und  die  zwei  benachbarten 
Dreiecken  entsprechenden  Ecken  haben  eine  Seite  und  den  Scheitelpunkt  gemein. 
Eben  dieser  Punkt  wird  dann  ersichtlich  für  alle  übrigen  den  Dreiecken  der 
Teilung  entsprechenden  dreiseitigen  Ecken  den  Scheitelpunkt  abgeben,  und  nun 
haben  wir  den  einfachen  Satz:  Für  die  s- Functionen  erster  Art  liegt  dieser  gemein- 
same Scheitelpunkt  im  Innern  der  Kugel^  für  die  zweite  Art  auf  dei'selben,  endlich 
für  die  dritte  Art  wisserhalb  derselben.  Im  letzten  Falle  ist  der  Berührungskreia 
dos  dem  gedachten  Punkte  zugehörigen  Tangentialkegcls  die  natürliche  Grenze. 
Piir  (o{J)  kommen  wir  .«später  auf  diese  Verhältnisse  nochmals  zurück. 


Viertes  Kapitel. 

Entwicklung  der  Begriffsbestimninngen  nnd  Grnndprobleme  einer 

Theorie  der  elliptischen  Modnlfnnctionen. 

unter  den  besonderen  im  vorigen  Kapitel  betrachteten  Dreiecks- 
functionen  haben  diejenigen  der  ersten  Art  als  Irrationalitäten  der 
regulären  Korper  in  ,,Ikos/'  eine  eingehende  Behandlung  erfahren, 
während  diejenigen  der  zweiten  Art  als  besondere  elliptische  Integrale 
erster  Gattung  sich  in  die  allgemeine  Theorie  dieser  letzteren  ein- 
ordnen lassen.  Demgegenüber  bieten  die  Dreiecksfunctionen  dritter 
Art  noch  ein  weites  Feld  eingehender  Untersuchung^  bei  der  man 
wiederum  die  Gesichtspunkte  mit  Erfolg  heranzieht,  welche  bei  der 
ersten  Art  massgeblich  gewesen  sind.  Unter  den  Dreicksfunctionen 
dritter  Art  bietet  aber  ca(J)  die  mannigfachsten  und  am  leichtesten 
zugänglichen  Beziehungspunkte  zu  sonstigen  ausgebildet  vorliegenden 
Teilen  der  Mathematik.  Die  Aufgabe,  die  wir  uns  bei  dieser  Sach- 
lage stellen,  ist  die,  für  die  Function 

eine  Behandlung  fsu  versuchen ,  welche  in  Ansehung  aller  grundlegenden 
Gesichtspunkte  an  der  in  yjIJcos"  gegebenen  Theorie  der  Irrationalitäten 
der  regulären  Körper  ihr  Modell  finden  soll.  Als  Prototyp  dieser 
Irrationalitäten  betrachten  wir  diejenige  des  Ikosaeders: 

und  es  ist  die  Absicht  des  vorliegenden  Kapitels,  aus  den  Vergleich- 
punkten  der  beiderlei  Functionen  o(J)  und  g(J)  die  Grundfragen  zu 
entwickeln,  um  die  es  sich  bei  unserem  Unternehmen  handeln  wird*). 
Inzwischen  müssen  wir  vorab  eine  Reihe  analytischer  Rechnungen 
durchführen,  um  auf  Seiten  der  Function  o(J^  insoweit  Material  zu 
schaffen,  dass  der  in  Aussicht  stehende  Vergleich  ohne  Unterbrechung 

*)  In  der  Tbat  ist  dieser  Gesichtspunkt  des  Vergleichs  von  co  und  £  für  Klein 
bei  Ausführung  seiner  ersten  Untersuchungen  über  Modulfnnctionen  massgeblich 
gewesen. 

8* 
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durchgeführt  werden  kann.  Diese  Rechnungen  versehen  uns  zugleich 
mit  wichtigen  Aufschlössen  über  wechselseitige  Beziehungen  unter  den 
Grössen  (/g;  9z^  ^u  ^2  ^-  ^• 

§  1.     Die  Logendre^sohe  Relation. 

Es  handelt  sich  zuvörderst  um  die  Ableitung  der  sogenannten 
Legen dre'schen  Relation^  welche  man  bei  einer  grossen  Zahl  analytischer 
Entwicklungen  zur  Hand  haben  muss.  Bezeichnet  man  durch  Qj,  Q^ 
irgend  ein  primitives  Periodenpaar  in  normierter  Form,  und  sind 
wieder  —  Hj,  —  H^,  gerade  wie  p.  33,  die  für  die  nämlichen  Perioden- 
wege berechneten  Perioden  des  Integrals  zweiter  Gattung,  so  kennen 
wir  aus  (4)  p.  34  für  diese  Grössen  die  Relationen: 

dQ. 
36J(J—  1)  -^  =  3(e7+  2)  Q,  -  2(J—  1)  H,, 

0)  ^^ 

24J(J-  1)  ^  =  3JQ,  -  2(J  +  2)  H*, 

in  denen  i,  h  die  Zahlen  1,  2  in  einer  beliebigen  der  beiden  Folgen 
sind.  Multiplicieren  wir  die  Gleichungen  (1)  bez.  mit  2Hk  und  3Q,- 
und  addieren,  so  kommt: 

72e7(e7-  1)(q..  ^  +  H*  ^)  =  9JQ,Qg  -  4(J  -  IjH^H«. 

Bei  der  Gestalt  der  rechten  Seite  bleibt  auch  die  linke  beim  Wechsel 
von  i  und  i  unverändert,  so  dass 

dJ     ~     dJ 
und  daraus  durch  Integration 

(2)  Q1H2  —  QjjHx  =  CD^iyg  —  Ö2l?i  =  c 

folgt,  unter  c  eine  von  J  unabhängige,  also  numerische  Grösse  und 
unter  i^,-  die  den  H,-  entsprechenden  nicht  normierten  Perioden  verstanden. 
Zur  Bestimmung  von  c  gehen  wir  nochmals  auf  die  erste  der  Glei- 
chungen (1)  zurück  und  denken  dieselbe  sowohl  furi=l  als  für  t  =  2 
aufgeschrieben.  Diese  beiden  Gleichungen  vereinen  wir  zur  Elimi- 
nation der  ersten  auf  ihren  rechten  Seiten  stehenden  Glieder,  wodurch 
unter  Benutzung  von  (2) 

o  ^^»  _  o  ^?^  —     ^ 
^^«  ~dJ       ^^^  dJ  ~  18  j 

erhalten  wird.  Hier  kann  die  linke  Seite  durch  ö,,*  jj  ersetzt  werden, 
wodurch  die  Gleichung 
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(3)  ISQjj'rfö  =  c  .  y  =  c  d  log  J 

entspringt;  au  die  wir  auch  im  folgenden  Paragraphen  wieder  an- 
knüpfen. 

Um  c  zu  bestimmen^  dürfen  wir  ein  beliebiges  primitives  Perioden- 
paar  sowie  einen  beliebigen  Wert  von  J  heranziehen.  Nehmen  wir 
das  Ausgangspaar  und  setzen  «7=3=00,  so  ist  zufolge  (2)  p.  51  und 
(5)p.  61: 

Q^  =  ?.p,     2jtim  =  —  3  log  12  -  log  J 

und  also  ISÖg^do  direet  berechnet: 

18Qj*rfö  =  2n:id  log  J. 
Der  Vergleich  mit  (3)  ergiebt  c  =  2 in  und  damit: 

(4)  o^ijj,  —  »2^1  ==  2ijr, 
welches  die  Leyendr tische  Belation  is^*). 

§  2.    Die  rationalen  Invarianten  g^^  ffs^  ^  ^^  Functionen 

der  Perioden  cD|,  o^. 

Um  die  rationalen  Invarianten  in  ihrer  Abhängigkeit  von  Oj,  (»2 
zu  studieren,  gehen  wir  auf  die  Fundamentaleigenschaften  von  J((o) 
zurück,  wie  sie  im  letzten  Paragraphen  des  vorigen  Kapitels  er- 
kannt  wurden.     Unter   Beibehaltung   der  dortigen   Bezeichnungsweise 

differentiieren  wir  die  Gleichung  Jy  T  J)  =  «^(^)  wach  o  und  be- 
zeichnen mit  J'  die  Ableitung  von  J  nach  seinem  Argumente.  Es 
kommt  dergestalt: 

\y(o  +  •/  ata  \yoj  +  0/         (yco  +  0)^        Vy©  +  0/  ^    ^ 

Dividiert  man  durch  (o^^,  so  kommt  die  wichtige  Gleichung: 

Eindeutige  homogene  Functionen  der  beiden  Variahelen  gJi,  «2  sollen 
hinfort  Formen  heissen,  womit   wir  uns  der  Bezeichnung  der  Algebra 

nur  anschliessen.    Es  ist  dann  also  -  .,  ,     eine  Form  T — 2)'°' Dimension. 

Dieselbe  bleibt  zufolge  (1)  bei  allen  ganesahligen  Substitutionen: 


*)  Man  zeigt  diese  Relation  zumeist  durch  Ausführung  eines  gewissen  be- 
stimmten Integrals;  man  vgl.  darüber  die  verbreiteten  Lehrbücher  über  die  Theorie 
der  elliptischen  Functionen.  Die  Ableitung  des  Textes  findet  sich  wohl  zuerst  in 
Kummer^s  Arbeit  über  die  hjpergeometrische  Reihe  im  15^"^"  Bande  des  Grelle'schen 
Journals. 
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(2)  ö/  =  «Oj  +  ß(02,     (o^  «=  yoi  +  d(02 

der  Determinante  ad  —  /Jy  =  1  unverändert*). 

Jetzt  schreibe   mau  in  (3)  §  1   statt  der  normierteu  Periode  Q^ 

ihren  Wert  oigl/— ,  statt  J  den  Quotienten  ^,  sowie  endlich  statt  c 

den  inzwischen  bekannt  gewordenen  Wert  dieser  Grosse.  Jene  Gleichung 
heisst  dann: 

(3)  -ii-  -  i^V>  . 

Erinnern   wir   uns   überdies  an  die  von  (4)  p.  15   her  bekannte  Ite- 

lation: 

(4)  J:J-^l:l=g,':21g,':A, 

so  berechnen  sich  durch  zweckmässige  Gombinationen  von  (3)  und  (4) 
für  die  rationalen  Invarianten  g^y  g^,  A  die  Darstellungen: 

8         nU 


<'*>         ".  -  (i.ifc) 


^^/    dJ  \ 


27J»(1— J)' 


D/a  Grössen  g^,  g^j  A  sinej  cZ^mnocA  eindetAtige  homogene  Functionen 
oder,  ivie  wir  kurz  sagen.  Formen  der  ( — 4)*****  hefi.  ( —  6)**"  und  (—12)**^ 
Dimension  in  to^,  o^f  welche  die  Eigenschaß  haben  in  sich  überzugehen^ 
wenn  man  a^,  (o^  einer  ganszahligen  linearen  Substitution  (2)  der  De- 
terminante 1  unterwirft: 

(6)  ffz(^(Oi  +  ßm^,  yoi  +  do^)  =  3^3(011,  cd^), 

A(aaii  +  /Sog,  yOi  +  ^^2)  =  ^(^u  «s)« 

§  3.    Fnnotionaldetenuinanten  der  Formen  f/^»  ^3«  ^• 

Bei  dem  Verhalten  der  g^,  g^,  A  gegenüber  den  co- Substitutionen  (2) 
kann  man  diese  Grössen  auch  als  transcendente  Functionen  von  coi,  a^ 
mit  der  Benennung  von  Invarianten  belegen.     Wir  wollen  dies  Sach- 


*)  Der  eigentümliche  DifferentiationsproccHS,  der  hier  von  /(co)  zur  Form 
führte  und  bei  ähnlichen  Übergängen  später  ganz  allgemein  zur  Verwendung 
kommt,  ist  von  Urn.  Uurwitz  angegeben;  vgl.  dessen  noch  oft  zu  nennende 
Arbeit:  „Grufidlagen  einer  independenten  Tfieorie  der  elUptischen  Modulfunctionen 
und  Tfieorie  der  Mültiplicatorgleichungen  erster  Stuß'',  Math.  Annalen  Bd.  XYIII 
p.  559  (1881). 
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Yerhältuis  geradezu  dadurch  verwerten^  dass  wir  auf  unsere  Formen 
g^j  g^y  A  solche  Processe  anwenden^  welche  die  Invarianteutheorie  für 
die  Bildung  von  Covarianten  gegebener  Formen  an  die  Hand  giebt. 
Wir  werden  solchergestalt  entweder  zu  neuen  Formen  gelangen  ^  diu 
gleichfalls  gegenüber  den  o- Substitutionen  invariant  sind,  oder  wir 
werden  doch,  wofern  wir  wieder  auf  g^,  g^,  A  geführt  werden  sollten, 
neue  Relationen  zwischen  diesen  Grössen  gewinnen.  Mögen  in  diesem 
Sinne  zunächst  Ftwctionaldeterminanten  irgend  zweier  unserer  drei 
Formen  untersucht  werden. 

Wir  merken  uns  vorab  für  die  nächsten  Rechnungen  die  drei  aus 
dem  Euler'schen  Satze  von  den  homogenen  Functionen  entspringenden 
Gleichungen: 

*         OODi  •  "        (710,  ' 

wobei  die  in  der  letzten  Gleichung  gewählte  abweichende  Schreibart 
(die    Einführung    von   log  A   an    Stelle    von  A)    sich    weiterhin    als 

zweckmässig  erweisen  wird.  Aus  J=^  entnehmen  wir  durch  loga- 
rithmische Differentiation  noch  o^  bez.  a^: 


1 
J 

dJ 

(o^^doa 

3 

d  loj?  A 

1 

dJ 

3 
'  (Ot  —  — 

d  log  A 

welche  Gleichungen  wir  zur  Elimination  ihrer  ersten  Glieder  rechter 
Hand  vereinen.  Indem  wir  dabei  die  Functioualdeterminante  von  g.^ 
und  log  A 

'    Ig^     d  log  A 

abkürzend  durch  T{g^y  log  A)  bezeichnen,  kommt  unter  Benutzung 
von  (1): 

Ersetzt  man  jetzt  die  linke  .Seite  auf  Grund  von  (3)  §  2^  so  kommt 
als  Darstellung  von  g^  durch  g^  ufid  log  A: 
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(2) 


yt% 


i73(»i;02)  =  —  ^ 


36 


^92       d  log  A 
a</a      d  log  A 


dto. 


dcD. 


so  dass  sich  in  der  That  die  Eiuführung  von  log  A  an  Stelle  von  A 
als  nützlich  erwiesen  hat. 

Dass  die  Dimension  von  T{g2,  log  A)  die  ( —  6)*®  ist,  konnte 
mau  von  vornherein  angeben,  wie  sich  denn  auch  sofort  T(^87  '^g  A) 
und  T(g2,  g^  als  Invarianten  ( —  8)*°'  und  ( —  12)*®'  Dimension  er- 
weisen. Formel  (2)  regt  die  Vermutung  an,  dass  auch  diese  Invarianten 
nicht  neu  sind,  sondern  vielleicht  auf  g^  und  A  zurückkommen,  die 
in  der  That  gerade  die  richtige  Dimension  besitzen.  Das  trifft  auch 
wirklich  zu,  wie  folgende  Rechnung  beweist. 


Durch   logarithmische   Differentiation   von  J  —  \ 


27^3 


folgt: 


dJ 


J  —  1  m^^daa 
1  dJ 


G), 


-  •  CÖ1 


_2_   dg^ 

9i    0(0^ 


d  log  A 
c  log  A 


J  —  1  m^^dtü 

welche  Gleichungen  wir  erstlich   zur   Elimination  ihrer   beiden   ersten 
Glieder  rechter  Hand  verbinden.     Es  kommt 


oder : 


(3) 


A  .vfc — li  '*  =  ^(^-  '^^  ^) 


ö,' — 


~2~ 


dg^      d  log  A 


d  log  A 

3(0^2 


In  ähnlicher  Weise  findet  sich  gleichfalls  aus  den  beiden  soeben  durch 

27  0  ^ 

logarithmische   Differentiation  von  J  —  1  =  —^   gewonnenen    Glei- 
chungen: 


^9. 


«/  -—  1  cD^^dm 

und  daraus  nach  kurzer  Rechnung: 


'^'^    =j^T((,„g,)-T(ß„los£^) 


^9i       dg^ 


(4) 


A  = 


Sort 
2 


w. 


^£01 


SO  dass  in  der  Tlmi  olle  drei  FuncHonaldctcrminantcn  auf  umerc  Formen 
selbst  wieder  mrücJcführen. 
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§  4.     Die  Perioden  des  Integrals  zweiter  Gattung  als 

Functionen  von  cd^,  co^. 

Bevor  wir  die  Betrachtung  des  vorigen  Paragraphen  durch  Herein- 
nähme weiterer,  Govarianten  bildender  Processe  fortführen,  schalten  wir 
hier  eine  gleichfalls  sehr  wichtige  Entwicklung  ein,  welche  uns  die 
Perioden  iji,  %  als  Functionen  von  co^,  (o^  kennen  lehrt.  Die  erste 
der  Differentialgleichungen  (1)  §  1  dividieren  wir  durch  Q^  und  schreiben 
zugleich  CD  als  unabhängige  Variabele: 

36J-(J-l)l^=|J(3(/+2)-2(J-l)-^;-). 

Hieraus  wollen  wir  i^^  berechnen  und  ersetzen  zu  dem  Ende  die 
normierten  Perioden  in  bekannter  Weise  durch  die  ursprünglichen  und 

zugleich  J  und  -^—  durch  ihre  Ausdrücke  in  g^  und  g^i 

I2ni  '^,1^  =  ^'  _  18  ^  _  6  5'-. . 

"t  d(0  g^  (7,  m, 

Man  kann  nun  die  Änderung  d(o  von  o  dadurch  herstellen,  dass 
mau  G7g  allein  ändert  unter  constantem  o^*     Dabei  ist  dann 

>a       ^\    ^y  ili)         2a)i  \(7,     d(o^  g^    d(o^/' 

80  dass  wir 

(1)  6«i  (-i  1-^^-  ~  i    ^''^)  =  CD,  ^  ~  18(D,  ^«  ~6ri, 

erhalten. 

Um  den  Wert  der  linken  Seite  dieser  Gleichung  noch  in  anderer 
Form  zu  erlangen,  lösen  wir  die  Gleichungen  (1)  §  3  paarweise  nach 
CD,  auf: 

«,,  T(g,,  log  L) 5  «,,<;3  =  12 1§^  -  4y,  ''^l^^ , 

oder  anders  geschrieben 

Hieraus  ergiebt  sich  sofort 
6„i  (i-  1^  _  i  1^)  =  CO,  ?^  -  18 c,  '^-iii  ^-^'M , 
80  dass  der  Vergleich  mit  (1) 

DW,  =  Ät  — ö 


d  log  ßj  Wg*     ^ 

(ioi  CD,     d(o,i 
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liefert.  In  völlig  analoger  Weise  entwickelt  man  den  Ausdruck  für  % 
und  Juxt  dadurch  als  Darstellung  der  ij,,  %  *^  Abhängigkeit  von  ©,,  w^i 

/ii\  a  .  ^  log  A         ß  .  ^  log  A  *") 

Auf  Grund  dieses  Ergebnisses  wollen  wir  untersuchen ,  wie  sich 
ri^y  fJ2  ändern^  wenn  wir  ca^^  oo^  einer  ihrer  ganzzahligen  Substitutionen 

(3)  co/  ==  «(öl  +  jScDg ,     (Dg'  =  yco,  +  tfa>3 

unterwerfen.  Möge  rj^y  %  in  i^i'?  V2  übergehen,  so  ist,  da  doch  A  bei 
Ausführung  von  (3)  unverändert  bleibt: 

Sehen  wir  jetzt  ci/^  Og'  als  unabhängige  Variabele  an,  so  ist 

co^  =  dcoi'  —  /J©/,     (Dg  =  —  yco/  +  «cJgS 

und  man  hat: 

^    /  .  /5  log  A  ^(Dj     ,    g  log  A  8o>g  \ 

d.  i. 

In  derselben  Weise  findet  sich  1//;  man  hat  zusammenfassend: 

(4)  1J1'  =  «1^1  +  ßfj^ ,     12/  =  yrji  +  tfi^j,. 

l>/c  Perioden  i^j,  1^3  erfaJiren  bei  Anwendung  von  (3)  </cfmM  rf/e  iiämliclie 
Siibstitutiofi  me  die  oo^,  co^;  ^'^  ^^cin  cfa/un  ausdrückt^  dass  man  sie  mit 
Gjj,  Og  cogredient  nennt**). 

§  5.    Berechnung  der  Hesse'sohen  Determinante  if  (log  A).  . 

Als  Fortsetzung  der  Betrachtungen  von  §  4  wollen  wir  jetzt  noch 
die  Uesse'sche  Determinante 

d*  log  A         d^  log  A 

H  (log  A)  = 


d*  log  A         3*  log  A 


berechnen.     Wir  gehen  zu  dem  Ende  auf  (1)  §  1  zurück: 


*)  Von  hier  aus  gewinnt  man  durch  (1)  §  3  sofort  die  Logendre^sche  Relation 
wieder. 

**)  Man  vgl.  auch  die  Definition  der  Cogrcdionz  in  ,Jko8.**  p.  211.  Dass 
übrigens  die  beiderlei  Periodenpaare  cogredient  sind,  wäre  von  vornherein  sulbst- 
versiändlich  gewesen,  wenn  wir  in  Kap.  2  statt  mit  analytischen  Entwicklungen 
mit  den  Periodenwegen  direct  gearbeitet  hätten.  Die  Substitutionen  der  ooi,  m^ 
hätten  dann  nicht  eigentlich  Eigenschaften  von  co, ,  oo,  ausgesprochen,  sondern 
vielmehr  solche  der  Periodenwege.  Diese  aber  waren  für  die  rj.  gerade  die 
nämlichen  wie  für  o^. 
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24 J(J  -  1)  -^  ==  3  JQi  -  2{J  +  2)Hi, 

24J(J-  1)  -^  =  3 JQ,  -  2(/  +  2)H2, 

aus  welcheu  GleichuDgen  wir  die  zweiten  Glieder  rechts  elimiuieren. 
Es  kommt  unter  Benutzung  der  Legendre'schen  Relation 

Macht  man  hier  o  zur  unabhängigen  Yariabelen   und  ersetzt  J  und 
die  Hj  auf  Grund  der  schon  gewonnenen  Formeln^  so  ist: 

/d  log  A' 
3^,  ^  p  log  Ay  ^ 


^Os 


g  log  A 

die  Folge  der  letzten  Gleichung. 

Jetzt  werde  die  Änderung  dfo  einerseits  durch  partielle  Änderung 
von  cDj;  das  andere  Mal  durch  ebensolche  von  oig  hervorgerufen.  Dann 
spaltet  sich  die  letzte  Gleichung  in  die  beiden: 

3^4«,  d  log  A  3*  log  A    ,    ^  log  A  d*  log  A 

S^jCDi  .0  log  A  d*  log  A ^  log  A  ö*  log  A 

woraus  nun  durch  Auflösung  etwa  nach  —^ — 

-  ^ .  s  (log  ^)  -  ö.  (.,  ^£- + ».  '-^) 

entspringt.     Aber  —^ —  ist  homogen  von  ( —  1)*®'  Dimension  in  ajj, 

0^29  so  dass  nach  dem  Euler'schen  Satze  die  rechts  stehende  Klammer 

gerade  mit  dem  Factor ^— —  der  linken  Seite  übereinstimmt.    In- 

dem  wir  durch  diesen  Betrag  heben,  kommt: 

d*  log  A      d*  log  A 


«« 


^2=-3- 


5*  log  A      d*  log  A 


so  dass  auch  £r(logA)  wieder  eine  schon  bekannte  Form  ist. 

Als  wichtigstes  llesultat  der  letztdurchlaufenen  Entwicklungen  fassen 
wir  nochmals  zusammen:  Von  numerischen  Factoren  abgesehen  ist  g^  die 
Hesse' sehe  Determinante  von  log  A,  g^  aber  die  Functionaldeterminante 
von  g^  und  log  A*). 

*)  Dieser  Satz  warde  zuerst  von  Klein  in  einem  Briefe  an  Brioschi  über 
Mnltiplicatorgleichungen  (vom  30.  Dcc.  1878)  ausgesprochen;  der  betreffende  Brief 
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§  6.     Abbildungen,  durch  (o{J)  und  ^(J)  vermittelt.     Ikosaeder- 

und  Modulgleiohung. 

Indem  wir  nun  beginnen^  die  beiden  Functionen  «(J)  und  ^{J) 
mit  einander  zu  vergleichen,  gehen  wir  zuvörderst  nochmals  auf  die 
conformen  Abbildungen  des  vorigen  Kapitels  zurück;  denn  bereits 
in  diesem  Betracht  zeigte  sich  die  grösste  Analogie  zwischen  den 
beiden  in  Rede  stehenden  Functionen.  Beide  Male,  sowohl  in  der  ß>- 
wie  in  der  ^-Ebene,  war  ein  von  Kreisbogen  begrenztes  Dreiech  conformes 
Abbild  der  einzelnen,  etwa  der  positiven  Halbebene  J.  Die  Ecken  der 
Dreiecke  waren  in  beiden  Fällen  die  Bildpunkte  von  «7=  1,  0,  oo;  nur 
dass  für  das  Dreieck  der  g- Ebene  an  diesen  Stellen  bez.  die  Winkel 

-  ,  --,  —  stattfanden,  während  im  Dreieck  der  od -Ebene  an  den  ent- 

A  t#  Ö 

sprechenden  Stellen  sich  die  Winkel  —'  y,  0  einstellten,  so  dass  der 

dritte  Winkel  geändert  erscheint. 

Bei  den  soeben  gekennzeichneten  Abbildungen  ist  aber  nur  je  ein 
einzelner  Zweig  der  vieldeutigen  Functionen  ^{J),  tx){J)  zur  Verwendung 
gekommen.  Den  Übergang  zu  den  Abbildern,  wie  sie  durch  die  übrigen 
Zweige  entstehen,  gab  uns  beide  Male  das  Gesetz  der  Symmetrie.  Da- 
durch kam  die  Teilung  der  g- Ebene  in  120  Dreiecke  zu  Tage,  während 
sich  in  der  co -Ebene  die  reelle  Axe  als  natürliche  Grenze  für  J{(o) 
dem  weiteren  Fortschritt  der  Spiegelungen  entgegensetzte,  nun  aber 
die  positive  ai -Halbebene  mit  unendlich  vielen  Dreiecken  überdeckt 
erschien.  Hatten  wir  somit  in  §(J)  eine  60-wertige  algebraische 
Function  ihres  Argumentes,  so  ist  im  Gegensatze  dazu  cj(J)  unendlich 
vieldeutig,  ein  Umstand,  der  die  Theorie  dieser  Function  zu  einer  sehr 
viel  beziehungsreicheren  macht,  als  diejenige  von  ^(J)  ist. 

In  beiden  Fällen  sind  aber  die  vieldeutigen  Functionen  solche, 
deren  inverse  Functionen  eindeutig  sind.  Dabei  ist  J{^  eine  rationale 
Function  sechzigsten  Grades,  während  J{p)  eine  eindeutige  transcendente 
Function  von  o  ist,  die  auf  Grund  der  bei  uns  gewählten  Festsetzungen 
nur  in  der  positiven  o- Halbebene  existiert.  Wir  bezeichnen  durch 
li(X)  d^n  Ausdruck  jener  rationalen  Function  sechzigsten  Grades 
von  %,  Dann  haben  wir  als  Gleichung  sechzigsten  Grades  für  %  mit 
dem  Parameter  J  die  Ikosaedergleichung: 

R{Q—J=0. 


warde  in  den  Rendiconti  del  htitiito  Lombardo  (2.  Jan.  1879)  und  epilter  Math.  Ann. 
Bd.  15  p.  86  gedruckt  (Ober  Multiplicatorgleichungen).  Die  analytischeu  Entwick- 
lungen der  drei  letzten  Paragraphen  sind  zuerst  vom  licrausgeber  durchgeführt. 
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Entsprechend  sei  F(aji)  der  Ausdruck  der  fraglichen  transcendenten 
Function  von  ci  (den  wir  im  folgenden  Kapitel  thatsächlich  her- 
stellen), so  bilden  wir  für  m  die  transcendente  GUichung  mit  deni 
Parameter  J: 

F((o)  -  J^=0 

und  stellen  diese  als  „Modulgleichun^^  der  Ikosaedergleichung  parallel. 
An  diese  beiden  Gleichungen  knüpfen  wir  nun  die  Fortsetzung  unseres 
Vergleiches  an. 


§  7.     FormentheoretiBCher  Vergleich  der  IkoBaeder-  und 

der  Modnlgleiohung. 

Die  Ikosaedergleichung  bekam  in  „Ikos."  I  Kap.  2  die  Gestalt: 

(1)  J:  J--  1  :  1  =  H\t„  g,):  -  ^^(51,  §») :  ^^Sf^ti,  W- 

Es  waren  dabei  /*,  H,  T  die  drei  Ikosacderformefiy  die  wir  in  nicht- 
homogener  Form  p.  105  reproduciert  haben.  Diese  Formen  stellen 
ganze   rationale   homogene  Functionen   der   Variabelen  ^^^  ^  dar,   in 

welche  t  =  -y-  gespalten  wurde.    Die  Ikosaederformen  hatten  die  Eigen- 

Schaft,  unverändert  zu  bleiben,  wenn  ^^,  ^^  einer  der  120  homogenen 
Ikosaedersubstitutionen  von  der  Determinante  1  unterworfen  wurden. 
Zwischen  den  drei  Ikosaederformen  bestanden  neben  der  selbstver- 
ständlichen Relation 

(2)  1728/*^  =  T^  +  H^ 
überdies  noch  die  beiden  anderen: 


(3) 


5Y       av 

^V / ^                   ^       > 

.        1 

af."       dSrdL 

^(Snfe. 

'     121      ^Y        aY 

ati^t,'    di,' 

8f       df 

1 

Sf.  '      Hr 

nti>  t^ 

'                20 

dH      BH 

aj, '   »f. 

was  man  alles  in  Kap.  2  von  „Ikos.'^  I  nachsehen  kann. 

Auf  der  anderen  Seite  kennen  wir,  der  Gleichung  (1)  entsprechend, 
als  Gestalt  der  Modulglcichung: 

(4)  eT":  J—  1 : 1  =  g^^^coi,  o^)  :  27 (73^(0,,  (o^)  :  A(c}i,  o^), 

wo  nun  flfg,  g^y  A  die  in  §  2  betrachteten  eindeutigen  homogenen 
Functionen  von  gj,,  Qj,  sind,  die  wir  fortan  als  y^Modulforma^^^  den 
Ikosaederformen  gegenüberstellen.  Dabei  ist  die  Fundaraentaleigenschaft 
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dieser  Modulformen,  dass  sie  ihren  Wert  nicht  ändern  bei  Anwendung 
ganzzahliger  linearer  Substitutionen  der  Determinante  1  auf  die  Yaria- 
belen  (Oiy  (o^,  Substitutionen  ^  die  wir  den  Ikosaedersubstitutionen  ent- 
sprechend als  die  homogenen  ModvUsubstitutionen  bezeichnen  werden. 
Zwischen    den  Modulformen   bestehen   ausser   der  selbstverstand' 

liehen  Relation 

p,»  -  21 9^  =  A, 

die  (2)  entspricht,  noch  eine  Reihe  weiterer,  die  in  den  voraufgehen- 
den Paragraphen  gewonnen  wurden.  Unter  ihnen  ziehen  wir  als  (3) 
analog  gebildet  insonderheit  diese  heran 

a*  log  A      a«  log  A 


</2K,  c»2)  =  -i 


3 


(5) 


d^  log  A 


nt 


fftii^n  <»«)  =  — -Q. 


36 


coa. 


d  log  A 


d*  log  A 
d  log  A 


Wie  man  sieht,  würde  die  Analogie  hier  eine  durchgängige  sein, 
brächte  nicht  doch  das  dritte  Glied  auf  der  rechten  Seite  der  Modul- 
gleichung eine  Abweichung.  Inzwischen  ist  q.uch  diese  nur  scheinbar, 
wie  folgende  Überlegung  zeigt.  Die  Ikosaederformen  tragen  in  (1) 
solche  Potenzexponenten,  welche  je  mit  der  halben  Anzahl  der  ihre 
Versch windungssteilen  umkränzenden  Dreiecke  übereinstimmen,  oder 
welche,  kurz  gesagt,  mit  den  Zahlen  v  in 


m-^s[i-,i-,i-,j) 


identisch  sind.  Für  die  Modulgleichung,  bei  welcher  wir  diese  Ver- 
hältnisse sogleich  noch  weiter  verfolgen,  sollte  man  aus 

nach  Analogie  schliessen,  dass  in  (4)  rechter  Hand  die  Exponenten 
3,  2,  <x>  sich  zeigen  müssten,  was  doch  nur  für  die  beiden  ersten 
Glieder  der  Proportion  zutrifft.  Inzwischen  hindert  nichts  die  Modul- 
gleichung in  der  Form  zu  schreiben: 

(6)  J:J-l:l^g,^:21g,^:{l  +  '^)l^^_^, 

und  in  der  That  erreichen  wir  dergestalt  durchgängiges  Entsprechen 
mit  der  Ikosaedergleichung.     WirJclich  ist  es  ja  auch,  tcenn  toir  (3)  und 
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(f))  vergleichen^  gar  nicht  A,  welches  der  Ikosaederform  f  entspi'icht, 
sondern  vielmehr  log  A.  Auf  die  Weise  haben- wir  zugleich  eine  Be- 
gründung für  die  bereits  in  §  3  zu  Tage  getretene  Erscheinung,  dass 
unsere  Formoln  beim  Gebrauch  von  log  A  an  Stelle  von  A  einfacher 
ausfielen. 

§  8.     Weiterer  Vergleioh  der  Ikosa^der-  und  Modnlformen. 

Wir  führen  den  Vergleich  der  beiderseitigen  Formen  noch  um 
einige  Schritte  weiter  aus  und  ziehen  dabei  insonderheit  die  Art  des 
Verschwindens  der  Ikosaederformen  in  Betracht*).  Die  Form  2f (g^ ,  fg) 
verschwand  je  einfach  in  den  zwanzig  Seitenmitten  des  Ikosaeders, 
welche  von  je  sechs  Dreiecken  der  Teilung  umlagert  waren.  Es  ent- 
spricht dem  H  jetzt  die  Modulform  .(/^(^^i^^a)?  ^^^  welche  wir  die 
Darstellung  kennen: 

Auf  Grund  derselben  wollen  wir  die  Nullstellen  von  g^  in  der  o -Halb- 
ebene  bestimmen. 

Der  Ausdruck  (1)  zeigt,  dass  bei  endlich  und  nicht  verschwindend 
gedachtem  (o^  die  Form  g^  jedenfalls  für  alle  solche  Stellen  der  positiven 
o- Halbebene  endlich  und  von  Null  verschieden  ist,  die  nicht  Dreiecks- 
ocken der  „Modulteilung''  (^ig*  36)  darstellen.  Aber  in  den  drei  Arten 
solcher  Ecken  bedarf  g^  der  besonderen  Untersuchung. 

Hier  bereiten  die  Ecken  mit  verschwindender  Winkelgrösse  einige 
Schwierigkeit,  weil  sich  jedes  Dreieck  der  Teilung  mit  der  so  ge- 
meinten Spitze  an  die  reelle  Axe  heranzieht  (cf.  Fig.  36),  die  doch 
gleichmässig  wie  für  J  auch  für  die  Modulformen  eine  ununterbrochene 
Folge  wesentlich  singulärer  Punkte  darbietet.  Wir  kihmcn  aber  gkidi- 
tvohl  audi  in  einem  solcJien  Punkte  noch  von  einem  bestimmten  Werte  von  g^ 
reden,  insofern  wir  uns  nämlich  jenem  Funkte  ein  für  alle  Mal  auf  be- 
stimmter BaJm  nähern  wollen  (vorausgesetzt  natürlich,  dass  g^  bei  dieser 
Annäherung  einem  bestimmten  Grenzwerte  zustrebt).  Nähern  wir  uns 
z.  B.  dem  wesentlich  singulären  Punkte  ©  =  cx)  auf  der  imaginären 
Axe  der  positiven  co-Halbebene,  so  gilt  nach  dem  SchUissparagraphen 
des  vorigen  Kapitels  annähernd: 

loge7"+  3  log  12  =  —  2ni(ü. 

Demgemäss  wird  in  der  Grenze 

/o\  4  (dXogjy        n^J  An* 

{^)  ^2^2  =  —  V   "äc7~/     3(/-~iy=     3     > 

♦)  Das  Nähere  darüber  ist  in  „I'voa/*  I  Kap   2  §  IJ  entwickelt. 
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so  dass  bei  diesem  Grenzübergang  oi^^g^  endlich  und  von  Null  ver- 
schieden bleibt 

Bei  unserer  eben  geschehenen  Annäherung  haben  wir  uns  auf 
der  Seite  eines  Dreiecks  der  Teilung  der  o- Halbebene  bewegt.  Da 
aber  alle  Dreiecke  dieser  Teilung  kreisverwandt  sind,  so  können  wir 
zu  jeder  auf  der  reellen  Axe  gelegenen  Dreiecksspitze,  auf  einer  der  oben 
gedachten  kreisverwandten  Bahn  gelangen  und  finden  dann  mit  Rück- 
sicht auf  das  invariante  Verhalten  von  g^  gegenüber  den  Modulsubstitn- 
fionen  in  der  so  erreichten  Spitae  für  diese  Form  denselben  Charakter 
wie  bei  o  =  ioo. 

Sehr  viel  einfacher  gestaltet  sich  die  Überlegung  für  die  beiden 
anderen  Arten  von  Ecken.  Stossen  im  Punkte  cDq  vier  Dreiecke  der 
Teilung  zusammen,  so  ist  dort  unter  endlicher,  von  Null  verschiedener 
Constanten  a  in  erster  Annäherung*) 

J  —  1  =  a{c3  —  o^y  +  •  •  •, 

woraus  sich  nach  (1)  berechnet 

Endlich    mögen    im    Punkte  o^    sechs  Dreiecke   zusamraeustossen,  so 

gilt  dort 

J  =  a((o  —  (OqY  -|-  . .  . 
und  also  wird 

(4)  ©2^2  =  3a'Ä2(cö  —  Oo')  +  •  •    • 

Wir  finden  so  den  Satz:  Die  Modulform  g^  ist  im  Innern  der  positiven 
O'HaJbebcne  bei  endlichen  Werten  der  Oj,  Og  durcliaus  endlich  und  be- 
sitzt dortselbst  unendlich  viele  einfache  algebraische  NuUpunJctey  nämlich 
alle  die  Stellen,  die  von  je  sechs  Dreiecken  der  Teilung  umlagert  sind. 
Vermöge  der  Gleichung 

J  -  1 
"  J 

dehnen  unr  jetzt  diesen  Satz  sofort  auf  g^  aus,  nur  dass  die  einfaelicn  Null- 
stellen dieser  Form  in  den  Ecken  der  Teilung  liegen,  die  von- je  vier 
Dreiecken  umringt  sind. 

Schliesslich  ist  A  =  -— -  eben   infolge  dieser  Gestalt  im  Innern 

der  G)-Hälbebene  bei  endlichen  oj^,  0^  allenthalben  endlich  und  von  Null 
verschieden,  und  es  erweist  sich  Og^^A  bei  der  oben  zu  Grunde  ge- 
legten Annäherung  au  eine  Spitze  der  Teilung  mit  J~^  proportional: 


27^,«  =  9,' 


*)  Inversion  von  (1)  pag.  100. 
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=  e 


so  dass  A  dort  in  demselben  Grade  verschwindet,  wie  J  unendlich  wird. 
Man  erkennt  in  diesen  Resultaten  immer  die  entsprechenden  Sätze 
über  das  Verschwinden  der  Ikosaederformen  H,  Tj  f  wieder,  wobei 
freilich  die  Analogie  durch  den  Umstand  getrübt  wird,  dass  sich  die 
Dreiecke  der  Modulteilung  mit  ihren  Spitzen  an  die  natürliche  Grenze 
heranziehen.     Diese  Complication  fallt  bei  den  5 -Functionen 


mit  durchgehends  endlichen  v  hinweg,  und  wir  bemerken  bei  dieser 
Gelegenheit  nebenher,  dass  man  die  zuletzt  gegebenen  Entwicklungen 
ohne  Ausnahme  auf  jede  solche  s- Function  ausdehnen  kann.  In  der 
That  sind  von  Halphen*)  für  jeden  Fall  jeweils  drei  Functionen  auf- 
gestellt worden,  welche  insofern  unseren  hier  discutierten  Formen- 
tripeln  parallel  gehen,  als  die  einzelne  derselben  nur  je  einfach  in 
der  einen  Art  von  Ecken  der  bezüglichen  Teilung  verschwindet. 

Am  glattesten  führen  sich  diese  Untersuchungen  durch,  wenn 
man,  den  homogenen  {d^,  cd^  entsprechend,  s  als  den  Quotienten  zweier 
Grossen  5^,  s^   auffasst   und   nun    mit   den  Variabelen  s^,  s^    operiert. 

Der    Dififerentiationsprocess    des    §  2    ergiebt    dann   -j^   als    Form 

(—  2)*^  Dimension,    welche    genau   die   Rolle    übernimmt,   die   oben 

— J-: —  spielte.     Wir  erwähnen  dabei  noch  als  allgemeinen  Satz,  dass 

sich  J  als  Quotient  zweier  Formen  der  Dimension 

« 

"l  ^2  ^'S 

darsteüt,  und  in  der  That  ist  für  g  bez.  a 

? =  60, =  —12 

111  '111 

in  Übereinstimmung  mit  der  bekannten  Gestalt  der  Ikosaeder-  bez. 
Modulgleichung. 

Wir  müssen  leider  darauf  verzichten,  diesen  interessanten  Ver- 
gleichspunkten noch  weiter  nachzugehen. 

*)  Cf.  Comptes  Rendus  t.  92  (1881,  I)  p.  866. 
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§  9.     Analogie  in  der  fanotionentheoretiaohen  Behandlung  der 

beiderseitigen  Formenprobleme. 

In  ^Jkos/'  I  Kap.  3  wurde  als  Fundamental  aufgäbe  der  weiteren 
Theorie  diese  aufgestellt:  Es  ist  der  Wert  von  J  numerisch  gegeben, 
man  verlangt  atAS  der  Ikosaedergleickung  die  zugehörigen  Lösungen  i  zu 
bestimmen.  Diese  Aufgabe  konnte  dann  auch  in  formentheoretische 
Gestalt  umgesetzt  werden  ^  wo  sie  als  Formenpröblem  in  nachstehender 
Weise  zu  fixieren  war:  Gegeben  sind  die  numerischen  Werte  der  Iko- 
saeder formen,  ihrer  Belation  (2)  §  7  entsprechend,  man  verlangt  daraus 
die  zugehörigen  Lösungssysteme  i^,  ^  zu  bestimmen. 

Diese  Aufgabe  sprechen  wir  sofort  auch  für  die  Modulgleichuug 
aus.  Das  eine  Mal  ist  J  gegeben  und  die  zugehörigen  Lösungen  m  der 
Modulgleichung  sind  gesucht;  beim  entsprechenden  Formenpröblem  haben 
wir  die  Modulformen  g^,  g^j  ^y  ihrer  Belation  g^  —  27  g^^  «=»  A  ent- 
sprechend, als  gegeben  anzusehen  und  suchen  die  zugehörigen  Lösungs- 
systeme COi,  CD^. 

Die  Ikosaederaufgabe  wurde  im  weiteren  Verlauf  des  eben  citierten 
Eap.  3  mit  functionentheoretischen  Hülfsmitteln  in  Discussion  gezogen. 
Da  galt  es  zuvorderst,  eine  Beduction  des  Formenproblems  vorzunehmen^ 
darin  bestehend^  dass  man  i^,  i^  nicht  direct  in  Abhängigkeit  von 
den  f,  H,  T  des  Ikosaeders  untersucht;  vielmehr  an  Stelle  dieser  drei 
Grössen  zwei  andere  setzt.  Das  war  einerseits  die  Form  zweiter 
Dimension 

^{ti)  Sa)  =  — jr- 

und  zweitens  J  selbst.  In  der  That  konnten  f,  H,  T  in  X  und  J 
rational  dargestellt  werden  *),  und  nun  war  die  Abhängigkeit  der  ^i,  ^ 

von  X  so  einfach,  dass  sie  sich  direct  mit  j/X  proportional  erwiesen. 

Demgemäss  waren  g^X  ^  ^X  Functionen  von  c^allein^  für  deren 
Studium  des  weiteren  die  Thatsache  massgeblich  wurde,  dass  sie 
Lösungen  einer  linearen  homogenen  Diiferentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung waren ;  von  der  aus  wir  zu  convergenten  Potenzreihen  etc.  ge- 
langen konnten. 

Man  wird  bei  dieser  kurzen  Skizze  sich  sofort  aller  analogen 
Sätze  aus  dem  vorletzten  Kapitel  erinnern^  das  in  der  That  die 
functionentheQretische  Discussion  unserer  ,,  Modulaufgabe  ^'  in  einer 
Gestalt  darstellt,  die  den  bezüglichen  Ikosaederentwicklungen  in  allen 
wesentlichen  Punkten  gleicht.     So  hatten  wir,  um  nur  einen  Punkt 

*)  „Ikos."  p.  66  Formel  (16). 
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herauszugreifen^  auch  oben  eine  Reduction  des  auf  die  Oi  bezüglichen 
Formenproblems  vorgenommen^  indem  wir  (d^,  Og  statt  auf  ^27  Ps)  ^ 
vielmehr  auf  J  und 

als  unabhängige   Variabele  bezogen.     Dabei   erweist    sich  jetzt  nach- 
träglich dieses  X  genau  analog  dem  X  des  Ikosaeders  als  eindeutig  und 
homogen  von  zweiter  Dimension  in  a^,  C9^.     Die  Modulformen  selbst 
aber  stellen  sich  durch  X  und  J  in  der  rationalen  Gestalt  dar: 
_    _3y _        3»/  •  .  _       3V 


Im  übrigen  haben   wir  ja   auch  schon  oben  in  Kap.  2  wiederholt  auf 
die  entsprechenden  Entwicklungen  in  ^Jkos/'  Bezug  genommen. 

§  10.     Über  algebraische  Gleiohtuigen  mit  einem  variabelen 

Parameter. 

Überaus  folgenreich  wird  es,  wenn  wir  nunmehr  den  Vergleich 
der  beiden  oft  genannten  Gleichungen  auch  für  das  Gebiet  der 
Galois'schen  Theorie  durchführen*).  Es  bedarf  dabei  jedoch  einer 
vorläufigen  Untersuchung^  in  welchem  Sinne  die  Begriffsbestimmungen 
der  genannten  Theorie  von  den  algebraischen  Gleichungen;  auf  die 
sie  sich  zunächst  bezieht;  auf  die  transcendente  Modulgleichung  über- 
tragen werden  können.  In  erster  Linie  handelt  es  sich  in  dieser  Hin- 
sicht um  die  Begriffe  des  EationcU-Bekanntseins  und  der  Gruppe  der 
Gleichung,  wobei  wir  vorab  auf  deren  zwiefache  Bedeutung  für  solche 
Gleichungen  aufmerksam  machen  müssen ;  die  neben  constanten  Coef- 
ficienten  noch  variabele  Parameter  enthalten.  Wir  mögen  uns  auf 
den  Fall  beschränken;  dass  nur  ein  solcher  Parameter  vorliegt.  In 
der  That  besitzen  ja  unsere  beiden  Gleichungen  nur  einen  veränder- 
lichen Parameter;  die  Grosse  J. 

Der  Bationalitätsbereich  einer  gerade  vorliegenden  ;;algebraischen'' 
Gleichung  dieser  Art  wird;  abgesehen  von  etwaigen  numerischen 
Grossen;  jedenfalls  noch  den  Parameter  enthalten.  Demgemäss  muss  eine 
rational-bekannte  Grösse;  wofern  sie  nicht  constant  ist,  den  variabelen 
Parameter  in  rationaler  Weise  enthalten.  Und  hier  ist  es  nuU;  wo 
die  in  der  freien  Veränderlichkeit  begründete  Sonderstellung  des  Para- 
meters gegenüber  constanten  Grössen  eine  verschiedenartige  Festlegung 
des  Wortes  Rationalitätsbereich  zur  Folge  hat.  Entweder  man  lässt 
es  mit  der  Forderung;  den  Parameter  rational  zu  enthalten,  genug  sein 

*)  Wir  müBBen  hierbei  die  grundlegenden  Erörterungen  in  „Ikos.^*  I  Kap.  4 
als. bekannt  voraussetzen. 

9* 
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und  erklärt  für  ratumai-bekannt  jede  im  Sinne  der  FuncHofienthearie 
rationale  Function  des  Parameters,  gleichviel  ob  numerische  IrraUonaU' 
täten  im  Ausdruck  dieser  Function  enthalten  sind  oder  nicht;  oder  aber 
ihan  nennt  rational- bekannt  eine  rationale  Function  des  Parameters 
nur  dann,  wenn  deren  Coefficienten  in  arithmetischer  Hinsicht  rational 
aus  einem  ga/nz  bestimmten  Kreise  numerisch  gegebener  Zahlen  eusammen- 
gesellst  sind,  welche  letztere  dann  im  Verein  mit  dem  Parameter  den 
Bationaiitätsbereich  darstellen.  Wir  nennen  den  ersten  Standpunkt 
seiner  Natur  nach  den  ftmctionentheoretischen,  letzteren,  welcher  der 
umfassendere  ist,  den  arithmetischen. 

Diese  Unterscheidung  wird  bei  Aufstellung  dex  Gruppe  der  Glei- 
chung fundamental.  Im  ersten  Falle  bewegen  wir  uns  ausschliesslich 
im  Gebiet  der  algebraischen  Functionen.  Wir  werden,  wofern  unsere 
Gleichung  vom  n^°  Grade  ist,  über  der  complexen  Ebene  des  Parameters 
eine  zugehörige  n- blättrige  Riemann'sche  Fläche  construieren.  Ein  Wert 
des  Parameters  bedeutet  dann  im  allgemeinen  n  getrennte,  über  einander 
liegende  Punkte  dieser  Fläche,  welche  die  Träger  der  n  zugehörigen 
Wurzeln  unserer  Gleichung  sind.  In  einfachster  Weise  können  wir 
hier  angeben,  welches  die  Gruppe  der  Gleichung  für  den  functionen- 
theoretischen  Standpunkt  sein  wird. 

Wir  denken  zu  dem  Zwecke  die  zu  jenem  Werte  des  Parameters 
gehörigen  Wurzeln  in  eine  erste  Anordnung  gebracht.  Sodann  lassen 
wir  den  Parameter  in  seiner  complexen  Ebene  von  jenem  fixierten 
Punkte  aus  eine  geschlossene  Bahn  zu  ihm  zurück  beschreiben,  die 
jedoch  die  Verzweigungsstelleu  der  gedachten  Fläche  meiden  solL  Bei 
Durchlaufung  dieser  Bahn  haben  sich  die  n  Wurzeln  in  durchaus  ein- 
deutiger Weise  geändert  und  werden  von  der  Reihenfolge  abgesehen 
wieder  dasselbe  Wertsystem  wie  am  Anfang  darstellen.  Aber  gerade 
die  solchergestalt  erzielte  Permutation  der  Wurzeln  aus  der  ersten  An- 
ordnung in  die  zweite  ziehen  wir  heran  und  wollen  alle  durch  solche 
geschlossene  Wege  des  Parameters  überhaupt  zu  gewinnenden  Per- 
mutationen sammeln.  Sie  werden  eine  Permutatümsgrtfppe  bilden  müssen, 
und  diese  ist  in  dem  hier  gemeinten  functionentheoretischen  Sinne  die  ge- 
suchte Gruppe  der  Gleichung*).  In  der  That  wird  jede  rationale 
Function  der  Wurzeln,  die  ihren  Wert  nicht  ändert,  wenn  man  den 
Parameter  über  einen  beliebigen  geschlossenen  Weg  beschriebener  Art 
führt,  eine  rationale  Function  des  Parameters  darstellen. 

*)  Nach  Camille  Jordan  nennt  man  diese  Gruppe  die  Monodromie- 
grnppe  der  vorgelegten  Qleichnng  (man  ygl.  C.  Jordan*s  Trait^  des  substitutions 
et  des  äqnations  alg^briqnes,  Paris  1870,  p.  277).  Diese  Grappe  ist  übrigens  bereits 
sehr  viel  früher  von  Hermite  n.  a.  gelegentlich  in  Betracht  gezogen  worden. 
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Wollen  wir  jetzt  den  arithmetischen  Standpunkt  einnehmen,  so 
ist  selbstyerständlich  das  Erste  ^  dass  wir  nur  solche  rationale  Ver- 
bindungen der  Wurzeln  in  Betracht  ziehen,  welche  auch  numerisch 
rational  sind.  Gesetzt  nun,  eine  solche  Function  hinge  nach  den  er- 
forderlichen Umsetzungen  rational  von  dem  Parameter  ab,  so  muss 
man  doch  immer  der  Möglichkeit  Raum  geben,  dass  dieselbe  in  der 
so  gewonnenen  Gestalt  noch  numerische  Irrationalitäten  enthalten  kann, 
deren  Eigenart  im  Einzelfall  durch  die  Natur  der  Gleichung  bestimmt 
sein  wird.  Sind  diese  Irrationalitäten  noch  nicht  adjungiert,  so  haben 
wir  für  den  arithmetischen  Standpunkt  in  der  obbeschriebenen  Gruppe 
noch  nicht  die  Galois'sche'  Gruppe  der  Gleichung  vor  uns.  Diese 
letztere  mrd  vielmehr  umfassender  sein  und  jene  als  Untergruppe  in  sich 
enthalten. 

Sind  dagegen  die  in  Rede  stehenden  Irrationalitäten  adjungiert, 
so  wird  der  arithmetische  Standpunkt  insofern  auf  den  functionen- 
theoretischen  zurücksinken,  als  dann  die  in  beiden  Fällen  in  Betradit 
kommenden  Gruppen  identisch  werden*).  Immer  bleibt  es  uns  aber  für 
den  allein  functionentheore tischen  Standpunkt  unbenommen,  schon  in 
die  rationalen  Functionen,  die  wir  aus  den  Wurzeln  zusammensetzen, 
numerische  Irrationalitäten  irgend  welcher  Art  aufzunehmen. 

§  11.    Übertragung  algebralBOher  Begriffe  auf  transoendente 

Gleiohtingen. 

Versuchen  wir  nunmehr  die  angedeuteten  Überlegungen  fQr  eine 
einen  Parameter  enthaltende  transcendente  Gleichung  durchzuführen, 
wie  eine  solche  z.  6.  unsere  Modulgleichung  ist,  so  ergiebt  sich  zu- 
nächst eine  völlig  zwanglose  Ausdehnung  des  functionentheofetischen 
Standpunkts  auf  diesen  Fall.  Nichts  hindert,  über  der  complexen 
Ebene  des  Parameters  die  freilich  oo- blättrige  Riemann'sche  Fläche 
construiert  zu  denken,  welche  der  transcendenten  Gleichung  zugehort**^^). 
Gerade  wie  oben  lassen  wir  jetzt  den  Parameter  in  seiner  Ebene  ge- 
.schlossene  Wege  beschreiben  und  gewinnen  durch  jeden  derselben 
eine  völlig  bestimmt  charakterisierte  Permutation  der  Wurzeln,  wobei 
freilich  jetzt  die  Anzahl  dieser  verschiedenen  so  erzielbaren  Permu- 
tationen,  wie    leicht   ersichtlich,    über    alle   Grenzen    wachsen   muss. 


*)  Man  verfolge  diese  Verhältnisse  insbesondere  an  der  Ikosaedergleichung 
(vgl.  namentlich  „Ikos.*'  I  Kap.  4  §  5),  wo  die  beiderlei  Gruppen  solche  der  60**^ 
bez.  240*^^  Ordnung  sind,  während  die  letztere  auf  die  erstere  nach  Adjunction  von 

e   ^     zurücksinkt. 

♦•)  Vgl.  oben  Kap.  2  §  15. 
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Immer  bilden  sie  doch  eine  durchaus  fest  charakterisierte  Permutations- 
gruppe  unendlich  hoher  Ordnung  y  und  diese  wird  die  Gruppe  unserer 
Gleichung  sein*). 

Vereinen  wir  jetzt  die  unendlich  vielen  Wurzeln  unserer  Glei- 
chung in  convergente  Processe  und  nehmen  dabei  jede  einzelne  Wurzel 
in  functionentheoretisch  rationaler  Weise  auf**).  Sei  ferner  der  Wert 
einer  derartigen  Verbindung  der  Wurzeln  unveränderlich  gegenüber  den 
Permutationen  der  eben  definierten  Gruppe;  ersichtlich  ist  dann  und  nur 
dann  diese  Function  der  Wurzeln  eine  eindeutige  Function  des  Parameters. 
Als  solche  aber  wird  sie  für  bekannt  gelten,  indem  wir  in  der  That 
an  Stelle  der  rationalen  Functionen  unter  Anpassung  an  die  Verhält- 
nisse hier  überhaupt  die  eindeutigen  Functionen  des  Parameters  ßr 
rational-iekannt  oder,  besser  gesagt,  für  bekannt  erklären. 

Versuchen  wir  jetzt  der  Betrachtung  nach  die  arithmetische  Ver- 
schärfung zu  geben,  so  werden  wir  von  vornherein  in  die  convergenten 
Processe  die  einzelne  Wurzel  auch  numerisch  rational  einführen.  Aber 
man  muss  beachten,  dass  gleichwohl  mit  der  Zulassung  „unendlicher'^ 
Processe  principiell  der  Unterschied  zwischen  numerisch  Rationalem 
und  Irrationalem  verwischt  wird.  In  der  That  möge  man,  um  auf 
diese  Verhältnisse  etwas  näher  einzugehen,  sich  eine  Function  der 
Wurzeln  von  geforderter  Eigenschaft  in  /*  =  ^o  "H  ^i  +  ^2  +  ' '  *  ge- 
bildet haben,  wobei  also  das  einzelne  Glied  dieser,  als  absolut  con- 
vergent  vorausgesetzten  Entwicklung  von  f  eine  functionentheoretisch 
und  arithmetisch  rational  gebaute  Function  einer  oder  auch  einiger  Wurzeln 
unserer  transcendenten  Gleichung  ist.  Diese  Function  /  der  Wurzeln  soll 
zudem  so  gebildet  sein,  dass  sie  unverändert  bleibt  bei  allen  Permuta- 
tionen der  Wurzeln,  die  eine  bestimmte,  noch  nicht  näher  definierte 
Gruppe  Gebilden;  die  so  gewonnene  Function  /* wird  uns  dann  als  bekannt 
gelten.  Ist  ferner  a  eine  ganz  willkürlich  gewählte  numerische  Irratio- 
nalität, so  können  wir  dieselbe  bekanntermassen  in  eine  absolut  con- 
vergente  Reihe  a  «=  a^  +  aj  -|-  ag  +  ' ' '  rationaler  Zahlen  a^,  a^  •  •  • 
entwickeln.  Wir  denken  uns  jetzt,  wofern  die  oben  durch  f  bezeichnete- 
Reihe  mehrfach  unendlich  ist,  an  erster  Stelle  solche  Glieder  r^,  »"i,  ^2  * ' ' 
angeordnet,  die  für  sich  genommen  eine  einfach  unendliche  Reihe  bilden. 
Diesen  Gliedern  wollen  wir  dann,  um  mit  festen  Vorstellungen  zu  thun 


*)  Diese  Gruppe  werden  wir  sogleich  bei  der  Modalgleich nng  in  einer  durch- 
aus zugänglichen  Form  wieder  finden. 

**)  Wir  bemerken,  dass  in  Poincard's  Behandlang  der  Functionen  mit 
unendlichen  Gruppen  linearer  Transformationen  in  sich  derartige  Verbindungen 
unendlich  vieler  Wurzeln  eine  principielle  Rolle  spielen. 
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zu  haben,  die  entsprechenden  Glieder  der  für  a  angegebenen  Entwick- 
lung hinzufügen  und  haben  nun  in 

f  =  K  +  ^o)  +  («1  +  ^i)  +  K+^a)  H — 

eine  neue  Function  der  Wurzeln,  die  alle  hier  in  Betracht  kommen- 
den Eigenschaften  von  f  gleichfalls  besitzt.  Aber  nun  gilt  mit  f  und  f 
60  ipso  auch  die  Differenz  f  —  f^=^a  für  bekannt;  es  ist  also  von 
vornherein  jede  beliebige  numerische  Irrationalität  a  als  bekannt  an- 
zusehen, und  wir  können  dieserhalb  nur  eine  solche  Gruppe  G  unserer 
Gleichung  bilden,  welche  dem  functionentheoretischen  Standpunkt  ent- 
spricht. Wir  haben  demgemäss  das  Resultat:  Bei  transcendenten  Glei- 
chungen mit  einem  Parameter  bleibt  der  functionentJieoretische  Stand- 
punJct  wesentlich  unverändert  bestehen^  während  der  arithmetische  prindpiell 
in  Wegfall  Jcommt. 

Wir  handeln  endlich  noch  unter  Festhaltung  allein  des  functionen- 
theoretischen Standpunktes  von  einem  weiteren  sehr  wichtigen  Begriffe 
der  Algebra,  nämlich  dem  der  Irreducibiliiät  Die  Ikosaedergleichung 
ist  functionentheoretisch  irreducibel,  insofern  ihre  linke  Seite,  wenn 
wir  sie  in  der  Form  einer  rationalen  ganzen  Function  von  g  und  J 
schreiben 

sich  nicht  in  das  Product  zweier  eben  solchen  Fimctionen  spalten 
lässt.  Aber  das  ist  nur  die  äussere  Erscheinung  der  Thatsache,  dass 
die  bezügliche  60- blättrige  Fläche  über  der  eT^-Ebene  zusammenhängend 
ist  und  nicht  in  getrennte  Stücke  zerfällt,  oder,  was  dasselbe  sagt, 
dass  wir  durch  geschlossene  Wege  des  J  in  seiner  Ebene  jede  Wurzel  g 
stetig  in  jede  andere  überführen  können,  oder  endlich,  um  es  noch  anders 
auszudrücken,  dass  die  Monodromiegruppe  der  Ikosaedergleichung  tran- 
sitiv ist.  Wir  werden  sofort  sagen:  Auch  die  Modulgleichung  ist  irre- 
ducibely  wie  denn  in  der  That  die  ihr  zugehörige  unendlich-blättrige 
Fläche  über  der  J-Ebene,  bez.  die  Gebietsteilung  in  der  Halbebene  cd 
vermöge  der  von  uns  von  vornherein  eingeführten  Definitionen  not- 
wendig je  ein  untrennbares  Ganze  bilden. 

§  12.     GruppentheoretiBOher  Vergleich  der  Ikosaeder-  und 

Modalgleiohimg. 

Bei  der  Behandlung  der  Ikosaedergleichung,  wie  dieselbe  in  den 
„Vorlesungen^'  vorliegt,  wird  die  arithmetische  Seite  des  Problems  nur 
einmal   ganz  vorübergehend'^)  in  Betracht  gezogen.    Der  herrschende 


*)  Am  SchluBs  von  §  6  in  I  Kap.  4. 
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Standpunkt  ist  durchaus  der  Ainctionentheoretische^  d.  i.  gerade  der^ 
welchen  wir  auch  gegenüber  der  Modulgleichung  einnehmen  können. 
In  der  That  findet  denn  auch  hier  wieder  völlige  Analogie  zwischen 
beiden  Gleichungen  statt.  Erinnern  wir  uns  zuvörderst  kurz  an  die 
bezüglichen  Verhältnisse,  wie  sie  sich  beim  Ikosaeder  gestalten. 

Die  Ikosaedergleichung  hatte  eine  Gruppe  sechzigster  Ordnung, 
deren  bündigste  Form  wir  in  der  Gruppe  der  sechzig  Ikpsaedersub- 
stitutionen  fanden*).  Bezeichnen  wir  dieselben  kurz  durch  Sq^)  «=  f, 
^i(S)  '  •  •  '859(5),  so  ist  die  Gruppeneigenschaft  dieser  sechzig  Substi- 
tutionen ausgedrückt  durch 

was  wir  kurz  in  symbolischer  Form  schreiben  wollen: 

SkSi  «=  Si, 

In  dieser  Substitutionsgruppe  hatten  wir  nun  freilich  nicht  den  sonst 
gewohnten  Ausdruck  für  die  Gruppe  einer  Gleichung,  die  man  doch 
in  der  Regel  als  Permutationsgruppe  aufstellt.  Aber  es  gelang  leicht, 
den  Übergang  zu  dieser  letzteren  Form  zu  finden.  Bezeichnet  g  eine 
Wurzel,  so  sind  die  sämtlichen  Wurzeln  durch 

(1)  t,    S,(t),    S,a),---8^(t) 

dargestellt,  wodurch  zugleich  eine  bestimmte  Reihenfolge  unter  ihnen 

festgesetzt  ist.     Wir  ordnen  die  Folge  (1)  jetzt  in 

(2)  m),  SMt),  •  ■ '  s^s^it) 

um,  wobei  Si  eine  der  sechzig  Substitutionen  ist,  und  haben  dergestalt 
sechzig  verschiedene  Permutationen  von  (1)  in  (2)  gewonnen,  welche 
die  Gruppe  in  gewohnter  Form  darstellen. 

In  der  That  konnten  die  beiderlei  Gruppen  holoedrisch  isomorph 
auf  einander  bezogen  werden,  wenn  man  der  Permutation  von  (1)  in  (2) 

die  zu  Si  inverse  Substitution  Si"  entsprechend  setzte.  Wenn  man 
nämlich  nach  Si  jetzt  Sk  auf  (2)  anwendet,  so  erhalten  wir  als  Re- 
sultat der  Anwendung  beider  Operationen  in  dieser  bestimmten  Reihen- 
folge die  Permutation  von  (1)  in 

(3)  Ä&(£),    8,(Si8k{f^),  . . .  S,,{SiSk{i)). 

Üben  wir  auf  der  anderen  Seite  auf  J  zuerst  Sr^  und  dann  SjT^ 
aus,  so  kommt  als  Resultat  die  Substitution 

welche  der  durch  (3)  angezeigten  Permutation  in  demselben  Sinne  zu- 
geordnet ist,  wie  Si~^  der  durch  (2)  gegebenen. 


*}  Die  Formenprobleme  bleiben  im  Texte  zuvOrderat  "aueser  Betracht. 
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Alle  diese  Betrachtungen  übertragen  sich  jetzt  sofort  auf  die  Modul- 
gleichung. Wir  haben  schon  in  Kap.  2  durch  Rechnung  gezeigt,  dass 
die  Gesamtheit  der  Modulsubstitutionen: 

(4)  ''('») -7^5'     aS-ßy^l 

eine  Gruppe  darstellt,  die  wir  nun  auch  kurz  die  „Modulgruppe^^  nennen. 
Sie  ist  mit  der  Permutationsgruppe  der  Modulgleichung  holoedrisch 
isomorph. 

Bringen  wir  nämlich  die  Wurzeln  der  Modulgleichung  in  die 
Anordnung: 

(5)  m,     V,(a>),     F,(»)... 

und  lassen  Vi  der  Reihe  nach  alle  Modulsubstitutionen  durchlaufen, 
so  bildet  die  Gesamtheit  der  Permutationen  von  (5)  in  . 

(6)  f;»,   r,r,(a,\   r,r,(a,)... 

früheren  Erörterungen  zufolge  die  Gruppe  der  Modulgleichung.  Denn 
in  der  That  können  wir  durch  einen  zweckmässigen  geschlossenen 
Weg  des  J  in  seiner  Ebene  infolge  der  Irreducibilität  der  Gleichung 
die  erste  Wurzel  o>  in  irgend  eine  vorgeschriebene  andere  Vi{<o)  stetig 
überführen;  und  andrerseits  müssen  die  Änderungen  der  übrigen  Wurzeln 
durch  Angabe  dieser  Vi{cai)  bereits  mit  bestimmt  sein,  da  alle  übrigen 
Wurzeln  lineare  Functionen  einer  ersten  a>  sind.  Die  geschilderte  Per- 
mutationsgruppe  lasst  sich  aber  analog  wie  beim  Ikosaeder  dadurch 
holoedrisch  isomorph  auf  die  Modulgruppe  beziehen,  dass  man  die 
besondere  durch  den  Übergang  von  (5)  zu  (6)  dargestellte  Permutation 

der  Substitution  F<~"*  zuordnet.  Wir  Mnnen  demgemäss  in  übertragenem 
Sinne  die  ModtUgruppe  d.  i.  die  Gruppe  der  Substitutionen 

geradem  ais  die  Gruppe  der  Modülgleichung  beiseichnen. 

§  13.     Formulienmg  der  allgemeinen  Ftindamentalanfgabe. 

Es  ist  ein  Hauptgewinn  von  Galois'  Theorie  der  Gleichungen, 
dass  eine  einzelne  vorgegebene  Gleichung  F(x)  «=  0  nicht  mehr  isoliert 
untersucht  wird,  sondern  eingeordnet  erscheint  als  ein  Glied  in  die  Kette 
ihrer  Besolventen.  Erinnern  wir  uns  kurz  an  die  hier  eintretenden 
Gesichtspunkte*).  Der  vorgegebenen  Gleichung  F{x)  =  0  kommt  eine 
Gruppe  zu,  die  wir  kurz  G  nennen  wollen,  und  in  ihr  sei  eine  Unter- 
gruppe g  enthalten.    Dieser  Untergruppe  g  gehört  in  einer  Weise,  die 

*)  Wie  sie'  ausführlicher  in  „Ikos.**  I  Kap.  4  §§  8,  4  zur  Entwicklung  ge- 
langen. 
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wir  hier  nicht  näher  erläutern  wollen,  eine  Besolvente  /"(y)  =  0  von 
F{x)  =  0  zu,  und  zwar  nur  eine  solche  Resolvente,  wofern  wir  rational 
in  einander  transformierbare  Gleichungen  als  wesentlich  verschieden 
nicht  ansehen.  Da  ist  es  nun  ein  Hauptpunkt,  dass  die  Gruppe  dieser 
Resolvente  Isomorphismus  zur  Gruppe  G  der  Gleichung  F{x)  auf- 
weist, wobei  dann  die  wichtige  Fallunterscheidung  Platz  greift,  ob 
dieser  Isomorphismus  holoedrisch  oder  meroedrisch  ist. 

Immer  sind  die  Wurzeln  y  der  Resolvente  rationale  Functionen 
der  Wurzeln  x  der  ursprünglichen  Gleichung.  Triflft  dann  der  erste 
der  beiden  soeben  unterschiedenen  Fälle  zu,  d.  i.  besteht  holoedrischer 
Isomorphismus  zwischen  den  Gruppen  von  F{x)  =  0  und  f{y)  ==  0, 
so  lässt  sich  auch  umgekehrt  jede  Wurzel  x  der  ursprünglichen  Glei- 
chung rational  in  den  Wurzeln  y  der  Resolvente  und  den  bekannten 
Grössen  darstellen.  Die  Auflösung  von  F{x)  =  0  und  die  von  /*(y)  =»  0 
sind  dann,  wie  man  sich  ausdrückt,  äquivalente  Probleme. 

Ganz  verschieden  davon  ist  der  andere  Fall  des  meroedrischeu 
Isomorphismus  der  beiderlei  Gruppen,  wo  dann  Gruppe  Q  diejenige 
von  höherer  Ordnung  ist.  Bleibt  immer  die  einzelne  Wurzel  y  rational 
in  den  x  und  den  bekannten  Grössen  —  denn  solcherweise  wurde  ja 
die  Resolvente  f{y)  =  0  überhaupt  eingeführt  — ,  so  ist  nun  keines- 
wegs auch  die  einzelne  Wurzel  x  rational  in  den  y  mit  Hilfe  der  be- 
kannten Grössen  darstellbar.  Jetzt  also  ist  die  Lösung  von  f(y)  =  0 
ein  Problem  von  einfacherem  Charakter  gegenüber  der  Lösung  von  F(x)  =  0, 
und  die  Lösung  von  f(f/)  «=  0  wird  das  Problem  der  Lösung  von 
F(x)  =  0  nur  vereinfachen,  nicht  erschöpfen. 

Wollen  wir  nun  auch  ferner  unter  den  Resolventen,  welche  im  Einzel- 
fall  „äquivalente  Probleme"  darbieten,  diejenige  insbesondere  charakteri- 
sieren, welche  man  mit  dem  Namen  der  zugehörigen  Galois'schen  Re- 
solvente  belegt  hat.  Alle  gemeinten  Resolventen  haben  abstract  ge- 
nommen dieselbe  Gruppe;  aber  es  ist  das  Besondere,  dass  diese  Gruppe 
j  v/t/v  g«nau  ^emfaeh -transitiv  ausföllt,  wenn  wir  sie  als  Permutationsgruppe 
aus  den  Wurzeln  der  betreifenden  Galois'schen  Resolvente  aufbauen. 
Das  hat  denn  zur  Folge,  dass  mit  einer  Wurzel  dieser  Resolvente  zu- 
gleich alle  übrigen  bekannt  sind,  indem  sie  alle  rationale  Functionen 
jener  einen  werden,  ein  Umstand,  der  gleichfalls  charakteristisch  fQr 
die  Galois'sche .  Resolvente  ist.  Der  Grad  der  Galois'schen  Resolvente 
ist  freilich  höher  als  der  Grad  irgend  einer  ihr  zugehörigen  Resolvente 
und  sie  könnte  also  unter  allen  Resolventen  als  die  complicierteste 
erscheinen;  dafür  aber  werden  diese  Resolventen  alle  von  jener  insofern 
beherrscht,  als  jede  Wurzel  einer  niederen  Resolvente  eine  rationale 
Function  einer  einzelnen  Wurzel  der  Galois'schen  ist 
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Wir  massten  an  diese  letzten  Sätze  erinnern ,  um  nun  sogleich  den 
Schluss  zu  ziehen:  Wie  die  IJcosäedergleichung  ist  auch  die  Modulgleichung 
ihre  eigene  Gdlois^sche  Besolvente.  Ihre  Permutationsgruppe  erwies  sich 
ja  in  der  That  als  einfach  transitiv,  wie  sich  denn  auch  jede  ihrer 
Wurzeln  als  rationale ;  nämlich  lineare  Function  einer  einzigen  unter 
ihnen  a  darstellte. 

Wenn  man  es  weiter  als  den  Ausbau  der  Ikosaedertheorie  be- 
zeichnen darf,  dass  die  Resolventen  der  Ikosaedergleichung  und  unter 
ihnen  namentlich  diejenigen  der  niedersten  Grade  aufgestellt  und  unter- 
sucht wurden,  so  wird  sich  für  uns  als  .Fundamentalaufgabe  für  alle 
folgenden  Erörterungen  in  entsprechender  Weise  diese  aufdrängen: 
Wir  wollen  die  Besolventen  der  Modulgleichung  namhaft  maclien  und 
untersuchen.  Dabei  wollen  wir  aber  nicht  etwa  besonders  diejenigen 
herausgreifen,  welche  mit  der  Modulgleichung  äquivalente  Probleme 
definieren  und  demnach  gleichfalls  transcendent  sind,  sondern  es  soll 
sich  möglichst  um  die  Gesamtheit  solcher  Besolventen  handeln.  Vornehm- 
lich muss  es  interessieren,  wie  wir  hier  sogleich  zum  voraus  an- 
kündigen, dass  es  unter  den  gemeinten  Resolventen  auch  solche  von  end- 
lichem Grade  giebt  Sie  sind  algebraische  Gleichungen  mit  dem  Para- 
meter J  und  ihre  Gruppe,  die  selbstverständlich  von  endlicher  Ordnung 
ist,  wird  zur  Modulgruppe  jedenfalls  Isomorphismus  von  unendlich  JwJier 
Meroedrie  zeigen  müssen.  Dass  wir  solchen  Resolventen  endlichen 
Grades,  wenn  sie  wirktich  existieren,  iu  erster  Linie  unsere  Erörte- 
rungen widmen  werden^  brauchen  wir  kaum  noch  zu  versichern. 

Alle  diese  Besolventen,  mögen  sie  endlichen  oder  unendlichen 
hohen  Grades  sein,  werden  von  der  Modulgleichung  insofern  beherrscht, 
als  jede  Wurzel  von  einer  der  ersteren,  wie  wir  nun  sagen  müssen,  eine 
„eindeutige"  Function  einer  beliebigen  einzelnen  Wurzel  o  der  Modul- 
gleichung ist.  Wir  können  in  diesem  Sinne  unsere  Fundamentalaufgabe 
auch  dahin  formulieren,  dass  unr  diejenigen  Gleichungen  mit  einem  variabelen 
Parameter  J  kennen  lernen  wollen,  die  sich  durch  eindeutige  Functionen 
der  Wurzel  co  der  Modulgleichung  lösen  lassen.  In  der  That  ist  es  ja 
auch  sofort  zu  sehen,  dass  jede  solche  Gleichung  dem  System  unserer 
Resolventen  angehören  wird. 


§  14.    Das  gmppentheoretisohe  Gmndproblem. 

Das  Mittel,  die  Gesamtheit  der  Resolventen  einer  gegebenen 
Gleichung  aufzufinden,  gewinnt  die  Galois'sche  Theorie  in  der  Zerlegung 
der  zur  Gleichung  gehörigen  Gruppe  in  ihre  Untergruppen.  Formulieren 
wir  daher  als  Zielpunkt  unserer  weiteren  Unternehmungen  eii^  erstes 
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Grundproblem,  dem  wir  den  Namen  des  grujfypentheoretischen  verleihen: 
Es  ist  die  Gruppe  der  Modülstibstitutionen: 

gegeben]  man  soll  ihre  Untergruppen  aufgöMen  und  nach  sachgemässen 
Grundsätzen  classificieren. 

Aber  während  das  entsprechende  Problem  der  Ikosaedertheorie^ 
die  Zerlegung  der  endlichen  Gruppe  60**®'  Ordnung  io  ihre  Unter- 
gruppen, leicht  gelöst  war,  stehen  wir  hier  vor  einem  Problem  von 
ausserordentlicher  Tiefe,  darum  freilich  auch  von  ungleich  höherem 
Intereeise.  Bei  späterer  Untersuchung  zeigt  sich  von  Untergruppen 
der  Modulgruppe  eine  Mannigfaltigkeit^  die  wir  im  einzelnen  gar  nicht 
übersehen  werden  können;  und  wir  werden  uns  bald  genug  genötigt 
sehen,  eine  sehr  specielle  Gattung^  die  an  sich  betrachtet  auch  bereits 
mannigfaltig  genug  ist,  zur  eingehenden  Untersuchung  auszusondern. 

Überhaupt  teilen  sich,  was  wir  hier  sogleich  vorweg  bemerken, 
alle  Untergruppen  der  Modulgruppe  nach  folgendem  Gesichtspunkte 
in  jsu?ei  Classen.  Seien  die  Substitutionen  irgend  einer  gerade  vor- 
liegenden Untergruppe  durch  l,t;,,  v^-'-  bezeichnet*),  deren  Zahl 
gleichfalls  unendlich  gross  sein  kann,  so  kann  man  nach  den  Ele- 
menten der  Gruppentheorie  die  Gesamtgruppe  in  dem  Schema  anordnen: 


1, 

»1  , 

V»    , 

"s    •• 

Vi, 

fl^l, 

»,Fi, 

«sF,  •  • 

n, 

ViVt, 

ViYi, 

»jF,'- 

Dasselbe  ist  so  gebaut,  dass  in  der  ersten  Reihe  die  Substitutionen 
der  Untergruppe  Platz  finden,  während  die  in  jeder  neuen  Reihe  hin- 
zukommende Substitution  V  in  keiner  vorhergehenden  Reihe  vorkommen 
soll.  Hier  sondern  wir  nun  «den  Fall,  dass  unser  Schema  nur  erst 
mit  einer  unendlichen  Zahl  von  Horizontalreihen  die  gesamte  Gruppe 
der  Modulsubstitutionen  zu  erschöpfen  vermag  vom  anderen,  wo  zu 
diesem  Ende  eine  endliche  Zahl  von  Reihen  genügt.  Diese  Zahl,  welche 
sich  leicht  als  von  der  besonderen  Auswahl  der  Substitutionen  Vi  un- 
abhängig erweist  und  demnach  der  Untergruppe  eigentümlich  ist,  nennen 
wir  deren  Index  in  Bezug  auf  die  Gesamtheit  der  Modulsubstitutionen. 
Der  Index  giebt  also  gewissermassen  an,  welcher  Bruchteil  aller  Sub- 
stitutionen auf  die  Untergruppe  entfällt.     Wir  werden  später  zumeist 


*)  Man    bezeichnet   bekanntlich    bei    dieser   abgekürzten  Schreibweise  die 
identische  Sabstitution  durch  1. 
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mit  Untergruppen  von  endlichem  Index  zu  thun  haben.  Eben  diese 
sind  es,  die  zu  den  algebraischen  Resolventen  der  Modulgleichung  hin* 
f&hren,  von  denen  bereits  im  vorigen  Paragraphen  die  Rede  war. 

§  15.    Das  fanotionentheoretiBche  Grandproblem. 

Jedem  System  gleichberechtigter  Untergruppen,  das  der  Problem- 
stellung des  vorigen  Paragraphen  entspricht,  gehört  eine  Besolvente 
der  Modulgleichung  zu*).  Die  Aufstellung  einer  solchen  Resolvente 
unserer  transcendenten  Modulgleichung  weicht  in  keiner  Weise  prin- 
cipiell  von  den  bezüglichen  Vorschriften  für  algebraische  Gleichungen 
ab.  Wir  werden  uns  durch  einen  convergenten  Process  mit  einer 
eindeutigen  Function  der  Wurzeln  der  Modulgleichung  versehen,  welche 
unverändert  ihren  Wert  behält,  wenn  wir  diese  Wurzeln  den  Per- 
mutationen einer  gerade  vorliegenden  Untergruppe  unterwerfen,  die 
aber  bei  allen  übrigen  Permutationen  ihren  Wert  wechselt;  diese 
Function  ist  Wurzel  der  Resolvente. 

Hier  kommen  wir  nun  ausführlich  auf  die  bereits  am  Schlüsse 
von  §  13  berührten  Verhältnisse  zurück,  die  darin  begründet  waren, 
dass  die  Modulgleichung  ihre  eigene  Galois'sche  Resolvente  ist.  Jede 
Wurzel  der  Modulgleichung  ist,  wie  wir  wissen,  eine  lineare  Function  einer 
einzelnen  o;  der  unbestimmte  Begriff  einer  durch  convergenten  Process 
zu  gewinnenden  eindeutigen  Function  der  unendlich  vielen  Wurzeln  geht 
in  den  Begriff  der  eindeutigen  (analytischen)  Function' der  einzigen  Grösse  o 
über;  und  wenn  jene  bei  den  Permutatiouen  einer  vorliegenden  Unter- 
gruppe und  nur  bei  ihnen  ihren  Wert  unverändert  erhielt,  so  wird 
diese  unverändert  bleiben,  wenn  man  ihr  Argument  m  einer  Moduhub- 

ata  -1-  fi 

stUuHon  »'  «=  — J-^,  atf  —  /Jy  =  1  derjenigen  Untergruppe  unterwirft, 

die  in  bekannter  Weise  mit  jener  Permutationsuntergruppe  holoedrisch 
isomorph  ist;  sie  wird  indessen  sich  ändern,  so  oft  wir  auf  a>  eine  andere 
Modülsubstitution  ausüben. 

Eine  solche  eindeutige  Function  von  cd  nennen  wir  hinfoit  eine 
Modulfunction  oder  aus  naheliegendem  Grunde  eine  elliptische  Modul- 
function**)  und  sagen  von  der  eben  gedachten  Modulfunction,  sie  gehöre 
Bu  der  in  Bede  stehenden  Untergruppe  von  ModulsubstitiUionen.  Sie  wird 
dann  einer  Gleichung  mit  dem  variabelen  Parameter  J  genügen, 
welche  eine  zu  jener  Untergruppe  gehörende  Resolvente  der  Modul- 


*)  Vgl.  über  die  su  Ghmnde  liegende  AofGusimg  „Ikos."  I  Kap.  4  §  3. 
**)  Diese  Benennung  ist  zuerst  von  Hrn.  Dedekind  in  der  sogleich  zu  nennen- 
den fundamentalen  Arbeit  in  Cr.  J.  Bd.  83  gebraucht. 
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gleichung  abgiebt.  Aber  ohne  schon  dieser  Resolventen  selbst  zu  ge- 
denken ^  wollen  wir  unser  zweites ^  functioneniheoretisches  Gnindpröblem 
dahin  formulieren^  dass  wir  für  die  Untergrtdppen  aus  Modulsubstiiutionen 
mgdiorige  Modulfunctionen  gewinnen  sollen.  Während  der  Lösung  dieser 
Aufgabe  hat  o?  den  Charakter  als  Wurzel  der  Modulgleichung  vor- 
übergehend völlig  abgestreift  und  ist  dann  selbst  zur  unabhängig  ver- 
änderlichen Grösse  geworden.  Haben  wir  dann  einmal  für  eine  vor- 
gelegte Untergruppe  eine  zugehörige  Modulfunction  gefunden,  so  fügen 
wir  als  einen  zweiten  Teil  des  functionentheoretischen  Grundproblems  nun 
weiter  noch  die  Aufgabe  au,  dass  wir  den  Zusammenhang  dieser  Modul- 
function mit  dem  Parameter  J  explicite  kennen  lernen  wollen.  Solcher- 
art würden  wir  dann  die  in  Betracht  kommende  Besolvente  auch  ihrer 
äusseren  Gestalt  nach  wirklich  in  Erfahrung  gebracht  haben. 

Die  Mittel;  welche  uns  zur  Lösung  unseres  Problems  zur  Ver- 
fügung stehen,  sind  verschiedener  Art.  Wir  werden  uns,  wie  schon 
angedeutet,  namentlich  für  solche  Modulfunctionen  interessieren,  welche 
algebraische  Functionen  von  J  sind.  Und  h^er  ist  nun  das  besonders 
Wichtige,  dass  es  durch  sachgemässen  Gebrauch  der  Modulteilung  der 
(0'nalhd>ene  gelingt ^  auf  geometrischem  Wege  die  Mittel  und  Ansatz- 
punkte zur  erfolgreichen  Anwendung  von  Biemann's  Theorie  der  alge- 
braischen Functionen  zu  gewinnen*).  Über  die  Theorie  der  algebraischen 
Functionen  hinaus  werden  wir  späterhin  zumal  diejenige  der  doppelt- 
periodischen  Functionen  als  nutzbringend  für  die  Auflösung  des  func- 
tionentheoretischen Problems  heranziehen;  der  Inhalt  des  folgenden 
Kapitels  mit  seinen  der  gewöhnlichen  Theorie  der  elliptischen  Functionen 
entnommenen  Entwicklungen  ist  wesentlich  mit  Rücksicht  hierauf 
gewählt. 

Einige  Modulfunctionen  haben  wir  bereits  in  den  voraufgehenden 
Kapiteln  kennen  gelernt.  Li  der  That  werden  wir  den  Satz  beweisen 
lernen**),  dass  alle  s- Functionen  mit  1/^  =  2,  Vg  =  3  und  beliebigem 
i/j  s=a  n  elliptische  Modulfunctionen  werden,  wenn  wir  sie  in  der  Form 
schreiben: 

(1)  ^(i'l^ij^W)- 


*)  Näher  diesen  Satz  zu  erläutern,  müssen  wir  selbstverständlich  hinans- 
dchieben  und  fahren  nur  an,  dass  die  bahnbrechenden  Arbeiten  in  diesem  Be- 
tracht die  folgenden  sind:  Dedekind,  Schreiben  an  Hm.  Borchardt  über  die 
Theorie  der  elliptischen  Modulfunctionen ^  Crelle's  Jonm.  Bd.  83  (1877);  Klein, 
Über  die '  Transformation  der  elliptischen  Functionen  und  die  Auflösung  der  Glei- 
chungen 6*«"  Grades,  Über  die  Erniedrigung  der  Modulgleichungen,  Über  die  Trans- 
formation siebenter  Ordnung  der  elliptischen  Functionen,  Math.  Ann.  Bd.  14  (1878). 
♦*)  „Ikos."  p.  132  u.  f. 
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Da  geben  dann  insbesondere  die  Irrationalitäten  der  regulären  Körper 
die  Modulfonctionen 

(2)  l(J{(o)),    |(J(a))),     fi(J{(o)),    t{JW), 

die  wir  späterhin  kurzweg  als  A(a>)^  l(<^);  l^(<^);  S(^)  bezeichnen. 
Die  Gleichungen  der  regulären  Körper  repräsentieren  also  Resol- 
venten  endlichen  Grades  der  Modulgleichung  und  definieren  dem- 
entsprechend Untergruppen  der  Modulgruppe  von  endlichem  Index. 
Alle  Functionen  (1)  für  n  >  5  liefern  uns  demgegenüber  Beispiele 
solcher  Modulf unctionen,  die  zu  Untergruppen  mit  unendlichem  Index 
gehören.  Vor  allem  muss  uns  aber  als  Typus  der  elliptischen  Modul- 
fnnctionen  die  Function  J{ai)  selbst  dastehen]  nur  werden  für  sie  alle 
in  den  letzten  Paragraphen  entwickelten  allgemeinen  gruppentheoretisch- 
algebraischen  Erörterungen  bedeutungslos^  insofern  sie  ja  zur  Gesamt- 
gruppe  der  Modulsubstitutionen  gehört.  e7^(€o)  ist  von  vornherein  rational 
bekannt,  und  es  wäre  in  der  That  trivial ,  wollten  wir  auch  noch 
X  —  J  =  0  eine  Resolvente  der  Modulgleichung  nennen. 

§  16.     DiQ  elliptischen  Modulformen. 

Die  Modulsubstitutionen   hatten  wir   ursprunglich  in  der  homo- 
genen Form 
(1)  ©/ =  «©1 +  /3a)j,     o/ =  y(»i  +  d©2 

kennen  gelernt  und  waren  erst  hernach  zur  nicht  homogenen  Gestalt 


(2) 


ttm+  ß 


vorgeschritten.  Bemerken  wir  jetzt,  dass  nicht  nur  die  Substitution  (1), 
sondern  auch  noch  die  andere 

beim  Fortgang  zur  nichthomogenen  Schreibweise  (2)  liefert;  denn  in 
der  Substitution  (2)  ist  ein  gleichzeitiger  Zeichenwechsel  der  vier  Goef- 
ficienten  a,  /S,  y,  d  völlig  bedeutungslos.  Wir  müssen  demnach  sagen, 
dass  einer  nichthomogenen  Modulsubstitution  immer  sswei  homogene 
entsprechen  und,  indem  wir  die  Gruppe  der  lel^zteren  kurz  als  yjhomogene 
Modulgrupptf^  bezeichnen,  mrd  sncischen  dieser  und  der  nichthomogenen 
Moduigruppe  hemiedrischer  Isomorphismus  bestehen. 

Im  Anfang  dieses  Kapitels  traten  die  homogenen  Substitutionen 
in  den  Vordergrund,  als  wir  vermittelst  des  Differentiationsprocesses 
aus  der  Modulf unction  J{(o)  die  Modulformen  g^ip^^  cj^),  g^ipi^G^^^ 
A(g)i,  ioj)  herstellten.  Aber  jetzt  ist  uns  J{p)  nur  eine  erste  unter 
einer  unendlichen  Folge  von  Modulfonctionen,  die  den  unendlich  vielen 
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Untergruppen  aus  Modulsubstitutionen  entsprechen.  Da  wird  sich  nun 
zeigen,  dass  wir  von  ihnen  allen  aus  vermöge  des  Differentiations- 
processes  zu  homogenen  Functionen  von  o^,  ca^  gelangen  können,  die 
zu  den  Untergruppen  aus  homogenen  Substitutionen  gerade  so  ge- 
hören, wie  die  Modulfunctionen  zu  den  nichthomogenen  Untergruppen. 
Doch  definieren  wir  diese  homogenen  Functionen  von  o^,  ©2,  die  wir  nun 
allgemein  ,,Modulformen''  nennen  wollen,  besser  in  unabhängiger  Weise: 
Eine  eUiptische  Modulform  soll  eine  eindeutige  homogene  Function  posi- 
tiver oder  negativer  ganzzoMiger  Dimension  von  o^,  cog  sein,  welche  unver- 
ändert bleibt,  wenn  toir  auf  ihre  Argumente  die  Substitutionen  einer  Unter- 
gruppe der  homogenen  Modulgruppe  anwenden.  Wir  sagen  dann  wieder, 
die  Modulform  gehöre  zu  dieser  Untergruppe, 

Wenn  wir  späterhin,  namentlich  im  vierten  Abschnitt,  in  erster 
Linie  mit  den  Modulformen  operieren,  so  ist  dies  jedenfalls  der  um- 
fassendere Ansatz,  indem  sich  von  ihm  aus  der  Rückgang  zu  den 
Modulfunctionen  in  der  einfachsten  Weise  gestaltet.  In  der  That 
werden  zwei  Modulformen  gleicher  Dimension,  die  zu  einer  und  der- 
selben Untergruppe  gehören,  in  ihrem  Quotienten  eine  Modulfunction 
liefern,  die  zur  bezüglichen  nichthomogeneil  Untergruppe  gehört.  So 
hatten  wir  ja  schon  für  die  Gesamtgruppe  als  Modulformen  der 
gleichen,  nämlich  der  ( —  12)*®°,  Dimension  g^^  und  A  erkannt,  und 
die '  Modulfunction  J  als  deren  Quotienten  dargestellt  Zuvörderst 
freilich  (im  dritten  Abschnitt)  werden  wir  an  erster  Stelle  Modul- 
functionen construieren  und  von  ihnen  erst  hinterher  zu  den  Modul- 
formen aufsteigen.  Eine  solche  Art  zu  operieren  wird  den  im  zweiten 
und  dritten  Abschnitte  zur  Geltung  kommenden  geometrischen  Me- 
thoden durchaus  entsprechen. 


Wir  haben  hiermit  alle  wichtigen  Begriffe  unserer  späteren  Über- 
legungen zur  Definition  gebracht,  soweit  dies  überhaupt  auf  Grund 
der  voraufgehenden  Kapitel  geschehen  konnte.  Das  nächstfolgende 
Kapitel  bringt,  wie  schon  in  Aussicht  gestellt,  vorab  solche  Entwick- 
lungen aus  der  Theorie  der  doppeltperiodischen  Functionen,  die  uns 
später  zur  Hand  sein  müssen.  Wir  werden  dann,  in  den  folgenden  Ab- 
schnitten, daran  gehen,  die  beiden  formulierten  Grundprobleme  nach 
einander  aufzulösen. 


Fünftes  Kapitel. 

Analytiselie  Darstelliingeii  für  doppeltperiodische  Functionen  nnd 

'  Modniformen. 

Nachdem  in  den  voraufgehenden  Kapiteln  die  grundlegenden  Eigen- 
schaften der  Functionen  J{fo),  ^2(^1?  ^s)  ^*  ^«  ^-  ^^^  Ableitung  kamen, 
wird  man  nun  auch  wünschen,  analytische  Darstellungen  för  dieselben 
zu  besitzen,  gültig  in  dem  Bereiche,  für  welche  diese  Functionen  über- 
haupt definiert  sind.  Solche  gewinnen  wir  auf  die  einfachste  Weise 
aus  den  analytischen  Darstellungen  doppeltperiodischer  Functionen,  auf 
welche  wir  ohnedies  hier  zurückkommen  wollten.  Der  wiederholte  Ge- 
brauch dieser  Functionen  im  Laufe  der  beiden  letzten  Abschnitte  des 
vorliegenden  Werkes  lässt  es  zur  bequemen  Rückbeziehung  wünschens- 
wert erscheinen,  dass  wir  eine  Reihe  von  Formeln  über  doppelt- 
periodische Functionen  hier  zusammenstellen.  Sie  werden  dann  auch 
hinreichen,  um  die  versprochenen  Darstellungen  für  J,  g^  u.  s.  w.  zu 
gewinnen. 

Von  jeder  systematischen  Entwicklung  müssen  wir  fast  durch- 
gehends  absehen;  es  muss  in  diesem  Betracht  genügen,  jeweils  auf  die 
bezüglichen  Entwicklungen  in  den  schon  in  der  Einleitung  p.  1  ge- 
nannten Schriften  von  Schwarz  und  Halphen  hinzuweisen.  Wir 
citieren  dieselben  kurz  als  S.  und  EL  unter  Angabe  der  Seitenzahl. 

§  1.    Abweichungen  in  der  BeBeiohntmgBweiae« 

Um  einen  bequemen  Gebrauch  der  soeben  genannten  Schrifben 
zu  ermöglichen,  machen  wir  vorab  auf  einige  wenige  Abweichungen 
imserer  eigenen  Bezeichnungsweise  von  derjenigen  aufinerksam,  welche 
von  Weierstrass  in  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  gebraucht 
wurde«  Ein  erster  Unterschied  liegt  bei  der  Bezeichnung  der  Perioden 
vor.  Ist  u  das  Integral  erster  Gattung,  so  gewinnt  Weierstrass  die 
beiden  von  ihm  durch  m  und  cd'  bezeichneten  Grössen,  indem  du  auf 
zwei  verschiedene  Weisen  von  einem  Yerzweigungspunkt  zu  einem 
anderen   integriert  wird,   eine   durchaus  auch  in  der  älteren  Theorie 

Kldin-Fricke,  Modalftanctiouen.  10 


146  I,  5.   Analytische  Darstellung  doppeltperiodischer  Functionen. 

übliche  Massnahme.  Inzwischen  entstehen  auf  dem  Wege  nur  erst 
Perioden AäZ/i^;  wie  wir  oben  im  zweiten  Kapitel  gelernt  haben.  Der 
eingehendere  Vergleich  zeigt  dabei  des  näheren ;  dass  die  Beziehung 
zwischen  den  beiderlei  Bezeichnungsweisen  diese  ist 

(1)  ©1  =  20)',    02  =  2(0. 

Eine  ganz  entsprechende  Abweichung  findet  bei  der  Bezeichnung 
der  Perioden  des  Integrals  zweiter  Gattung  statt.  Wir  haben  hier 
die  Beziehung 

(2)  n^  =  2i]\     V2  =  2rj, 

wo  rjij  1^2  die  bereits  im  vorigen  Kapitel  (p.  116  u.  f.)  gebrauchte  Be- 
zeichnung;  17,  17'  aber  die  Benennung  der  Perioden  des  Integrals  zweiter 
Gattung  nach  Weierstrass  ist. 

Für  den  Quotienten  der  Perioden  cd^,  m^  hat  sich  in  den  älteren 
Arbeiten  über  Modulfunctionen  die  Hermite'sche  Bezeichnung 

(3)  w  ^  ^'- 

eingebürgert.  Wir  halten  hier  an  derselben  um  so  lieber  fest^  als  sie 
der  bezüglichen  Bezeichnung  der  Ikosaeder-Irrationalität  genau  nach- 
gebildet ist.     In  Weierstrass'  Theorie  ist 


o 

—  =  ^; 


SO  dass  unser  o  und  das  Weierstrass'sche  t  geradezu  die  nämliche 
Grosse  bezeichnen. 

Weiterhin  spielt  die  Exponentialgrösse 

(4)  r  ^  e«^'« 

als  Entwicklungsgrosse  eine  wichtige  Rolle.  Auch  sie  findet  sich  bei 
Weierstrass  nicht  in  dieser  Form;  vielmehr  ist  dort  geschrieben: 

welche  Grosse  man  sonst  im  Anschluss  an  Jacobi  mit  q  bezeichnet. 
Man  hat  also  einfach 

(5)  r  =  Ä»  =  3», 

so  dass  neben  der  Bezeichnung  Jacobi's  und  Weierstrass'  hier  noch  eine 
dritte  eingeführt  wird.  Aber  man  wird  alsbald  erkennen,  dass  die 
analytischen  Darstellungen  gerade  derjenigen  Grossen ,  welche  Weier- 
strass gegenüber  Jacobi  in  die  Theorie  eingeführt  hat,  durchaus  in 
ganzen  Potenzen  von  r  geschehen.  Es  liegt  also  von  vornherein  gar 
keine  Nötigung  vor,  für  die  in  Rede  stehenden  Entwicklungen  statt 
des  r  etwa  dessen  Quadratwurzel  einzuführen.  Im  Gegenteil  wird  man 
später  sehen,  dass  in  gewissem  Sinne  für  einen  Teil  von  Weierstrass' 
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Theorie  der  Gebrauch  der  EntwickluDgsgrösse  r  der  allein  consequente 
ist,  gerade  wie  alsdann  für  Jacobi's  Theorie  die  Verwendung  der 
Grösse  g  als  den  Verhältnissen  am  meisten  angepasst  erscheint. 

Abgesehen  von  den  hiermit  namhaft  gemachten  Punkten  konnten 
wir  an  alleo  Bezeichnungsweisen  und  Voraussetzungen  der  Schwarz'schen 
Schrift  festhalten. 

§  2.   Die  Ftinotionen  (^(u)  und  ^'{y)*    Doppeltperiodisohe  Fonotionen. 

Das  Weierstrass'sche  Normalintegral  erster  Gattung  (I^  1,  §  15) 
wollen  wir  auf  der  zweiblättrigen  Riemann'schen  Fläche  des  Eap.  2 
dadurch  des  näheren  fixieren,  dass  wir  als  untere  Grenze  j^  =  oo  ansetzen : 


(1)         .  -/ 


äy 


Bei  Abänderung  des  Weges  zwischen  cx)  und  einer  bestimmten  oberen 
Grenze  y  kann  dieser  Integralwert  zufolge  der  Entwicklungen  des  Eap.  2 
um  jedes  ganzzahlige  Multiplum  der  Perioden  etwa  m^ca^  -|~  ^s^s 
modificiert  werden. 

Die    algebraischen    Functionen    der    zweiblättrigen    Fläche    sind 

rational  in  y  und  )/4y^  —  g^y  —  g^,  d.  i.  in  der  Form  darstellbar: 

(2)  Hy.Vif-9,y-9,), 

und  es  entspringt  nun  die  Theorie  der  doppeltperiodischen  Functionen 
aus  der  Aufgabe ,  die  gedachten  Functionen  (2)  in  ihrer  Abhängigkeit 
Yon  u  zu  untersuchen.  Sollen  wir  diese  Aufgabe  im  Riemann'schen 
Sinne  interpretieren,  so  bedeutet  sie,  dass  wir  fllr  das  Studium  der 
Functionen  (2)  an  Stelle  der  zweiblättrigen  y- Fläche  die  complexe 
u-Ebene  zu  Grunde  legen,  und  es  ist  alsdann  zu  allererst  festzu- 
stellen, in  welcher  Weise  sich  jene  Fläche  vermöge  (1)  conform  auf 
die  tt- Ebene  abbildet. 

Um  solches  zu  untersuchen,  hat  man  die  Fläche  durch  zwei  Quer- 
schnitte, die  wir  etwa  längs  der  Periodenwege  imserer  Ausgangszweige 
o„  G},  ausgeführt  denken,  in  eine  einfach  zusammenhängende  zu  zer- 
legen, welche  sich  alsdann  auf  einen  gleichfalls  einfach  zusammen- 
hängenden überall  im  Endlichen  gelegenen  Bereich  der  t<- Ebene  über- 
trägt. Durch  zweckmässige  Wahl  für  die  „Gestalt^'  der  Querschnitte 
kann  man  erreichen,  dass  dieser  Bereich  das  Innere  eines  geradlinigen 
Parallelogramms  ist,  dessen  Ecken  bei  Wq,  Uq  -{-  Oi,  Uq  -f  o^,  Wo  +  ^^i  +  ®2 
gelegen  sind*). 

*)  Man  findet  diese  Abbildung  in  ausführlicher  Weise  entwickelt  in  Thomae, 
AbrisB  einer  Theorie  der  compkxen  Functionen  und  der  Thetafunctionen  einer  Ver» 

10* 
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Das  Integral  u  ist  als  Function  des  Ortes  in  der  anzerschnittenen 
Biemann' sehen  Fläche  unendlich  vieldeutig  und  jeder  ^,Zweig^'  u  dieser 
Function  ist  in  einem  ersten  u^  wie  wir  schon  bemerkten,  in  der  Form: 

(3)  t«'  «=  W  +  W^Oi  +  WgCDj 

darstellbar.     Wir    gewinnen   den    Satz:    Die  unendlich  vielen  Zweige 

von  t«(y,  y4y*  —  g^y  —  (^J  6*We»  die  Riemann^sche  Fläche  auf  unendr 
lieh  viele  congruente  Parallelogramme  ab,   welche  in  ihrer   Gesamtheit 

die  u- Ebene  lückenlos  und 
vollständig  bedecken.  Wir 
wollen  diese  Parallelo- 
grammteilung der  u-Ebeue 
noch  so  verschieben,  dassti^ 
insbesondere  der  Nullpunkt 
M  =  0  wird  (cf.  Fig.  37). 
Auch  dann  können  wir 
noch  sagen:  Jedes  einsfdne 
dieser  Parallelogramme,  die 
wir  fortan  PeriodenparaUe- 
hgramme  nennen,  ist  wech- 
selweise eindeutig  auf  die 
Riemann'sche  Fläche  be- 
zogen. Von  je  zwei  gegen- 
überliegenden Seiten  des 
einzelnen  Parallelogramms 
muss  man  indessen  dabei  immer  nur  eine  als  demselben  zugehörig 
betrachten*). 

Aus  der  einfachen  Bedeckung  der  u- Ebene  mit  Periodenparallelo- 
grammen entspringt  jetzt  durch  einen  schon  in  Eap.  3  geübten  Schluss  der 
Satz,  dass  die  Functionen  (2),  in  Abhängigkeit  von  u  gedeutet,  zu  ein- 
deutigen Functionen  dieses  Argumentes  werden.  Sie  bleiben  unverändert, 
falls  man  u  um  ein  beliebiges  ganzzahliges  Vielfaches  von  m^  und  to^ 
vermehrt;  eben  darum  nennt  man  die  in  Bede  stehenden  Grössen 
doppeltperiodische  Functionen  von  u.  Im  einzelnen  Periodenparallelo- 
gramm nimmt  eine  doppeltperiodische  Function  jeden  complexen  Wert 
eine  gleiche  AneaJü  von  Malen  an,  weil  (2)  dies  auf  der  Biemann' sehen 

änderlichen  (Halle  1873)  pag.  104  n.  £.  oder  anch  in  KOnigsberger,  Vorlesungen 
Über  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen  (Sechzehnte  Vorles.)  (Leipzig  1874). 
*)  Man  überlege  sich,  wie  «ich  hier  die  Ebenenteilnngen  der  s- Functionen 
zweiter  Art  einordnen  (p.  106,  107).  Überhaupt  ist  es  eine  sehr  nützliche  Übung, 
die  hier  in  Eede  stehende  conforme  Abbildung  mit  den  in  Eap.  8  discutierten  in 
Vergleich  zu  ziehen. 


Fig.  87. 
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Fläche  thut,    Ist  diese  Anzahl  n,  so  sprechen  wir  von  einer  doppdt- 
periodischen  Function  w*^  Grades. 

Eine  doppeltperiodische  Function   ersten  Grades   giebt  es  nicht; 
eine  solche  vom   zweiten  Grade  ist  z.  B.  y^  eine  solche  yom  dritten 

endlich  Y^  —  PtV  "^  ffs?  welche  beiden  Functionen  wir  in  Abhängig- 
keit von  u  so  schreiben: 

(4)  ^       ^  ^  ^' 


Zwischen  p  und  g>'  bestehen  dann  die  Relationen 

(5)  -d^-i^'i»)'    F'*(«)  =  V(«)-^,F(«)-^,. 

Zufolge  (2)  ist  jede  dqppel^periodische  Function  rational  in  (p(u)  und  p(u). 

§  3.     Analytische  Darstellungen  für  die  Ftinotionen  p(u),  io'(;ti). 

Man  besitzt  für  die  doppeltperiodischen  Functionen  (p{u),  p\u) 
eine  Reihe  analytischer  Darstellungen^  die  hier  mitzuteilen  sind.  Wir 
beginnen  mit  den  Entwicklungen  nach  ansteigenden  Potenzen  von  u*): 

deren  Coefficienten  durchgehends  ganae  rationale  Functionen  von  g^ 
und  g^  sind.  Aus  (1)  schliessen  wir  unter  Benutzung  der  Sätze  des  §  2, 
dass  p{u)  für  u=^0  und  also  überhaupt  in  allen  Punkten  u= m^  g^^  -|-  »n^  cd^, 
die  wir  die  Gitterpunkte  der  Parallelogrammteilung  nennen  wollen,  in 
zweiter  Ordnung  algebraisch  unendlich  wird.  An  denselben  Stellen  wird 
p'{u)  von  dritter  Ordnung  algebraisch  unendlich.  Die  Unstetigkeitspunkte 
von  p{u)  und  i^  (u)  sind  hiermit  erschöpft.  Der  Convergenzkreis  von 
(1)  hat  u «»  0  zum  Mittelpunkte  und  reicht  bis  an  den  nächsten  Un- 
stetigkeitspunkt  gerade  heran.  Merken  wir  uns  insbesondere  noch, 
dass  p{u)  eine  gerade,  p'{u)  eine  ungerade  Function  von  u  ist. 

Noch  deutlicher  treten  die  Eigenschaften  von  g){u)  und  p\u)  an 
deren  Partialbruchentwicklungen**)  zu  Tage: 

^\u) — 2^.   ^;  ^  ... 

♦)  Vgl.  S.  p.  10  und  11,  H.  p.  93. 
♦•)  Vgl.  S.  p.  10  und  11,  H.  p.  378. 
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Die  Summen  sind  hier  auszudehnen  über  alle  Combinationen  zweier 
ganzen  Zahlen  tn^^  m^,  nur  dass  in  der  ersten  Summe  die  Combination 
m^  °=»  i»}2  =  0  auszulassen  ist,  was  durch  den  oberen  Index  am  Summen- 
zeichen angedeutet  sein  soll.  Diese  Reihen  convergieren  ffir  jeden  end- 
lichen Wert  u  unbedingt*),  wobei  wir  freilich  für  einen  Gitterpunkt 
jeweils  von  einem  dortselbst  unendlich  werdenden  Gliede  der  einzelnen 
Entwicklung  (2)  absehen  müssen.  Wir  folgern  weiter  aus  (2),  dass  p 
und  p'  homogene  Functionen  ( —  2)**'  hez.  (—  3)**"^  Dimension  der  drei 
Argumente  u,  (Oi,  w^  sind^  was  man  selbstverständlich  ebenso  gut  auch 
aus  der  ursprünglichen  Definition  unserer  Functionen  hätte  ablesen 
können.  Schreiben  wir,  um  die  Abhängigkeit  auch  von  (d^,  (o^  hervor- 
zuheben, ausführlich 

J^(«*   I   ©1,0)2),       S^'(«*  I   0)1,(02), 

so  können  doch  diese  Grössen  wegen  (1)  nur  insoweit  von  den  Perioden 
abhängen,  als  sie  durch  die  Modulformen  g^,  g^  bereits  völlig  bestimmt 
sind.  Sie  werden  also  insofern  das  Verhalten  dieser  Modulformen  teilen, 
als  auch  sie  unverändert  hleiben,  falls  man  auf  die  Perioden  eine  homogene 
Modulsuhstitution  ausiibt  Wir  haben  also  unter  a,  ß,  y,  8  irgend  vier 
ganze  Zahlen  der  Determinante  1  verstanden: 

(3)  (p(u  I  «0)1  +  /3o)2,  yoi  +  dog)  =  p{u  \  co^,  a^) 

und  entsprechend  für  fp'.    Übrigens  folgen  diese  Formeln  auch  aus  (2). 
Letzten  Endes  führen  wir  noch  die  trigonometrischen  Reihen**)  an: 


*  .m 


Vmr  2m7cu 

-      COS 


(4) 


-^  1  —  r"*  <»i 

CO« 


Bin ,;, 


^ Sin , 

Bin*  -      — •  *       '  * 


^,(u) 2{-)  .-  +  —  .2, 

'         Bin'  —  *      w=i  '-       ^ 


w« 


in  welchen    Ausdrücken   die   Perioden   nicht   mehr   symmetrisch   ent- 
halten sind. 


*)  Man  Tgl.  darüber  Eisenstein's  bereits  p.  24  genannte  Abhandlung,  die 
für  die  Einführung  der  doppeltperiodischen  Functionen  vermittelst  der  Partial- 
brnchentwicklungen  fundamental  ist.  Dortselbst  finden  sich  in  der  That  bereits 
die  Grössen  jp,  p\  g^^  ^,,  «j,  e^,  63  der  Weierstrass^schen  Theorie  durch  ihre 
doppelt  unendlichen  Reihen  definiert  vor.  Formel  (5)  p.  286  in  Eisensteines 
Mathematischen  Abhandinngen  ist  geradezu  identisch  mit  der  algebraischen  Re- 
lation (6)  §  2  des  Textes. 

')  Vgl.  H.  p.  426. 


*•> 
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§  4.    Doppelt  unendliolie  Beihen  für  g^  nnd  g^* 

Durch  elementare  Rechnung  gelingt  es,  die  soeben  mitgeteilte 
Entwicklung  (2)  Ton  p(u)  in  eine  Reihe  nach  ansteigenden  Potenzen 
von  te  umzusetzen*).     Dieselbe  heisst: 

..^(te)  sa:  — -  4-  2U  ^,     ~ i r^  +  3m*   ^,     7 i rr  +    •  •  - 


+  (n  +  V)u-yi'  , i v«+2  + 

*      ^         '  ^        ^mi       (m,(0,   4-IM.  O.)"^         ' 


(»ll  (Dj  +  IM,  ©,) 

Der  Vergleich  der  Coefficienten  von  w*  und  m*  mit  den  entsprechenden 

in  (1)  §  3  ergiebt  jetzt  für  die  Modulformen  g^^  g^  die  iiadifolgcnden 
doppelt  unendlidien  Beihen: 

in  welchen  die  Summenzeichen  dieselbe  Bedeutung  habeu;  wie  in  (2)  §  3. 
Nach  Eisenstein's  Untersuchungen  convergieren  diese  Entwicklungen 
unbedingt  für  alle  diejenigen  Werte  der  Perioden  cd^^  o^;  deren  Quo- 
tient a>  nicht  reell  ist.  Sie  convergieren  also  insbesondere  für  solche 
^i>  ^ij  welche  einen  dem  Innern  der  positiven  Halbebene  angehörenden 
Quotienten  cd  geben^  und  allein  für  diesen  Bereich  ist  es  uns  ja  um 
Darstellungen  der  Modulformen  g^^  g^  zu  thun. 

Einige  der  Haupteigenschaften  von  g^  und  g^  treten  in  (1)  un- 
mittelbar in  Evidenz,  so  z.  B.  dass  sie  homogen  in  der  ( —  4)^  bez. 
( —  6)*^  Dimension  in  ai^,  o^  sind,  ferner  dass  sie  gegenüber  allen 
homogenen  Modulsubstitutionen  invariant  sind;  denn  in  der  That  be- 
wirkt die  Ausübung  einer  solchen  nur  eine  Umänderung  in  der  Reihen- 
folge der  Glieder  in  (1). 

Bei  der  Leichtigkeit,  mit  welcher  die  Reihen  (1)  und  ähnlich  ge- 
bildete Entwicklungen  ihren  Charakter  als  Modulformen  offenbaren, 
lag  es  nahe,  von  ihnen  aus  den  Eingang  in  die  Betrachtung  von 
g^  und  ^3  zu  suchen,  indem  man  diese  Grössen  geradezu  durch  (1) 
definierte.  Es  ist  damit  der  Ansatz  zu  einer  von  der  Theorie  der 
doppeltperiodischen  Functionen  unabhängigen  Entwicklung  der  Modul- 
formen gegeben,  der  in  der  That  durch  Hrn.  Hurwitz  zur  Durch- 
bildung gelangt  ist**).    Es  wird  an  genannter  Stelle  auf  dieser  Grund- 


♦)  Vgl.  H.  p.  366. 

**)  Man  sehe  Hnrwitz,  Grundlagen  einer  independenten  Theorie  der  eUiptisehen 
ModtUfunciionen  und  Theorie  der  Mültiplicatorgleichungen  erster  Stufe,  Math.  Ano. 
Bd.  18  p.  528  (1881). 
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läge  zuvörderst  eine  Theorie  derjenigen  Modulformen  entwickelt,  die 
zur  Gesamtgruppe  der  Modulsubstitutionen  gehören.  Aber  auch  die 
directe  Bildung  von  Modulformen  für  Untergruppen  aus  Modulsub- 
stitutionen erscheint  möglich ,  worüber  eine  Andeutung  in  Hurwitz' 
Arbeit  p.  560  gegeben  ist*).  Wir  müssen  uns  hier  mit  dieser  An- 
deutung begnügen;  auch  die  späteren  Entwicklungen  führen  uns  leider 
nicht  zur  Wiederau&ahme  dieses  Gedankens  zurück. 

§  5.    Binfaoh  unendliche  Beihen  für  g^^  g^  nnd  die  Perioden  ij^,  172  • 

Andere  Darstellungen  von  g^  und  g^  gewinnt  man  von  (4)  §  3 
aus,  wobei  zugleich  Entwicklungen  für  die  Perioden  1}^,  i},  entspringen. 
Entwickeln  wir  das  in  der  citierten  Darstellung  Ton  ^(u)  auftretende 

Glied  (-  1  • in  eine  Beihe  nach  Potenzen  von  m,  so  haben  wir 

'         sin* 

für  ff{u)  die  Darstellung: 

—  öl  —  )   •    >' -COS 

m  BS  1 

Hier  bilde  man  auch  noch  die  zweite  und  vierte  Ableitung  und  setze 
in  den  drei  so  entspringenden  Formeln  u  =  0.     Wir  haben  dann: 


l*'"»-^l„.-riC;)'-i^8(i) 


00 


«     ^    mr'*' 


*        TO>I^ 


^  1  —  r 


m  =  l 


ß    ^7    w'r'* 


^  1  —  r"* 

Die  nämlichen  Nullwerte  berechne  man  jetzt  andrerseits  von  den  Dar- 
stellungen (1)  §  3  aus,  wo  sie  bez.  die  Werte  0,  ~,  -^  bekommen. 

Durch  Identischsetzen  der  beiderseits   gefundenen  Werte  kommen  zu- 
nächst für  g^  und  g^  die  neuen  Entwicklungen^'^) 


*)  Noch  in  allgemeinerer  Weise  ist  diese  „Methode  der  directen  Bildnngs- 
weise*'  von  Hm.  Poincar^  in  Anwendung  gebracht  worden,  der  sie  dann  über- 
haupt zum  Fondament  seiner  Behandlung  der  Functionen  mit  linearen  Trans- 
formationen in  sich  machte.  Man  sehe  die  zahlreichen  seit  1881  erschienenen 
Abhandlungen  Poincarä's  in  den  Gomptes  Rendus,  den  Math.  Ann.  Bd.  19  und 
den  Acta  mathemaiica. 

**)  Cf.  H.  p.  446.    Die  Oberleitung  der  Formeln  (1)  §  4  in   die  obigen  Dar- 
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(Ä)%.-,V  +  20^,-S' 


(1) 


\2«/    ^3         216  3   ^ 


3  -^  1  -  r 


»»=1 


Ferner  fiodet  sich  durch  Vergeich  der  beiden  Werte  für  h.>(w) A  _ 

eine  Darstellung  der  Periode  i]^  des  Integrals  zweiter  Gattung,  aus 
welcher  man  hernach  unter  Gebrauch  der  Legendre'schen  Relation  eine 
ebensolche  für  iji  erlangt.    Man  kommt  dabei  auf: 


i5.«?t  ==  1  _  24  y 


*  »1 


mr 


.^1  —  1^' 
(2)  ,  ,.     "^' 


•  ,m 


^  1  —  r 


m  =  l 


Der  Convergenzbezirk  aller  dieser  Entwicklungen  (1),  (2)  ist  der 
Einheitskreis  der  r- Ebene.  Thatsächlich  wird  aber  für  jedes  der 
positiven  Halbebene  angehorige  a>  der  absolute  Betrag  von  r  —  ^ä««» 
kleiner  als  1,  während  dieser  Betrag  für  re.elle8  o  gleich  1  ist.  Für 
den  uns  allein  interessierenden  Bereich  der  positiven  o- Halbebene  sind 
somit  die  Entwicklungen  (l),  (2)  unmittelbar  brauchbar.  In  der  negativen 
CO -Halbebene  convergieren  die  Reihenentwicklungen  (1),  (2)  nicht  mehr. 

Der  unendlich  ferne  Punkt  der  imaginären  co-Axe  giebt  r  »»  0 
und  entspricht  also  dem  Nullpunkt  der  r- Ebene.  Dabei  giebt  (1)  als 
Grenzwert  von  g^i 

^»  =  y  •  t  J  ' 

was  in  der  That  mit  (2)  p.  127  in  Übereinstimmung  ist 

§  6.    FroduotdarsteUiing  der  DilorimJiiante  A.     Die  ModulgleiohTing 

in  ezplioiter  Form. 

Mit  Hilfe  der  Relationen  (2)  pag.  122  können  wir  von  den  eben 
mitgeteilten  Darstellungen  der  ri^y  ri^  zu  einer  sehr  wichtigen  Product- 
darstellung  für  die  Discriminante  A  gelangen.   Formeln  (2)  des  vorigen 
Paragraphen  gestatten  die  Schreibweise: 
6 «  d  log  A 


6  t  d  log  A 

—  —  ^1  =  —; 


^  =  ,AJ2,-,«.+242log(l-r-)) 


^  m  =  l 

Btellnngen  von  g^^  g^   hat  Hr.  Hnrwitz  in  seiner  soeben  genannten  Arbeit  ohne 
Zuhilfenahme  doppeltperiodischer  Functionen  geleistet. 
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Integrieren   wir   beide  Gleichungen   und   combinieren   sie  behufs  Be- 
stimmung der  Integrationsconstanten^  so  kommt: 


oc 


log  A  =  const.  +  log  (Og  "  +  23t io  +  ^  log  (l  —  r"»)^ . 
Unter  c  einen  numerischen  Factor  verstanden,  haben  wir  sonach: 

Die    Bestimmung   des   Factors  c    geschieht   durch   Rückgang   auf  (5) 

pag.  129,  welche  Formel  für  r  =  0  in  erster  Annäherung  (— j    •  r  als 

Wert  von  A  ergiebt.     Es  ist  demnach  c  =»  (2«)",  und  nian  gewinnt 
als  Productdarstellung  der  Discriminante*): 

(1)  A(a,„  «,)  =  (^frfjil  -  r-»)". 

TO  =  1 

Dieses  Product  giebt  den  Wert  von  A  für  jeden  im  Innern  der 
positiven  o- Halbebene  gelegenen  Punkt  o.  Dass  A  für  jeden  ratio- 
nalen Punkt  der  reellen  ci-Axe  d.  i.  in  den  Spitzen  der  Moduldreiecke 
verschwindet;  tritt  in  (1)  ebenso  unmittelbar  in  Evidenz,  wie  dass  im 
Innern  der  positiven  Halbebene  ein  Nullpunkt  von  A  nicht  mehr  ge- 
legen sein  kann. 

Aus  den  gewonnenen  Darstellungen  von  g^,  g^^  A  ergiebt  sich 
nun  auch  endlich  die  explicite  Darstellung  der  Modulgleichnng,  nämlich 
in  der  Form: 


I  216         3  ^1  _g8"i»i<»  I 


00 

\2A 


,^nim    I    §   (1  ^mJli(a\i 


m  =  l 


*)  Zur  Entwicklung  von  (1)  vgl.  man  namentlich  noch  Harwitz  in  Math. 
Ann.  Bd.  18  p.  551,  552.  Die  fundamentale  Function  rj(<o)  in  Dedekind's  Arbeiten 
über  elliptische  Modulfunctionen  (vgl.  ausser  der  schon  genannten  Abhandlung  in 
Grollens  Jonm.  Bd.  83  noch  die  Erläuterungen  zu  Biefnann'8  Fragmenten  über  die 
Grenzfälle  der  elliptischen  Modulfunctionen  in  Riemann's  Werken  p.  488)  ist  identisch 


-»V'f^-'VÄ- 
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§  7.    Die  Fnnotion  6(u  \  (d^,  c3.^). 

Nachdem  durch  die  vorangehenden  Mitteilungen  die  Entwick- 
lungen des  vierten  Kapitels  ergänzt  wurden,  kommen  die  nun  folgen- 
den Sätze  über  die  6-  und  '&- Functionen  erst  unten  im  vierten  Abschnitt 
zur  Verwendung.  Doch  schliessen  wir  sie  bereits  hier  an,  um  nicht 
späterhin  noch  einmal  zu  einem  Excurse  genötigt  zu  sein. 

Wir  bilden  uns  zuvörderst  das  Integral*) 

(1)    Z{u)  =ßo(u)du i-  +  g^'^  .  «» +  2^-^  «»  +  ..., 

das  sich  durch  die  Substitution 


sogleich   als   Integral  zvoeiter   Gattung  zu   erkennen   giebt  (cf.  p.  33). 
Man  hat  demgemäss  die  Formeln 

(2)  Z{u  +  oj  =  Z{u)  -  ti,,    Z{u  +  w,)  -  Z{h)  -  i?„ 

sowie  den  Satz^  dass  Z{u)  in  den  Gitterpunkten  m^fo^  -^  titgCOg  unend- 
lich wird  wie 


u  —  t»i  «öj  —  m,  o. 


Integrieren  wir  nochmals 

(3)         fz(u)du  -  -  log  «  +  2-,,?^^ .  ««  +  ^§^^  «•  +  ... 

und  gehen  dann  zu 

SO  haben  wir  eine  Function  erlangt,  die  in  den  Gitterpunkten  einfach 
verschfcindet  und  im  übrigen  in  der  ganzen  endlidien  u- Ebene  endlich  und 
von  Null  verscHieden  ist. 

Die  solchergestalt  erhaltene  Weierstrass'sche  <9<Function  erweist 
sich  für  die  ganze  Theorie  der  doppeltperiodischen  Functionen  als 
fundamental.  Ihre  wesentlichsten  Eigenschaften  sind  die  folgenden. 
Sie  ist  eine  ungerade  Function  ihres  ersten  Argumentes: 

(5)  6(-u)  =  —  6(u), 

sie  ist  in  ihren  drei  Argumenten  u,  m^y  m^  homogen  in  erster  Di- 
mension: 

(6)  6(vu  I  v(D^,  v(o^)  =  v6(u  I  Oi,  m^), 


*)  Man  heachte,  dass  hier,  wie  sogleich  in  (3),  durch  die  angehängte  Reihen- 
entwicklung die  Integrationsconstante  jedesmal  mitbestimmt  ist. 
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sie  zeigt  gegenüber  Modulsubstitutionen  das  Verhalten  einer  zur  Ge- 
samtgruppe gehörenden  Modtdform: 

(7)  6(ti  I  aa>i  +  )Jc»2,  ycöi  +  dcj^)  =  6{u  |  (Dj,  cdJ, 

sie  nimmt  endlich  bei  Vermehrung  von  u  um  Perioden  eine  Exponential- 
grosse  als  Factor  an^  indem  man  in  der  That  von  (2)  aus  leicht  die 
Formeln  gewinnt: 

(8)  tf(w  +  Oi)  =  — e'''^"    *^.tf(w),   <y(« +  ©,)=- /'^"     ^'ff{u), 

von  denen  man  unter  Anwendung  der  Legendre'schen  Relation  zu  der 
allgemeineren  aufsteigt^):  , 

(9)  tf(tt  +  Wi©!  +  WgCöj)  = 

§  8.    Frodnotdarstellnng  der  ö-TunMotL  ^ 

An  analytischen  Darstellungen  der  cf- Function  haben  wir  soeben 
bereits  in  (4)  §  7  die  Reihe  nach  positiven  Potenzen  von  u  kennen 
gelernt.  Dieselbe  convergiert  für  alle  endlichen  Werte  von  u,  sofern  der 
Quotient  o  der  Perioden  eine  nicht-reelle  Grösse  ist.  Eine  fundamen- 
tale Darstellung  in  Gestalt  eines  doppelt-unendlichen  Productes  sehe 
man  in  S.  p.  5  Formel  (1)  nach.  Wir  überspringen  dieselbe^  da  sie 
weiterhin  nicht  zur  Verwendung  kommt  Dagegen  ist  für  uns  die 
folgende  Productdarstellung**)  wichtig: 

(1)         *(«lc„«,,)  =  =f.6^^.sin^. 

JTT  ein  (m« j  n  •  sin  Ima  -| j  n 

»»^^i  sin'  man 

Unter  Gebrauch  der  Bezeichnungen 

e^^'^^r,    e  ""'  =z 
nimmt  diese  Entwicklung  auch  noch  die  anderen  Formen  an: 

Viül                 yYi-2r"»cos^^  +  r2'« 
^^^  6{u)  =  -' .  e  ^.  sm Li 7 ' , 

(3)      *w  =  !^'-.e^.i^,^  IJIi^^diJliizj!::^. 

m  s=  1       1  —  f  »1  =  11  —  r 

*)  Man  vgl.  hierzu  durchweg  8.  p.  5  u.  f.,  H.  Kap.  6. 
*♦)  Cf.  S.  p.  8,  EL  p.  400. 
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§  9.    Darstellung  doppeltperiodischer  Functionen  durch  6(u), 

Eine  wichtige  Verwendung  findet  die  cf- Function  bei  der  Darstellung 
doppeltperiodischer  Functionen  n*^  Grades*).  Sei  g>(u)  eine  solche, 
deren  n  Nullpunkte  in  einem  ersten  Periodenparallelogramme  bei  u  "»  o^, 
^;  -  -  *  a«  gelegen  sind,  während  die  n  Unstetigkeitspunkte  in  dem 
nämlichen  Parallelogramm  u  »»  &^^  2»2;  -  *  *  Z^n  sind.  Es  gilt  alsdann 
zufolge  des  Abel'schen  Theorems**)  zwischen  diesen  Werten  von  u  die 
Relation 

H 

(1)  2  (Pi  -  «0  =  ^10)1  +  WgOg  , 

i  =  l 

wo  m^y  m^  zwei  bestimmte  ganze  Zahlen  sind.  Um  jetzt  eine  Darstellung 
von  g>{u)  durch  die  cf- Function  zu  leisten,  bilde  man  den  Quotienten 

a{u  —  Oj)  a{u  —  er,)  •  •  •  a(u  —  o^) 

Derselbe  stellt  eine  eindeutige  Function  von  u  dar,  welche  die  Null- 
und  Unstetigkeitspunkte  genau  mit  (p(u)  gemein  hat  Bei  Vermehrung 
des  u  um  Perioden  verhält  sich  der  Quotient  gerade  so,  wie  die  Ex- 
ponentialgrösse 

wie  aus  (8)  §  7  folgt.  Aber  diese  Exponentialgrösse  wird  in  der 
ganzen  endlichen  u- Ebene  nirgends  Null  oder  unendlich.  Deshalb  stellt 
uns  die  Verbindung 

^  *    a(u  —  Ol)  a{u  —  a.)  •  •  •  c(u  —  a) 

eine  doppeltperiodische  Function  mit  den  NulU  und  Unstetigkeitsstellen 
von  q>{u)  vor.  Nach  bekannten  Sätzen  kann  dieselbe  von  fp{u)  nur 
mehr  um  einen  von  u  unabhängigen  Factor  abweichen,  so  dass  wir  für 
9(u)  die  Darstellung  gewinnen: 

(2)         q>{u)  =  C'(r^'^^n.^m.n^u,_l_^^Ll 1! ^ ^ 

Beispiele  für  diese  allgemeine  Formel  sind  die  Darstellungen**^) 
von'  j9(tt)  und  p(fi)>    Verschwindet  p(u)  für  u^=  a^  so  hat  man 

,^  /« A  =      ^  (^  —  q) '  <y  («jHO 

^"        .,,     ..(-^)..(.-?)..(.+-4^) 

F  («)= 


•(■s)-(?)-(*^P)-M 


•)  Cf.  S.  p.  15,  H.  p.  209  u.  f.        ••)  Man  sehe  z.  B.  H.  p.  215. 
•♦*)  Cf.  H.  p.  196. 
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wie  man  auch  auf  Grund  der  nämlichen  Schlussweise  leicht 

(4)        ^  p(u)  -  p(v) ,^-^\f- 

nachweist*). 

§  10.     Die  Fnnotionen  (fx,ft(u  \  to^,  cog). 

Besonders  folgenreich  wird  für  uns  die  Betrachtung  desjenigen 
Falles  der  Formel  (2)  §  9,  dass  alle  n  Nullpunkte  von  ip(u)  in  einen 
einzigen  u «» a  und  gleichfalls  alle  n  Unstetigkeitspunkte  in  einen 
u  =  5  concidieren.  Wir  setzen  dann  insbesondere  noch  voraus,  dass 
u  3S  &  der  Nullpunkt  der  u- Ebene  sei,  so  dass  zufolge  (1)  §  9 

(1)  ^  ^  Xco,  +  fto), 

wird,  mit  gangen  Zahlen  X,  ii.  Wir  können  hier  X  und  ft  auf  die  Werte 
A,  ft  =  0,  1,  2,  •  •  •  (n  —  1)  eingeschränkt  denken.  Da  überdies  noch 
die  Combination  A  =  fi  »»  0  q>{u)  zu  einer  von  u  unabhängigen  Con- 
stanten macht  und  also  nicht  weiter  in  Betracht  kommt,  so  bleiben 
noch  (n*  —  1)  brauchbare  Combinationen  A,  fi  über.  Ihnen  entsprechen 
ebenso  viele  Functionen,  die  wir 

a-  (u  -  ^^i+fJ^\ 


o\u) 


schreiben. 

Hier  ist  es  nun  sehr  wichtig,  dass  auch  die  n^  Wurgel  aus  einer 
beliebigen  dieser  Grössen  noch  eine  eindeutige  Function  von  u  ist: 

(2)  r,Ju)^V^,^(u)^c^^.e      »  .(.^     -' 

Diese  Function  wird  im  Parallelogramme  nur  einmal  Null  und  einmal 
unendlich,  aber  sie  ändert  sich  bei  Vermehrung  von  u  um  Perioden, 
allgemein  gesagt,  um  eine  multiplicative  n^  Einheitswurzel.  Es  findet 
sich  nämlich  ohne  Mühe  auf  Grund  von  (9)  §  7: 

—  (m      —      X) 

(3)  r^^^{u  +  m^G}^  +  m^(o^)  =  e^    '^'^    ^    '\^{^)* 

Die  Constante  c^    ,  welche  für  jede  unserer  (n*  —  1)  Functionen 

in  besonderer  Weise  gewählt  werden  kann,  bleibt  hier  völlig  ausser 
Betracht.  Immerhin  wollen  wir  doch  schon  beiläufig  mitteilen,  dass 
sie  in  einem  späteren  Abschnitt  in  eigentümlicher  Weise  bestimmt 
wird.  Sie  ist  nur  von  u  unabhängig,  kann  aber  ganz  wohl  noch  eine 
Function  der  Perioden  sein.     Um  späterhin   ein   möglichst  einfaches 

*)  Aus  (3)  folgert  man  leicht  <?,  =  v>  ("*)  ,    ^i  ==  k^ ("')  ,   ^  =  fr>  V  "g      / 
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Verhalten  unserer  Functionen  gegenüber  den  Modulsubstitutionen  zu 
erzwingen,  wird  sich  die  Einführung  der  folgenden  Grösse  als  zweck- 
mässig erweisen*): 

(4)       *,„(«!  a,„o,,)  =  e     -       ^  '-     la(n-h!!!i±l<j. 

Es  ist  dann  insbesondere  <fQ,o{u)  =  6(u)  und  man  hat: 

Ohne  irgend  auf  die  Bedeutung  dieser  Wahl  für  c^     hier  einzugehen, 

wollen  wir  doch  die  durch  (4)  definierten  Grössen  im  besonderen 
Falle  n  »a  2  noch  näher  verfolgen,  um  auf  die  Weise  den  Übergang 
zu  den  Jacobi'schen  <&- Functionen  zu  finden« 

§  11.     Übergang  zu  den  'O'-Fonotionen. 

Für  w  =  2  haben  wir  unter  Einschluss  von  <yo»o(^)'^^W  ^°^ 
ganzen  vier  Functionen  <?^  (u)^  für  welche  wir  aus  (2)  §  8  die  nach- 
stehenden Productdarstellungen  gewinnen**): 


00 


ti)  =  —  •  e      •  sm 


7J(^-2.'»cos?^«+r*'») 


OO9        Sof,         *      9K14       ms=il 


00 


'2 


mal 

«      .  am  —  1 


J7(l  -  r-)' 


1  • 

r 


(1) 


«  JJ(l  -  r-)* 


m  =  l 

00 


ij,«' 


OD 


öot(«)=''-:f -c      -cos  — 


JJ(l  +  «r-co.?^«+.-) 


fj(l  -  r»)' 


00  2m--l 


<^11  W  = 7^  •  «      •  ^ 5 5 


m=«l 


*)  In  dieser  Form  bat  Klein  die  a^  ^(u)  im  ersten  Abschnitt  der  Abhandlung: 

Über  die  elliptischen  Normalcurven  der  n^^  Ordnung  und  zugehörige  Modulfundianen 
der  n^  Stufe  (Abb.  der  Egl.  Sachs.  Ges.  d.  W.  Bd.  13  Nr.  4,  1885)  gegeben. 
**)  Die  von  Weierstrass  aufgestellten  Fanctionen  ffi(u),  <rs(u),  <!^{u)  sind 
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Die  hier  auftretenden  Producte  lassen  jetzt  eine  elegante  Beiheneni- 
wicklung  zu,  wenn  wir  auf  eine  von  Jacobi^)  aufgestellte  identische 
Gleichung  zurückgehen: 

CO  TO* 

17(1  - '") 


% 


In  der  That  setzen  sich  die  bei  <^]o(m)  und  (fniu)  auftretenden  Producte  auf 
Grund  dieser  Gleichung  direct  in  Reihen  um  und  aus  diesen  leiten  wir  dann 
für  die  beiden  anderen  Producte  entsprechende  Reihen  ab.  Die  dergestait 
gu  Tage  tretenden  Reihen  sind  nun  direct  die  JacoMschen  d'- Functionen: 


9 


^ol    -i^)  =  l  — 2r    cos |-2r    cos 2r    cos     h 

i-  i.  ?? 

'^il — ,  rl  =  2r    sin 2r    sm 1- 2r    sm , 

(2)         ^^i         '  ^i  "J  ^i 

i.                    A                       ?5 
^«l  —  j^}=2^    COS       +2r    cos h2r    cos , 


9 


'^31—  >  ^/  =  1  +  2r    cos h2r    cos ^  +  2r    cos 

Indem  man  die  in  diesen  Reihen  auftretenden  trigonometrischen 
Functionen  durch  ihre  bezüglichen  Ausdrücke  in  der  Exponentialgrösse 
ersetzt y  nehmen  diese  Reihenentwicklungen  die  andere  vielfach  zur 
Verwendung  kommende  Gestalt  an: 

»j=a —  CO 


(3) 


^,(^,  r)=  Ve('"+"^)'"""+(*"+^)C-0'" 


>n~T  — 00 


**(^'  0=  2'«*""'^*''"'"''*'""'^'"" 


m=— 00 


*.&')- 2« 


00         «        .  ■  2ii      , 

m'ai;ri  +  m«  —  ni 


fn=3 — 00 


^01  ^'ll  ^19 

wenn  wir  allgemein  mit  Oj^      den  Wert  von  (Tj^     (u)für  uaO  verstehen.   Man  vgl. 

übrigens  S.  p.  36  nnd  H.  p.  188. 

*)  Man  sehe  ,,Fundamenta  nova  theoriae  fanctionnm  ellipticarnm^  (EOnigs- 
berg,  1829)  Artikel  64. 
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Indem  wir  hier  die  auf  den  linken  Seiten  der  letzten  Formeln 
fär  die  Reihen  eingeführte  Bezeichnungsweise  benutzen,  kommt  unter 
Gebrauch  der  p.  154  fQr  die  Discriminante  A((Di,  Og)  aufgestellten 
Productentwicklung  aus  (1)  folgende  Beisiehung  eunschen  Jacdbi's  ^-Func- 
tionen und  den  zu  n^=^2  gebärenden  (fx,fi(u): 

6{U  I  ©1,(08)  =  — pz. ^i\—y  r)y 


(4) 


T  /  09,  8  /—  ^  *"«         ^ 

Die  ^-Functionen  sind  entgegen  den  02,ju(«)  von  nuUter  Dimension 
in  u,  «D,,  tOf]  sie  enthalten  auch  die  Perioden  nicht  mehr  wie  diese 
symmetrisch,  verhalten  sich  vielmehr  besonders  einfach  gegen  to^,  in- 
dem sie  entweder  geradezu  um  m,  periodisch  sind  oder  bei  Vermehrung 
von  u  um  oi,  nur  das  Zeichen  wechseln.  Im  einzelnen  ist  das  Ver- 
halten der  ^  bei  Vermehrung  von  u  um  Oj  und  cog  durch  das  Formel- 
sjstem  zum  Ausdruck  gebracht*): 


*)  Cf.  S.  p.  44,  46  nnd  H.  p.  264. 

Klein«Frioke,  HodnlAinotionen.  11 


162  If  ^*   Analytische  Darsiellang  doppeliperiodischer  Fanctionen. 

».{s+>.')--».(i".'-). 

Die  grosse  Bedeutung  der  «^-Functionen  ist  in  der  ausserordentlichen 
Eleganz  ihrer  Reihenentwicklungen  (2)  begründet,  welche  eben  dieser 
ihrer  Einfachheit  wegen  künftighin  bei  den  verschiedensten  Gelegen- 
heiten zu  brauchen  sind.  Solches  wird  insbesondere  im  vierten  Ab- 
schnitte der  Fall  sein. 


Zweiter  Abschnitt. 


.Behandlung  des  grnppentheoretischen  Grnndproblems. 

Erstes  Kapitel. 

Von  den  linearen  Snbstitntionen  einer  Yariabelen 
und  ihrer  geometrischen  Dentnng. 

Im  vierten  Kapitel  des  voraufgehenden  Abschnitts  hatten  wir  die 
beiden  Probleme  angekündigt^  deren  Behandlung  die  nun  folgenden 
Abschnitte  gewidmet  sein  sollen.  Unter  diesen  beiden  Problemen  ver- 
langt das  zweite,  functionentheoretische  die  voraufgehende  Erledigung 
des  ersten,  gruppentheoretischeu.  Beginnen  wir  also  mit  diesem  und 
versuchen,  die  Untergruppen  der  Modulgruppe  aufzufinden  und  m  unter- 
Stichen. 

Die  Modulsubstitutionen  waren  specielle  Beispiele  linear-gebrochener 
Substitutionen  einer  Yariabelen.  Wir  haben  schon  oben  gesehen,  dass 
alle  solche  Substitutionen  geometrisch  zu  den  als  Kreisverwandtschaften 
bezeichneten  conformen  Abbildungen  hinführen.  Für  die  künftigen 
Zwecke  ist  indes  mit  dieser  Angabe  die  Lehre  von  der  geometrischen 
Bedeutung  der  linear-gebrochenen  Substitutionen  noch  nicht  hinreichend 
durchgebildet,  und  wir  gehen  daher  vorerst  daran,  in  diesem  Betracht 
die  nötige  Ergänzung  zu  schaffen.  Unsere  Betrachtung  wird  leicht  ver- 
ständlicher Weise  zu  den  Entwicklungen  im  dritten  Kapitel  des  vorigen 
Abschnitts  mannigfache  Beziehungspunkte  darbieten. 

§  1.   Arteinteilnng  der  linearen  Substitutionen  einer  Veränderlichen. 
Indem  wir  unter  0  eine  complexe  Yariabele  verstehen,  sei  uns  in 

(1)  z'  =  ^^ 

^  ^  cz  +  d 

eine  allgemeine  lineare  Substitution  vorgelegt.  Wir  werden  dabei  fortan 

0  und  z'  (und  dadurch  werden  unsere  neuen  Betrachtungen  ihr  Charakte- 

11* 
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ristisches  erhalten)  stets  in  derselben  complexen  Ebene  deuten.  Diese 
Ebene  ist  dann  vermöge  (1)  ein-eindeutig  auf  sich  selbst  bezogen.  Es 
lassen  sich  dabei  0wei  Lagen  von  g  ausfindig  machen^  für  welche  der 
zugeordnete  Punkt  ss'  eben  wieder  mit  0  zusammenfällt;  setzt  man 
nämlich  in  (1)  /  «=  ss,  so  kommt  fQr  0  die  quadratische  Gleichung: 

c^  +  (d-a);8f  — 6  =  0, 

deren  beide  Wurzeln  die  gemeinten  beiden  Werte  von  e  ergeben. 
Nennen  wir  diese  sich  selbst  entsprechenden  Punkte  Fixpunkte,  so 
folgt  der  Satz:  Die  Substitution  (1)  hesitet  zwei  FixpunJcte,  nämlich: 

w  ^n  ^2  = 2^ 

Jetzt  sondern  wir  die  Substitutionen  (1)  in  zu)ei  Arten,  deren 
erste  die  Substitutionen  mit  getrennt  liegenden  Fia:punkten,  deren  zweite 
diejenigen  mit  msammenfallenden  Fixpunkten  umfasst.  Eine  Substitu- 
tion der  zweiten  Art,  durch  die  Bedingung 

(a  —  dy  +  46c  —  0 

charakterisiert,  soll  auch  eine  parabolische  Substitution  heissen. 

Die  Substitutionen  der  ersten  Art  d.  i.  diejenigen  mit  getrennt 
liegenden   Fixpunkten    verteilen    wir    noch    auf   Unterarten,     Es   ist 

-,— -  *  eine  lineare  Function  von  0,  die  für  0*^0^  verschwindet  und 

z    —  z^  '  ^ 

{ÜT  0  =^  0^  unendlich  wird.  Demgemäss  muss  sich  Substitution  (1) 
auf  die  Form  bringen  lassen: 

(3)  C"''*  =Ä;.^'"^S 

^  ^  z    —  e^  z  —  z^^ 

und  man  berechnet  in  der  That  sehr  leicht  für  den  hier  auftretenden 
Factor  Je  die  Form: 

'^"^  4(gd  — 6c) 

Sei  jetzt  der  absolute  Betrag  von  Tc  mit  x  bezeichnet,  so  schreiben 
wir  2;  =  X  •  e^^  und  sondern  unsere  Substitutionen  mit  getrennt  liegen- 
den Fixpunkten  noch  weiter  in  folgende  drei  Unterarten: 

I.  In  eine  erste  Unterart  fassen  wir  die  Substitutionen  mit  d  =  0 
zusammen  und  benennen  sie  als  hyperbolisdie  Substitutionen.  Bei  ihnen 
ist  sonach  2;  »»  x  eine  reelle  positive  Zahl: 

z'  ^  z,  z  —  z. 

z    —  z^  z  ^  z^ 

II.  Die  zweite  Unterart  bestehe  aus  den  Substitutionen  mit  x  >»  1, 
für  welche  demnach  h  eine  complexe  Zahl  vom  absoluten  Betrage  1  ist: 


und  ihrer  geometrischen  Deutung.  165 


^    -^  ^i  g^i .  e  —  ^1 


z'  —  if.  z  —  z, 


s 


Substitutionen  dieser  Form  nennen  wir  weiterhin  elliptische^), 

III.   Endlich  sollen  Sabstitutionen;  für  welche  zugleich  x  ^  1  und 

d*  von  Null  verschieden  ist,  loxodromische  heissen.  Es  ist  ersichtlich, 
dass  sich  jede  loxodromische  Substitution  durch  Gombination  einer 
gewissen  hyperbolischen  mit  einer  gewissen  elliptischen  Substitution 
erzielen  lässt**). 

§  2.  Qeometrisohe  Dentung  der  Substitutionen  mit  getrennt  liegenden 
Fixpnnkten  für  besondere  Lage  der  letzteren. 

Indem  wir  hier  vorerst  die  Substitutionen  mit  getrennt  liegenden 
Fixpunkten  des  näheren  verfolgen,  wollen  wir  eine  geometrische  Deu- 
tung derselben  benutzen,  welche  den  verschiedenen  Charakter  der  drei 
soeben  namhaft  gemachten  Unterarten  sehr  anschaulich  macht.  Den 
einzelnen  Punkt  z,  dem  vermöge  (3)  §  1  der  Punkt  z'  entspricht, 
denken  wir  zu  dem  Zwecke  auf  einer  in  der  complexen  Ebene  canti- 
miierlich  verlaufenden  Bahn  in  z'  übergeführt.  Den  so  von  e  nach  z' 
wandernden  Punkt  nennen  wir  ^,  und  zwar  wollen  wir  seine  Bahn 
dlirch  die  Gleichung  festlegen: 

in  welcher  i;  als  reelle  Zahl  von  0  bis  1  wachsen  soll.  Die  ganze 
j?- Ebene  wird  bei  der  durch  (1)  geregelten  Überführung  des  einzelnen 
Punktes  z  in  z'y  allgemein  zu  reden,  eine  continuierliche  Formänderung 
erleiden,  bei  der  ihre  einzelnen  Teile  unter  Verschiebung  von  ihrer 
Stelle  sich  entweder  zusammenziehen  oder  dehnen.     Immerhin  wollen 


*)  Die  Namen  „elliptische",  „parabolische",  „hyperbolische"  Substitutionen  sind 
von  Kl  ein  in  der  p.  142  genannten  Arbeit  über  elliptische  Functionen  und  Gleichungen 
fünften  Grades,  Math.  Ann.  Bd.  14(1878),  eingeführt.  Es  sind  das  übrigens  Benennungen, 
die  einer  verbreiteten  Ausdrucks  weise  der  Geometrie  nachgebildet  sind.  So  z.  B. 
spricht  Steiner  von  elliptischen,  parabolischen  oder  hyperbolischen  Involutionen 
auf  einer  Geraden,  je  nachdem  die  beiden  Doppelpunkte  der  Involution  conjugiert 
imaginär,  zusammenfallend  oder  drittens  reell  getrennt  liegend  sind.  Des  ferneren 
benennt  man  den  einzelnen  Punkt  einer  krummen  Fläche  als  einen  elliptischen, 
parabolischen  oder  hyperbolischen,  je  nachdem  die  beiden  in  ihm  an  die  Fläche 
zu  legenden  Haupttangenten  imaginär^  zusammenfallend  oder  reell  getrennt 
sind.   U.  8.  w. 

**)  Der  Name  „loxodromische  Substitution",  dessen  Bedeutung  sogleich  (§  8)  mit- 
geteilt wird,  ist  von  Klein  in  der  Abhandlung  „Neue  Beiträge  zur  Biemann'achen 
Functionentheorie'*  Math.  Ann.  Bd.  21  (1882)  benutzt.  Die  loxodromischen  Substitu- 
tionen kommen  übrigens  nur  noch  in  den  nächsten  Paragraphen  beiläufig  in  Betracht; 
späterhin  treten  sie  bei  den  von  uns  anzustellenden  Untersuchungen  nicht  mehr  auf. 
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wir  doch  sagen,  die  Ebene  bewege  sich  in  sich  selbst,  und  das  Ganze 
unserer  durch  (1)  festgelegten  Bewegung  soll  uns  ein  Bild  für  die  Eigen- 
art der  gerade  vorliegenden  Substitution  (3)  §  1  sein. 

Um  nun  die  „Bewegungen''  der  Ebene,  wie  sie  der  getroffenen  Ver- 
abredung  zufolge  unseren  drei  Unterarten  von  Substitutionen  zukommen, 
in  einfachster  Weise  zu  charakterisieren,  gehen  wir  vorerst  durch  die 

Substitution  0  = zur  kreisverwandten  ^- Ebene.    Indem  wir  so- 

gleich  wieder  den  oberen  Index  in  der  Bezeichnung  der  complexen  Yaria- 
belen fortlassen,  heisst  das  nichts  anderes,  als  dass  wir  zuvörderst  die  Sub- 
stitutionen £}'  =  Tcz  mit  den  speciell  gelegenen  Fixpunkten  z  =  0  und  xr  =»  oo 
betrachten  sollen.  An  Stelle  der  Gleichung  (1)  tritt  alsdann  die  andere 
(2)  g  =  Ä''-^, 

wobei  die  einzelnen  Bestandteile  dieser  Gleichung  ihre  obige  Be- 
deutung bewahrt  haben. 

Mögen  wir  nun  in  (2)  sogleich  eine  hyperbolische  Substitution  vor  uns 
haben,  so  ist  It  eine  reelle  positive  Zahl,  die  wir  wie  oben  x  nennen.  Man 
sieht,  dass  unter  dieser  Voraussetzung  der  einzelne  Punkt  S  sich  auf  der 
Geraden  bewegt,  die  durch  den  Nullpunkt  der  ^- Ebene  und  den  be- 
züglichen Punkt  e  bestimmt  ist.  Auf  dieser  Geraden  wandert  %  vom 
Punkte  z  aus  entweder  gegen  den  Nullpunkt  hin  oder  von  ihm  fort, 
je  nachdem  x  <  1  oder  >  1  ist.  Bas  Geradenbüschd  der  z -Ebene  durch 
den  NuUpunJct  derselben  wollen  wir  in  diesem  Sinne  als  das  System  der 
Bahncurven  für  die  vorliegende  Bewegung  bezeichnen. 

Wir  geben  nun  noch  der  besonderen  Vorstellung  Raum,  dass  ij 
in  gleichmässiger  Zunahme  von  0  bis  1  wächst.  Alsdann  wird  der 
einzelne  Punkt  g  sich  mit  einer  Geschwindigkeit  auf  seiner  Bahncurve 
bewegen,  die  durch  den  absoluten  Betrag  von 

^|  =  Mogx 

gemessen  wird  und  sich  sonach  mit  dem  Abstände  des  Punktes  i  vom 
Nullpunkte  z  =  0  als  proportional  ericeist.  Nun  ist  also  die  Geschwindig- 
keit, mit  der  die  wandernden  Punkte  die  einzelne  Stelle  der  ^er- Ebene 
passieren,  für  diese  Stelle  eine  gleichbleibende*,  wir  haben  eine  gleich- 
förmige Bewegung  der  j?- Ebene  in  sich  vor  uns,  die  in  dem  Momente 
angehalten  wird,  in  welchem  der  von  z  auslaufende  Punkt  g  die  End- 
lage i  =  z    erreicht. 

Neben  dem  System  der  Bahncurven  führen  wir  jetzt  noch  ein 
zweites  System  von  Curven  ein,  die  einzeln  überall  orthogonal  zu  den 
Bahncurven  verlaufen  sollen.  Dieses  System,  das  wir  als  das  System 
der  Niveaulinien  unserer  Bewegung  benennen  wollen,  besteht  im  vor- 
liegenden Falle   offenbar   aus  den  concentrischen  Kreisen  der  z- Ebene 
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um  aBs»0  als  Mittelpunkt  Nach  dem  ^  was  wir  soeben  über  die  Ge- 
schwindigkeit der  wandernden  Punkte  i  sagten^  werden  diese  Niveaa- 
linien  ersichtlich  beim  Fortgang  der  Bewegung  in  einander  übergehen, 
indem  sie  sich  alle  verengern  oder  erweitern,  je  nachdem  x<.l  oder  >  1 
ist  In  der  durch  Fig.  38  gegebenen  Zeichnung  ist  (für  den  besonderen 

Fall  ^  "=°  y )  <li6  Anordnung  so  getroffen,  dass  die  einzelne  Niveaulinie 


Fig.  88. 

durch  Ausübung  der  Substitution,  welche  wir  hier  betrachten,  gerade  in 
die  nächstfolgende  übergeführt  wird.  Es  werden  dann  die  Intervalle 
zwischen  den  Niveaulinien  für  die  ganze  ;er- Ebene  ein  Mass  der  an  der 
einzelnen  Stelle  stattfindenden  Geschwindigkeit  der  wandernden  Punkte 
abgeben,  und  es  müssen  die  Radien  der  in  die  Figur  aufzunehmenden 
Kreise  gegen  den  Nullpunkt  hin  wie  die  Glieder  einer  convergenten 
geometrischen  Reihe  abnehmen,  so  dass  bei  Annäherung  an  den  Null- 
punkt die  Kreise  immer  näher  an  einander  rücken  und  solchergestalt 
zu  unendlich  vielen  den  Nullpunkt  umringen. 

Gehen  wir  zur  dliptischen  Substitution -i?' =  6^» -je?,  so  bedeutet  die- 
selbe in  einfachster  Weise  eine  Drehung  der  ss- Ebene  um  ihren  Nullpunkt 
durch  den  Winkel  d'.  Die  beiden  Curvensysteme  der  Fig.  38  haben  ihre 
Rolle  gerade  gewechselt.  Die  cancentrischeti  Kreise  um  0  ^^0  sind  die 
Bahncurven  geworden^  das  0u  diesen  orthogonale  Qeradenbüschel  durale  je  «»  0 
gid>t  die  Niveatdinien,  welche  hei  der  Bewegung  in  einander  übergehen. 

Endlich  folgt  für  eine  loxodromische  Substitution  aus  (2)  durch 
Differentiation  nach  ij: 

dt  =  ^dri'{logx  +  ^i). 
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Das  Element .{{{;  der  Babncurve  wird  also  gegen  die  Richtung  des 
Strahles  von  is  =  0  nach  0  «=  t  ^^^  denjenigen  Winkel  6  gedreht  er- 
scheinen,  den  wir  unter  positiv  gerechneter  Quadratwurzel  aus 

log  X  .     ^  ^ 


cos  & 


yiog«  K  +  -fr« 


sin@ 


yiog*  X  +  ^« 


berechnen.  Die  einzelne  Babncurve  ist  hiernach  dadurch  definiert, 
dass  sie  das  Büschel  der  Geraden  durch  den  Nullpunkt  a  =^0  unter 
einem  constanten  Winkel  0  schneidet,   der  ersichtlich  weder  0  noch 


n 


ein  anderes  Multipliim  von  -^  ist.  Die  Bahncurven  einer  loxodromischen 
Substitution  stellen  sonach  ein  System  congruenter  logarithniiscJier  Spiralen 


.»» 


Fig.  39. 


8 


d- 


durch  die 


dary  wie  sie  in  Fig.  39  für  den  Specialfall  ä  =*      ,  ^ 

mit  Pfeilen  versehenen  Curven  zur  Anschauung  gebracht  werden*).  Zum 
System  der  Bahncurven  verläuft  ein  zweites  System  von  logarithmischen 
Spiralen  orthogonal.  Diese  Uteteren  liefern  uns  die  Niveaulinien  der  vor- 
liegenden Ebenenbewegung,  und  es  sind  insonderheit  in  Fig.  39  die  Niveau- 


*)  Man  vgl.  über  logarithmiscbe  Spiralen,  sowie  insbesondere  über  die  hier 
in  Betracht  kommende  Figur  Holzmüller,  Einführung  in  die  Theorie  der  iso- 
gonalen Verwandtschaften  u.  8.  w.  (Leipzig  1882)  namentlich  §  93  und  Fig.  68. 
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liiiien  wieder  in  solchem  Abstände  von  einander  aufgenommen,  dass  die 
einzelne  unter  ihnen  bei  Ausführung  der  Substitution  gerade  in  die 
benachbarte  übergeht. 

§  3.    Frojeotion  der  erhaltenen  Vigaren  auf  die  Eugeloberfläohe^'). 

In  den  Erörterungen  des  vorigen  Paragraphen,  die  an  Formel  (2) 
p.  166  anknüpften,  lag  der  eine  Fixpunkt  der  Substitution  im  unendlich 
fernen  Punkte  der  ^- Ebene,  was  den  Nachteil  hat,  dass  die  Bewegung  der 
e '  Ebene  in  seiner  Umgebung  der  directen  Anschauung  unzugänglich  bleibt. 
Zur  Ergänzung  werden  wir  eine  stereographische  Projection  der  ;er-Ebene 
auf  die  Eugeloberfläche  vornehmen,  ein  Hilfsmittel,  das  wir  auch  für 
die  Folge  zu  wiederholtem  Gebrauche  in  Bereitschaft  halten  müssen. 
Wir  lassen  die  Engel  im  Nullpunkte  die  je^- Ebene  berühren.  Alsdann 
kommen  die  beiden  Fixpunkte  der  Substitution  auf  der  Eugeloberfläche 
in  diametrale  Lage,  und  wir  wollen  sie  als  die  beiden  Pole  der  Eugel 
bezeichnen.  Das  Geradenbüschel  durch  den  Nullpunkt  der  Ebene 
geht  in  das  zu  diesen  Polen  gehörende  Sysl^em  der  Meridiankreise  über, 
während  die  concentrischen  Ereise  der  Ebene  um  z  =^0  die  Parallel' 
kreise  der  Eugel  ergeben.  Wir  wählen  ferner  den  Durchmesser  der  Eugel 
gleich  Eins.  Charakterisieren  wir  dann  den  einzelnen  Parallelkrieis 
durch  den  Winkel  9,  den  seine  Eugelradien  mit  dem  Radius  zum 
Pole  0=^0  bilden,  so  entßllt  ein  Punkt  5  der  Ebene  mit  der  Ent- 
fernung I  g  I  von  deren  Nullpunkte  auf  den  Parallelkreis  vom  Winkel 

9)  =  2  arctg  I  g  I . 

Sehen  wir  uns  nunmehr  die  „Bewegungen'^  der  Eugel  in  sich  an, 
wie  sie  den  drei  Uoterarten  von  Substitutionen  entsprechen.  Überaus 
einfach  erledigt  sich  die  elliptische  Substitution  0  =  e*^'  •  z  des  vorigen 
Paragraphen;  sie  hat  die  elementare  Bedeutung  einer  Drehung  der  Kugel 
durch  den  Winkel  #  um  ihre  die  beiden  Pole  verbildende  Axe,  Andrer- 
seits entspricht  der  oben  betrachteten  hyperboliscJien  Substitution  eine 
solche  Bewegung  der  Eugel  in  sich,  bei  der  die  einzelnen  Punkte  über 
die  Meridiane  hinuHindem.  Sämtliche  Punkte,  die  einmal  einem  Parallel- 
kreise angehören,  werden  dabei  im  Fortgang  der  Bewegung  stets  wieder 
einen  Parallelkreis  bilden.  Als  Mass  der  Geschwindigkeit  haben  wir  dabei 

dq>  2  log  x 


80  dass  dieselbe  am  „Äquator'^  der  Eugel  am  grössten  wird  und  gegen 
die  beiden  Pole  hin  in  gleicher  Weise  bisO  abnimmt.  Wollen  wir  demnach 


*)  Cf.  „lko8.**  p.  29. 
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z.  B.  Fig.  38  auf  die  Eugeloberfläche  projicieren,  so  werden  sich 
gegen  den  Pol  ^  «»  oo  hin  die  Kreise  ebenso  häufen  müssen,  wie  wir 
dies  oben  für  die  Umgebung  von  z  '^  0  geschildert  haben.  Für  die 
beiderlei  jetzt  besprochenen  Arten  von  Substitutionen  erkennt  man, 
dass  die  Rollen,  die  im  Einzelfalle  den  beiden  Polen  der  Kugel  zu- 
gewiesen sind,  mit  einander  gleichwertig  sind*),  so  dass  in  der  That 
nun  dem  Fixpunkte  j?  «==  oo  die  Besonderheit  genommen  ist,  die  ihm 
in  der  ;e; -,,Ebene'^  anhaftete. 

Man  dehnt  diese  Bemerkungen  sofort  auch  auf  die  loxodromischen 
Substitutionen  aus,  bei  denen  wir  nicht  mehr  ausführlich  yerweilen. 
Bemerken  wir  nur  noch,  dass  die  einzelne  Bahncurve  in  eine  Linie 
der  Kugeloberfläche  übergeht,  welche  die  Meridiane  allenthalben  unter 
dem  Constanten  Winkel  @  schneidet.  Eine  so  definierte  Linie,  die 
sich  dann  gleichmässig  um  beide  Pole  unendlich  oft  windet,  heisst 
eben  eine  Loxodrome.  Diese  Linien  gaben  also  zur  Benennung  der 
bezüglichen  Substitutionen  Anlass**). 

§  4.    Bähnoturen  und  Niveaulinien  bei  allgemeiner  Lage  der 

Fizpunkte. 

Es  ist  nun  sehr  leicht  die  Betrachtung  der  letzten  Paragraphen 
auch  für  den  Fall  zweier  beliebig  im  Endlichen  liegenden  Fixpunkte 
Zxj  z^  durchzuführen.  Man  wird  entweder  die  im  vorigen  Paragraphen 
beschriebene  Kugeloberfläche  mit  ihren  Bahncurven  und  Niveaulinien 
derart  stereographisch  auf  die  Ebene  beziehen,  dass  die  beiden  Pole 
gerade  nach  z^  und  z^  projiciert  werden,  oder  man  kann  noch  einfacher 
an  die  in  §  2  geschilderten  ebenen  Figuren  anknüpfen  und  von  dort 
aus  auf  Grund  der  Eigenschaft  der  Kreisverwandtschaft  sofort  zur 
allgemeinen  Lage  der  Fixpunkte  übergehen. 

Die  Bahncurven  der  hyperbolischen  Substitution,  welche  auf  der 
Kugel  durch  die  Meridiane  gebildet  wurden,  sind  dabei  ersichtlich  in 

*)  Nur  dass  die  ,,Richtung**  der  Bewegung  beim  einen  immer  gerade  die  ent- 
gegengesetzte ist,  als  beim  anderen. 

**)Noch  erwähnen  wir,  dass  durch  Centralprojection  der  Kugel  auf  einen  längs 
des  Äquators  berührenden  Cylinder  die  ;s- Ebene  anf  dieser  Cylinderfläche  in  einer 
Gestalt  wiedergefunden  ist,  fSr  welche  aXle  in  den  beiden  letzten  Paragraphen 
betrachteten  Substitutionen  den  Charakter  elementarer  Verschiebungen  des  Cylinders 
in  sich  erhalten.  Den  elliptischen  Substitutionen  entsprechen  Drehungen  des 
Cylinders  um  seine  Axe,  den  hyperbolischen  aber  Verschiebungen  desselben  in 
Richtung  der  Axe,  während  die  loxodromischen  nach  wie  vor  aus  jenen  zusammen- 
zusetzen sind,  so  dass  ihnen  die  Schranbenbewegungen  des  Cylinders  in  sich  ent- 
sprechen. 
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dem  Büschel  der  du¥ch  g^  und  z^  hindurcklaufenden  Kreise  gegeben. 
Eis  zweites  Büschel  von  Kreisen^  zum  eben  gemeinten  allenthalben 
orthogonal  verlaufend,  entspringt  aus  den  Parallelkreisen  der  Kugel 
und  giebt  uns  die  Niveatdinien  der  hyperbolischen  Substitution  mit 
den  Fixpunkten  g^,  e^.    In  Fig.  40  ist  dies  zur  Anschauung  gebracht; 


Kg.  40. 

und  man  mag  sich  wieder  vorstellen;  dass  durch  einmalige  Ausübung 
der  zu  Grunde  liegenden  hyperbolischen  Substitution  die  einzelne  in  der 
Figur  gezeichnete  Niveaulinie  in  die  nächstfolgende  übergeführt  wird. 
Der  Abstand  der  Niveaulinien  von  einander  ist  alsdann  ein  Mass  für  die 
Geschwindigkeit  an  der  betreffenden  Stelle,  und  es  müssten  sich  die 
Niveaulinien  der  Figur,  wenn  man  ein  Gesamtbild  der  Bewegung  haben 
wollte,  in  der  nächsten  Umgebung  der  Fixpunkte  z^^  z^  immer  dichter 
an  einander  drängen. 

Für  die  elliptischen  Substitutionen  mit  den  Fixpunkten  z^ ,  z^  haben 
die  beiden  Kreissysteme  der  Fig.  40  ihre  Rollen  gerade  wieder  ge- 
wechselt. Nun  sind  die  durch  z^^  z^  hindurchlaufenden  Kreise  zu 
Niveaulinien  geworden,  und  es  müssten  die  in  die  Figur  aufzunehmen- 
den Linien  dieser  Art  bei  gewisser  Reihenfolge  sich  in  z^  und  z^ 
immer  unter  dem  Winkel  -^  treffen,  wenn  wir  die  Zeichnung  wieder 
so  einrichten  wollten,  dass  die  einzelne  Niveaulinie  durch  einmalige 
Anwendung  der  gemeinten  elliptischen  Substitution  in  die  bei  der 
festgesetzten  Reihenfolge  nächstfolgende  übergeht. 

Endlich  übertragen  sich  die  beiden  in  Fig.  39  gegebenen,  gegen 
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einander  orthogonalen  Spiralensysteme  einer  hxodromischen  Substitution 
in  zwei  gleichfalls  gegen  einander  orthogonale  Systeme  von  Doppelspiralen*\ 
deren  einzelne  sich  nm  jeden  der  beiden  FLxpunkte  0^,  z^  unendlich  oft 


Fig.  41. 

windet.  Das  System  der  Bahncurven  ist  in  Fig.  41  wieder  durch 
Pfeile  ausgezeichnet^  welche  die  Richtung  der  Bewegung  anzeigen 
sollen.  Die  einzelne  dieser  Bahncurven  schneidet  die  Kreise  durch 
z^  und  z^  allenthalben  unter  dem  gleichen  Winkel  0. 

§  5.     Erledigung  der  parabolischen  Substitutionen. 

Wir  haben  nun  letzten  Endes  noch  von  den  Substitutionen  mit 
zusammenfallenden  Fixpunkten  zu  handeln^  die  wir  oben  als  para- 
bolische  Substitutionen  bezeichneten.     Sei 

az  +  b 

cz  -^  d 

eine  solche,  so  erfüllen  die  vier  Coefficieutcn  die  Bedingung 

und  mau  erhält  als  Stelle  der  ;?-Ebene,  in  welcher  die  beiden  Fix- 
punkte coincidieren: 

z. « 


(1) 


z  = 


a  —  d 
~2c 


Gehen  wir  durch  Ausführung  der  Transformation  z  ==  zur 

Z  —  Zft 


*)  Man    vgl.    hier   überall  Holzmüller's  schon  unter  Seite  168  genanntes 
Bach,  namentlich  für  die  Doppelspiralen  §  19  desselben. 
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kreisverwandten  ^^-Ebene,  so  miiss  sich  Substitution  (1)  in  eine  solche 

parabolische  Substitution  für  e  transformieren,  deren  beide  Fixpunkte 

bei  0  «s  cx)  coincidiereu.  Eine  Substitution  dieser  Art  muss,  wie  ein 
Blick  auf  die  ki  §  1  allgemein  für  die  Fixpunkte  z^y  z^  aufgestellte 
quadratische  Gleichung  lehrt,  die  Bedingungen  ^  >=  0,  a  «=  ä  erfüllen, 
und  also  haben  wir  es  hier  insbesondere  mit  den  Substitutionen 

(2)  ?  =  i  +  ^ 

zu  thun.  Gehen  wir  zur  Yariabelen  e  zurück,  so  entspringt  der  Satz, 
dass  sich  die  parabolische  Substitution  (1)  auf  folgende  Form  bringen  lässt: 

(3)  -.- ^-J_4-^. 

Eine  geometrische  Deutung  bringen  wir  zuvorderst  für  die  Sub- 
stitution (2)  in  Vorschlag.  Die  Bezeichnungen  ^  und  17  in  der  alten 
Bedeutung  gebrauchend,  wollen  wir  der  die  Substitution  (2)  repräsen- 
tierenden Ebenenbewegung  die  Gleichung 

1  =  0  +  A'fi 

zu  Grunde  legen.  Dadurch  ist  nichts  anderes,  als  eine  ParaHelver- 
Schiebung  der  Ebene  in  sich  dargestellt,  bei  welcher  der  einzelne  Punkt  z 

auf  gerader  Linie  zum  zugeordneten  Punkte  z  hinwandert.  Durch  die 
Richtung  dieser  Bewegung  ist  ein  System  paralleler  Geraden  der  jp-Ebene 
festgelegt,  und  dieses  giebt  uns  ersichtlich  die  Bahncurven  für  die  vor- 
liegende Sfibstitution.  Das  zu  den  Bahncurven  orthogonale  System  paralleler 
Geraden  stellt  die  Niveaulinien  dar,  die  wir  äquidistant  nehmen  müssen, 
falls  die  einzelne  unter  ihnen  durch  einmalige  Anwendung  der  Sub- 
stitution in  die  nächstfolgende  übergehen  soll. 

Für  den  allgemeineren  Fall  einer  parabolischen  Substitution  mit 
endlich  gelegenem  Fixpunkt  Zq  legen  wir  der  repräsentierenden  Ebenen- 
bewegung entsprechend  die  Gleichung  zu  Grunde: 

1      ^  _  1 ,   ^ 

Der  Übergang  von  dem  soeben  beschriebenen  Specialfalle  zur  jetzt 
vorliegenden  Gestalt  der  Bahncurven  und  Niveaulinien  geschieht  dann 
in  einfachster  Weise  auf  Grund  der  Sätze  über  die  Kreisverwandt- 
schaft. Das  einzelne  System  .paralleler  Geraden  erscheint  in  der 
j? -Ebene  als  ein  System  durch  Zq  hindurchlaufender  Kreise,  die  einander 
dUe  in  diesem  Punkte  z^  berühren.  Ein  solches  System  von  Kreisen 
wird  also  zuvörderst  das  System  unserer  Bahncurven  sein,  und  wir 
können  auch  sofort  die  Orientierung  dieses  Kreissystems  in  der  jer-Ebene 
angeben,  indem  wir  darauf  Bezug  nehmen,  dass  wir  unter  den  Bahncurven 
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eine  geradlinige  besitzen,  die  demgemäss  als  gemeinsame  Tangente  aller 
übrigen  fangiert.  AufdieserBahncurve  ist  nämlich  der  Punkt  jef=cx)  gelegen 

und  eben  deshalb  auch  der  Punkt  j?  =  — ,  welcher  jenem  vermöge  (1) 

zugewiesen  ist;   die   gemeinsame  Tangente  aller  unserer  Bahncurven 

ist  sonach  die  Gerade  durch  ß^  =  -~^ —    und   j?  =  — .     Ein   anderes 

"2c  c 

eben  solches  Ereissystem  durch  0^  giebt  die  Niveaulinien  unserer  para- 


Fig.  48. 

bolischen  Substitution  ab.  Es  entsteht  aus  dem  System  der  Bahnlinien  ein- 

fach  durch  Drehung  der  ;ei- Ebene  um  e^  durch  den  Winkel  y,  wie  solches 

des  näheren  Fig.  42  andeutet. 

Auf  Grund  von  Fig.  42  stellt  sich  eine  parabolische  Substitution 
als  Grenzfall  sowohl  der  hyperbolischen  wie  der  elliptischen  dar,  so 
dass  wir  jene  geradem  als  Übergangsfaü  mmschen  diesen  beiden  Arten  von 
Substitutionen  ansehen  Tannen.  In  der  That,  lässt  man  in  der  Fig.  40 
die  beiden  Fixpunkte  bis  zur  Coincidenz  sich  einander  annähern,  so 
kommt  Fig.  42  zum  Vorschein,  gleichgültig,  welches  der  beiden  Kreis- 
systeme in  Fig.  40  die  Bahncurven,  welches  die  Niveaulinien  lieferte. 

Es  lässt  sich  sogar  allgemein  eine  parabolische  Substitution  als 
Grenzfall  einer  lozodromischen  ansehen,  falls  sich  die  Fixpunkte  der 
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letzteren  bis  zur  Coincideoz  einander  genähert  haben.  Der  Übergang  ist 
freilich  yon  Fig.  41  aus  nicht  so  evident,  wie  von  Fig.  40  ans;  doch  können 
wir  hier  an  die  Stelle  der  geometrischen  Vergleichung  eine  analytische 
Entwicklung  setzen ,  welche  gar  nicht  auf  die  besondere  Unterart  der 
Substitution  Bezug  nimmt,  von  der  wir  beim  Grenzübergang  ausgehen 
mögen.  Wir  werden  in  (3)  §  1  die  besonderen  Werte  i^g  «=»  Jß^o> 
g^zzia  sf^  ^  d0Q  eintragen,  und  müssen  alsdann  nur  Sorge  tragen,  dass 
der  Factor  k  mit  verschwindendem  d0Q  sich  der  Einheit  nähert.  Das 
erreichen  wir  durch  den  Wert  ft  =  1  —  Ä-  dz^^  wo  A  eine  Gonstante 
ist    Substitution  (3)  §  1  hat  dann  die  Form 

oder  nach  kurzer  Rechnung,  für  limes  dB^  "»=  0: 


Z   —  Zf^         z  —  z^ 


womit  in  der  That  Formel  (3)  wiedergewonnen  ist. 

§  6.    Über  die  bei  den  ^-IFnnotionen  erster  und  zweiter  Art 

anftretenden  SnbBtitationen. 

Die  .  voraufgehenden  Entwicklungen  sollen  jetzt  eine  erste  Ver- 
wendung erfahren,  welche  sich  auf  die  im  dritten  Kapitel  des  ersten 
Abschnitts  untersuchten  s- Functionen  bezieht.  In  der  Dreiecksteilung, 
welche  für  die  einzelne  s- Function  aus  dem  Symmetriegesetz  entsprang, 
waren  immer  die  Dreiecke  der  einzelnen  Art  (d.  i.  entweder  die 
schraffierten  Dreiecke  oder  die  freien)  mit  einander  direct  kreisver- 
wandt und  gingen  dementsprechend  in  einander  über  durch  gewisse 
linear-gebrochene  Substitutionen  von  s.  Da  können  wir  nun  die  Frage 
aufwerfen,  wie  diese  für  die  einzelne  5-Function  auftretenden  Sub- 
stitutionen sich  in  das  Schema  einordnen,  welches  wir  für  linear- 
gebrochene Substitutionen  überhaupt  in  den  voraufgehenden  Para- 
graphen gewonnen  haben.  Wir  betrachten  in  diesem  Sinne  zuvorderst 
die  5-Functionen  erster  und  zweiter  Art,  für  welche  die  bezüglichen 
Dreiecksteilungen  oben  vollzählig  mitgeteilt  wurden. 

Wenn  wir  die  Dreiecksteilungen  für  die  s- Functionen  erster  Art 
in  geeigneter  Weise  auf  die  Eugeloberfläche  projicierten,  so  ent- 
sprangen gerade  die  viererlei  verschiedenen  den  regulären  Körpern  ent- 
sprechenden Kugelteilungen  (man  vgl.  die  Fig.  13, 15,  p.  72,  76  u.  s.  w.). 
Die  Operationen,  welche  die  einzelne  Kugelteilung  mit  sich  zur  Deckung 
brachten,  waren  ausnahmslos  Drehungen  der  Kugel  um  gewisse  Durch- 
messer. Wir  gewinnen  somit  den  Satz:  Die  hei  den  s- Functionen  erster 
Art  auftretenden  Substitutionen  sind  durchu^eg  elliptische. 
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Analytisch  bestätigt  man  dies  sofort.  In  ^,Ikos/'  p.  34  giebt 
Formel  (14)  den  allgemeinsten  Ausdruck  für  eine  Substitution^  die 
eine  ^^Drehung  der  Kugel  um  ihren  Mittelpunkt''  bedeutet  und  die  also 
alle  hier  in  Frage  kommenden  Substitutionen  umfassi     Die  gemeinte 

Formel  ist: 

/ (d  +  ic)z  —  (6  —  ta) 

wobei  üf  b,  c^  d  reelle  der  Bedingung 

a«  +  6«  +  c*  +  d*  =  1 
genügende  Zahlen  sind.    Hier  berechne  man  nun  nach  Vorschrift  von 
§  1  die  dort  mit  Ic  bezeichnete  Grosse.    Man  findet  für  dieselbe: 

Ä  =  (2(P  —  1)  -  i  .  2dl/r=^, 

welches  in  der  That  eine  complexe  Zahl  vom  absoluten  Betrage  1  ist. 

Bei  den  5 -Functionen  ? weiter  Art  legen  wir  die  in  Fig.  32  (p.  107) 
gegebenen  geradlinigen  Dreiecksteilungen  zu  Grunde.  Dann  werden  die 
direct  kreisverwandten  Dreiecke  der  einzelnen  Teilung  mit  einander 
congruent^  und  die  bezüglichen  Bewegungen  der  Ebene  in  sich  ge- 
winnen den  elementaren  Charakter  congruenter  Verschiebungen  der- 
selben in  sich.  Aber  unter  dieser  Form  traten  die  Ebenenbewegungen 
oben  nur  an  zwei  Stellen  auf^  nämlich  bei  den  eUipiischen  Stibstitutionen, 
deren  einer  Fixpunhf  nach  dem  unendlich  fernen  Punkte  der  Ebene  fölU, 
und  bei  den  parcMischen  Substitutionen  wieder  mit  festbleibendem  unend- 
lich fernen  Punkte.  Wir  hatten  dabei  entweder  Drehungen  der  Ebene 
um  den  einen  im  Endlichen  gelegenen  Fi:xpunkt  der  elliptischen  Sub- 
stitution,  oder  Parallelverschiebungen.  Beide  Arten  von  Substitutionen 
kommen  bei  den  s-Functionen  zweiter  Art  thatsächlich  vor,  wie  ein  Blick 
auf  Fig.  32  sofort  lehren  wird.  Die  Ecken  der  Dreiecke  geben  dabei 
die  im  Endlichen  gelegenen  Fixpunkte  der  elliptischen  Substitutionen  ab. 

Analytisch  sind  die.  hier  in  Rede  stehenden  Substitutionen  in  der 
allgemeinen  Form  enthalten 


vtrt 


z'  =  e^  'Z  +  A, 

wo  V  eine  ganze  Zahl,  A  irgend  eine  Constante  bedeuten  soll.  Ist 
diese  Zahl  v  durch  12  teilbar,  so  haben  wir  eine  parabolische  Sub* 
stitution,   anderenfalls   eine  elliptische,   deren  im  Endlichen  gelegener 

Fixpunkt  z^  = ^;t^  ist    Es  wäre  ein  Leichtes,  für  die  drei  Fälle 

von  s- Functionen  zweiter  Art  nun  auch  noch  explicite  die  eintreten- 
den Werte  von  v  und  A  zu  bestimmen. 


nnd  ihrer  geometrischen  Deutung.  177 

§  7.    Die  bei  der  s-Funotion  s(     ,  -  ,  y;  J)  auftretenden 

Arten  von  Substitutionen. 

Discutieren  wir  im  Sinne  des  vorigen  Paragraphen  nun  auch  die 
Dreiecksteilungen  der  s-Funclionen  dritter  Art.  Als  Prototyp  für  die- 
jenigen Fälle,  bei  denen  die  Kreisbogendreiecke  lauter  von  0  ver- 
schiedene Winkel  haben,  betrachten  wir  wieder  s(y>  y,   f]  J)  und 

bringen  sonach  die  in  Fig.  33  (p.  109)  angedeutete  Teilung  zur  Verwen- 
dung. Den  Orthogonalkreis  dieser  Teilung,  dessen  Inneres  vollständig 
von  unendlich  vielen  Dreiecken  erfüllt  ist,  denken  wir  der  Einfachheit 
halber  als  Einheitskreis  der  $- Ebene  fixiert  und  wollen  überdies  noch 
die  Dreiecksteilung  nach  dem  Symmetriegesetz  am  Orthogonalkreise 
invertieren.  Das  ausserhalb  desselben  entspringende  Spiegelbild  ent- 
steht dann  einfach  dadurch,  dass  wir  die  Kreise,  welche  in  der  inneren 
Teilung  die  Dreiecke  von  einander  sondern,  ausserhalb  des  Orthogonal- 
kreises voll  ausziehen.  ^ 

Nach  diesen  Verabredungen  überzeugen  wir  uns  zunächst  durch 
zweckmässigen  Gebrauch  der  in  den  voraufgehenden  Paragraphen  dar- 
gestellten Figuren  von  der  Richtigkeit  des  nachfolgenden  Satzes: 
Wird  durch  irgend  eine  gerade  vorliegende  Stibstitutiofi  ein  Kreis  in  sich 
selbst  transformiert,  so  ist  er  entweder  Bahncurve  dieser  Substitution  oder 
im  besonderen  Falle  auch  Niveatdinie  derselben,  wenn  nämlich  letztere 
elliptisch  von  der  Periode  zioei  ist  In  diesem  besonderen  Falle  wird 
nämlich  das  Innere  des  gedachten  Kreises  durch  Anwendung  der  Sub- 
stitution gerade  in  den  ausserhalb  desselben  gelegenen  Teil  der  com- 
plexen  Ebene  transformiert.  Jedenfalls  ist  es  also  unmöglich,  dass 
ein  Kreis  durch  eine  loxodromische  Substitution  in  sich  transformiert 
wird.  Es  entspringt  daraus  das  Resultat:  Die  bei  der  einzelnen  s-Function 
dritter  Art  auftretenden  Substitutionen  können  nicht  loaMromisch  sein; 
denn  immer  wird  ja  der  Orthogonalkreis  in  sich  übergeführt.  Zudem  ist 
derselbe  stets  Bahncurve,  weil  ein  Punkt  im  Innern  des  Orthogonal- 
kreises durch  irgend  eine  der  in  Betracht  kommenden  Substitutionen 
stets  wieder  in  einen  im  Innern  dieses  Kreises  gelegenen  Punkt  über- 
geführt wird. 

Gehen  wir  nun  insbesondere  zu  Fig.  33  zurück,  so  ist  zur  einzelnen 
Ecke  Sq  der  inneren  Teilung  als  entsprechender  Eckpunkt  der  äusseren 

der  zu  Sq  bezüglich  des  Orthogonalkreises  symmetrische  Punkt  —  *)  zu- 
geordnet.  Je  zwei  solche  Punkte  Sq,  —  geben  offenbar  ein  Paar  von  Fixpunkten 

*0 

*)  unter  s^  ist  immer  der  conjngiert  compiexe  Wert  von  Sq  verstanden. 

Klein-Fricke,  Modul fanctionen.  12 
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für  eine  oder  mehrere  elliptische  Stibstitutionen  a&,  toekhe  unsere  Teilung 
mit  sich  selbst  mr  Deckung  bringen.  Die  FoFm  dieser  Substitutionen  ist 
allgemein 

2mTti 
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8    —  — 

8    —  ^r- 
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mit  ganzen  Zahlen  m,  n,  und  es  ist  insonderheit  n  «==  2,  3^  7  je  nach 
der  Art  der  Ecke  s^,  welche  gerade  vorliegt  Die  durch  die  beiden 
Fixpunkte  der  Substitution  hindurchziehenden  Kreise  der  Teilung  ge- 
hören zu  den  Niveaulinien  der  vorliegenden  Substitution,  während 
als  Bahncurve  nur  der  Orthogonalkreis  allein  in  der  Figur  sicht- 
bar ist 

Mit  den  unendlich  vielen  Ecken  der  Teilung  giebt  es  solcher- 
gestalt unendlich  viele  elliptische  Substitutionen,  welche  jene  in  sich 
überführen.  Aber  wir  beachten  doch;  dass  die  Ecken  dem  Orthogonal- 
kreise immer  näher  und  näher  kommen,  so  dass  auch  die  Entfernung  je 
zweier  einander  entsprechenden  Ecken  der  inneren  und  äusseren  Teilung 
immer  kleiner  ausfällt  Wir  werden  sagen:  Unsere  weiter  und  weiter 
sich  einstellenden  elliptischen  Substitutionen  nehmen  immer  mehr  den  Chor 
raicter  der  parabolischen  an.  Freilich  erreichen  sie  ihn  nie  ganz;  ja, 
man  kann  sogar  zeigen,  dass  parabolische  Substitutionen  im  vorliegenden 
Falle  überhaupt  nicht  auftreten.  An  gegenwärtiger  Stelle  freilich  sind 
wir  gezwungen  diesen  Beweis  zu  überspringen;  doch  wird  sich  später- 
hin Gelegenheit  finden,  eine  Andeutung  darüber  einzufügen. 

Letzten  Endes  zeigen  sich  nun  aber  auch  noch  hyperbolische  Sub- 
stitutionen, welche  unsere  Dreiecksteilung  mit  sich  zur  Deckung  bringen, 
in  ganz  ausserordentlicher  Mannigfaltigkeit.  Hierüber  an  gegenwärtiger 
Stelle  eine  erschöpfende  Darstellung  zu  liefern,  bleibt  gänzlich  aus- 
geschlossen; mag  es  vielmehr  genügen,  wenn  wir  eine  ganz  specielle 
Classe  in  Betracht  kommender  hyperbolischer  Substitutionen  verfolgen, 
diejenigen  nämlich,  für  welche  die  Fig.  33  ausser  dem  Orthogonalkreise 
noch  je  eine  weitere  Bahncurve  aufweist  Greifen  wir  irgend  einen 
Kreis  auf,  der  die  innere  Teilung  durchzieht.  Derselbe  erscheint  aus 
Seiten  der  Kreisbogendreiecke  zusammengesetzt,  und  immer  die  erste 
und  siebente  Seite  gehören  zu  schraffierten  Dreiecken,  welche  in  ähn- 
licher Weise  am  herausgegriffenen  Kreise  gelegen  sind.  Die  Substitution 
aber,  welche  das  eine  von  solchen  zwei  Dreiecken  in  das  andere,  an  siebenter 
Stelle  folgende  überführt,  besitzt  ersichtlich  den  ausgewählten  Kreis  zur 
Bahncurve  und  dessen  beide  Schnittpunkte  mit  dem  Orthogonalkreise 
zu  Fixpunkten.  Ihr  Charakter  als  hyperbolische  Substitution  ist  sonach 
evident    Ist  nun  gleich  die  Anzahl  der  hyperbolischen  Substitutionen, 
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deren  Existenz  solcherart  sofort  aus  der  Figur  erkannt  wird,  unbegrenzt 
gross  und  bedecken  deren  Fixpunkte  den  Orthogonalkreis  auch  überall 
dicht,  so  darf  man  dennoch  keineswegs  glauben,  dass  mit  ihnen  die 
Gesamtheit  der  hier  in  Betracht  kommenden  hyperbolischen  Substitu- 
tionen erschöpft  ist.  Inzwischen  würde  es  wohl  nicht  gelingen,  die 
Gesamtheit  dieser  Substitutionen  mit  den  hier  zur  Verfügung  stehenden 
Mitteln  in  übersichtlicher  Weise  darzustellen.  Wir  kommen  sonach  hier 
bei  den  s- Functionen  dritter  Art  durch  den  blossen  Anblick  der  Dreiecks- 
teilung nur  erst  zu  einer  ganz  vorläufigen  Kenntnis  der  zugehörigen 
hyperbolischen  Substitutionen. 

§  8.    Die  Arten  der  Modulsubstitutionen»  aus  der  Modulteüung 

entnommen. 

Gehen  wir  nun  endlich  auf  die  Modulsubstitutionen  zurück  und 
bestimmen  durch  Gebrauch  der  Figuren  35  oder  36  (p.  112,  113),  so- 
weit dies  ohne  Mühe  gelingen  will,  welche  Arten  unter  diesen  Substi- 
tutionen vertreten  sind. 

Da  ist  zuvorderst,  wenn  wir  uns  etwa  an  Figur  35  halten,  das  Auf- 
treten unendlich  vieler  elliptischer  Substitutionen  evident.  Nehmen  wir 
irgend  einen  Eckpunkt  cDq  der  Teilung,  an  den  sswei  schraffierte  Dreiecke 
heranreichen,  so  giebt  dieser  im  Verein  mit  «einem  bezüglich  des  Ortho- 
gonalkreises symmetrisch  gelegenen  Punkte  ersichtlich  das  Paar  von  Fix- 
punkten  für  eine  elliptische  Substitution  ab,  welche  die  Modulteilung  in  sich 
transformiert.  Bei  einmaliger  Anwendung  dieser  Substitution  permu- 
tieren sich  die  beiden  an  Oo  heranreichenden  schraffierten  Dreiecke. 
Wenden  wir  sie  noch  ein  zweites  Mal  an,  so  wird  dadurch  jedes  unserer 
beiden  Dreiecke  wieder  an  seine  ursprüngliche  Stelle  verlegt.  Sonach 
muss  die  in  Bede  stehende  elliptische  Substitution  mit  sich  selbst  com- 
biniert  die  identische  Substitution  geben,  und  wir  benennen  sie  in 
diesem  Sinne  als  eine  Substittition  von  der  Periode  ewei. 

Nehmen  wir  femer  einen  Eckpunkt  der  Teilung,  in  welchem  drei 
schraffierte  Dreiecke  zusammenlaufen,  so  giebt  dieser  mit  seinem  ausser- 
halb des  Orthogonalkreises  gelegenen  symmetrischen  Punkte  das  Paar 
von  Fixpunkten  für  eine  elliptische  SubstittUion,  die  sich  aus  der  Figur 
sogleich  als  eine  solche  von  der  Periode  drei  zu  erkennen  giebt  Ausser 
den  damit  namhaft  gemachten  elliptischen  Substitutionen  giebt  es 
unter  den  Modulsubstitutionen  nicht  noch  weitere  derartige;  denn 
immer  würde  eine  elliptische  Substitution  einen  der  beiden  Fixpunkte 
im  Inneren  des  Orthogonalkreises  besitzen,  wo  er  ersichtlich  einen  Eck- 
punkt der  Teilung  bilden  müsste. 

Neu  gegenüber  dem  vorigen  Paragraphen  ist  hier,  dass  sich  unter 

12* 
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den  Modulsubstitutionen  auch  parabolische  in  unendlicher  Zahl  vor- 
finden. Möge  man  in  der  That  in"  Fig.  35  den  Eckpunkt  eines  be- 
liebigen schraffierten  Dreiecks  sich  wählen,  mit  dem  dasselbe  an  den 
Orthogonalkreis  heranreicht.  Von  diesem  Punkte  strahlt  ein  ganzer 
Fächer  von  unendlich  vielen  abwechselnd  schraffierten  und  freien 
Dreiecken  in  das  Innere  des  Orthogonalkreises  herein.  Da  giebt  es 
eine  Modulsubstitution,  welche  jedes  schraffierte  oder  freie  Dreieck 
des  gedachten  Fächers  in  das  nach  der  einen  Seite  hin  zunächst  auf 
dasselbe  folgende  Dreieck  derselben  Art  überführt.  Die  gemeinsame 
Spitze  aller  Dreiecke  dieses  Fächers  bleibt  dabei  fest^  und  die  von  ihr 
entspringenden  Kreise  der  Modulteilung  werden  in  einander  über- 
geführt Die  so  bezeichneten^  einander  berührenden  Kreise  sind  er- 
sichtlich Niveaulinien  der  in  Rede  stehenden  Substitution ,  und  diese 
ist  solchergestalt  als  eine  parabolische  erkannt  Der  Orthogonalkreis  ist 
übrigens,  wie  wir  wissen,  überall  dicht  von  Spitzen  der  Moduldreiecke 
bedeckt.  Wir  können  daher  auch  sagen:  Die  Fixpunkte  der  parabo- 
lischere Modulsubstitutionen  bedecken  den  Orthogonalkreis  überall  dicht. 

Letzten  Endes  wollen  wir  nun  auch  die  Figuren  35^  36  dazu  be- 
nutzen, um  die  ausserordentliche  Mannigfaltigkeit  der  hyperbolischen 
Substitutionen,  durch  welche  die  Modulteilung  in  sich  übergeht,  der 
Anschauung  nahe  zu  legen.  Machen  wir  zuvorderst  darauf  aufmerksam, 
dass  die  Kreise  de}'  Modidfigur  in  zwei  Gattungen  ger fallen,  je  nachdem 
sie  aus  zwei  oder  aus  vier  Dreiecksseiten  bestellen*).  Ein  Kreis  K  der 
ersten  Gattung,  um  von  der  zweiten  hier  nicht  weiter  zu  reden,  wird 
durch  eine  Modulsubstitution  jederzeit  wieder  in  einen  ebensolchen  K' 
transformiert.  Man  kann  geradezu  zwei  solche  Kreise  K^  K'  willkür- 
lich wählen  und  hat  dann  jedesmal  zwei  Modulsubstitutionen,  welche 

K  in  K'  überführen;   in   der  That   wird  ja  jede 

der  beiden  Substitutionen  K  in  K*  transformieren, 

welche  ein   einzelnes  dem   Kreise  K  anliegendes, 

/        /-.  4    /    /    r-H    etwa  schraffiertes  Dreieck  in  das  eine  der  beiden 

an  K'  liegenden  schraffierten  Dreiecke  überführt. 
Insbesondere  ordne  man  zwei  derartige  Kreise 
Ky  K*  einander  zu,  welche  die  in  nebenstehender 
Figur  schematisch   angedeutete  Lage   gegen  ein- 
ander haben;  des  näheren  soll  das  an  K  liegende 
in  die  Figur  aufgenommene  Dreieck  in  das  an  K'   gezeichnete  durch 
die  bezügliche  Modulsubstitution  übergehen.   Zuordnungen  von  Kreisen 
K,  K\  welche  gerade  diese  Lagenverhältnisse  darbieten,  lassen  sich,  wie 

*)  Man  beachte,  dass  in  Fig.  34  (p.  111)  ausschlieflalich  die  Kreise  der  ersten 
Gattung  znr  Geltang  kommen. 
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ein  Blick  auf  Fig.  36  bezeugt,  noch  in  der  allermannigfaltigsten  Weise 
auswählen.  In  Fig.  43  sind  zur  Veranschaulichung  der  Substitution, 
welche  K  in  verlangter  Weise  in  K'  überführt,  eine  Reihe  von  Kreis- 
bogen gezeichnet,  von  denen  insbesondere  die  mit  Pfeilen  versehenen 
Bahncurven  darstellen.  Die  übrigen  sollen  einige  Zwischenlagen  des 
Kreises  K  während  seiner  Überführung  nach  K'  darstellen*);  der  die 
Zeichnung  nach  aussen  abgrenzende,  aus  zwei  Bahncurven  sich  zusammen- 
setzende Kreis  ist  als  Orthogonalkreis  der  Modulteilung  gedacht.  Bei 
der  gegenseitigen  Lage  dieser  Kreisbogen  ist  evident,  dass  wir  es  mit  einer 
hyperbolischen  Modulsttbstitution  m  thun  haben. 

Mit  der  unendlichen  Mannigfaltigkeit  möglicher  Zuordnungen  be- 
zeichneter Art  von  Kreispaaren  K^K'  ist  die  Zahl  der  hyperbolischen 
Modulsubstitutionen  selbst  unendlich  gross,  und  deren  Fixpunkte  be- 
decken den  Orthogonalkreis  dementsprechend  jedenfalls  überall  dicht. 
Das  ist  aber  Alles,  was  sich  auf  dem  eingeschlagenen  geometrischen 
Wege  ohne  Mühe  ergiebt.  Der  arithmetischen  Untersuchung  bleibt 
es  vorbehalten^  hier  noch  ausstehende  Lücken  zu  ergänzen.  Da 
werden  wir  denn  die  Modulsubstitutionen  in  ihrer  ursprünglichen  Form 
als  die  ganzzahligen  linearen  Substitutionen  der  Determinante  1: 

aufgreifen  und  werden  ihnen  entsprechend  als  Modulteilung  fortan  nur 
noch  die  in  Fig.  36  angedeutete  Dreiecksteilung  der  co- Halbebene 
betrachten.  Wie  werden  wir  nun  hier  den  Goefficienten  sogleich  an- 
sehen können,  ob  wir  im  Einzelfall  eine  elliptische,  parabolische  oder 
hyperbolische  Substitution  vor  uns  haben?  Wie  werden  sich  des 
weiteren  die  Fixpunkte  der  parabolischen  und  diejenigen  der  hyper- 
bolischen Substitutionen  arithmetisch  charakterisieren  lassen,  von  denen 
ebensowohl  die  ersten  die  reelle  o-Axe  überall  dicht  überdecken,  wie 
die  zweiten?  Diese  Fragen  sollen  im  folgenden  Paragraphen  beantwortet 
werden. 

§  9.    Eine  vorläufige  arithmetisohe  Betrachtung  der  Modul- 

Bubstitutionen. 

Die  Fixpunkte  der  beliebigen  Modulsubstitution  gj'  =  ^C  a 
ergeben  sich  durch  Auflösung  der  ganzzahligen  quadratischen  Gleichung 

ym^  +  {d  —  «)aj  -  /3  =  0 
als  an  den  beiden  Stellen  gelegen 

•)  Wir  beratM-ken,  dass  K  und  K '  im  allgemeinen  keineswegs  zu  den  Niveau- 
linien dieser  Subätitution  gehören. 
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W  ^n  ^2  — 2^ 

Für  die  in  §  1  mit  k  bezeichnete  Grosse  findet  sich  hier: 

(2)  Je  =  («  +  ^-y(«  +  ^)'-">)' , 

Unter  Gebrauch  der  somit  definierten  Abkürzungen  lässt  sich  die  vor- 
gelegte Modulsubstitution^  wie  wir  wissen^  in  die  Gestalt  setzen: 


(0     —  OOj  7       ^   —  ®1 

— > =  fC  • 

0)      —    Oj  (0    —   Oj 

Bei  der  Gestalt  (2)  von  h  hängt  es  allein  von  dem  Werte  der  Summe 
(a  +  ^)  3.^;  welcher  Art  die  gerade  betrachtete  Modulsubstitution  an- 
gehört. Wir  werden  diese  Summe  (a  +  S)  im  folgenden  immer  ^  0 
voraussetzen,  was  gegebenen  Falls  durch  gleichzeitigen  Zeichenwechsel 
der  vier  Substitutionscoefficienten  a,  ß,  y,  d  erreichbar  ist.  Wir  unter- 
scheiden dementsprechend  folgende  vier  Fälle: 

I.   a  +  tf  =  0. 

Die  Fixpunkte  der  Substitution  sind  die  beiden  conjugiert  com- 
plexen  Punkte: 

iß)  C}i,(D2  =  -y-, 

k  wird  gleich  —  1  und  die  Substitution  gewinnt  die  Form 


CO      —  DOi    CD  —   COj 


Wir  finden  sonach  für  «  -|-  d  =»  0  elliptische  Substitutionen  von  der 
Periode  ssweL  Setzen  wir  auch  gleich  hinzu^  dass  deren  Gesamtheit 
solchergestalt  gefunden  ist;  denn  es  werden  weiterhin  elliptische  Sub- 
stitutionen dieser  Periode  nicht  mehr  auftreten.  Zur  Classe  dieser 
Substitutionen  gehört  die  früher  mit  T  bezeichnete;   denn   sie  hatte 

die   Form   T(c})  =  ^. 

n.  a  +  *  =  l. 

Die  hierher  gehörigen  Substitutionen  haben  zu  Fixpunkten 

(4)  Gj^,Og=      Y      , 

während  sich  als  Wert  von  h  entweder  q  oder  p~"^  findet,  unter  q  immer 

die  complexe  dritte  Einheitswurzel  — — -T"  ^^  verstanden.  Als  all- 
gemeine  Form  der  Substitutionen  tritt  also  hier 

o'  CO,  .    ,        00   —  «0, 

00      —   ö>j  ^  0>     -      OOj, 

ein,  und  wir  erkennen  in  ihnen  elliptische  Substitutionen  der  Periode  drei; 
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jsugleich  bilden  sie  deren   Gesamtheit    Als   Beispiel   einer   hierher  ge- 

hörigen  Substitution  nennen  wir  U((X))  =     "^     . 

III.  a  +  d  =  2. 

Da  haben. wir  zusammenfallende  Fixpunkte 

(5)  Oj  =  Oj,  =  ?^ 

und  zugleich  tritt  dies  nur  für  cc  -}~  ^  =  ^  ^i^*  -^  Substitutionen  mit 
a  -}-  d  =  2  geben  die  Gesamtheit  der  parabolischen  Modulsubstitutionen. 
Als  Fixpunkte  derselben  stellen  sich  die  sämtlüJien  rationalen  Punkte  der 
reellen  co-Axe  dar.  Insbesondere  gehört  hierher  die  Substitution  S,  deren 
Gestalt  durch  o'  =  o  -f~  1  gegeben  ist.  Den  Fixpunkt  derselben  (o  =  oo 
werden  wir  also  den  rationalen  reellen  Werten  von  cd  zuzurechnen  haben. 

IV.  a  +  <J>2. 

Alle  nun  noch  übrig  bleibenden  y  die  jetzt  vorgescJirkbene  Bedingung 
erßllenden  Substitutionen  sind  hyperbolische.  Die  Fixpunkte  o^;  o,  der 
einzelnen  sind  getrennt  liegende  Punkte  der  reellen  o-Äxe  und  des 
näheren  sind  diese  Werte  (d^,  02  dadurch  charakterisiert^  dass  sie  die 
irrationalen  Wurzeln  einer  gamgdhligen  quadratischen  Gleichung  sind. 
Dass  dabei  auch  jede  ganzzahlige  quadratische.  Gleichung  nichtquadra- 
tischer Discriminante  mit  reellen  Wurzeln  eben  in  diesen  Wurzeln  die 
Fixpunkte  thatsächlich  eintretender  hyperbolischer  Modulsubstitutionen 
giebt;  wird  ein  Hauptsatz  des  übernächsten  Kapitels  sein. 

Sollen  wir  übrigens  auch  hier  ein  einzelnes  Beispiel  einer  hyper- 
bolischen Substitution  betrachten^  so  mag 

,     •             CD    —   1 
G)     =  r-r 

—  o  +  2 

als  solches  gelten.  Nach  leichter  Umrechnung  nimmt  diese  Substitu- 
tion die  Form  an: 

1  —  l/ö  1  —  i/ö 

(D      — —  -        CD 

_2_    _7  — 3V5 2_ 

1  -f  1/5  2  1  +  Vö 

CO     —      CO   —    -—^ — 

2  2 

§  10.     Die  Begriffe  der  Äquivalenz   und  des  Pandamentalbereiohs 

für  eine  Gruppe  linearer  Substitutionen. 

Nachdem  wir  durch  die  gegebenen  Entwicklungen  eine  Reihe 
wichtiger  Anschauungen  für  die  linear-gebrochenen  Substitutionen  einer 
Variabelen  gewonnen  haben^  sollen  jetzt  zwei  Begriffe  eingeführt  werden, 
von  denen  namentlich  der  zweite  den  gegenwärtigen  und  den  folgen- 
den Abschnitt  unseres  Buches  durchaus  beherrscht. 

Es  möge  irgend  eine  Substitution  g  =  V{z)  gegeben  sein,  gleich- 
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viel  welcher  Art.  Geht  irgend  ein  beliebiger  Punkt  z^  der  complexen 
Ulene  durch  einmalige  oder  öfter  wiederholte  Anwendung  dieser  Substitu- 
tion V  in  z^^  über,  so  wollen  wir  diesen  Punkt  z^  mit  Zq  bezüglich  der 
Substitution  V  äquivalent  nennen.  Bezeichnen  wir  also,  wie  schon  früher, 
durch  F"  die  durch  n- malige  Wiederholung  von  V  entspringende  Sub- 
stitution, so  werden  zuvörderst  mit  einem  willkürlich  gewählten  Punkte 
Zq  alle  Punkte 

bezüglich  V  äquivalent  sein.  Verstehen  wir  aber  dann  wieder  unter  F~^ 
die  zu  V  inverse  Substitution,  so  werden  bezüglich  V  mit  jenem 
Punkte  Zq  auch  die  Punkte 

et''-V-\z,),    V~*'=^~*W,     •••V""'=^~'W,    ••• 
äquivalent  sein;   denn  in  der  That  soll  die  Äquivalenz  zweier  Punkte 
durchaus  ein  gegenseitiges  Entsprechen  für  dieselben  festlegen,  so  dass 

also,  wenn  Zq  =  F(^o^""*0  D^it  ^o^""^^  äquivalent  ist,  eben  deshalb  schon  Zq 
umgekehrt  mit  Zq  für  äquivalent  gilt.  Ausser  den  nun  namhaft  ge- 
machten Punkten  Zq,  Zq^\  V'~^^  V*^  ^o~^  ' ' '  f  deren  Anzahl  je  nach 
der  Eigenart  von  V  endlich  oder  unendlich  gross  ist,  giebt  es  aber 
nicht  noch  neue  bezüglich  V  mit  Zq  äquivalente  Punkte  in  der  com- 
plexen Ebene. 

Alle  hier  zur  Verwendung  gekommenen  Substitutionen 

V%  (w  =  0,  +1,  +2...) 

bilden  nun  gerade  die  Operationen  einer  cydischen  Gruppe ^  deren  Er- 
zeugende V  ist*).  Wir  werden  also  sagen:  Bezüglich  V  sind  irgend 
zwei  Punkte  der  complexen  Ebene  dann  und  nur  dann  äquivalent, 
wenn  der  eine  in  den  anderen  durch  eine  Substitution  dieser  cyclischen 
Gruppe  übergeführt  wird.  Demgemäss  werden  wir  uns  von  vornherein 
der  Sachlage  besser  anbequemen,  wenn  wir  zwei  solche  Punkte  „bezüglidi 
dieser  cyclischen  Gruppe  äquivalente^  nennen  und  also  den  Äquivalenz- 
begriff  nicht  an  die  einzelne  Substitution  V,  vielmehr  sogleich  an  die  aus 
ihr  zu  erzeugende  cyclische  Gruppe  knüpfen. 

Hier  können  wir  nun  in  der  Verallgemeinerung  noch  einen  wich- 
tigen Schritt  thun.  Möge  nämlich  überhaupt  eine  Gruppe  von  linearen 
Substitutionen  gegeben  sein,  so  wollen  wir  ganz  davon  absehen,  ob 
diese  Gruppe  cyclisch  ist,  oder  wie  sonst  ihre  Structur  beschaffen  sein 
mag.  Immer  wollen  uAr  doch  zwei  Punkte  0,  z'  der  complexen  Ebene 
einander  bezüglich  dieser  Gruppe  äquivalent  nennen,  wenn  z  durch  irgend 
eine  Substitution  der  Gruppe  in  z    übergeführt  wird.    So  nennen  wir  im 

*)  Wir  erinnern  daran,  dass  mit  der  einzelnen  Substitution  V  auch  deren 
inverse  y"~^  als  gegeben  gedacht  wird. 
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folgenden  Kapitel  bezüglich  der  Modulgruppe  zwei  Punkte  o  äquivalent, 
wenn  der  eine  in  den  anderen  ^  durch  eine  Modulsubstitution  über- 
geführt wird. 

Neben  den  so  gewonnenen  AquiTalenzbegri£f  stellen  wir  nun  einen 
zweiten  Begriff,  den  wir  sogleich  för  irgend  eine  vorgegebene  Gruppe 
linearer  Substitutionen  aussprechen,  unangesehen  die  besondere  Structur, 
welche  dieselbe  haben  mag.  Wir  denken  in  der  complexen  xr- Ebene 
einen  Bereich  abgegrenzt,  welcher  durch  folgende  Forderung  jener 
Gruppe  zugeordnet  ist:  Für  jeden  Punkt  der  complexen  e^Ehene  soU 
der  Bereich  einen  und  nur  einen  Punkt  als  äquivalent  hezüglieh  der 
Gruppe  aufweisen.  Kann  man  in  der  That  einen  solchen  Bereich  in 
der  jEf- Ebene  ausfindig  machen,  so  wollen  wir  ihn  einen  Fundamentai^ 
hereich  der  vorgelegten  Gruppe  nennen.  Damit  haben  wir  nun  den  überaus 
wichtigen  Begriff  gewonnen,  den  wir  baldigst  genauer  umgrenzen  und 
durchbilden  werden,  um  ihn  dann  späterhin  zu  einer  langen  Reihe  von 
Anwendungen  zu  verwerten. 

Der  Begriff  des  Fundamentalbereichs  einer  Gruppe  linearer  Sub- 
stitutionen ist  bei  der  geometrischen  Untersuchung  specieller  ana- 
lytischer Functionen  seit  lange  hervorgetreten.  In  der  That  haben 
vrir  derartige  Fundamental bereiche  vor  uns,  wenn  wir  in  der  Theorie 
der  doppeltperiodischen  Functionen  die  Ebene  in  lauter  congruente 
Parallelogramme  zerlegen.  Fassen  wir  bei  den  Dreiecksnetzen  der 
Schwarz'schen  5- Function  ein  schraffiertes  mit  einem  benachbarten 
freien  Dreieck  zusammen,  so  haben  wir  einen  Fundamentalbereich  der 
zugehörigen  Gruppe  linearer  Substitutionen,  wie  wir  dies  unten  noch 
weiter  ausführen,  etc. 

In  anderer  Form  herrscht  der  Begriff  des  Fundamentalbereichs 
seit  lange  in  der  Zahlentheorie,  wo  wir  z.  B.  an  die  Lehre  von  den 
binären  quadratischen  Formen  von  negativer  Determinante  erinnern. 
Man  handelt  von  der  Äquivalenz  und  Reduction  derselben,  und  da 
werden  wir  nun  im  übernächsten  Kapitel  zu  zeigen  haben,  dass  dies 
gar  nichts  anderes  ist,  als  Betrachtung  der  Äquivalenz  bezüglich  der 
Modulgruppe  und  Einführung  eines  Fundamentalbereichs  dieser  Gruppe. 
In  der  That  ist  denn  auch  der  geometrische  Begriff  des  Fundamental- 
bereichs der  Modulgruppe  wesentlich  von  dort  aus  gewonnen.  Es  ist 
Dedekind  gewesen,  welcher  in  seiner  grundlegenden  Arbeit*)  im 
g3sten  Bande  des  Grelle'schen  Journals  die  Lehre  von  der  Reduction 
der  quadratischen  Formen  in  ein  geometrisches  Gewand  kleidete  und 
auf  die   Weise   den   Begriff  dessen   schuf,    was   wir   demnächst   den 

*)  Schreiben  an  Herrn  Borchardt  über  die  Theorie  der  elliptischen  Modul- 
functionen,  Cr.  J.  Bd.  83  (1877). 


186  Hf  ^*   ^^^  ^^^  linearen  Substitutionen  einer  Variabelen 

Fundamentalbereich  der  Modalgruppe  nennen  werden.  Zu  der  vollen 
Allgemeinheit y  in  der  wir  den  Begri£f  des  Fundamentalbereichs  im 
folgenden  gebrauchen^  wurde  derselbe  sodann  von  Klein  in  seinen 
ersten  Arbeiten  über  elliptische  Modulfunctionen  entwickelte^). 

Die  grosse  Wichtigkeit,  welche  der  genannte  Begri£f  für  alles 
Folgende  besitzt^  veranlasst  uns  schon  an  dieser  ersten  Stelle,  wo  wir 
Gelegenheit  dazu  haben^  mit  Ausführlichkeit  von  ihm  zu  handeln.  Gehen 
wir  demnach  nun  zu  den  cyclischen  Gruppen  zurück,  welche  sich  aus 
einer  Substitution  V  erzeugen  lassen,  und  versuchen  für  diesen  ein- 
fachsten Fall  über  die  Gestalt  des  zugehörigen  Fundamentalbereichs 
feste  Anschauungen  auszubilden^  welche  uns  hernach  in  den  complicier- 
teren  Fällen  zu  statten  kommen  sollen. 

§11.    Gestalt  des  FxindamentalbereiohB  einer  oyolisohen  Gruppe  im 

hsrperboliBOhen  und  x>araboli80hen  Falle. 

Wenn  wir  jetzt  versuchen,  einen  Fundamentalbereich  für  die 
cyclische  Gruppe  zu  construieren,  welche  sich  auB  einer  vorliegenden 
Substitution  0' «»  V(e)  erzeugen  lässt,  so  werden  uns  dabei  die  Figuren, 
welche  wir  im  ersten  Teil  dieses  Kapitels  zur  Deutung  der  einzelnen 
Substitution  V  entwarfen,  von  bedeutendem  Vorteil  sein.  Möge  zu- 
vörderst V  hyperbolisch  sein,  dann  ist  die  cyclische  Gruppe  der  Sub- 
titutionen  F'*  von  unendlich  hoher  Ordnung.  Sei  V  durch  Fig.  40 
(p.  171)  gedeutet,  so  dachten  wir  uns  doch  die  Niveaulinien  dieser  Figur 
in  solchen  Intervallen  angebracht,  dass  jegliche  durch  einmalige  An- 
wendung der  Substitution  V  in  die  nächstfolgende  übergeführt  wird. 
Da  wählen  wir  uns  nun  zwei  solchergestalt  auf  einander  folgende 
Niveaulinien  willkürlich  aus  und  betrachten  den  ringförmigen  Bereich, 
den  beide  einschliessen  (man  vgl.  Fig.  44^  in  der  übrigens  der  Abstand 
der  Niveaulinien  von  einander  der  Deutlichkeit  halber  etwas  grösser 
als  in  Fig.  40  gewählt  wurde).  Wir  behaupten:  Der  $0  gewonnene 
Bereich  ist  ein  Fundamentalberüch  für  unsere  cyclische  Gruppe,  sofern 
wir  uns  noch  entschliessen,  von  den  BandpunJcten  dieses  Bereichs  nur  die- 

*)  In  Vorlesungen  und  Abhandlungen  seit  1877.  Man  sehe  die  drei  p.  142 
unter  dem  Texte  citierten  Abhandlungen  in  Bd.  14  der  Math.  Annalen  (1878); 
femer  die  Mitteilung  „Zur  Theorie  der  elliptischen  Modulfunctionen**  in  den 
Sitzungsberichten  der  Münchener  Akademie  vom  December  1879  (später  abgedruckt 
in  Bd.  17  der  Math.  Anualen,  1880).-  Die  Arbeiten  von  Poincar^,  in  welchen  dieser 
an  seinem  Teile  den  Begriff  des  Fundamentalbereichs  zu  Grunde  legt,  beginnen  1881. 
An  sie  schliesst  sich  mit  neueu  Verallgemeinerungen  die  weitere  Abhandlung  von 
Klein  im  21"^°  Bande  der  Math.  Annalen  (1882):  „Neue  Beiträge  zur  Biemann- 
sehen  Functioneniheorief',  wo  zahlreiche  Citate  auf  die  sonst  in  Betracht  kommende 
Litteratur  gegeben  werden. 
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Fig.«. 


Jensen  des  einen  Grenekreises,  etwa  des  in  Figtir  44  stärker  markierten, 
dem  Bereiche  als  eugehörig  gu  betrachten. 

Zum  Beweise  bringen  wir  die  Operationen  V"  der  Gruppe  auf 
unseren  Bereich  selbst  zur  An- 
wendung und  gedenken  da- 
bei der  Ebenenbewegungen, 
durch  welche  wir  oben  diese 
Substitutionen  deuteten.  Ans 
dem  schraffierten  Bereiche  der 
Fig.  44  entspringen  dergestalt  --. 
den  Substitutionen  V"  der 
Gruppe  entsprechend  unendlich  I 
viele  neue  Bereiche.  Zwecks  l 
einer  kurzen  Bezeichnung 
wollen  wir  den  einzelnen  der- 
selben nach  der  Substitutiou 
V'j  vermöge  deren  er  aus  dem 
schraffierten  Bereiche  hervor- 
geht, selbst  als  „den  Bereich 
V"  beneonen;  der  schrafSerte 
Bereich  bekommt  dabei  den  Namen  i  der  identischen  Substitution. 
Es  ist  auf  Grund  der  früheren  Sätze  über  hyperbolische  Substita- 
tionen  sofort  zu  sehen,  wie  alle  diese  unendlich  vielen  Bereiche 
V"  (fl  ^  —  oo  •  -  •  -|-  od)  sich  in  der  complexen  Ebene  einlagern 
werden.  Neben  den  Bereich  1  schliesst  sich  zur  einen  Seite  der  Bereich  V 
glatt  an,  zur  anderen  aber  F~',  und  so  l^em  sich  auch  allgemein  neben 
V  zu  beiden  Seiten  F"~*  und  F""*"',  ohne  noch  eine  LOcke  zwischen 
einander  zu  lassen  und  ohne  einen  Punkt  der  complexen  Ebene  ge- 
meinsam zu  besitzen.  Denn  die  Punkte  auf  dem  gemeinsamen  Grenz- 
kreise zweier  benachbarten  Bereiche  F",  V"^'  werden  wir  ja  unserer 
Verabredung  entsprechend  als  nur  dem  einen,  V*,  zugehörig  betrachten 
dürfen. 

Das  alles  folgt  aus  dem  blossen  Anblick  der  Fig.  44,  wenn  wir 
uns  erinnern,  in  welchen  Intervallen  die  Niveaulinien  auf  einander 
folgen  sollten.  Früher  wurde  ausfDhrlich  geschildert,  wie  eich  diese 
Niveaulinien  um  die  beiden  Fixpunkte  der  Substitution  V  enger  nnd 
enger  zusammenziehen.  So  werden  nun  die  Bereiche  F",  je  mehr  der 
Exponent  n  nach  der  positiven  oder  negativen  Seite  hin  wächst,  um 
so  schmaler  werdend  den  einen  oder  anderen  Fixpunkt  umringen,  wo 
dann  um  den  einen  wie  um  den  anderen  noch  unendlich  viele  stets 
sich    glatt   an    einander   reihende   Bereiche  F"   Platz   finden.     Letzten 
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Endes  ist  die  complexe  Ebene  von  den  anendlich  vielen  Bereichen 
überall  liüi^erUos,  aber  auch  üheraU  einfach  bedecict,  wobei  Ireilich  den 
Fixpunkten  selbst  eine  besondere  Rolle  zukommt,  deren  Charakter  ans 
der  gegebenen  Schilderung  leicht  erkannt  wird. 

Dass  der  Bereich  1  wirklich  einen  Fondamentalbereich  ffir  die 
Gmppe  der  Substitutionen  V*  abgiebt,  ist  nun  evident.  Mögen  wir 
irgend  einen  Punkt  e,,  der  complexen  Ebene  auswählen*),  so  gehSrt 
derselbe  einem  bestimmten  Ringraume  F"  an.  Demnach  ist  ä'  =  F~"(?o) 
ein  mit  e^  äquivalenter  Punkt  im  Bereiche  1.  Ist  aber  andrerseits  z^ 
ein  beliebiger  Punkt  im  Bereiche  1,  so  gehört,  wie  wir  auch  einen 
von  0  verschiedenen  Exponenten  n  wählen  mögen,  der  Punkt  V*(jii^  dem 
Kinge  V'  und  eben  deshalb  nicht  dem  Bereiche  1  an.  Die  Bestimmuqg 
über  die  Grenzpunkte  des  Bereiches  1  musste  aber  getroffen  werden, 
damit  dies  ohne  Ausnahme  gilt;  denn  in  der  That  geht  ja  der  eine 
dieser  Grenzkreise  durch  Anwendung  von  V  in  den  anderen  über. 


Die  Ausführlichkeit,  mit  der  wir  nunmehr  beim  Falle  einer  hyper- 
bolischen Substitution  V  verweilten,  gestattet  uns  jetzt  für  die  beiden 
anderen  Falle  einer  parabolischen  oder  elliptischen  Substitution  V  um 

*)  Indes  soll  x^  beiner  der  Fiipuokte  sein.  Streng  geDommen  besteht  der 
Fundamentalbereicb  aus  dem  Bereiche  1  im  Verein  mit  den  beiden  isoliert  liegen- 
den Fiipankteni  doch  haben  wir  iür  unsere  ferneren  Zwecke  diese  Verscb&rfoDg 

der  Vorstellung  nicht  nOtig. 
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80  grössere  Kürze.  Zuvörderst  erledigt  sich  der  Fall  einer  para- 
bolischeti  Substitution  V  fast  von  selbst  durch  die  Bemerkung,  dass 
man  eine  solche  als  Grenzfall  einer  hyperbolischen  Substitution  far 
coincidierende  Fixpunkte  betrachten  kann.  Lassen  wir  in  der  That  in 
Fig.  44  die  Fixpunkte  einander  unendlich  nahe  kommen  und  zwar  so, 
dass  die  Bahncurven  und  Niveaulinien  der  Figur  gerade  den  für  die 
parabolische  Substitution  V  vorliegenden  Verhältniasen  sich  anpassen! 
In  Fig.  45  erhalten  wir  dann  im  schraffierten  Bereiche  7"  =  1  iÄa(- 
sächlich  einen  FundamenlaHereich  für  die  cycliscbe  Gtvppe  der  unendlich 
vielen  parabolischen  Stibstitutiotien  V",  wie  man  leicht  nach  Analogie 
der  vorhergehenden  Besprechung  der  hyperbolischen  Substitution  V 
überblickt 

Nur  auf  den  einen  Fall  müssen  wir  noch  ausdrQcklich  eingeben, 
dass  der  Fixpunkt  der  parabolischen  Substitution  V  unendlich  fern 
liegt.  Dann  sind  die  Bahncurven  und  Niveau- 
linien zwei  gegen  einander  ortliogonale  Sy- 
steme paralleler  Gerader.  Wieder  ufm/reneen 
ans  jetzt  irgend  zwei  unter  den  Niveattcurvcn, 
von  denen  die  eine  aus  der  andern  durch  V 
entsteht,  änen  Fundamentalbereich.  Derselbe  be- 
sitzt die  Gestalt  eines  Ebenenbandes.  Von  den 
Randpunkten  dieses  Bereiches  gehören,  wie 
früher,  nur  die  der  einen  Niveaulinie  (etwa 
der  in  der  Fig.  46  stark  ausgezogenen)  dem- 
selben  an;   in   der  That  sind  ja   wieder  die 

Punkte  der  beiden  Grenzlinien  unseres  Bereiches  einander  äquivalent, 
indem  die  eine  in  die  andere  durch  Anwendung  der  erzeugenden  Sub- 
stitution V  der  Gruppe  übergeführt  wird. 

§12.     Fortsetstmg:  Fall  einer  elliptisohen  SubstltuUon  F.     Willkür 
in  der  Oeatalt  des  Fondamentalbereiebs  einer  cyallsohen  Gruppe. 
Wesentlich   anders   gestalten    sich   die   Verbältnisse  für  den  Fall 
einer  elliptischen  Substitution  V,  den  wir  jetzt  betrachten.    Wir  wollen 
V  sogleich  in  der  Form  aufschreiben: 


Hier  müssen  wir  eine  Fallunterscbeidung  treffen,  indem  wir  zu- 
vörderst voraussetzen,  die  Zahl  *  siehe  zu  x  in  einem  numerisch  rationalen 
Verhäitnis  9  =  2«  ■  ■--,  wo  ^  und  q  als  ganze  Zahlen  ohne  gemein- 
samen Teiler  gedacht  sind.    In  diesem  Falle  entspringt  durch  Wieder- 
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holung  von  V  eine  cyclische  Gruppe  der  endlichen  Ordnung  g,  die  er- 
sichtlich aus  folgenden  Substitutionen  besteht: 


Z    —   Z. 


z   —  z. 


«a.  e 


'E-!'»(^  =  i>2, 


z 


Wir  werden  V  dementsprechend  als  eine  elliptische  SubstituUon  der  Periode  q 
bezeichnen. 

Irgend  einen  Kreisbogen,  der  die  beiden  Fixpunkte  xf^,  z^  ^^^  ^ 
verbindet,  nehmen  wir  jetzt  als  erste.  Niveaulinie  an  und  wenden  die 
q  Substitutionen  der  Gruppe  auf  dieselbe  an.  Es  entspringt  ein  System 
von  q  Niveaulinien y   so  gelegen,   dass  je  zwei   auf  einander  folgende 

in   den   Fixponkten   sich   unter   dem   Winkel  —   treffen.     Die   ganze 

Ebene  ist  auf  diese  Weise  in  q  sichelförmige  Bereiche  zerlegt,  deren 
einzelner  von  zwei  auf  einander  folgenden  unserer  q  Niveaulinien  ein- 
gegrenzt ist.  Irgend  einen  dieser  Bereiche  können  wir  nun  als  Funda- 
mentalbereich  unserer  Gruppe  verwerten  und  müssen  ihm  dann  freilich 


Fig.  47. 


\ 


wieder  nur  die  Punkte  der  einen  Grenzlinie  zuerteilen.    Fig.  47  versinn- 
licht  diese  Verhältnisse  für  den  Specialfall  9^  =  8. 

Zum  Beweise  werden  wir  auch  hier  wieder  die  q  Bereiche,  die 
wir  soeben  durch  die  Niveaulinien  abteilten,  nach  dem  früheren  Princip 
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mit  den  Substitutionen  der  Gruppe  als  Namen  belegen^  wobei  der 
Exponent  n  von  F*,  weil  F«  =  1  ist,  beliebig  modulo  q  reduciert 
werden  kann.  Liegt  jetzt  ein  Punkt  z^  im  Bereiche  F%  so  ist  ihm 
z  =a  l^""(^o)  ™  Bereiche  1  äquivalent.  Andrerseits  überblickt  man 
sofort,  dass  im  letzteren  nicht  noch  zwei  äquivalente  Punkte  ausfindig 
gemacht  werden  können. 

Steht  zweitens  die  Zahl  ^  zu  2%  nicht  in  einem  rationalen  VerhälU 
nisse,  so  ist  keine  unter  den  Substitutionen  F"  mit  n  ^  0  die  identische 
und  man  sagt  alsdann,  die  elliptische  Substitution  F  sei  aperiodisch. 
Ein  Punkt  geht  durch  immer  erneute  Anwendung  von  F  stets  in  neue 
Lagen  über^  welche  nach  und  nach  die  ihm  zugehörige  Bahncurve 
überall  dichter  und  dichter  überlagern.  Es  werden  sonach  zum  einzelnen 
Punkte  äquivalente  stets  in  seiner  grössten  Nähe  zu  finden  sein^  und 
es  müsste  der  Fundamentalbereich,  wenn  wir  auch  hier  von  einem 
solchen  sprechen  wollten,  eine  unendlich  schmale  Sichel  mit  den  beiden 
Spitzen  z^,  z^  sein,  wobei  aber  die  geometrische  Vorstellung  eines 
„Bereiches^^  hinfällig  geworden  ist.  Ein  eigentlicher  Fundamentalbereich 
existiert  also  in  diesem  Falle  nicht.  Übrigens  treten  Substitutionen 
dieser  Art  in  der  Folge  gar  nicht  auf ,  und  wir  haben  deshalb  nicht 
notig,  noch  länger  bei  ihnen  zu  verweilen. 

Indem  wir  es  unterlassen,  hier  auch  noch  auf  die  loxodromischen 
Substitutionen  einzugehen,  müssen  wir  jedoch  noch  darauf  hinweisen, 
aus  welcher  Mannigfaltigkeit  möglicher  Gestalten  wir  voraufgehend 
die  Fundamentalbereiche  im  besonderen  ausgewählt  hatten.  In  der 
That  ist  der  Fundamentalbereich  einer  Gruppe  an  sich  noch  etwas 
sehr  Willkürliches.  Es  liegt  ja  im  Begriffe  des  Fundamentalbereichs 
nur,  dass  er  zu  jedem  Punkte  der  Ebene  einen  als  äquivalent  aufweise. 
Haben  wir  ihn  also  im  Einzelfall  einmal  in  einer  speciellen  Weise 
fixiert,  so  können  wir  nun  nach  Willkür  Punkte  oder  Teile  desselben 
abtrennen  und  durch  äquivalente  ersetzen.  Immer  wird  dann  auch 
der  so  entstehende  neue  Bereich  den  Forderungen  eines  Fundamental- 
bereichs genügen,  so  gut  wie  der  frühere. 

Im  allgemeinen  wird  der  neue  Bereich,  von  dem  wir  gerade  sprachen, 
aus  getrennt  liegenden  Stücken  bestehen,  und  das  ist  jedenfalls  eine 
Complication,  von  der  wir  absehen  werden.  Aber  auch  durchaus  zu- 
sammenhängend kann  im  einzelnen  Falle  der  Fundamentalbereich  noch 
in  mannigfaltigster  Weise  gewählt  werden.  Möge  man  sich  die  Lage 
der  Bahncurven  und  Niveaulinien  der  gegebenen  erzeugenden  Sub- 
stitution F  noch  einmal  vorstellen  und  eine  irgendwie  gestaltete 
Linie  G  zeichnen,  welche  nur  der  einen  Bedingung  genügen  soll,  jede 
Bahncurve  zu  schneiden  und  jede  nur  einmal    Auf  diese  Linie  wenden 
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wir  alle  Operationen  V^  der  cyclischen  Gruppe  an,  wodurch  sie  in 
eine  endliche  oder  unendlich  grosse  Zahl  neuer  Lagen  C^*^  übergeht^ 
je  nachdem  wir  mit  einer  Gmppe  endlicher  oder  unendlich  hoher 
Ordnung  zu  thun  haben.  Immer  werden  wir  dann  durch  irgend  zwei 
benachbarte  unter  unseren  Curven  C^*^\  sofern  es  überhaupt  einen  Funda- 
mentalbereich unserer  Gruppe  giebt,  einen  Bereich  eingrenzen,  der 
allen  Anforderungen  eines  Fuifdamentalbereichs  der  vorgelegten  Gruppe 
entspricht*).  Unter  allen  diesen  Bereichen  sind  die  oben  zunächst 
angegebenen  die  einfachsten.  Sie  entstehen,  wenn  wir  die  Curven  C^"' 
als  Niveaulinien  wählen  (wo  jetzt  nur  noch  die  Auswahl  der  ersten 
C^®>  der  Willkür  anheim  gestellt  ist).  Wir  haben  auch  in  der  Folge 
keine  Veranlassung,  von  diesen  einfachsten  Gestalten  der  Fundamental- 
bereiche cyclischer  Untergruppen  abzuweichen. 

§  13.    Besondere  AusfOhniDgen  für  die  ModrüBubstitationen« 

Die  elliptisohen  Modnlsabstitntionen. 

In  der  Gruppe  der  Modulsubstitutionen,  auf  welche  wir  jetzt  noch 
besonders  Bezug  nehmen,  waren  an  cyclischen  Untergruppen  elliptischer 
Substitutionen  nach  §  9  zuvörderst  solche  der  tsvoeiten  Ordnung  ent- 
halten.   Eine  unter  ihnen  möge  die  Substitutionen  V{p)  =  ""*  T  ^  ^^^ 

V^itai)  =  «0  enthalten,  wo  dann  also  a  -^  8  =  0  ist.  Um  für  diese 
cyclische  Gruppe  einen  bestimmten,  in  der  Folge  festzuhaltenden  Funda- 
mentalbereich  zu  construieren,  markieren  wir  uns  vorab  die  beiden 
Fixpunkte  von  F: 

a  i  » 

y 

Die  im  vorigen  Paragraphen  mit  q  bezeichnete  Zahl  ist  hier  gleich  2, 
und  sonach  werden  die  beiden  den  Fundamentalbereich  eingrenzenden 
Niveaulinien  einen  ganzen  Kreis  zusammensetzen.  Wir  treffen  die 
Anordnung  insbesondere  derart,  dass  die  Fixpunkte  auf  diesem  Kreise 
diametral  gelegen  sind  oder,  was  dasselbe  ist,  dass  die  einzelne 
unserer  beiden  Niveaulinien  gerade  einen  Halbkreis  darstellt.  Den 
ausserhalb  des  so  gewonnenen  Kreises  belegenen  Teil  der  Ebene  wählen 
wir  zum  Fundamentalbereich  und  haben  ihn  in  nachfolgender  Fig.  48 
schraffiert.  Von  den  Randpunkten  des  Bereichs  sollen  nur  diejenigen 
der  stärker  gezogenen  Niveaulinie  diesem  zugehören. 

*)  Es  würde  sogar  statthaft  sein,  dass  C^^^  die  einzelne  Bahncarve  öfter  ah 

einmal  schneidet,   sofern  nur  diese  Linie  C^^^  weder  sich  selbst  noch  eine  der 

anderen  C^^^  überkreazt;  die  Annahme  des  Textes  empfiehlt  sich  nnr  durch  ihre 
besondere  Anschaulichkeit. 


(D|,  COg 


nnd  ikrei  geometriacbeo  Deatang.  193 

Aus   Fig.  48   lesen   wir   den   Satz   ab:    Von   zwei  baiiiglKh  der  in 
Beäe  stehenden  cyclischen  Gruppe  äquivalenten  Punkten  hat  einer  vom 

reellen    Punkte    m  =  -      eine    Eni-  .    ,     , 

7 

femung*)  ^  —  Wir  BchUessen  ins- 
besondere: Die  Fixpunite  der  hier- 
her gehörigen  Substitutionen  können 
höchstens  die  Entfernung  1  von  der 
reellen  Axe  erreichen.  Solches  tritt 
för  y  =>  1  ein  und  also  z.  B,  för 
die  Substitution  T,  deren  Funda- 
mentalbereich  man  sieb  insonderheit 
nach  Vorschrift  von  Fig.  48  vor- 
stellen möge.  p,^  ^ 

Es  giebt  ferner  cyclische  Unter- 
gruppen der  Ordnung  drei  aus  elliplisclwn  Modulsubstitiitionen.     Sei 
V{to)  ■=>  — J-^  Erzeugende  einer  solchen  Untergruppe,  so  haben  wir 
ats  Fixpuukte  dieser  Substitution**) 

2a—  1  ±  %ys 
et,,  fl»,  = a  ■ 

Ais  erste  Niveaulinie  wählen  wir  die  gerade  Verbindungslinie  von  a>^,  i»g, 
die   dann    infolge   des    hier   vorliegenden    Wertes  g  =  3   durch  V  im 
ganzen  noch  in  n«et  weitere  Lagen 
übergeht^  welche  einander.in  den 
Fixpuakten  unter  den   Winkeln 
—  treffen.  Diese  beiden  letzteren 
Niveaulinien  sollen  uns  denFunda- 
mentalbereich  der  vorliegenden 
cycliscben    Gruppe     eingrenzen, 
für    welchen    das     Nähere    aus 
Fig.  49  hervorgeht.     Aus  dieser 
Figur  ziehen  wir  noch  die  Folge- 
rung:    Unter    eu>ei    kinsichtlieh  '' 
unserer    cyclischen    Gruppe    äquivalenten    Punkten    hat    stets    der    eine 
entweder  vom  Punkte  ro  =•  —  oder  von  m  •=  ——-  eine  Entfernung  <     ■ 

•)  Bei  Angabe  dieter  Entfernung  sehe  man  TOrbomroenden  Falls  von  einem 
negativen  Zeichen  dea  y  ah. 

**)  Hier   und   in   der   nächsten  Folge   ist  immer  an  der  oben  {§  0}  bereits 
gescbebenen  Festsetzung  a  -{-  J  ^  0  festgehalten. 

Kleln-Fiicko,  HodoiranctloneD.  18 
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Und  hieraus:  Die  grösste  Entfernung,  welche  die  Fixpunkte  der  hierher 
gehörigen  Substitutionen  von  der  reellen  Axe  erreichen  können,  ist  —  • 
Solches  tritt  für  y  ^  i  ein  und  also  insbesonder«  für  die  Snb- 
stitutioD  U. 

%  14.     FortaetsTiiig :  Festaetauiigen  für  die  parabolisolien  nnd 
hyperboliaohen  ModalBubBtltationea. 

Ist  jetzt  V{ta}  =  — ^-jTa  ^'"^^  parabolische  Modulsubstitation,  d.  h. 
ist  a-|-^^2,  so  entspringt  durch  Wiederholung  von  Feine  cycliache 
Gruppe  unendlich  hoher  Ordnung.  Mögen  wir  erstlich  den  Fall  eines 
in  unendlicher  Feme  gelegenen  Fixpunktes  haben,  wo  dann  V  die 
Gestalt  F(«)  ■=«>-(-  ^  besitzt.  Jn  diesem  Falle  greneen  wir  den  Fvnda- 
mentalbereich  durch  ewei  Gerade  ein,  v>dche  in  den  ErUfemungen  +  „  ß 

eur  imaginären  Axe  parallel  laufen.  Die  Punkte  der  durch  a  =^  — ^  ß 
hindurchziehenden  Grenzlinie  sollen  dem  Bereiche  zugerechnet  werden. 
Dieser  Vorschrift  entsprechend  werden  wir  insbesondere  den  Funda- 
raentalbereich  fttr  den  Fall  V{(o)  ="  o)  +  1  construieren. 

Ist  der  dritte  Coefficient  y  der  parabolischen  Substitution  nicht 
gleich  Null,  60  ist  der  Fixpunkt  derselben  der  rationale  reelle  Punkt 
o)  = Dann  ist  es  zweckmässig  die  Nireaulinien  zur  Eingren- 
zung des  Fnndamentalbereichs  so  zu  wählen,  dass  die  entspringende 
Figur  in  elementarem  Sinne  Symmetrie  bezüglich  des  Fixpunktes  zeigt. 
Die    Grenzkreise   des    Fundamental- 
hereichs   Bollen   also  congruent  aus- 
fallen und  zu  beiden  Seiten  des  Fix- 
Punktes    gelegen    sein,    wie   das   in 
nebenstehender  Figur  zum  Ausdruck 
gebracht  ist.     Wir  berechnen  mUhe- 
los    die    Be&timmungs stücke    dieser 
Kreise.   Ist  deren  Durchmesser  d,  tfo 
sind  ihre  Schnittpunkte  mit  der  reellen 
Axe  ausser  den  beiden  im  Fixpunkt 

img.  Bo.  vereinten  bei +  (i  gelegen.  Aber 

von  diesen  zwei  Punkten  muss  der  eine  durch  die  Substitution  in  den 
anderen  übergeffihrt  werden.    Man  hat  demnach  die  Gleichung: 
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tmä  findet  durch  Lösung  derselben  für  d  ausser  dem  selbstTerständlich  ein- 
tretenden Werte  d=0  noch  demjenigen,  welchen  wir  sachen,  nämlich 
d  =  —•    Hieraus  ist  die  Werteverteilung  in  Fig.  50  gewonnen. 

Als  sofort  verständliche  Folgerungen  ziehen  wir  wieder:  Von 
stvei  bezüglich  der  aiis  F(o>)  =  a  -\-  ß  entspringenden  cyclischen  Gruj^ 
äquivalenten  Funkten  hat  höchstens  einer  von  der  imaginären  at-Axe 
einen  Abstand  <-g  ß-  Und  entsprechend  aus  Fig.  50;  Sind  zwei  PunlUe 
leeäglich  der  aus  der  pariätolisdien  Substitution  V((o)  =  -^-Tgi  {y  ^  O) 
entspringenden  (peitschen  Gruppe  äquivalent,  so  hat  (fcr  eine  von  ihnen 
vom  Punkte  ra  =  —  oder  votn  anderen  a  ^ eine  Entfernung  ^  — 

Sei  endlich  F(o))  =    ^  ^  ^   eine    hyperbolische    Substitution,    so 
markiere  man  zunächst  die  beiden  reellen  irrationalen  Fixpunkte  o,,  lo, 
derselben.   Aladann  wähle  man  zu  Grenzen  des  Fundamentalbereicha  die- 
jenigen beiden  mit  einander  congruent 
ausfallenden  Niveau]  iuien,  deren  eine 
durch  V  in  die  andere  übergeführt 
wird.     Da    haben    wir    denn    eine'    ,|  >( 
Werteverteilung,  wie  sie  in  Fig.  51     ni; 
angegeben  ist.    Um  diese  zu  veri-    '  •" 
ficieren,  bezeichnen  wir  die  Schnitt-    i^    ^ 
punkte  der  ersten  der  beiden  Niveau-      l||i 
linien  mit  der  reellen  Axe  durch  x^ 
und  x^,  und  zwar  liege  x^  zwischen 
den    Fixpunkten    der ,  Substitution. 
Es  werden  dann  die  Schnittpunkte  *^'*"  ^'' 

der  reellen  Äxe  und  der  anderen  Grenze  des  Fundamentalbereicbs 
bei  V(x^  und  ^(a;,)  gelegen  sein.  Nun  verfolge  man  allgemein  die 
Entfernung  K(a>)  —  ra  zwischeu  zwei  einander  vermöge  unserer  Sub- 
stitution zugeordneten  reellen  Punkten  tu,  was  mit  Hilfe  der  Fig.  40 
(p.  171)  ohne  Mühe  geschieht.     Man  siebt  leicht,  daas 

/■w-j'w-»-;:^?-'» 

vom  Zeichen  abgesehen  für  a;,  ein  Minimum,  für  x^  dagegen  ein 
Maximum  wird.     Lösen  wir  aber  - -^  =  0  nach  to  auf,  so  erhalten  wir 


wodurch  unsere  Kreise  die  Radien  —  erhalten.     Damit  bestätigt  man 
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in  der  That  sofort  die  in  Pig.  51  angegebene  Werteverteiluog  von  o). 
Merken  wir  uns  letzten  Endes  wieder  den  Satz  an:  Von  snvei  Punkten,  die 
bezüglich  der  aus  der  hyperbolischen  Substitution  V  entspringenden  cyclischen 

Gruppe  äquivalent  sind,  liegt  stets  einer  entweder  vom  Punkte  id  =  —  oder 
von  cj  =  —  in  einer  Entfernung  <  —  • 

Blicken  wir  nochmals  auf  die  für  die  vier  Arten  der  Modulsub- 
stitutionen nun  gemachten  Bestimmungen  zurück^  so  zeigt  sich  ins- 
besondere noch;  dass  der  gerade  zuletzt  ausgesprochene  Satz  über  die 
Lage  äquivalenter  Punkte  in  dieser  Form  ganz  allgemein  für  alle 
Modulsubstitutionen  gilt.  In  der  That  geht  er  ja  in  die  vorgenannten 
partikulären  Sätze  über,  wenn  wir  den  dort  vorliegenden  Fällen  ent- 
sprechend —  S  bez.  durch  a,  a  —  1,  a  —  2  ersetzen.  Dieser  Umstand 
ist  wesentlich  darin  begründet,  dass  wir  alle  bezüglichen  Fundamental- 
bereiche durch  Kreise  vom  Radius  —  abgegrenzt  haben.     Man  wolle 

diese  Bemerkungen  für  später  festhalten. 

Einen  Teil  desjenigen  Problems,  dessen  Behandlung  Aufgabe  dieses 
ganzen  Abschnitts  ist,  haben  wir  nun  bereits  gelöst  Wir  haben 
eine  Reihe  grundlegender  Resultate  über  die  in  der  Modulgruppe  ent- 
haltenen cyclischen  Untergruppen  gewonnen.  Freilich  bedürfen  diese 
cyclischen  Untergruppen  weiterhin  durchaus  noch  der  ergänzenden 
Untersuchung.  Aber  dieselbe  benotigt  entwickeltere  Hilfsmittel;  wir 
wollen  diese  Untersuchung  im  folgenden  Kapitel  erst  vorbereiten  und 
dann  im  übernächsten  Kapitel  erledigen.  Vorab  haben  wir  noch  eine 
Ergänzung  zu  geben,  welche  au  die  früheren  Sätze  über  indirecte 
Kreisverwandtschaft  anknüpft.  ^ 

§  15.     Von  den  Substitutionen  der  Veränderliohen  z^  welche 
indireote  Ereisverwandtsohaften  bedeuten*). 

Im  dritten  Kapitel  des  vorigen  Abschnitts  (p.  89)  haben  wir  neben 
die  directe  auch  noch  die  indirecte  Kreisverwandtschaft  zweier  Ebenen 
oder  einer  Ebene  mit  sich  selbst  gestellt.  Die  Eigenart  dieser  letzteren 
Verwandtschaft  war  die,  dass  zwar  auch  bei  ihr  Kreisen  stets  wieder 
Kreise  zugeordnet  waren  und  die  Winkel  der  einen  Ebene  mit  den 
ihnen  entsprechenden  der  verwandten  an  Grosse  übereinstimmten:  Aber 
darin  bestand  das  Besondere,  dass  beim  Übergang  von  einem  Winkel 
zu  seinem  entsprechenden  die  Schenkel  desselben  umgelegt  wurden. 
Eine  besondere  indirecte  Ejreisverwandtschaft  der  complexen  0- Ebene 

*)  Die  in  den  drei  folgenden  Paragraphen  mitgeteilten  Entwicklungen  sind 
zuerst  vom  Herausgeber  durchgeführt  worden. 
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hatten  wir  damals  durch  die  Spiegelung  derselben  an  ihrer  reellen  Axe 
hergestellt  und  bringen  diese  Spiegelung  nun  analytisch  durch  die 
Transformation  von  0  m 

zum  Ausdruck;  wobei  0  der  zu  0  conjugiert  complexe  Wert  ist.  Dieser 
besondere  Fall^  mit  der  allgemeinsten  directen  Kreis  Verwandtschaft 
combiniert,  gab  die  allgemeinste  indirecte  Kreisverwandtschaft.  Letz- 
tere finden  wir  also  dargestellt  durch: 

(1)  ^(^)  =  #i7' 

wenn  0'  =  — J-^  eine  beliebige  der  voraufgehend  besprochenen  Sub- 
stitutionen ist*).  Diese  Substitutionen  (1)  wollen  wir  hinfort  als 
Operationen  oder  Substitutionen  aweiter  Art  bezeichnen  und  stellen  ihnen 
die  bislang  allein  betrachteten  linearen  Substitutionen  als  solche  von 
der  ersten  Art  gegenüber. 

Eine  Operation  zweiter  Art  V,  mit  sich  selbst  combiniert^  ergiebt 
eine  solche  von  erster  Art: 

(2)  r^  =  F. 

Hierbei  unterscheiden  wir^  die  Fälle,  ob  die  so  zu  Tage  tretende  Sub- 
stitution V  die  identische  oder  eine  hyperbolische  oder  parabolische 
u.  s.  w.  ist  und  gründen  darauf  eine  Einteilung  der  Substitutionen  zweiter 
Art  in  Unterarten.  Beginnen  wir  sogleich  damit,  diejenigen  Substitu- 
tionen V  naher  zu  untersuchen,  welche  F*  =  1  geben  und  also  als 
Stibstitutionen  von  der  Periode  zwei  zu  bezeichnen  sind. 
Die  zu  (1)  inverse  Substitution  ist 

(3)  F-'(.)===4i+l, 

•^  CZ  —  a  ^ 

wobei  a  zu  a  u.  s.  w.  conjugiert  complex  sein  soll.  V  ist  dann  und 
nur  dann  von  der  Periode  zwei,  wenn  V  mit  V  identisch  ist.  Ver- 
suchen wir  also  die  Coefficienten  in  (1)  und  (3)  proportional  zu  setzen: 

—  d=nay    b=7ib,    c=ncj     — a=7cd 

und  discutieren  die  solchergestalt  erhaltenen  vier  Gleichungen. 

Ist  wenigstens  einer  der  beiden  Coefficienten  6,  c  von  0  verschieden, 
so  können  wir  ihn  auch  als  reell  voraussetzen,  was  nötigen  Falls  durch 
die  offenbar  noch  freistehende  Behaftung  der  vier  Coefficienten  in  (1) 
mit  einem  geeigneten  gemeinsamen  Factor  erreicht  wird.  Dann  aber  ist 
ersichtlich  der  soeben  eingeführte  Proportionalitätsfactor  7C  =  1,  und  in- 

*)  Cf.  „Ik03."  p.  30  Formel  (2). 
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dem  wir  noch  die  Coefficienten  in  ihre  reellen  und  imaginären  Bestandteile 
a  ==  a^-^  ittg  u.  s.  w.  trennen  ^  kommt  als  Gestalt  von  V: 

(4)  FW  =  (^i. + ^^y^ + ^ 

welche  Substitution  isweiter  Art  thatsächlich  die  Periode  sswei  besifgt. 

Yerchwinden  andrerseits  zugleich  b  und  c,  so  erkennt  man  sofort 
als  hinreichende  und  notwendige  Bedingung  für  die  Identität  von  (1) 

und  (3)  die,   dass  -^   eine  Zahl    vom    absoluten   Betrage  1   ist.     Die 

Operationen  dieser  Art  subsumieren  sich  aber  offenbar  unter  die  Sub- 
stitutionen der  Form  (4),  und  wir  gewinnen  dergestalt  den  Satz:  Die 
Operationen  zweiter  Art  von  der  Periode  zwei  u?erden  durch  die  Sub- 
stitutionen der  Gestalt  (4)  gerade  erschöpfend  dargestellt 

Um   die   Fixpunkte   der  Substitution  (4),   wofern  sie  solche  hat, 
zu  berechnen,  setzen  wir  in  (4)  V(z)  «=  ;ei  =  a?  +  iy  und  erhalten 

(5)  c^(x^  +  y«)  —  2a^x  -  2a^y  —  6i  —  0, 

eine  Gleichung,  aus  welcher  sich  die  imaginären  Bestandteile  identisch 
fortgehoben  haben.  In  (5)  haben  wir  nun  die  Gleichung  eines  Kreises 
der  complexen  jgi-Ebene  vor  uns,  der  reell  oder  unendlich  klein  oder 
schliesslich  imaginär  ist,  je  nachdem 

ist.  Links  steht  hier  die  Determinante  der  Substitution  (4),  negativ 
genommen.  Da  der  Wert  0  für  dieselbe  ausgeschlossen  ist,  so  haben 
wir  eine  erneute  Teilunß^Üer  hier  in  Bede  stehenden  Operationen  in  ztvei 

Unterarten,  je  nachdem  der  Kreis  (5),  welcher  die  vermöge  V  sich  selbst 
entsprechenden  Punkte  liefert,  reell  oder  imaginär  ist,  d.  h.  mit  anderen 
Worten,  je  nachdem  die  Determhumte  der  Substitution  (4)  negativ  oder 
positiv  ist.  Die  Operationen  der  ersten  dieser  beiden  Unterarten  sind 
diejenigen,  welche  wir  im  vorigen  Abschnitt  als  Spieg^ngen  bezeich- 
neten. Wir  wollen  jetzt  diese  Benennung  überhaupt  auf  die  Substitu- 
tionen zweiter  Art  der  Periode  zwei  ausdehnen  und  nennen  dem- 
entsprechend den  der  einzelnen  derartigen  Substitution  zugehörigen 
Kreis  (5),  gleichgültig  ob  er  reell  oder  imaginär  ist,  ihren  Symmetrie- 
oder  Spiegdkreis, 

Sei  nunmehr  die  Substitution  (1)  von  einer  höheren  als  der  zweiten 
Periode,  so  bilden  wir  uns  vor  allem  die  Substitution  erster  Art 

(6)  V^(z)  =  (^^  +  ^^)^  +  ah  +  bd 
^  ^  ^  ^        (ca  +  dc)z  +  ch  +dd 

und  bezeichnen  die  hier  auftretenden  Coefficienten  abgekürzt  bez.  durch 
a',  6',  c,  d\     Die  Determinante  derselben  ist 
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ad'  —  h'c  =  {ad  —  bc)(ad  —  bc) 

und  also  eine  reelle  positive  Zahl.  Desgleichen  hat  die  Summe  des 
ersten  und  vierten  Coefficienten 

a  ^d'  =  aa  +  rf^  +  bc  -{-bc 

ersichtlich  einen  reellen  Zahlwert.  Diese  beiden  Angaben  genügen, 
um  zu  erkennen,  dass  (6)  niemals  eine  loxodromische  Substitution  sein 
kann.    In  der  That  ist  die  in  §  1  (p.  164)  mit  k  bezeichnete  Zahl,  für 

die  Substitution  V^  berechnet: 

,  _  (a'  +  d^--^y'(ä'  +  fy  — i («_' ^r^"  ^ '  O )" 

SO  dass  für  die  hier  eintretenden  Werte  von  a\  b\  c\  d'  der  Zahlwert 
von  k  ent^weder  reell  und  positiv  oder  complex  vom  absoluten  Be- 
trage 1  ist,  womit  unsere  gerade  geschehene  Behauptung  dargethan 
ist.  Wenn  wir  also  V  als  hyperbolische  Substitution  zweiter  Art 
bezeichnen,  falls  F'  eine  ebensolche  Substitution  erster  Art  ist,  und 
so  fort,  so  haben  wir  als  Unterarten  der  Operationen  tsweiter  Art  nur 
noch  die  hyperbolische,  parabolische  und  elliptische  zu  nennen.     Die  Sub- 

stitution  V  gehört  in  die  erste,  zweite  oder  dritte  dieser  Unterarten, 
je  nachdem  die  erste,  zweite  oder  dritte  der  Bedingungen 

(7)  (aa  +  dd  +  bc  +  bcY  ^  4(ad  -  bc)(ßd  ~  bc) 

zutrifft. 

Indem  wir  jetzt  nach  den  Fixpunkten  einer  Substitution  V  fragen, 
beachten  wir,  dass  jeder   derselben  auch    für  die  Substitution  erster 

Art  F*  Fixpunkt  sein  müsste.  Sonach  kann  V  höchstens  zwei  Fix- 
punkte  besitzen,  die  noch  dazu  für  eine  parabolische  Substitution  V 
in  einen  coincidieren  müssten.  Um  dies  genauer  zu  untersuchen,  be- 
zeichnen wir  die  Fixpunkte  von  F^  mit  0^  und  0^.  Unter  Anwendung 
von  F  werden  diese  beiden  Punkte  entweder  permutiert  oder  jeder 
für  sich  bleibt  an  seiner  Stelle;  in  der  That  wolle  man  beachten,  dass 
mit  g^  auch  z\  =  ^M  infolge  von 

Fixpunkt  der  Substitution  erster  Art  F*  ist.  Eine  parabolische  Sub- 
stitution V  hat  sonach  stets  einen  Fixpunkt,  während  weiterhin  die  Sach- 
lage die  ist,  dass  unter  Anu^endung  von  V  die  beiden  Fiocpunkte  e^,  z^  von 

F*  einzeln  an  ihrer  Stelle  bleiben,  falls  V  hyperbolisch  ist,  dass  dagegen  z^ ,  z^ 
durch  V^pennutiert  werden,  falls  diese  Substitution  elliptisch  ist.  Beim  Be- 
weise dieser  Behauptung  ist  es  statthaft,  die  beiden  Kixpunkte  z^,  s^  von 
F^  in  einer  beliebig  gewählten  speciellen  Lage  anzunehmen.    Benutzen 
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wir  also,  wie  schon  öfter,  0^  =  0,  02'^  ^^«  Eine  Substitution  F, 
welche  diese  beiden  Punkte  einzeln  an  ihrer  Stelle  lässt,  hat  notwendig 
die  Form  0'  =  a0]  andrerseits  hat  eine  Substitution  F,  die  jene  Punkte 

permutiert,   die  Form  je;' «»  —  •    Da  ist  nun  wirklich  die  erste  unter 

z 

diesen  beiden  Operationen  hyperbolisch,  die  zweite  elliptisch,  wie  man 
durch  Berechnung  der  bezüglichen  Substitutionen  V*  sofort  bestätigt. 

§  16.     Erweiterung  einer  oyolisohen  Gruppe  nicht -loxodromJfiOher 
Operationen  erster  Art  durch  zugehörige  Spiegelnngen. 

Sei  F  zunächst   irgend  eine   hyperbolische  oder  elliptische  Sub- 
stitution, F  aber  eine  Spiegelung.    Aus  ihnen  bilden  wir  uns  die  Sub- 
stitution erster  Art: 
(1)  V'^V'-'VV 

und    sagen,   sie  entstehe   aus  F  durch   Transformation*)  vermöge  der 

Spiegelung  F.     Sind  0^,  0^   die   Fixpunkte  von  F,  so  sind  V{0^  und 

V{0^  diejenigen  von  F',  wie  man  sofort  zeigt.    Verlangen  wir  also, 

dass  F  und  V  die  nämlichen  Fixpunkte  besitzen,  so  muss  Operation  F 
die  Punkte  XT],  ^2  entweder  einzeln  in  sich  transformieren  oder  permutieren. 
Beschränken  wir  uns  hier  der  Einfachheit  wegen  auf  Spiegelungen  F 
mit  reellem  Symmetriekreis,  so  ziehen  wir  nun  zweckmässig  Fig.  40 
(p.  171)  mit  ihren  beiden  Kreissystemen  heran,  durch  welche  wir  seinerzeit 
die  Substitution  F  geometrisch  deuteten.  Wir  gewinnen  so  ohne  weiteres 
den  Satz:  Sollen  V  und  V  die  nämlichen  Fiocpunkte  besit0eny  so  ist  da0U 
nur  die  eine  Bedingung  erforderlich,  dass  der  Symmetriekreis  von  V 
Bahncurve  oder  Niveaulinie  der  Substitution  V  ist. 

Wollen  wir  des  näheren  untersuchen,  zu  welcher  Substitution  F' 
wir  dergestalt  geführt  werden,  so  dürfen  wir  uns  für  die  explicite 
Rechnung  ersichtlich  wieder  der  Fixpunkte  ;efi  =  0,  jSfg  =  cx>  bedienen  und 
können  überdies  unter  den  Bahncurven,  sowie  unter  den  Niveaulinien 
speciell  gewählte  als  Symmetriekreise  der  in  Anwendung  zu  bringenden 
Spiegelungen  zu  Grunde  legen.  Schreiben  wir  also  erstlich  V(0)  =  x0, 
unter  F  eine  hyperbolische  Substitution  verstehend,  und  bringen  die 

Spiegelung  an  einer  zugehörigen  Bahncurve  ¥{0)  «=  0  zur  Anwendung. 

Da  zeigt  sich  sofort,  dass  F""^ VV  =  V  ist.     Bringen  wir  indes  die 

Spiegelung   an  einer  bezüglichen  Niveaulinie  V(0)  =  —  zur  Verwen- 


z 


düng,  so  zeigt  sich  ebenso  leicht  die  Richtigkeit  der  Gleichung 


V-^YV^  F"' 


*)  Cf.  „Iko8."  p.  6,  7. 
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Indem  wir  dieselbe  Betrachtung  sofort  auch  für  eine  elliptische  Sub- 
stitution  V  durchführen y  ergiebt  sich  das  Resultat:  Durch  Spiegelung 
y^  an  einer  Bahncurve  wird  eine  elliptische  oder  hyperbolische  Substitu- 
tion V  stets  in  sich  transformiert: 

(2)  V1'VVb=  F; 

dur(k  Spiegelung  Vs  an  einer  Niveaulinie  wird  hingegen  V  in  ihre 
inverse  Substitution 

(3)  Vj^VVs=V-'' 

transformiert 

In  völlig  gleicher  Form  gilt  dieser  Satz  auch  für  die  parabolischen 
Substitutionen.    Setzen  wir  nämlich  V{ß)  =  je?  +  ft,  unter  6  eine  reelle 

Zahl   verstanden y    so   ist  Vßiß)  «=  z  Spiegelung    an   einer   Bahncurve^ 

l^^(^)  =  —  z  aber   eine   solche   an   einer   Niveaulinie.     Da   bestätigt 

man  nun  sofort,  dass  auch  unter  der  jetzigen  Bedeutung  von  F,  F/?,  Fy 
die  Gleichungen  (2)  und  (3)  gelten. 

Die  Formeln  (2),  (3)  geben  nun  den  Ansatzpunkt  zu  einer  weiteren 
sehr  wichtigen  Folgerung.    Wenn  wir  neben  der  nicht- loxodromischen 

Substitution  F  auch  noch  die  Spiegelung  F  an  einer  ihrer  Bahncurven 
oder  Niveaulinien  als  Erzeugende  einer  Gruppe  ansetzen,  so  wird  diese 
Gruppe  sicher  die  Substitutionen 

(4)  F»,     V-V,    («  =  0, +  l,+2,  •••) 

besitzen.  Da  ist  es  nun  die  Folge  der  Gleichung  (2)  bez.  (3),  dass 
hiermit  auch  alle  Operationen  der  gemeinten  Gruppe  angegeben  sind; 

denn  auf  Grund  dieser  Gleichungen  lässt  sich  jede  aus  F  und  F  er- 
zeugbare Operation  entweder  auf  die  Form  F**  oder  V^V  bringen,  je 

nachdem  dabei  die  Spiegelung  F  eine  gerade  oder  ungerade  Anzahl 
von  Malen  Anwendung  fand.  Die  gewonnene  Gruppe  enthält  die 
cyclische  Gruppe  der  Substitutionen  F"  als  Untergruppe;  dabei  nehmen 
wir  nur  eine  schon  in  den  Vorlesungen  über  das  Ikosaeder*)  gebrauchte 
Ausdrucksweise  wieder  auf,  wenn  wir  sagen,  jene  Gruppe  entstehe  aus 
dieser  ihrer  cyclischen  Untergruppe  durch  Erweiterung  vermöge  einer  zu- 

gehörigen  Spiegelung  V.  Zwecks  einer  kurzen  Benennung  werden  wir 
auch  wohl  von  einer  erweiterten  cyclischen  Gruppe  sprechen,  ohne  da- 
mit behaupten  zu  wollen,  dass  diese  selbst  eine  cyclische  Gruppe  sei. 
Die  Eigenart  einer  solchen  erweiterten  Gruppe  ist  nun  sehr  ver- 
schieden, je  nachdem  die  zur  Erweiterung  verwendete  Spiegelung  an 


•)  Cf.  „IkoB."  p.  23,  24. 
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einer  Bahncurve  oder  einer  Niveaulinie  der  Substitution  V  geschah. 
Betrachten  wir  zuvörderst  den  ersten  Fall,  bei  dem  also  Gleichung  (2) 
zur  Verwendung  kommt,  so  enthält  die  erweiterte  Gruppe  ausser  der 
schon  namhaft  gemachten  cyclischen  Untergruppe  der  Substitutionen 
F"  vor  allem  auch  noch  diejenige  umfassendste  cyclische  Untergruppe, 

welche  aus  der  Operation  zweiter  Art  VV  sich  erzeugen  lässt.    Diese 

Operation  VV  ergiebt  mit  sich  selbst  combiniert  F*: 

(5)  (fF)*  =  F«, 

wie  aus  (2)  sofort  entspringt,  und  es  stimmt  sonach  VV  in  Ansehung 
der    Unterart   mit    V^    und  also    auch    mit    V  überein.      Auf   Grund 

von  (5)  sind  dann  die  Operationen  der  aus  VV  entspringenden  cy- 
clischen Gruppe  insgesamt  durch 

y2m^        y2n.  +  ly^        (w*  =  0,   +  1,   +  2  •  •  •) 

dargestellt. 

Diese  Bemerkungen  gewinnen  noch  an  Bedeutung,  wenn  wir  be- 
weisen, dass  wir  auf  diesem  Wege  überJiaupt  zu  allen  cyclischen  Gruppen 
gelangen  Tcmnen,  die  sich  aus  Operationen  zweiter  Art  mit  einer  Periode 
>  2  herstellen  lassen.  In  der  That  lässt  sich  jede  solche  Operation  durch 
Combination  einer  nicht-loxodromischen  Substitution  V  mit  der  Spiegelung 

V  an  einer  zu  V  gehörigen  Bahncurve  in  der  Gestalt  VV  darstellen. 
Wir  werden  diesen  Satz  leicht  durch  explicite  Rechnung  verificieren, 
bei  der  wir  die  Fixpunkte  der  in  Betracht  kommenden  Substitutionen 
bei  jer  e»  0  und  j?  =  oo  bez.  bei  jg?  «»  oo  allein  annehmen,  letzteres  im 
Falle  wir  mit  parabolischen  Substitutionen  zu  thun  haben«  Für  unsere 
drei  Unterarten  von  Substitutionen  kommen  nämlich  bei  dieser  speciellen 
Lage  der  Fixpuukte  die  Formen: 

js'  z=  xe^* '  z,    je'  =  — ^-  ,    z'  =  e^*z  +  (x^  +  ix^)e^ , 

z 

die  wir  sogleich  in  zweckmässiger  Gestalt  herrichteten.  Die  einzelne 
dieser  Substitutionen  kann  nun  als  Combination  VV  dargestellt  werden, 
wenn  bez.  V  und  F  die  Bedeutungen  haben: 

V{z)  =  xz ,  V(z)  =  e-*^  *z , 

V{0)=e^i0^  V(z)  =  ^-, 

z 

f>  i  9  i 

V(z)  =  z  +  x^,     V(z)  =  e'^G  +  x^ic '  . 

Hier  ist  aber  in  der  That  in  allen  drei  Fällen  F  Spiegelung  an  einer 
Bahncurve  von  F.     Übrigens  zeigt  sich  auch  aufs  leichteste,  dass  die 
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einzelne  Operation  gweiter  Art  auch  nur  auf  eine  Weise  in  der  gemeinten 
Gestalt  VV  darstellbar  ist. 

Ist  auf  der  anderen  Seite  V  Spiegelung  an  einer  Niveaulinie 
von  Vf  so  hat  die  erweiterte  Gruppe  eine  wesentlich  andere  Structur. 

Da  man  aus  (3)  leicht  FF«F=  F""  für  jeden  ganzzahligen  Ex- 
ponenten n  ableitet,  so  ist  jede  der  jetzt  in  Bede  stehenden  erweiterten 

Gruppe  angehörende  Substitution  zweiter  Art  F"  F  eine  Spiegelung,  deren 
Symmetriekreis  ersichtlich  Niveaulinie  von  V  ist.  Die  erweiterte  Gruppe 
hat  somit  abstract  genommen  den  Typus  einer  Diedergruppe.  Bemerken 
wir  letzten  Endes  noch,  dass  sich  unsere  Gruppe  durch  gewisse  Paare  ihr 
angehoriger  Spiegelungen  erzeugen  lässt;  das  leisten  z.  B.  die  beiden 

Spiegelungen  F  und  F'  =  VV. 

§  17.    Fiindainentalbereiohe  für  die  zuletzt  betrachteten  erweiterten 

Gruppen. 

In  Übertragung  unserer  oben  eingeführten  Begriffe  nennen  wir 
zwei  Punkte  der  ;?- Ebene  bezüglich  einer  erweiterten  Gruppe  be- 
sprochener Art  einander  äquivalent,  wenn  der  eine  in  den  anderen 
durch  eine  Operation  erster  Art  F*  oder  eine  solche  der  zweiten  Art 

V^V  der  Gruppe  übergeht.  Ein  Fundamentalbereich  der  erweiterten 
Gruppe  wird  ein  solcher  Bereich  sein,  der  für  jeden  beliebigen  Punkt 
der  Ebene  einen  und  nur  einen  als  äquivalent  bezüglich  der  erweiter- 
ten Gruppe  aufweist.  Die  ausführliche  Entwicklung  der  Fundamental- 
bereiche führen  wir  hier  nur  bei  der  zweiten  eben  zuletzt  besprochenen 

Classe  erweiterter  Gruppen  durch,  bei  denen  F  Spiegelung  an  einer 
Niveaulinie  von  F  war;  diese  Gruppen  alleid  sind  für  spätere  Ver- 
wendung von  Wichtigkeit'*').  Auch  hier  mag  die  eingehendere  Behand- 
lung des  hyperbolischen  Falles  genügen. 


*)  Übrigens  lasseD  sich  die  erweiterten  Gruppen  der  ersten  Classe  leichterledigen. 
Man  ziehe,  wie  es  auch  im  Texte  geschieht,  die  früher  angegebenen  Gestalten  des 
Fundamental bereichs  für  die  im  Einzelfall  in  Betracht  kommende  cyclische  Gruppe 

der  Substitutionen  V^  heran.  Durch  die  als  Symmetriekreis  von  V  fungierende 
Bahncurve  von  V  wird  dieser  Bereich  in  zwei  bezüglich  dieser  Bahncurve  sym- 
metrische Teile  zerlegt,  von  denen  man  einen  zum  Fnndamentalbereich  der  er- 
weiterten Gruppe  auswählen  kann.  Die  Gestalt  desselben  und  die  Zugehörigkeit 
der  Bandpunkte  zu  diesem  wird  man  mit  Hilfe  der  früheren  Figuren  44  (p.  187)  etc. 
leicht  feststellen.  Durch  einmalige  Anwendung  der  Substitution  V  entspringt  aus 
dem  so  gewonnenen  Bereich  ein  neuer,  demselben  benachbarter.  Mit  ihm  vereint 
giebt  er  leicht  ersichtlich  einen  Fnndamentalbereich  für  diejenige  cyclische  Gruppe, 

welche  sich  aus  der  Operation  VV  erzeugen  lässt,  eine  Operation,  die  sich,  wie 
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Setzen  wir,  die  oft  gebrauchte  specielle  Lage  der  Fixpunkte  wieder 

/ 

benutzend,  V{0)  =  ocz  und  also  V(j:)  =  ^:r-  mit  positiven  reellen  Zahlen 

X,  %\  deren  erste  noch  dazu  von  1  verschieden  sein  muss,  so  ge- 
hören der   erweiterten   Gruppe   insbesondere   die   Operationen  zweiter 

Art  z  =  -tr-  an,  deren  Symmetriekreise  durch 

(1)  rc*  +  y*  =  %^%\    (w  =  —  oo  •  •  •  +  ^ 

gegeben  sind.  Wir  bezeichnen  den  einzelnen  unter  ihnen  im  An- 
schluss  an  die  ihm  zugehörige  Zahl  n  durch  £„.  Es  ist  aufs  leich- 
teste bestätigt,  dass  durch  einmalige  Anwendung  der  Substitution  V 
der  Kreis  Jff»  in  Ä«-f2  übergeführt  wird.  Consta tieren  wir  also, 
dass  irgend  zwei  Kreise  JST»  und  -ff« +2  einen  Fundamentalbereich  für 
die  ursprüngliche  cyclische  Gruppe  der  Substitutionen  F"  eingrenzen. 
Wir  wollen  diesen  Bereich  kurz  H  nennen. 

Der  Bereich  3  wird  alsdann  durch  den  Kreis  -^«+1  in  zwei  ring- 
förmige Bereiche  zerlegt,  die  mumder  hezüglich  dieses  Kreises  sym- 
metrisch sind]   denn   in   der  That   sind  die   beiden  auf  Kn  bez,  ü»-|.a 

liegenden  Punkte  VV*V,  y'x"+^  •  jc'  einander  bezüglich  Kn+i  sym- 
metrisch.   Einen  dieser  beiden  den  Bereich  B  zusammensetzenden  Ringe 

nennen  wir  B  und  besitzen  dann  in  ihm  einen  Fundamentalbereich  für 
unsere  erweiterte  Gruppe. 

In  der  That  hat  jeder  Punkt  0  der  Ebene  einen  äquivalenten  Zq 

im  Bereiche  B.  Liegt  Zq  aber  nicht  schon  selbst  im  Bereiche  B,  so 
gilt  dies  sicher  von  dem  mit  ihm  äquivalenten  Punkte  Zq  =  F"+^  ^(^0)  • 
Andrerseits  kann  B  keine  zwei  bezüglich  der  erweiterten  Gruppe  äqui- 
valente Punkte  aufweisen.  Jedenfalls  könnte  nämlich  der  eine  von 
zwei  solchen  nicht  durch  eine  der  Gruppe  angehörende  Operation  erster 

Art  in  den  anderen  übergehen,  da  B  gänzlich  innerhalb  des  Funda- 
malbereichs  B  der  ursprünglichen  Gruppe  gelegen  ist.  Durch  eine 
Operation  zweiter  Art  der  Gruppe  können  aber  solche  zwei  Punkte 
auch  nicht  in  einander  übergehen,  weil  sonst  der  Symmetriekreis 
dieser  Operation  zwischen  beiden  Punkten  hindurchziehen  müsste,  was 
doch  bei  der  Lage  der  Kreise  (1)  ausgeschlossen  ist.     Sonach  haben 

wir  nochmals  erinnern,  als  die  allgemein  sie  der  zweiten  Art  ansehen  lässt.  Wir 
überlassen  jedoch  weitere  diesbezügliche  Ausführungen  dem  Leser.  Dass  übrigens 
der  Fundamentalbereich  für  die  aus  einer  einzelnen  Spiegelung  mit  reellem 
Symmetriekreis  zu  erzeugende  cyclische  Gruppe  zweiter  Ordnung  entweder  aus  dem 
Inneren  des  bezüglichen  Symmetriekreises  oder  aus  dem  ausserhalb  desselben  ver- 
laufenden Teile  der  Ebene  besteht,  dürfte  sofort  evident  sein. 
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wir  in  B  wirklieb  einen  Fuudamentalbereich  för  die  erweiterte  Gruppe. 
Wir  setzen  noch  ergänzend  hinzu,  dass  hier  die  Bandpunkie  aus- 
nahmslos als  dem  Bereiche  zugehörig  zu  hetrachten  sind. 

Wir  nennen  jetzt  B  nach  der  identischen  Substitution  1  und  be- 
nennen entsprechend,  gerade  wie  das  oben  in  §  11  auch  geschah,  den 
aus  B  durch  die  einzelne  Operation  der  erweiterten  Gruppe  entspringen- 
den Bereich  nach  dieser  Operation.  Der  Gesamtheit  der  Substitutionen 
der  erweiterten  Gruppe  entsprechen  solchergestalt  unendlich  viele  ring- 
förmige Bereiche,  t^lche  sidt  allenthalben  glatt  an  einander  legen  und  in 
ihrer  Gesamtheit  die  z-Ehene  vollständig  und  einfach  bedecken.  In  der 
That  folgern  wir  ja  aus  der  Begriffsbestimmung  des  Fundamental- 
bereichs, dasa  ein  beliebig  herausgegriffener  Punkt  e  in  einem,  aber 
auch  nur  in  einem  dieser  den  Substitutionen  der  Gruppe  zugeordneten 
ringförmigen  Bereiche  gelegen  ist*). 

Unsere  nnendlich  vielen  ringförmigen  Bereiche  sind  nun,  wie  eine 
mühelose  Rechnung  zeigt,  gerade  diejenigen,  in  welche  die  £-Ebene 
durch  die  Kreise  (1)  zerlegt  wird.  Daher  treten  für  die  Gestaltung 
der  Ringe  und  fSr  ihre  Häufung  gegen  die  Fixpunkte  hin  die  bereits 
von   frOher   her   bekannten   Verhältnisse  ein.     Wir  haben  in  Fig.  52 


versucht,  dieselben  durch  eine  Zeichnung  zu  erläutern.  In  dieser 
sind  beide  Fiipunkte  als  im  Endlichen  gelegen  angenommen  und  über- 
dies die  Constanten  x,  x'  so  gewählt,  dass  unter  den  Kreisen  (1)  auch 


*)  Wofern  er  nicht  Rcmdc  auf  dem  Oreozkrcise  iweier  beniclibarten  Bei;eiche 
gelegen  i«t. 
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die  gerade  KiTeauHnio  Torkommt.  Je  zwei  benachbarte  Ringe  sind 
dann  durch  eine  der  Gruppe  angehörende  Operation  zweiter  Art  in- 
direct  kreisverwandt  auf  einander  bezogen.  Wir  haben  daher  unsere 
frühere  Massnahme  der  wechselnden  Schrafßeruug  wieder  zur  Aus- 
übung gebracht. 

Wir  müssen   hier  endlich   noch   von  der  Willkör  in   der  Geatall 
des  Fundamentalbereichs  B  handeln.     Abgesehen   davon,  dase  wir  füi 
denselben  einen  beliebigen  unter  den  Ringen  in  Fig.  52  auswählen  können. 
ist  derselbe  offenbar  gestaltlieh  völlig  bestimmt*),  indem  er  von  zwei  au) 
einander  folgenden  Ereisen  (1)  begrenzt  erscheint,  welche  letztere  mii 
der  erweiterten  Gruppe  fest  gegeben  sind.    Wir  haben  hier  also  einen 
sehr  bemerkenswerten  Unterschied  gegenüber  den  Fundamentalbereicheu 
fQr  die  cyclischen  Gruppen  aus  Operationen  erster  Art  allein;  in  der 
That  konnten  ja  diese  Bereiche  noch  in  der  mannigfaltigsten  Weise 
gestaltet  werden**).    Wollen  wir  von  der  erweiterten  Gruppe  aus  zur 
ursprünglichen      cyclischen 
Gruppe    der   Substitutionen 
V    als     zu    einer    Unter- 
gruppe jener  zurückkehren, 
80     ist     ja    bereits     durch 
unsere    obige    Entwicklung 
der    einzuschlagende    Weg 
Torgezeichnet     Wir  werden 
offenbar  ewei  näten  einander 
liegende   Ringe  der  Fig.  52 
zu  einetn  grösseren  Ringe  m 
vereinen   haben,  welcher  uns 
dm  gesuchten  Fund{unent(ü- 
bereich  auf  diesem  Wege  giebt. 
Wir    erwähnen    diesen    an 
gegenwärtiger  Stelle  selbst- 
verständlichen  Satz   nur   deshalb,    weil    wir    ihn   späterhin   zu   verall- 
gemeinem haben  werden. 

Für  den   elliptischen   und    parabolischen  Fall   nehmen  die   Über- 

*)  ToraQBgeaetxt  ist  flbrigena,  dosa  der  Fnndamentalbereicb  B  snaammen- 
h&ngend  sein,  d.  b.  nicbt  in  getrennt  liegende  Stacke  zerfallen  soll. 

**)  Die  Bestimmtheit  der  Geatalt  von  B  hat  ubrigeoB  ihren  Qrnnd  in  dem 
Umttande,  dasB  sich  die  erweiterte  Gruppe  »og  Spiegelmgen  eraeogen  l&ast;  in 
der  That  haben  wir  aU  solche  erzeugende  Spiegelungen  am  Schlnsae  des  vorigen 
Paragraphen  die  beiden  V  nnd  VV  erkannt.  Es  iet  im  Texte  nicht  Banm,  auf 
diese  Verhältnisse  noch  näher  einzagehen. 
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leguiigen  einen  völlig  analogen  Weg,  wobei  daoD  auch  die  entspringen- 
den Elesnltate  den  eben  erhaltenen  dnrcbaus  entsprechen.  Es  schien 
deshalb  nicht  erforderlich,  hier  noch  einmal   in   die  Einzelheiten  der 


ErSrterung  einzuführen.  Mag  es  genügen,  dass  wir  die  eintretenden 
Verhältnisse  noch  durch  zwei  Figuren  (Fig.  53,  54)  illustrieren,  die 
ohne  weiteres  TerstÄndlicU  sein  werden.  Der  elliptische  Fall  setzt 
dabei,  wie  auch  oben,  das  Verhältnis  der  bezüglichen  Zahl  &  zu  2x 
als  ein  numerisch  rationales  voraus. 

Nach  der  somit  abgeschlossenen  allgemeinen  Betrachtung  der 
Operationen  zweiter  Art  könnten  wir  jetzt  insbesondere  zu  den  Modul- 
Bubstitutionen  zurückgeben  und  neben  den  oben  untersuchten  nun  auch 
Modalsubstitutionen  zweiter  Art  in  Betracht  ziehen.  Das  sind  jedoch 
Erörterungen,  die  wir  besser  für  das  folgende  Kapitel  vorbehalten. 


Zweites  Kapitel. 

Von  der  Modnlgrnppe  nnd  der  ihr  entsprechenden  Teilnng 

der  (o-Halhehene. 

Im  zehnten  Paragraphen  des  vorigen  Kapitels  haben  wir  die  Be- 
griffe der  Äquivalenz  und  des  Fundam'entalbereichs  allgemein  für 
Gruppen  linearer  Substitutionen  festgelegt.  Dieselben  wurden  dann  ins- 
besondere verfolgt  für  die  cyclischen  Gruppen,  sowie  für  gewisse  aus 
ihnen  durcb  Erweiterung  vermöge  einer  zugehörigen  Spiegelung  ent- 
springende  Gruppen.  Im  nun  beginnenden  neuen  Kapitel  wollen  wir 
jene  beiden  oft  genannten  Begriffe  auf  die  Modulgruppe  anwenden. 
Wir  werden  dabei  Gelegenheit  haben,  in  ausführlichster  Weise  auf 
die  Modul teilung  der  o- Halbebene  zurückzugehen,  die  uns  nun  schon 
bei  verschiedenen  Gelegenheiten  entgegen  trat.  Das  gegenwärtige  Kapitel 
soll  dazu  dienen,  die  Anschauung  jener  eigentümlichen  Dreiecksfigur, 
sowie  ihrer  Beziehung  zur  Modulgruppe  in  solcher  Weise  zu  beleben, 
wie  es  die  spätere  Verwendung  derselben  zur  Behandlung  unseres 
gruppentheoretischen  Grundproblems  als  wünschenswert  erscheinen  lässt. 

§  1.     Vorläufige  Angaben  über  den  Fundamentalbereioh  der 

Modulgruppe. 

Wir  nannten  schon  oben  zwei  Punkte  co',  cd  der  complexen 
CD -Ebene  einander  "bezüglich  der  Modulgruppe  äquivalent,  wenn  der  eine 
aus  dem  anderen  durch  irgend  eine  ModulsubstittUion: 

,  aoa  +  ß 

hervorgeht  Punktepaare  dieser  Art  werden  im  folgenden  immer  wieder 
zu  betrachten  sein;  wollen  wir  daher  bei  Angabe  ihrer  Äquivalenz 
den  Zusatz  „bezüglich  der  Modulgruppe''  sparen,  so  oft  er  als  selbst- 
verständlich gelten  kann. 

Unter  den  cyclischen  Gruppen  giebt  es,  wie  wir  bei  Gelegenheit  sahen, 
solche,  für  welche  Fundamentalbereiche  nicht  existieren.  Es  sind  diejenigen 
cyclischen  Gruppen,  welche  aus  sogenannten  aperiodischen  elliptischen 
Substitutionen  erzeugt  wurden.  Um  so  mehr  müssen  wir  bei  einer  nicht- 
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cyclischen  Gruppe  linearer  Substitationen,  welche  uns  durch  ihre  Sub- 
stitutionen gegeben  ist,  die  Frage  nach  der  Existenz  eines  zugehörigen 
Fundamentalbereichs  zunächst  als  eine  offene  betrachten.  Aber  gerade 
wie  bei  der  Mehrzahl  der  cyclischen  Gruppen  wollen  wir  auch  hier 
bei  der  Modulgruppe  diese  Frage  dadurch  zur  Erledigung  bringen^ 
dass  wir  einen  zugehörigen  Fundamentalbereich  thatsächlich  angeben. 

Bei  diesem  Unternehmen  machen  wir  von  dem  selbstverständ- 
lichen Grundsatz  Gebrauch,  dass  Punkte^  die  bezüglich  einer  cyclischen 
Untergruppe  der  Modulgruppe  äquivalent  sind,  eben  deswegen  auch 
bezüglich  der  Modulgruppe  selbst  äquivalent  sind.  Wir  schliessen  so- 
fort: Ein  Fi4ndamefUäß)ereich  der  Modulgruppe  lässt  sich  jedesmal  völlig 
innerhalb  des  Fundamentalbereichs  irgend  einer  der  Modiügrvppe  ange- 
hörigen  cyclischen  Untergruppe  anordnen. 

Wählen  wir  hierbei  zuerst  die  aus  der  Operation  S(<o)  •=  co  -(-  1  zu 
erzeugende  cyclische  Untergruppe  parabolischer  Substitutionen.  Deren 
Fundamentalbereich  war*)  als  ein  Ebenenband  fixiert,  das  von  zwei  zur 

imaginären   Axe   in   der   Entfernung   +  v  von   derselben   parallelen 

Geraden  begrenzt  wurde.  Die  Punkte  der  linken  Grenzlinie  dieses  Be- 
reiches sollten  demselben  zugerechnet  werden. 

Als    eine    zweite    cyclische    Untergruppe    nehmen    wir    die    aus 

T{(o)  <=» entspringende,  deren  Fundamentalbereich  der  ausserhalb 

des  Einheitskreises  belegene  Teil  der  id -Ebene  war**).  Dabei  sollten 
diejenigen  Grenzpunkte  demselben  zugerechnet  werden,  welche  den 
zwischen  -f- i  und  —  i  über  —  1  verlaufenden.  Halbkreis  bilden. 

Den  Fundamentalbereich  der  Modulgruppe  konnten  w  demnach 
einerseits  so  geformt  annehmen,  dass  er  gänzlich  zwischen  den  beiden 

zur   imaginären  Axe   in   den  Entfernungen   +y  parallelen  Geraden 

gelegen  ist,  andrerseits  aber  auch  so,  dass  er  sich  ganz  ausserhalb 
des  Einheitskreises  der  co -Ebene  befindet.  Die  Frage,  die  wir  hier 
weiter  aufwerfen,  ist  aber  die:  Können  wir  den  gesuchten  Bereich 
nicht  so  gestalten,  dass  er  die  beiden  angegebenen  Lageneigentümlich- 
keiten zu  gleicher  Zeit  besitzt?  Bringen  wir  die  beiderlei  beschriebenen 
zu  5  und  T  gehörenden  Fundamentalbereiche  zur  Überlagerung,  was  in 
Fig.  55  (p.  210)  geschieht,  so  bedecken  sie  gemeinsam  einen  Bereich  der 
o>- Ebene,  der  aus  zwei  getrennten  zur  reellen  Axe  symmetrischen 
Stücken  besteht,  wie  sie  in  der  Figur  durch  Schraffierung  hervor- 
gehoben wurden.    Wird  sich  also  innerhalb  des  so  eingegrenzten,  aus 


*)  Cf.  §  14  des  vorigen  Kapitels  (p.  194).     **)  Man  sehe  die  Fig.  48  (p.  198). 
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/  oe 


zwei   getrennt   liegenden  Stücken   bestehenden  Bereiches   ein   Funda- 
mentalbereich der  Modulgmppe  eingrenzen  lassen? 

Thatsächlich  aber  haben  wir  in  dem  in  Fig.  55  schraffierten  Be- 
reiche selbst  bereits  einen  Fundamentalbereich 
der  Modulgruppe  gefunden  j  wie  wir  in  dem 
folgenden  Paragraphen  zum  Nachweis  bringen. 
Bemerken  wir  nur  vorab  erst,  dass  uns  die 
Oestalt  des  gewonnenen  Bereiches  keineswegs 
fremd  ist.  Der  in  der  positiven  Halbebene 
belegene  Teil  desselben  wird  durch  die  ima- 
ginäre Axe  in  zwei  symmetrische  Hälften  zer- 
legt, deren  linke  gerade  das  Ausgangsdreieck 
der  Fig.  36  (p.  113)  darstellt.  Der  obere  Teil  des  in 
Fig.  55  gezeichneten  Bereiches  stellt  also  den 
Gomplex  eines  schraffierten  und  eines  ihm 
benachbarten  freien  Dreiecks  der  ModulteUung 
dar  und  bildet  gerade  selbst  wieder  ein  Kreis- 
bogendreieck, jedoch  mit  den  Winkeln 


n 


n 
8 


0. 


Fig.  56. 


Der  untere  Teil  des  Bereiches  Fig.  55  ist  ein- 
fach das  Spiegelbild  des  oberen  an  der  reellen 
(D-Axe. 

Wollten  wir  schon  jetzt  in  ausführlicher  Weise  die  Modulteilung 
zum  erneuten  Gebrauch  heranziehen,  so  würden  wir  in  der  That  mit 
Hilfe  einer  kurzen  Schlusskette  in  Fig.  55  einen  Fundamentalbereich 
der  Modulgmppe  erkennen.  Es  würde  ein  solches  Verfahren  sogar 
besonders  gut  unserer  allgemeinen  Absicht  entsprechen,  die  geo- 
metrische Anschauung  und  die  gruppentheoretische  Begriffsbildung  in 
fortwährender  lebendiger  Beziehung  zu  halten.  Inzwischen  wollen  wir 
den  Beweis  unseres  Satzes  vorerst  auf  directem,  zahlentheoretischen 
Wege  führen,  weil  wir  uns  einerseits  derart  besiser  an  das  voraufgehende 
Kapitel  anschliessen  und  andererseits  so  weitere  später  doch  nicht 
zu  umgehende  Sätze  gewinnen  werden.  Unsere  Überlegung  zerfallt 
in  zwei  Teile,  einen  negativen,  in  welchem  wir  zeigen,  dass  der 
Bereich  Fig.  55  keine  zwei  äquivalente  Punkte  enthält,  und  einen 
positiven,  wo  zu  beweisen  ist,  dass  wirklich  jeder  Punkt  der  o- Ebene 
einen  äquivalenten  im  Bereiche  besitzt*). 


*)  Ffir   den   hier   zanächst   einzuschlagenden  Gedankengang  kann  man  als 
Originalarbeiten  erstlich  den  oft  genannten  Dedekin duschen  Brief  an  Borchardt 
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§  2.    Nähere  Betraohtnng  des  Fundamentalbereichs.    Negativer  Teil 

des  erforderlichen  Nachweises. 

Wir  zeigen  zunächst,  dass  in  dem  oft  genannten  Bereich  Fig.  55 
keine  zwei  bezüglich  der  Modulgruppe  äquivalente  Punkte  existieren 
können,  was  durch  Rückgang  auf  die  in  den  §§  13  und  14  des  vorigen 
Kapitels  entwickelten  Sätze  ohne  Mühe  geschieht.  Wären  etwa  ent- 
gegen uDserer  Behauptung  <o'  und  m  zwei  im  Bereiche  gelegene  äqui- 
valente Punkte;  so  kann  bei  der  Art,  wie  wir  den  Bereich  gewonnen 
haben,  diese  Äquivalenz  sicher  weder  durch  eine  Operation 

noch  auch  durch  T(m)  «« vermittelt  sein.     Zwar  geht  die  linke 

gerade  Grenze  des  Bereiches  durch  Anwendung  der  Substitution  S  in 
die  rechte  über,  aber  von  beiden  sollte  ja  auch  nur  die  eine  dem  Be- 
reiche zugehören.  Desgleichen  sind  auf  den  beiden  kreisbogenformigen 
Grenzstücken  des  Bereiches  die  Punkte  immer  zu  Paaren  äquivalent, 
indem  sie  durch  die  Operation  T  in  einander  übergeführt  werden. 
Aber  von  diesen  beiden  Grenzstücken  sollten  ja  auch  immer  nur  die 

stärker  gezeichneten  Hälften  dem  Bereiche  zugehörige  Punkte  liefern. 

*• 

Notwendig  müsste  also  die  Äquivalenz  der   beiden  supponierten 

am  -4-  ß 

Punkte  ©',  (o  unseres  Bereiches  durch  eine  Substitution  a/  =  — 4—^ 

vermittelt  werden,  die  ein  y^O  hat  und  von  T  verschieden  ist.  Dann 
aber  nehmen  wir  den  früher  (p.  196)  erhaltenen  Satz  zu  Hilfe:  Unter 
den  beiden  hinsichtlich  einer  solchen  Substitution  äquivalenten  Punkten 

a'f  o)  liegt   wenigstens   der   eine   vom   reellen   Punkte  —   oder   vom 

anderen  — —   in  einer  Entfernung   ^  -— ,  y  dabei  als  positiv  gedacht 

Nun  ziehe  man  die  Lage  unseres  Bereiches  in  der  cD-£bene  heran. 
Liegen  wirklich  co'  und  a  beide  in  demselben,  so  hätten  wir  dem  ge- 
nannten Satze  zufolge,  wie  man  sieht,  notwendig  )/  «»  1,  während  zu- 
gleich eine  der  Zahlen  a  oder  d  verschwinden  müsste.  Wir  sehen  uns 
dergestalt  auf  die  Substitutionen  beschränkt: 

/          «09  —  1  /  —  1 

€0    ■=  ,      (O 


Aber  die  Substitutionen  der  ersten  Form  sind  die  inversen  zu  den  in 


in  Crelle's  Journal  Bd.  83  vergleichen,  dann  aber  auch  namentlich  Hurwitz*  Ab- 
handlung „Grundlagen  einer  independenten  Theorie  der  elliptiscJien  Modulfunc- 
tionen  u.  s.  w,"    Math.  Annalen  Bd.  18  (1881),  p.  528. 

14* 
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der  zweiten  Form  enthaltenen.  Da  nun  inverse  Substitutionen  der 
nämlichen    cyclischen    Untergruppe    angeboren,    so    können    wir    die 

weitere  Betrachtuncc  auf  cd'  = beschränken.    Den  Fundamental- 

räum  dieser  Substitution  bez.  der  aus  ihr  entspringenden  cyclischen 
Gruppe  hatten  wir  früher  durch  zwei  Kreise  mit  dem  Radius  1  um 
(0  =  0  und  c}  =  a  eingegrenzt;  jedesmal  sollten  dabei  die  Punkte  des  um 
CD  SB  0  gelegten  Kreises  dem  so  gestalteten  Fundamentalbereiche  zugeboren. 
Man  braucht  sich  diese  geometrischen  Verhältnisse  nur  klar  vorzustellen, 
um  zu  erkennen,  dass  der  Bereich  Fig.  55  bei  beliebigem  Werte  von  a 

gänzlich  innerhalb  des  für  die  Substitution  co'  =  — ^^^—  angegebenen 

Fundämentalbereiches  gelegen  ist.  Damit  ist  aber  die  Unmöglichkeit 
unserer  Annahme,  dass  die  äquivalenten  Punkte  <o\  w  beide  im  oft 
genannten  Bereiche  liegen,  zur  Evidenz  gebracht. 

Den  geometrischen  Jnhalt  unserer  bisherigen  Überlegung  können 
wir  in  Kürze  noch  folgendermassen  zusammenfassen.  Wir  denken  uns 
für  alle  in  der  Modulgruppe  enthaltenen  cyclischen  Untergruppen  die 
Fundamentalbereiche  zu  gleicher  Zeit  in  der  o- Ebene  entworfen,  und 
zwar  gerade  in  den  Gestalten,  die  wir  im  vorigen  Kapitel  für  die- 
selben auswählten.  Da  zeigt  sich,  dass  ein  Bereich  (nämlich  der  in 
Fig.  55  schraffierte)  ausnahmslos  aJlen  jenen  einzelnen  Fundamental- 
bereichen gemeinsam  ist.  Dass  dieser  dann  keine  ewei  bezüglich  der 
Modulgruppe  äquivalente  Punkte  besitzt,  ist  sogleich  deutlich.  Dass 
er  aber  auch  für  jeden  beliebigen  Punkt  o  einen  äquivalenten  aufweist, 
müssen  wir  nun  noch  ausführlicher  zeigen. 

§  3.     FortsetBung:   Positiver  Teil  des  Naphweises.     Willkür  in  der 

Gestalt  des  Fundamentalbereichs. 

Um  den  noch  erforderlichen  Nachweis  zu  führen,  müssen  wir  für 
die  Punkte  der  o-Ebene  eine  dreifache  Lage  unterscheiden.  Die  reelle 
d-Axe  ist  Bahncurve  für  jede  Modulsubstitution.  Ein  Punkt  der  posi- 
tiven Halbebene  ist  deshalb  stets  nur  wieder  mit  einem  ebensolchen 
äquivalent,  desgleichen  ein  Punkt  der  reellen  Axe  stets  wieder  mit  einem 
reellen  und  endlich  ein  Punkt  der  negativen  Halbebene  nur  wieder  mit 
einem  Punkte  dieser  letzteren.  Für  einen  im  Innern  der  einzelnen  Halb- 
ebene gelegenen  Punkt  müssen  wir  demnach  einen  äquivalenten  in  dem- 
jenigen Dreiecksraum  nachweisen,  welchen  Fig.  55  für  eben  diese  Halb- 
ebene liefert.  Hier  gestatten  aber  beide  Halbebenen  durchaus  die  näm- 
liche Behandlungs weise,  und  es  wird  genügen,  wenn  wir  dieselbe  für 
eine,  etwa  die  positive  durchführen.  Die  Punkte  der  reellen  Axe 
betrachten  wir  hernach  für  sich. 
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Indem  wir  nun  rein  arithmetisch  verfahren  wollen,  stellen  wir 
uns  zuvörderst  die  Bedingung  dafür  auf,  dass  ein  Punkt  m'^^^x'  -^iy' 
dem  Dreiecksraum  Fig.  55  der  positiven  Hafbebene  angehört.  Es  ist 
ersichtlich  diese:  , 

(1)  -i<^'<i,  «'*  +  y'*^i, 

mit  dem  Zusatz  jedoch,  dass  beim  Zutreffen  des  letztgeschriebenen 
Gleichheitszeichens  an  Stelle  der  ersten  Ungleichung 

(2)  -y<«'<0 

tritt.  Wenn  wir  indes  für  irgend  einen  Punkt  der  positiven  Halb- 
ebene CD  ^='  X  ••\'  ijfy  (j/  >  0)  einen  äquivalenten  m'  im  Dreiecksraum 
nachweisen  wollen,  so  genügt  es,  die  Bedingungen  (1)  allein  zu  be- 
rücksichtigen;  denn    wäre  etwa  zufallig  0  <  a;'  <  y,  a;'^  +  y'^  «=»  1 , 

so  hätten  wir  doch  in  ©"  = >=  —  a;'  +  *y'  einen  mit  o'  äqui- 
valenten Punkt,  der  den  Bedingungen  (1),  (2)  völlig  entspräche. 

An  den  willkürlich  gewählten  Punkt  m  =^  x  -\-  iy,  der  nur  der 
einen  Bedingung  genügen  soll,  eine  von  Null  verschiedene  positive 
Ordinate  y  und  übrigens  endliche  x^  y  zu  besitzen,  reihen  wir  nun, 
wofern  er  nicht  selbst  schon  den  Bedingungen  (1)  entspricht,  durch 
abwechselnde  Anwendung  zweier  gewissen  Operationen  eine  endliche 
Kette  mit  a  äquivalenter  Punkte  (Dj,  Oj,  *••,  deren  letzter  den  Be- 
dingungen (1)  entsprechen  wird.  Erstlich  nämlich  gehen  wir  zum 
äquivalenten  Punkte 

©j  =  jS**»  (fi>)  =  ©  +  Ol 

und  können  dabei  die  ganze  positive  oder  negative  Zahl  a^  nur  in 
einer  Weise  so  bestimmen,  dass  der  reelle  Bestandteil  x^  von 

»1  =  «1  +  »»1 
der  Ungleichung 

(3)  -Y<*i<4 

genügt.  Ist  zugleich  x^^  +  ^i*  >  1;  so  genügen  wir  mit  dem  nun  ge- 
fundenen Punkte  a>i  bereits  den  Anforderungen  (1).  Wo  nicht,  wenden 
wir  auf  ©^  die  Operation  T  an,  die  zum  neuen  mit  m  äquivalenten  Punkte 

1  ^11.-        Vi 


»2    =   —     -  =  —  ^  *-  I  -    ,  i    +  * 


hinführt.     Da  m  und  a^  dieselbe  Ordinate  y  =  yi  haben  und  zugleich 
Xi^  -f-  j/i*  <  1   ist,  so  wird  die  Ordinate  y^  von  cö^  «=*  a:^  +  i  j/2  ff^össer 

sein  als  diejenige  von  cd.    Nehmen  toir  insbesondere  y  =  yi  <  y ,  so  tvird 

sogar  zufolge  (3)  y^  mindestens  doppelt  so  gross  wie  y^  sein. 
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Es  ist  jetzt  möglich,  dass  (02  =  Xi'\-  iy^  den  Bedingungen  (1) 
geMgt;  und  wir  sind  dann  am  Ziele.  Ist  das  aber  nicht  der  Fall,  so 
wiederholen  wir  dieselben  beiden  Operationen,  die  wir  gerade  auf  das 
anfängliche  o  =  a?  +  iy  anwandten.     Wir  schreiten  zuvörderst  zu 

©3  =  S'^icOi)  =  0)2  +  0, 
fort  und  wählen  dabei  die  ganze  Zahl  ag  derart,  dass  x^  in  0)3  «=»  rCg  -f  iy^ 
der  Ungleichung  —  y~^^'^Y  B^^^^K**     Dann  haben  wir  in  ©3  ent- 
weder  den   gesuchten,   den   Bedingungen  (1)   genügenden   Punkt   ge- 
funden oder  bringen  aufs  neue  die  Operation  T  zur  Anwendung,  indem 

wir  zum  neuen  äquivalenten  Punkte  104= vorgehen. 

8 

Jetzt  behaupten  wir,  dass  durch  solche  abwechselnde  Anwendungen  der 
Operationen  S  und  T  und  zwar  nach  einer  endlichen  Anmhl  von  Schritten  auf 
alle  Fälle  ein  Punkt  o«  erreicht  wird,  der  thatsächlich  die  Bedingungen  (1) 
erfüllt  Gehen  wir  nämlich  von  einem  Punkte  unserer  Reihe  durch 
die  Operation  T  zum  folgenden,  so  gelangen  wir,  wie  oben  auseinander- 
gesetzt, zu  einem  Punkte  mit  grösserer  Ordinate  und  zwar  ist  die 
Ordinate  gegen  die  vorhergehende  wenigstens  verdoppelt,  falls  letztere 

<  —  war.     Sicher  werden  vir  also  nach  einer  endlichen  Reihe  von 
-     ^ 

Schritten   zu   einem   Punkte  cDjfc  =  rrjt  -f-  iyk   gelangen,   der,   wenn   er 
nicht  (1)  selbst  erfüllt,  doch  den  Bedingungen 

(4)  _i.<a;,<i.,    y,>_i-,    xt*  +  y,^<l 

genügt.    Dann  aber  wird,  wie  wir  nun  zeigen  wollen,  Wk^^  sicher  den 
Forderungen  (1)  genügen. 

Der  Wert  CD^+a  ist  nämlich  gegeben  durch 

(Ok+2  =  Xk+2  +  tyk-^2  = -,^:  -1 +  ^   ^^.  +  y^.  f 

wo  die  ganze  Zahl  a  so  bestimmt  zu  denken  ist,  dass 

—  Y^^*+a<Y 
ist.     Daneben  leitet  man  aus  (4)  leicht 

(1  —  axkf  +  a^yi?  >  Xk^  +  y*^ 

ab;  wie  auch  die  ganze  Zahl  a  heissen  mag,  und  diese  Ungleichung 
setzt  sich  nach  kürzester  Rechnung  in 


d.  i.  in 
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a?k-\-%  +  y**-|-2  >  1 
um.     Funkt  Oit+2  erfUUt  also  thatsächlich  die  Bedingungen  (1). 

Die  Punkte  der  positiven  (d- Halbebene  und  also  auch  die  der 
negativen  Halbebene  sind  damit  erledigt.  Wenden  wir  uns  jetzt  zu  den 
Punkten  der  reellen  Axe.  Dabei  haben  wir  eine  grundsätzliche  Son- 
derung zwischen  den  rationalen  und  irrationalen  reellen  Punkten  m 
zu  treffen. 

Sei  CD  =  —  ein  beliebiger  unter  den  ersteren^  so  denken  wir  den 

Bruch  —  auf  seine   kleinste  Benennung   gebracht  und  können  dann 

nach  elementaren  Sätzen  der  Zahlentheorie  leicht  eine  Modulsubstitntion 

©'  «=»  ""  J]  ^  ausfindig  machen,  welche  als  ersten  und  dritten  Coef- 

ficienten    gerade   Zähler    und   Nenner   jenes  Bruches   hat     Vermöge 

der  gewählten  Modulsubstitution  erweist  sich  jetzt  ai  =  oo  mit  ©'  =  — 

äquivalent  Aber  der  erstere  dieser  Punkte,  den  wir  im  Anschluss  an 
Fig.  55  noch  besser  als  <o  ^^  ioo  bezeichnen,  gehört  dem  Dreiecks- 
raum dieser  Figur  an,  indem  in  der  That  cd  =  ioo  die  eine  Ecke  des- 
selben abgiebt,  was  man  in  unmittelbar  einleuchtender  Weise  nach 
stereographischer  Projection  der  cd -Ebene  auf  eine  Eugeloberfläche  über- 
blickt. Wir  haben  als  Resultat,  welches  wir  hier  erreichen  wollten: 
Ein  reeller  rationaler  Punkt  m  ist  mit  dem  Punkte  m  »>  ioo  unseres 
Breiecksraumes  (Fig.  55,  p.  210)  äquivalent.  Es  folgt  hieraus  nebenbei, 
dass  alle  rationalen  reellen  Punkte  unter  einander  äquivalent  sind. 
Ist  m  jetzt  ferner   ein  reeller  irrationaler  Punkt,  so  ist,  welche 

um  -4-  ß 

Modulsubstitution  auch  vorliegen  mag,  — ^^  stets  wieder  ein  end- 
licher irrationaler  reeller  Punkt«  Aber  von  Punkten  der  reellen  Axe 
gehört  nur  co  «s  cx)  dem  Bereiche  Fig.  55  an,  und  diesen  Punkt  müssen 
wir,  wie  gerade  gefunden  wurde,  den  reellen  rationalen  zurechnen. 
Irgend  einen  irrationalen  reellen  Punkt  besitzt  also  der  oft  genannte 
Bereich  nicht.  Bei  dieser  Sachlage  würde  es  weitergehende  Betrach- 
tungen wesentlich  neuen  Charakters  erfordern,  wenn  wir  unseren 
Fundamentalbereich  dermassen  ausstatten  wollten,  dass  er  auch  für 
jeden  irrationalen  reellen  Punkt  einen  äquivalenten  Punkt  aufweist. 
Wir  entschliessen  uns  demnach,  an  vorliegender  Stelle  von  den  irratio- 
nalen reellen  Punkten  überhaupt  abzusehen^  werden  übrigens  auch  in 
der  Folge  zumeist  genötigt  sein,  von  einer  tiefer  dringenden  Unter- 
suchung dieser  Punkte  Abstand  zu  nehmen. 

Wir  gewinnen  solchergestalt  unter  Verschärfung  unserer  bisherigen 
Aasdrucksweise  folgendes  Resultat:  Der  beschrid>ene  voti  Kreisbogen  hee. 
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Geraden  hegrenzte  Dreiecksraum  mit  den  Ecken  0  =  9,  —  9*,  +  ioo 
ist  FundamentaJbereich  der  Modulgruppe  für  die  positive  o-Halbebene 
unter  Einschluss  der  reellen  rationalen  Punkte  o.  Einen  entsprechenden 
Säte  spricht  man  sofort  für  die  negative  Hälbd>ene  und  den  ihr  an- 
gehörigen  Dreiecksraum  der  Fig.  55  aus. 

Hinzusetzen  müssen  wir  hier  übrigens,  dass  die  Gestalt  des  Funda- 
mentalbereichs  der  Modulgruppe  von  vornherein  in  ähnlichem  Grade 
unbestimmt  ist,  wie  wir  dies  oben  bei  den  Fundamentalbereichen  für 
die  aus  Operationen  erster  Art  gebildeten  cyclischen  Gruppen  er- 
kannten. Beachten  wir  etwa  nur  den  Fundamentalbereich  fQr  die 
positive  Halbebene,  so  benutze  man,  dass  dessen  Bandcurven  teils 
durch  8y  teils  durch  T  mit  einander  correspondieren.  Mag  man  also 
am  Rande  des  Bereiches  ein  irgendwie  geformtes  Stück  auslösen  und 
durch  Ausübung  der  bezüglichen  Substitution  S  oder  T  an  der  ent- 
sprechenden anderen  Bandstelle  wieder  anheften,  immer  wird  man 
wieder  einen  Fundamentalbereich  der  Modulgruppe  für  die  positive 
Halbebene  gewinnen.  Dass  aber  in  der  That  auf  diesem  Wege 
für  die  Bandcurven  des  Fandamentalbereichs  noch  die  mannigfaltig- 
sten Gestalten  gewonnen  werden  können,  dürfte  sofort  evident  sein. 
Inzwischen  knüpfen  die  folgenden  Entwicklungen  zweckmässig  an 
die  in  Fig.  55  zu  Grunde  gelegte  specielle  Gestalt  des  Fundamental- 
bereichs an. 

§  4.    Einfach  und  mehrfach  äquivalente  Punkte, 

Hat  man  bei  irgend  einer  Gelegenheit  zwei  Punkte  o,  o'  als  äqui- 
valent erkannt,  so  kann  es  sich  darum  handeln  zu  entscheiden,  wie 
viele  Modulsubstitutionen  den  einen  in  den  anderen  überführen.  Sind 
dies  im  ganzen  die  m  verschiedenen  Substitutionen 

(1)  a^'=Vi{m),    (i  =  l,2,3,...,m), 

so  nennen  wir  o',  o  mit  einander  m-fach  äquivalent.  Die  Frage  ist, 
ob  es  Paare  äquivalenter  Punkte  mit  m  >  1  giebt. 

Seien  o'  und  01  in  der  positiven  Halbebene  gelegen,  so  setzen 
wir  in  (1)  für  co'  z.  B.  seinen  Wert  V^{(o)  und  gewinnen  dadurch 
die  m  neuen  Gleichungen  m  =  Fi"^F<(a)),  welche  wir  unter  der  Ab- 
kürzung V{~^Vi  =  Vi  auch 

(Q  BS  Fi' (cd),    (i  =  1,  2,  -  •  •,  m) 

schreiben.  Diese  m  Substitutionen,  von  denen  die  erste  die  iden- 
tische ist,  sind  durchgehends  von  einander  verschieden.  Ist  m  >  1 , 
so  erweist  sich   somit  cd  als  Fixpunkt  einer  Substitution  F^,   welche 
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bei  der  angenommenen  Lage  des  Punktes  o  nur  eine  elliptisdie  sein 
kann.  Gehen  wir  also  die  Fixpunkte  der  elliptischen  Substitutionen 
durchy  die  im  §  9  des  vorigen  Kapitels  (p.  182)  aufgezählt  wurden. 

et  -I-  % 

Erstlich  mag  co  =  sein,    so   gehörte   zu   diesem   Fixpunkte 

eine  cyclische  Gruppe  zweiter  Ordnung  von  elliptischen  Substitutionen. 
In  diesem  Falle  ist  also  m  «»  2.  Nun  hat  man  aber  sofort  den  Satz: 
Ist  a  mit  sich  selbst  m-fach  äquivalent,  so  gilt  dasselbe  auch  von 
jedem  mit  a>  äquivalenten  Punkte.    Wir  suchen  jetzt  denjenigen  Punkt 

a  -4-  * 

unseres  Fundamentalbereichs,  der  mit  a>  =  äquivalent  ist.    Nach 

dem  angegebenen  Satze  muss  dieser  auch  mit  sich  zweifach  äquivalent 

und  also  unter  der  Form  enthalten  sein,  da  es  nicht  noch  andere 

elliptische  Substitutionen  der  Periode  zwei  giebt,  als  die  unter  I 
(p.  182)  genannten.  Soll  aber  — ^^--  im  Fundamentalbereich  gelegen 
sein,  so  muss 

sein.  Da  haben  wir  nun  für  die  positive  Halbebene  als  einzige  Lösung 
dieser  Ungleichungen   a  =  0,    y  «»  1,    welche    den   Fixpunkt   (o  =  i 

ftbr  die  aus  T(<o)  = zu   erzeugende    cyclische   Gruppe    abgiebt. 

Zusammenfassend  haben  wir  das  Resultat:  Zwei  Punkte  to  und  o  der 
positiven  Hälbehene  sind  stets  und  nur  dann  mit  einander  zweifach  äqui- 
valent,  wenn  sie  mit  co  ^^^i  äquivalent  sind;  die  in  Rede  stehenden  Punkte 

sind  diejenigen  der  Gestalt  lo  =  —  -  • 

Aber  es  gab  noch  eine  zweite  Gattung  cyclischer  Untergruppen 
aus  elliptischen  Substitutionen,  nämlich  solche  von  der  Ordnung  drei. 
Die  beiden  Fixpunkte  einer  derartigen  Untergruppe  der  Modulgruppe 

waren  bei    " ""         ^^     gelegen.    Alle  somit  festgelegten  Punkte  und 

zugleich  keine  weiteren  sind  sich  selbst  dreifach  äquivalent  Wollen  wir 
nachsehen,  wie  viele  von  ihnen  im  Fundamentalbereich  gelegen  sind; 
dass  es  dort  wenigstens  einen  giebt,  ist  sicher.  Wir  haben  zu  solchem 
Zweck  die  ganzzahligen  Lösungen  der  beiden  Ungleichungen: 

W  —  Y  ^       2y       ^  Y^      V     2y     >/   "+"  (2^  -  ^ 

aufzustellen.     Aus  der  ersten  von  beiden  entnehmen  wir 
während  die  zweite 
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« 

a«  -  «  +  1  >  y* 

giebt.  Durch  Subtraction  folgt  für  a  die  Ungleichung  8«^;^  3a,  so 
dass  a  nur  0  oder  +  1  sein  kann.  Für  a  «=  0  liefert  die  zweite  Be- 
dingung (2)  y  =  +  1,  wovon  sich  auf  Grund  der  ersten  nur  y ««  -|-  i 
als  tauglich  erweist.  Diese  erste  Losung  a «» 0,  y »»  1  führt  auf 
a>  B=  Q,  wofern  wir  auf  die  positive  Halbebene  allein  achi^eben. 
Nehmen  wir  weiter  a  «=  1,  so  giebt  die  zweite  Ungleichung  (2)  wieder 
y  B=  +  1;  nun  ist  aber  auf  Grund  der  ersten  nur  y  =  —  1  tauglich. 
Inzwischen  führt  auch  diese  zweite  noch  existierende  Lösung  a=  l, 
y  s=:  —  1  doch  nur  zum  schon  gefundenen  Punkte  cd  «=  ^  zurück,  so 
dass  dieser  der  einzige  mit  sich  selbst  dreifach  äquivalente  Punkt  des 
Fundamentalraums  ist.  Als  Resultat  entspringt:  Zwei  Punkte  der  posi- 
tiven Halbebene  sind  stets  und  nur  dann  mit  einander  dreifach  äquivalent, 
wenn  sie  mit  q  äquivalent  sind.  Endlich  folgt  als  Ergänzung:  Für 
snvei  äquivalente  Punkte  im  yjnnem"  der  positiven  Halbebene  ist  m  jeder- 
zeit gleich  1,  sofern  der  ihnen  äquivalente  Punkt  im  FundamentaJbereich 
von  i  und  q  verschieden  ist 

Wir  wenden  uns  ferner  zur  Betrachtung  der  reellen  Punkte,  die 
sich  ohne  weiteres  erledigen.  Für  irgend  zwei  rationale  reelle  Punkte 
unter  Einschluss  von  o  =  ioo  ist  stets  m  =  oo,  eine  leichte  Folge  des 
Umstandes,  dass  jeder  solche  Punkt  Fixpunkt  einer  cyclischen  Gruppe 
parabolischer  Modulsubstitutionen  ist. 

Die  Betrachtung  der  negativen  Halbebene  ist  mit  derjenigen  der 
positiven  zugleich  mit  erledigt.  Auch  in  den  weiterhin  eintretenden 
Erörterungen  bietet  die  negative  Halbebene  gegen  die  positive  keinerlei 
Besonderheit.  Wir  werden  sie  demnach  fortan  nicht  mehr  besonders 
betrachten. 

§  5.    Die  Substitationen  S  und  T  als  Erzeugende  der  Modulgruppe. 

Sei  o'  =  Vi^)  irgend  eine  Modulsubstitution.  Wir  wollen  uns 
das  hier  auftretende  m'  als  Punkt  im  Fundamentalbereich  denken,  der 
jedoch  von  q  und  i  verschieden  sein  soll.  Punkt  m  liegt  alsdann  irgend- 
wo in  der  positiven  Halbebene  und  ist  zufolge  unserer  Festsetzung  mit  o' 
nur  einfach  äquivalent.  In  §  3  sahen  wir  nun,  wie  man  diesen  Punkt  o 
durch  eine  Folge  von  Anwendungen  der  Substitutionen  S  .und  T  in 
seinen  äquivalenten  Punkt  od'  überführen  kann.  Sei  bei  dieser  Gelegen- 
heit S  64 -mal,  sodann  7,  dann  wieder  S  ag-mal  und  so  fort  auge- 
wandt, so  schreiben  wir  symbolisch: 

(1)  ö'  =  S^«TS"«-ir S^rS^*(a)). 
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Hier  wird  n,  wie  wir  oben  sahen^  jedesmal  eine  endliche  ganze  Zahl  sein. 
Rechnet  man  die  so  gewonnene  Substitution  (1)  wirklich  aus^  so  muss 
man  gerade  die  gegebene  Substitution  V  erhalten^  weil  o'  und  o  nur 
einfadi  äquivalent  sind.  Man  Icann  demnach  jede  Modulsubstitution  V 
durch  eine  endliche  Kette  von  Anwendungen  der  beiden  S,  T  in  der 
Form  (1)  herstellen^  was  wir  symbolisch  durch 

(2)  r  —  S""  TS"»- 1 T . . .  «"•  TS""' 

andeuten.  In  diesem  Sinne  benennen  unr  S  und  T  als  erzeugende  Sub- 
stitutionen der  Modtdgruppe*), 

Es  muss  sich  demnach  z.  B.  die  Substitution  U((o)  •«  ^-^—  durch 
S  und  T  ausdrücken  lassen.    Thatsächlich  ist,  wie  man  sofort  findet: 

(3)  U^S-'T, 

Aus  dieser  Formel  entspringt  sofort  TS  17  =  1 ,  und  wir  haben  ja 
auch  schon  früher  (p.  58)  gesehen  ^  dass  die  auf  einander  f eigenen 
Anwendungen  von  U,  S  und  T  zur  identischen  Substitution  führen^ 
welche  Thatsache  uns  damals  freilich  in  wesentlich  anderer  Gestalt 
entgegentrat.  Da  U  von  der  Periode  drei  ist,  so  haben  wir  in 
(S""*T)^  die  identische  Substitution;  es  ist  also  (S"^2')'* -=  1,  eine 
Gleichung^  die  wir  leicht  noch  in  die  andere  Form  überführen: 

(4)  STSTST—1. 

Wir  nennen  diese  Gleichung  eine  zwisclien  S  und  T  bestehende  Ildation**) 
und  folgern  aus  ihr  z.  B.  für  die  zu  S  inverse  Substitution  den  Aus- 
druck S-^^TSTST. 

Endlich  wollen  wir  noch  Gleichung  (1)  in  expliciter  Form  auf- 
schreiben.   Die  Gestalten  von  S  und  T,  nämlich 

S(m)  =  (D  +  l,     r((D)=-A., 
liefern  in  diesem  Sinne  aus  (1) 
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^  Entspreebend  lässt  sich  die  homogene  Modulgruppe  aus  den  beiden  homo- 
genen Substitutionen  iS^ :  cd/  >»  (Dj  -f-  o,,  a>,'  ■»  a,  und  T :  o/  <»  —  a>,,  o,'  ta  o^ 
erzeugen.  Denn  sicher  erhält  man  in  Formel  (2)  des  Textes,  wenn  dortselbst  S 
und  T  diese  homogenen  Substitutionen  sind,  die  eine  der  beiden  dem  Symbol  V 
entsprechenden  homogenen  Substitutionen  (cf.  p.  148);  die  andere  ist  dann  einfach 
VT\  Hiermit  ist  zugleich  der  oben  (p.  69)  postulierte  Satz  über  die  Herstellung 
aller  Zweigpaare  von  Qi{J),  ^^(J)  aus  den  Ausgangszweigen  bewiesen. 

**)  Solcher  Relationen  bestehen  für  8  und  T  übrigens  nur  die  beiden  T' » 1 
und  STSTSTm»  1,  wie  noch  im  gegenwärtigen  Abschnitt  Kap.  9  §  1  ausführlich 
gezeigt  werden  soll. 
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1 

(O     =  Qn   —- 

et       1   — 

«-1      •  .  1 

• 1 

a,    — 

Ol  -{-  a  ^ 

SO   dass   wir   also  eine  Kettmhruchmtimcklung  f&r  die  Substitution  V 
erlangt  haben. 

§  6.    Überdeokung  der  o -Halbebene  mit  äquivalenten  Kreisbogen- 

dreieoken  der  Winkel  -r-,  -r-,  0. 

Im  vorigen  Kapitel  hatten  wir  z.  B.  fär  den  Fall  einer  cycliBchen 
<3ruppe  aus  hyperbolischen  Substitutionen  die  ganze  i?- Ebene  mit  sich 
an  einander  anschliessenden  ringförmigen  Bereichen  bedeckt,  welche 
nach  den  Operationen  F"  der  Gruppe  benannt  wurden.  Der  Bereich  1 
(der  identischen  Substitution  entsprechend)  war  der  anfangliche  Funda- 
mentalbereich der  cyclischen  Gruppe,  der  Bereich  F"  ging  aus  ihm 
durch  die  Substitution  F"  hervor.  An  der  Art  der  Überdeckung  der 
Ebene  durch  diese  Bereiche  F"  konnten  die  wichtigsten  Eigenschaften 
der  cyclischen  Gruppe  zur  Versinnlichung  gebracht  werden. 

Wir  werden  jetzt  ähnliche  Entwicklungen  für  die  Modulgruppe 
durchfahren,  wobei  wir  uns  auf  Betrachtung  der  positiven  Halbebene 
beschränken  wollen.  Den  dort  gelegenen  Teil  unseres  oben  con- 
struierten  Fundamentalbereichs  belegen  wir  mit  dem  Namen  der 
identischen  Substitution  1  und  benennen  ihn  auch  wohl,  wie  früher  schon 
sehr  häufig,  als  Ausgangsrawm  oder  Ausgangsdreieck. 

Der  Bereich  1  hat  die  Form  eines  Ereisbogendreiecks,  dessen  zwei 
Ecken  im  Inneren  der  Halbebene  bei  a  ^^  q  und  o  =  —  q^  gelegen 
sind,  während  die  dritte  Ecke  als  der  Punkt  cd  —  oo  auf  der  reellen 
Axe  liegt*).  Die  drei  Kreise,  welche  die  Seiten  des  Dreiecks  1  liefern, 
stehen  dabei  senkrecht  auf  der  reellen  Axe.  Wenden  wir  jetzt  eine 
beliebige  Modulsubstitution  F  an,  so  geht  das  Ausgangsdreieck  1  in 
eine  neue  Lage  über,  die  wir  nach  der  dabei  benutzten  Substitution 
selbst  mit  F  benennen.  Dieser  Bereich  F  ist  alsdann  seinerseits  ein  Ereis- 
bogendreieck,  dessen  Seiten  von  Kreisen  gebildet  werden,  die  zur  reellen 

Axe  senkrecht  stehen,  und  dessen  Winkel  wieder  -^-t  -^,  0  sind.    Die 

Ecke  mit  dem  Winkel  0  liegt  auf  der  reellen  Axe  und  zwar  in  einem 

rationalen  Punkte  —  derselben.    Die  beiden  anderen  Ecken  sind  zwei 

y 

Punkte  im  Inneren  der  Halbebene,  die  bez.  mit  q  und  —  q'  äquivalent 
sind.     Zwischen   diesen   beiden  Ecken   liegt   auf  der  Berandung  des 

*)  Man  halte  hier  immer  die  stereographische  Projeetion  der  o>- Ebene  anf 
eine  Engelfläche  znr  Yeranschaulichnng  in  Bereitschaft. 
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Dreiecks  V  ein  Punkt^  der  mit  co  =  i  äquivalent  ist.  Von  den  Band- 
pnnkten  des  so  bezeichneten  Dreiecks  werden  nur  diejenigen  demselben 
als  zugehörig  anzusehen  sein^  welche  entweder  auf  der  Seite  vom 
reellen  rationalen  Eckpunkt  bis  zu  der  mit  q  äquivalenten  Ecke  V{q) 
oder  aber  auf  der  sich  hier  anschliessenden  Seite  zwischen  V(p)  und  F(i) 
gelegen  sind. 

Jetzt  denken  wir  uns  der  Gesamtheit  der  Modulsubstitutionen 
entsprechend  die  Gesamtheit  solcher  Dreiecke  V  construiert  Die 
gegenseitigen  Lagerungsverhältnisse  derselben  müssen  dann  in  charak- 
teristischer Weise  zum  Ausdruck  bringen,  dass  wir  im  Ausgangs-^ 
dreieck  thatsächlich  einen  Fundamentalbereich  der  Modulgruppe  besitzen. 
Fixieren  wir  uns  im  Innern  der  positiven  Halbebene  einen  beliebigen 
Punkt  (o\  der  indes  vorerst  weder  mit  i  noch  mit  q  äquivalent  sein 
soll,  so  hat  derselbe,  wie  wir  wissen,  im  Fundamentalbereich  einen 
und  nur  einen  äquivalenten  Punkt  o  und  zwar  ist  er  mit  demselben 
einfach  äquivalent,  indem  etwa  m'  «>  F(g>)  wird.  Wir  schliessen,  dass  &' 
einem  einzigen  bestimmten  Dreieck  Fangehört,  welches  vono'  überstrichen 
wird,  wenn  o  das  Ausgangsdreieck  1  beschreibt.  Die  Kreishogendreiecke  V 
überdecken  sonach  in  ihrer  Gesamtheit  die  ganze  positive  Halbebene,  ohne 
irgendwo  eine  Lücke  m  lassen,  und  schliessen  sich  andrerseits,  ohne  mit  ein- 
ander eu  collidieren,  glatt  an  einander  an,  Soll  nämlich  ein  Punkt  mehr 
als  einem  Dreieck  zugehoren,  so  muss  er  nach  unserer  früheren  Ent- 
wickelung  entweder  mit  q  oder  i  äquivalent  sein;  q  und  i  aber  liegen 
auf  der  Begrenzung  unseres  Ausgangsdreiecks,  so  dass  in  den  ge- 
nannten Punkten  auch  nicht  etwa  mehrere  Dreiecke  über  einander 
greifen,  sondern  nur  an  einander  stossen.  Wir  werden  hier  an  der 
Verabredung  festhalten,  die  wir  betreffs  Zugehörigkeit  der  Bandpunkte 
zu  den  Dreiecken  getroffen  haben.  Die  Sachlage  ist  dann  die,  dass 
an  dqn  einzelnen  mit  q  äquivalenten  Punkt  immer  drei  Dreiecke  V 
heranragen,  denen  dieser  Punkt  als  zugehörig  zu  betrachten  ist,  an  jeden 
mit  i  äquivalenten  Punkt  aber  je  zwei  Dreiecke. 

Wir  haben  auf  diese  Weise  independeut  eine  Beihe  von  Sätzen 
gewonnen,  welche  wir  auf  der  anderen  Seite  aus  der  uns  bereits  be- 
kannten Modulteilung  der  o- Halbebene  ohne  weiteres  hätten  ablesen 
können.  Benutzen  wir  nun  diese,  um  die  geschilderten  Verhältnisse 
geradezu  durch  eine  Figur  zu  illustrieren.  Wir  sagten  schon  im  vorigen 
Kapitel  (p.  180),  dass  die  Kreise  der  Modulteilung  (Fig.  36,  p.  113)  in 
zwei  Gattungen  sich  teilen,  je  nachdem  sie  aus  zwei  oder  vier  Dreiecks- 
seiten zusammengesetzt  sind.  Denken  wir  die  Kreise  der  ersten  Gattung 
sämtlich  aus  der  Figur  herausgenommen  und  übrigens  die  früher  ge- 
brauchte  abwechselnde  Schraffierung   der  Dreiecke   der  Modulteilung 
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yernichtet,  so  entspringt  gerade  die  Figur ,  welche  den  letzt  vorauf- 
gehenden  Betrachtungen  entspricht.  Wir  haben  in  Fig.  56  dieses  des 
näheren  ausgeführt  und  dabei  in  das  einzelne  Dreieck  die  ihm  zu- 
gehörige Substitution  V  in  der  Form  eingetragen,  wie  sie  sich  aus 
den  Erzeugenden  S  und  T  zusammensetzt.  Dreieck  1  ist  dabei  durch 
Schraffierung  besonders  hervorgehoben. 

In  Fig.  56  veranschauliche  man  sich  nun  namentlich  die  Zugehörig- 
keit  der   Randpunkte   zu   den   einzelnen   Dreiecken.     Um   diese   zum 


Ausdrack  zu  bringen,  sind  die  Randkreise  imm^r  nach  Seite  des  zu- 
gehörigen Dreiecks  doppelt  ausgezogen.  Da  sieht  man  denn,  dass 
auch  die  auf  der  Berandung  der  Dreiecke  liegenden  Punkte  im  all- 
gemeinen nur  einem  Dreiecke  zuzurechnen  sind.  Nur  ein  mit  i  äqui- 
valenter Punkt  gehört  auch  so  noch  zwei  Dreiecken  an  und  ein  mit  q 
äquivalenter  Punkt  sogar  dreien  von  den  sechs  Dreiecken,  welche  ihn 
rings  umlagern.  Auf  solche  Weise  kommt  die  mehrfache  Äquivalenz 
dieser  besonderen  Punkte  mit  sich  selbst  geometrisch  zum  Ausdruck. 
Zur  positiven  Halbebene  rechneten  wir  übrigens  auch  noch  die 
rationalen  reellen  Punkte.  Auch  sie  betreffend  giebt  uns  die  in  Rede 
stehende  Dreiecksteilung  die  Versinnlichung  eines  in  §  4  aufgestellten 

Satzes.  Jeder  solche  Punkt  cd  =  —  war  mit  sich  selbst  cx)-fach  äqui- 
valent. Darin  erblicken  wir  jetzt  nur  die  abstracte  Formulierung  des 
geometrischen  Satzes,  dass  von  jedem  rationalen  reellen  Punkte  ein 
Büschel  von  unendlich  vielen  Dreiecken  der  Teilung  in  die  o- Halb- 
ebene hineinstrahlt. 

Wir  benutzen  endlich  Fig.  56  noch  zur  Einübung  einer  weiterhin 
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öfter  wiederkehrenden  Überlegung,  Das  einzelne  Dreieck  V  ist  längs 
seiner  drei  Seiten  von  drei  neuen  Dreiecken  umlagert,  dessen  Be- 
nennungen  wir  ausfindig  machen  wollen.  Ist  V  das  Ansgangsdreieck  1^ 
so  ist  es  umlagert  von  den  drei  Dreiecken  5,  T,  fi^^,  wie  in  Fig.  56 
angedeutet.  Ist  V  irgend  eine  andere  Modulsubstitution ,  so  über- 
streicht cd'  SB  y{p)  das  Dreieck  F,  wenn  o  das  Dreieck  1  beschreibt. 
Überstreicht  des  weiteren  o  das  Dreieck  S^  so  beschreibt  V{(bo)  das  mit 
V  längs  des  Kreises  von  F(i  oo)  nach  F( —  q^)  benachbarte  Dreieck. 
Gerade  dasselbe  benachbarte  Dreieck  erhalten  wir  auch,  wenn  m  in 
cö'  =  F(a>  +  1)  =  VS{a)  das  Ausgangsdreieck  beschreibt  Das  in  Bede 
stehende  0um  Dreiecke  V  benachbarte  Dreieck  hat  also  den  Namen  VS.  In 
genau  analoger  Weise  erhalten  wir  für  die  beiden  anderen  benachbarten  Dreiecke 
in  leicht  ersichtlicher  Zuordnung  die  Namen  VT,  VS^K  Beachten  wir 
endlich  noch,  dass  U  und  IP  die  Namen  der  beiden  Dreiecke  sind, 
denen  im  Verein  mit  dem  Ausgangsdreieck  1  der  Punkt  q  zugehört. 
Wie  soeben  folgern  wir  dann  mühelos:  Der  eineeine  mit  q  äquivalente 
Punkt  T(j(f)  gehört  immer  den  drei  Dreiecken  zu:  V,  VU,  VIP. 

§  7.    Erweiterung  der  Modnlgrappe  durch  Spiegelungen. 

Wir  haben  im  vorigen  Kapitel  die  dort  besprochenen  cyclischen 
Gruppen  der  Substitutionen  V*  durch  zugehörige  Spiegelungen  erweitert. 

War  zu  diesem  Ende  bei  der  einzelnen  solchen  Gruppe  die  Spiegelung  F 
zur  Anwendung  gebracht,  so  bestand  „die  erweiterte  Gruppe'^  aus  den 

Substitutionen  F»,  F«  F,  (n  =  0,  +  1,  +  2,  •  •  -)•  Wir  wollen  hier 
versuchen,  ob  auch  die  Modulgruppe  in  analoger  Weise  einer  Er- 
weiterung fähig  ist.  Die  allgemeine  Form  für  die  Operationen  zweiter 
Art,  welche  Spiegelungen  darstellen,  war  (cf.  Formel  (4),  p.  198): 

(1)  F(ö,)  =  l^iJl-*5)j»  +_*! . 

Lassen  wir  dahin  gestellt,  ob  der  spiegelnde  Kreis  von  F  reell  oder 
imaginär  ist,  d.  i.  in  anderen  Worten,  ob  die  Determinante  unserer 
Substitution  —  a^*  —  Og*  —  b^c^  negativ  oder  positiv  ist.  Immer  aber 
wollen  wir  doch  annehmen,  dass  diese  Determinante  den  Wert  —  1 
oder  +  1  habe: 

(2)  (h»  +  a,*  +  \c,  =  ±  1, 

was  man  durch  Modification  der  vier  Substitutionscoefficienten  um  einen 
gemeinsamen  reellen  Factor  nötigenfalls  stets  erreichen  kann. 

Wenn   wir  jetzt   die   Modulgruppe    durch   die   Spiegelung  F  er- 
weitern, so   wird  sich  in  der  erweiterten  Gruppe  neben  jeder  Modul- 
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Substitution  V  jedenfalls  die  Operation  zweiter  Art  VV  vorfinden. 
Aber  genau  wie  oben  bei  den  cyclischen  Gruppen   werden   wir  nun 

fordern,  dass  die  genannten  Substitutionen  Vy  VV  bereits  die  ganze 
erweiterte  Gruppe  bilden,  dass  in  dieser  letzteren  also  nicht  noch  neue 
Operationen  erster  oder  zweiter  Art  enthalten  sein  sollen.    Zu  dem  Ende 

muss  offenbar  mit  jeder  Stibstüution  V  auch  VW  eine  Modülsubstitution 
sein,  was  wir,  einen  gewohnten   Sprachgebrauch   der  Gruppentheorie 

benutzend,  dahin  formulieren,  dass  V  mit  der  Modulgruppe  vertauschbar 

sein  soU.  Die  so  gestellte  Forderung  befriedigt  die  Spiegelung  V  nun 
stets,  wenn  sie  die  beiden  Operationen  S  und  T  in  sich  transformiert. 
Man   zeigt  das   leicht  durch  Verwendung   des   Satzes,  dass  S  und  T 

Erzeugende  der  Modulgruppe  sind,  sofern  man  beachtet,  dass  V  selbst, 
als   Spiegelung,   die  Periode  zwei  besitzen   muss.     Wollen   wir   also 

nachsehen,  ob  wir  Spiegelungen  V  ausfindig  machen  können,  für  welche 

sowohl  VSV  wie  auch  VTV  wiederum  eine  Modulsubstitution  darstellt. 
Indem  wir  in  sofort  verständlicher  Abkürzung  die  beiden  Ope- 
rationen erster  Art  VSVy  FT  F  nur  insoweit  namhaft  machen,  dass 
wir  jeweils  nur  ihre  vier  Coefficienten  hinschreiben,  folgt  aus  (1)  bei 
der  bekannten  Gestalt  von  S  und  T: 


(3)    _ 
VTV 


f 


(a^bi  —  OiCj  —  »•»2(^1+^1);    ^1^  ""  0^2*  +  61*  +  i  '  2a^a^ 
—di^+di—Ci^+i'^a^a^,     — «1(61— Ci)  +  ia,(6i4-OJ* 

Hier  sollen  wir  nun  Modulsubstitutionen  haben.  Identificieren  wir  also 
diese  Substitutionen  (3)  Goefficient  für  Coefficient  mit  den  Substitutionen 

(ea    eß\ 
'     ^),  yro  a,  ß,  y,  d  vier  ganze  Zahlen  der  Determinante  1  sind, 

während  um  der  Allgemeinheit  willen  ein  zunächst  noch  nicht  näher 
bekannter  reeller  oder  complexer  Factor  e  in  den  Ausdruck  dieser 
Modulsubstitutionen  mit  aufgenommen  wurde.  Wir  schliessen  indes 
sofort^  dass  dieser  Factor  notwendig  +  1  ist.  Denn  die  Determinante 
der  Substitutionen  (3)  bestimmt  sich  auf  Grund  von  (2)  zu  1,  so  dass  auch 
^{ad  —  /Sy)  —  c^  «=  1  sein  muss«  Indem  wir  also  vom  e  ganz  ab- 
sehen können,  bleibt  überhaupt  nur  die  eine  Bedingung  zu  fordern, 
dass  die  Coefficienten  in  den  beiden  Substitutionen  (3)  reelle  ganze 
Zahlen  sein  sollen.  Das  ist  aber  nur  möglich,  wenn  entweder  a^  ver- 
schwindet oder,  wofern  a^  ^  0  ist,  wenn  a^  «=  ft^  =  c^  =  0  ist.  Die 
letztere  Bedingung  führt  auf  die  besondere  Operation: 
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(4)  co'  =  (D, 

welche  übrigeDS    thatsächlich  deü  Anforderungen   genügt,   indem  für 

sie  VSV=  8y  VTV  =  T  wird.  Verfolgen  wir  andrerseits  weiter  die 
Operationen  mit  0^  =  0,  die  wir  mit  Unterdrückung  der  unteren 
Indices  der  nun  durch gehends  reellen  Coefficienten  folgendermassen 
schreiben:  _ 

(5)  v(c)^~l^—,    _a*-6c  =  +  i. 

CCD  —  a 

Die  Gleichungen  (3)  nehmen  jetzt  die  besondere  Gestalt  an: 

_    _       /a* -4- ac  4- 6c,     — a*  \ 

VSV  =  (  '  ) 

\  c*  ,     a^  —  ac  -i-  bcJ ' 

/a(b  -  c),        a»  +  6* 


V-  a«  —  c^,     —  a(6  ~  c)) 


Aus  der  ersten  dieser  beiden  Gleichungen  folgt,  dass  a  und  c  ganze 
Zahlen  sein  müssen,  die  zweite  fordert  dann  auch  für  b  einen  ganz- 
zahligen Wert.  Weitere  Bedingungen  sind  nicht  zu  befriedigen.  Daher 
der  Satz:  Die  Modulgruppe  ist  ausser  durch  (4)  auch  noch  der  Er- 
weiterung durch  irgend  eine  Operation  der  Form  (5)  ßhig,  wenn  dort- 
selbst  a,  6,  c  ganze  reelle  Zahlen  sind. 

Mit  den  unendlich  vielen  Operationen  (5)  erhalten  wir  nun  aber 
keineswegs  unendlich  viele  Erweiterungen  der  Modulgruppe,  sondern 
überhaupt  nur  zwei  verschiedene.  Erweitem  wir  nämlich  erstlich 
durch  (4),  so  haben  wir  als  Operationen  zweiter  Art  der  erweiterten 
Gruppe:  __ 

(6)  FF(ai)  =  ?^?ü, 

unter  denen  die  Spiegelungen  durch  d  =  —  a  charakterisiert  sind. 
Alle  ganzzahligen  Operationen  (5)  positiver  Determinante  sind  also  in 
der  auf  diese  Weise  erweiterten  Gruppe  bereits  enthalten  und  würden 
daher  an  Stelle  von  (4)  gesetzt  zu  keiner  anderen  erweiterten  Gruppe 
führen.  Erweitem  wir  aber  durch  die  Operation  (5)  negative^'  De- 
terminante cd'  =  —  ©,  so  gewinnen  wir  als  Operationen  zweiter  Art 
der  erweiterten  Gruppe: 

(7)  FF(a,)  =  ^f---;, 

welche  nun  alle  ganzzahligen  Operationen  (o)  negativer  Determinante 
umfassen  (nämlich  für  a==  S), 

Von  den  beiden  möglichon   Erwoiternngen   der  Modulgruppc  hat 

Klein-Frickn,  Modnlfhnctionpn.  15 
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nur  die  letztere,  die  Erweiterung  durch  Operationen  zweiter  Art  der 
Determinante  —  1^  weiterhin  für  uns  Bedeutung.  Man  bestätigt  näm- 
lich leicht;  dass  durch  eine  Operation  (6)  ein  Punkt  der  einen  Halb- 
ebene CD  stets  in  einen  solchen  der  anc^en  Halbebene  transformiert 
wird,  während  durch  (7)  jeder  PunJct  a  in  einen  Punkt  der  nämlichen 
Halbebene  übergeführt  wird.  Vorgreifend  aber,  bemerken  wir,  dass 
späterhin  nur  den  Operationen  eine  functionentheofetische  Bedeutung 
beigemessen  wird,  welche  einen  beliebigen  Punkt  der  einzelnen  Halb- 
ebene stets  wieder  in  einen  Punkt  der  nämlichen  Halbebene  trans- 
formieren*). Fortan  verstehen  wir  demgemäss  unter  der  erweiterten 
Modulgrwppe  immer  nur  diejenige  von  den  beiden  in  Bede  stehenden 
Gruppen  y  welche  die  Operationen  (7)  als  Substitutionen  zweiter  Art  ent- 
hält    Nennen   wir   also   allein   diese   Operationen   Modulsubstitutionen 

zweiter  Art  und  bezeichnen  sie  generell  durch  die  Abkürzung  F(oi). 
Die  in  der  erweiterten  Gruppe  enthaltenen  Operationen  zweiter 
Art  stellen  übrigens  keineswegs  durchgehends  Spiegelungen  dar. 
Solches  thun  nur  diejenigen  mit  a  «=  d.  Die  so  bezeichneten  Spiege- 
lungen besitzen  sämtlich,  da  sie  Yon  der  Determinante  —  1  sind, 
reellen  spiegelnden  Ereis.  In  der  That  stellt  sich  derselbe  durch  die 
Gleichung 

(8)  ■        (x-«-)'  +  ^-(i-)', 

oder  falls  y  =  0  ist,  durch 

(9)  2x  =  ß 

dar,  (o  ^=  X  '\'  iy  gesetzt.     Machen  wir  noch  zum  Unterschied  darauf 

aufmerksam,  dass  unter  den  Operationen  (6)  nur  die  eine  o' «=  i» 
einen  reellen  Symmetriekreis  hat.. 

Um  zu  unterscheiden,  welcher  Unterart  die  in  der  erweiterten 
Modulgruppe  enthaltenen  Operationen  zweiter  Art  angehören,  schreiben 
wir  die  Ungleichung  (7)  p.  199  in  den  hier  vorliegenden  Coefficienten, 
wo  sie  die  Form  annimmt: 

(«2  +  iJ^  -  2ßyf  =  {(«  -  d)2  +  2}*  ^  4. 

Sehen  wir  von  dem  Falle  a=  8  ab,  der  auf  die  Spiegelungen  führt, 
so  ist  offenbar  stets  {(«  —  tf)^  -|-  2}^  >  4,  und  also  gewinnen  wir 
vermöge  der  an  der  citierten  Stelle  angegebenen  allgemeinen  Regel 
den  Satz:  Die  Operationen  zweiter  Art  der  erweiterten  Modulgruppe  sind 


*)  Man  vergleiche  dazu  auch  die  obigen  functionentheoretischen  Erörterungen 
anf  Seite  113  und  114. 
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enttveder  Spiegelungen  oder  hyperbolische  Substitutionen  zweiter  Art; 
elliptische  oder  parabolische  Substitutionen  dieser  Art  Jcommen  in  der  er- 
weiterten Gruppe  nicht  vor. 


lOO 


§  8.     Der  Fiindamentalbereioh  der  erweiterten  ModiQgruppe. 

Irgend  zwei  Punkte  der  positiven  co- Halbebene  werden  wir  be- 
zOglicb  der  erweiterten  Modulgruppe  äquivalent  nennen^  wenn  dei 
eine  durch  irgend  eine  Modulsubstitution  der  ersten  oder  zweiten  Art 
in  den  anderen  übergeht.  Ein  Fundamentalbereich  der  erweiterten 
Modulgruppe  muss  für  jeden  beliebigen  Punkt  der  positiven  Halb- 
ebene einen  und  nur  einen  äquivalenten  Punkt  aufweisen.  Wollen 
wir  versuchen,  einen  Bereich  dieser  Art  ausfindig  zu  machen. 

Zu  dem  Ende  ziehen  wir  die  durch  (8),  (9)  §  7  dargestellten 
Kreise  heran,  welche  die  Spiegelkreise  für  die  Modulsubstitutionen 
zweiter  Art  der  Periode  zwei  waren.  Sicher  darf  durch  das  „Innere" 
des  gesuchten  Bereiches  keiner  dieser  Kreise  hindurchziehen^  viel- 
mehr müssen  sie  analog  wie  oben  bei  den  erweiterten  cyclischen 
Gruppen,  sofern  sie  überhaupt  an  dem  jetzt  gesuchten  Fundamental- 
bereich Teil  nehmen,  Randcurven  desselben  abgeben,  üngewiss  bleibt 
dabei  noch,  ob  man  den  Fundamentalbereich  ausschliesslich  durch 
solche  Spiegelkreise  eingrenzen  kann.  Gleichung  (9)  §  7  stellt  ein 
System  zur  imaginären  Axe  paralle- 
ler  Geraden    dar,    die   immer   in 

dem    Intervalle    —    auf    einander 

folgen.  Zwei  auf  einander  folgende 
unter  ihnen  sind  z.  B.  durch  x  =  0 
und  2a?  -|-  1  =  0  fixiert.  Wir  haben 
sie  in  Fig.  57  aufgezeichnet  und 
ihnen  auch  noch  denjenigen  Kreis 
hinzugesellt;  welcher  durch  (8)  §  7 
unter  den  besonderen  Werten  a=0, 
y  =  1  gegeben  ist. 

Die   bezeichneten  drei  Linien    grenzen  das   in  der  Figur  schraf- 
fierte  Kreisbogendreieck   mit   den   Ecken   bei  cj  =  i,  q,  icx>   und   den 

Winkeln  bez.  -^-,  ^  ,  0  ein.    Man  zeigt  durch  eine  leichte  Überlegung, 

dass  keiner  der  Kreise  (8),  (9)  §  7  durch  das  Innere  des  so  gewonnenen 
Bereiches  hindurchzieht.  Dieser  Bereich  ist  uns  nun  sehr  bekannt; 
in  der  That  haben  wir  in  ihm  das  Ausgangsdreieck  wieder  erhalten,  von 
dem   aus  im   vorigen  Abschnitt  nach  dem  Symmetriegesetz  die  ganze 

16* 


Fig.  57. 


a/'/ 
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ModulteiluDg  entsprang.  Hier  lernen  wir  dieses  Ausgangsdreieck  in 
seiner  Eigenschaft  als  FundamentaJbereich  der  erweiterten  Modulgruppe 
kennen;  denn  in  der  Thai  bildet  dasselbe  einen  solcJien,  was  leicht  ge- 
zeigt wird. 

Soll   nämlich   der   Punkt  cd  =  a?  -[-  iy   im    construierten    Bereich 
liegen,  so  ist  zu  dem  Ende  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung 

(1)  -i^^<0,    x'  +  f^l. 

Aber  wo  wir  auch  einen  Punkt  in  der  Halbebene  annahmen,  stets 
konnten  wir  doch  einen  mit  ihm  äquivalenten  Punkt  o'  •=  rc'  -j-  iy' 
nachweisen,  der  den  Bedingungen  (1),  (2)  §  3  entsprach.    Ist  jetzt  die 

unter  (1)  gegebene  Bedingung  —  v  ^  ^'  ^  ^  ^^^  diesen  Punkt  nicht 

zugleich  erfüllt,  so  gehen  wir  noch  zum  äquivalenten  Punkt  (»"  =  —  o' 
weiter.  Dieser  wird  dann  sicher  der  Bedingung  (1)  genügen  und  also 
im  fraglichen  Bereiche  liegen.  Hiermit  ist  die  erste  wesentliche  Eigen- 
schaft eines  Fundamentalbereichs  als  vorhanden  nachgewiesen. 

Andrerseits  dürfen,  wenn  wir  es  mit  einem  Fundamentalbereiche 
zu  thun  haben  sollen,  im  Bereiche  Fig.  57  keine  ewei  bezüglich  der 
erweiterten  Gruppe  einander  äquivalente  Punkte  gelegen  sein.  Solche 
lassen  sich  aber  in  der  That  nicht  ausfindig  machen.  Wären  nämlich 
die  beiden  verschiedenen  äquivalenten  Punkte  o',  «d  unserem  Bereiche 
angehörig^  so  kann  nach  früheren  Sätzen  sicher  keine  Modulsubstitu- 
tion erster  Art  cd  in  lo'  überführen.  Wir  hätten  also  o'  =  V(a)\  wo 
V  eine  Modulsübstitution  zweiter  Art  sein  müsste.     Da  aber  schreibe 

man  co"  =  —  cd,  und  es  müssten  co"  und  ©'  =  F( —  o")  =  F(a}") 
zwei  verschiedene  äquivalente  Punkte  sein,  die  beide  den  Bedingungen 
(1),  (2)  §  3  genügen  und  die  doch  an  einander  durch  eine  Modulsub- 
stitution erster  Art  gebunden  wären.  Solche  zwei  Punkte  giebt  es 
nicht,  und  eben  deshalb  können  auch  die  beiden  supponierten  Punkte 
o',  CD  in  unserem  Bereiche  nicht  ausfindig  gemacht  werden,  wie  wir 
beweisen  wollten.  Übrigens  geht  zugleich  aus  unserer  Überlegung 
hervor,  dass  selbst  auf  dem  Rande  unseres  Bereiches  Paare  bezüglich 
der  erweiterten  Modulgruppe  äquivalenter  Punkte  nicht  ausfindig  ge- 
macht werden  können.  Wir  werden  also  dem  nun  gefundenen  Funda- 
mentalbereiche  der  erweiterten  Gruppe  seine  Bandpunkte  ohne  Ausnahme 
zurechnen,  im  Gegensatz  zu  der  Sachlage,  die  wir  oben  für  den  Funda- 
mentalbereich  der  ursprünglichen  Modulgruppe  kennen  lernten. 

Benennen  \vir  nun  den  gewonnenen  Fundamentalbereich  mit  dem 
Namen  1    der   identischen   Substitution,   um   unsere   alte   Massnahme 
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auch  hier  aufzunehmen.  Durch  irgend  eine  Operation  der  erweiterten 
Gruppe   wird   der  Bereich  1   alsdann  in  ein  neues  Ereisbogendreieck 

mit  den  Winkeln  ^,  ^ ,  0  transformiert,  das  wieder  den  Namen  der 

zur  Verwendung  gekommenen  Substitution  'tragen  soll.  Die  so  ent- 
springenden Dreiecke,  wie  sie  •  der  Gesamtheit  der  Modulsubstitutiotien 
erster  und  Bweiter  Art  entsprechen,  werden  dann  die  positive  m-Halbehene 
vollständig  und  ohne  Lücke  bedecken.  Das  schliessen  wir,  wie  schon 
öfter  in  ähnlicher  Weise,  aus  der  allgemeinen  Definition  des  Begriffs 
Fundamentalbereich. 

Aber  nun  haben  wir  den  vollen  Anschluss  an  das  voraufgehende 
dritte  Kapitel  erlangt;  denn  die  uns  hier  vorliegende  Bedeckung  der 
Halbebene  mit  Ereisbogendreieckeu  ist  gerade  die,  welche  durch  die 
Modulteilung  {Fig.  36,  p.  113)  bewerkstelligt  wird.  In  der  That  war  ja  der 
Fundamentalbereich  der  erweiterten  Gruppe  mit  dem  Ausgangsdreieck 
jener  Teilung  identisch,  und  die  Substitutionen,  welche  die  directe 
Ereisverwandtschaft  des  Ausgangsdreiecks  mit  den  übrigen  schraffierten 
Dreiecken  der  Teilung  darstellten,  waren  ja  gerade  die  Modulsubstitu- 
tionen V((X))  =  ""  Jl  ^  •    Garn  entsprechend  können  aber  die  nicht-schraf- 
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am  —  ß 
yoD  —  d 

aus  dem  schraffierten  Ausgangsdreieck  hergestellt  werden;  denn  das  freie 
Dreieck,  welches  sich  längs  der  imaginären  Axe   an  das  schraffierte 

Ausgangsdreieck  anlegt,  ist  augenscheinlich  durch  cd'  =  —  o  gegeben, 
und  aus  diesem  entstehen  die  sämtlichen  anderen  freien  Dreiecke  durch 
die  Operationen  erster  Art  V(a)). 

Erscheint  sonach  unsere  bereits  vom  ersten  Abschnitt  her  bekannte 
Figur  in  einem  neuen  Lichte*),  so  können  wir  sie  nun  umgekehrt 
benutzen,  um  neue  Sätze  für  die  erweiterte  Modulgruppe  abzuleiten. 
Da  haben  wir  z.  B.  als  sofort  ersichtliche  Folgerungen:  Ein  Punkt  im 
„Innern"  des  Bereiches  1  (Fig.  57  p.  227)  ist  bezüglich  der  erweiterten 
Modulgruppe  mit  sich  selbst  einfach  äquivalent,  indem  er  nur  durch 
die  identische  Substitution  in  sich  übergeht.  Ein  Punkt  auf  der 
Berandung  dieses  Bereiches,  jedoch  von  einem  Eckpunkt  verschieden, 
ist  mit  sich  selbst  zweifach  äquivalent;  denn  er  ist  Fixpunkt  einer  in 
Betracht  kommenden  Spiegelung.    Aber  die  Eckpunkte  o  =  i,  p,  ioo 

*)  Man  beachte  anch,  dass  wir  in  (8)  und  (9)  §  7  die  Kreise  der  Modal- 
teilung geradezu  durch  ihre  Gleichungen  charakterisiert  haben.  Leicht  könnte 
man  dabei  noch  für  die  Coefficienten  dieser  Gleichungen  arithmetisch  die  Kenn- 
zeichen angeben,  ob  ein  Kreis  der  einen  oder  der  anderen  der  beiden  früher  unter- 
schiedenen Gattungen  vorliegt. 
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sind  sich  selbst  bez.  vierfach,  sechsfach  und  oo-fach  äquivalent  Der 
Grad  der  Äquivalenz  anderer  Punktepaare  der  Halbebene  wird  dann 
in  schon  einmal  geübter  Schlussfolgerung  durch  Zurückgehen  auf  die 
bezüglichen  äquivalenten, Punkte  des  Fundamentalbereichs  festgestellt. 

§  9.     Vergleioh   der  Fundamentalbereiohe   der   ursprünglichen   und 

erweiterten  Modulgrnppe. 

Die  Bedeutung  der  letzten  Erörterungen  können  wir  noch  dadurch 
in  ein  helleres  Licht  setzen^  dass  wir  den  Fundamentalbereich  der  er- 
weiterten Modulgruppe  mit  demjenigen  der  ursprünglichen  vergleichen, 
welche  letztere  nur  die  Modulsubstitutionen  erster  Art  umfasste.  Diesen 
letzteren  Bereich  behalten  wir  dabei  in  der  früher  beschriebenen  Gestalt 
bei  und  kommen  vor  allen  sogleich  auf  die  Überdeckung  der  Halbebene 

durch  Ereisbogendreiecke  mit  den  Winkeln  vj  "ö">  ^  zurück,  wie  wir 

sie  oben  in  §  6  zu  skizzieren  hatten.  Da  wir  hier  neben  einander 
immer  mit  Kreisbogendreiecken  verschiedener  Arten  zu  thun  haben 
werden,  so  empfiehlt  es  sich,  vorab  noch  eine  Verschärfung  unserer 
Ausdrucksweise  zu  verabreden.  Wir  wollen  nämlich,  so  oft  es  zur  Unter- 
scheidung wünschenswert  ist^  die  Kreisbogendreiecke  der  eigentlichen 

Modulteilung  (Fig.  36,  p.  113)  d.  h.  diejenigen  mit  den  Winkeln  ^  >  y  '  ^' 

welche  soeben  nach  den  Operationen  der  erweiterten  Modulgruppe  be- 
nannt wurden,  als  Elementardreiecke  bezeichnen.  Alsdann  besteht  der 
Fundamentalbereich  der  ursprünglichen  Modulgruppe  aus  denjenigen 
beiden  benachbarten  Elementardreiecken,  welche  als  gemeinsame  Seite 
den  Teil  der  imaginären  co-Axe  von  -|-  i  bis  +  ioo  besitzen.  Diese 
zwei  Elementardreiecke  bilden  wiederum  eiu  Kreisbogendreieck,  nämlich 

eines  mit  den  Winkeln  Y'  Y'  ^^  ^^^  gemäss  seiner  eben  beschrie- 
benen Bildung  wollen  wir  es  als  ein  Doppeldreieck'*)  bezeichnen. 

So  sollen  nun  überhaupt,  so  oft  diese  Verschärfung  der  Aus- 
drucksweise von  Vorteil  ist,  die  in  §  6  beschriebenen  Dreiecke  als 
Doppeldreiecke  benannt  werden.  Immer  nämlich  entsteht  das  einzelne 
durch  Combination  zweier  benachbarter  Elementardreiecke,  welche  die- 

*)  Im  Sinne  der  jetzigen  Construction  könnte  man  den  Fundamentalbereich 
der  urBprünglichen  Gruppe  auch  Kreisbogenviereck  nennen,  insofern  der  Rand 
desselben  aus  vier  Elementardreiecksseiten  besteht.  Dass  der  Fundamentalbereich 
der  ursprünglichen  Gruppe  ans  zwei  Fundamentalbereichen  der  erweiterten  be- 
steht, kommt,  wie  wir  sagen  können,  darauf  hinaus,  dass  die  arsprüngliche 
Gruppe  halb  soviel  Substitutionen  besitzt  als  die  erweiterte.  Dieses  Sachverhältnis 
wird  uns  noch  wiederholt  beschäftigen. 
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jenige  Seite  gemeinsam  haben^  der  in  den  beiden  Dreiecken  die  Winkel  0 
und  —  anliegen.  Im  Sinne  des  §  6  trägt  das  einzelne  solche  Doppel- 
dreieck den  Namen  derjenigen  Substitution  erster  Art^  den  wir  im 
vorigen  Paragraphen  seinem  schraffierten  Elementardreiecke  beilegten. 
Das  Doppeldreieck  1  nennen  wir  dabei  nach  wie  vor  auch  Ausgangs- 
dreieck für  die  ursprüngliche  Modulgruppe  y  während  das  Elementar- 
dreieck 1  Ausgangsdreieck  für  die  erweiterte  Modulgruppe  heisst 

Besonders  interessant  ist  es,  wenn  wir  die  Willkür  in  der  Ge- 
staltung der  beiden  Fundamentalbereiche  vergleichend  in  Betracht 
ziehen.'  Wir  haben  oben  schon  mitgeteilt,  dass  der  Fundamental- 
bereich der  ursprünglichen  Gruppe  in  der  mannigfachsten  Weise 
begrenzt  werden  konnte,  und  dass  es  nur  die  einfachste  Art  war, 
wenn  wir  denselben  durch  Kreise  bez.  Gerade  eingrenzten.  Betn- 
gegenüber  ist  der  Fundamentalbereich  der  erweiterten  Gruppe  von  vorn- 
herein völlig  fest  bestimmt  (immer  vorausgesetzt,  dass  wir  ihn  zu- 
sammenhängend wählen  wollen),  weil  seine  Grenzen  als  Spiegelkreise 
gewisser  Modulsubstitutionen  zweiter  Art  fest  liegen,  und  es  bleibt 
hier  nur  die  eine  Willkür,  dass  wir  uns  unter  den  Elementardreieckeu 
der  Modulteilung  nach  Belieben  eines  zum  Fundamentalbereich  aus- 
wählen können. 

Dieser  Satz  gewinnt  noch  an  Interesse  durch  Hinweis  auf  die 
erweiterten  cyclischen  Gruppen  am  Schlüsse  des  vorigen  Kapitels. 
Auch  deren  Fundamentalbereiche  waren  in  ähnlicher  Weise  gestaltlich 
fest  bestimmt.  Aber  wir  konnten  doch  die  Erweiterung  einer  cyclischen 
Gruppe  noch  in  mannigfaltiger  Weise  vornehmen,  indem  der  cyclischen 
Gruppe  als  Operation  zweiter  Art  die  Spiegelung  an  irgend  einer  be- 
liebigen der  in  Betracht  kommenden  Niveaulinien  hinzugesetzt  werden 
konnte.  Ganz  anders  bei  der  Modulgruppe,  die  nur  in  zwei  Weisen  der 
Erweiterung  föhig  war.  Ja,  wenn  wir  uns  auf  die  positive  co-Halbebene 
beschränkten,  was  Rücksichtnahme  auf  künftige  Entwicklungen  gebot, 
so  blieb  nur  noch  die  eine  Art  der  Erweiterung  als  möglich  über,  die 
wir  thatsächlich  vornahmen.  Wählt  man  also  bei  der  Construction 
der  oft  genannten  Fundamentalbereiche  eine  Darstellung,  welche  die 
Gruppenerweiterung  zum  Princip  macht  und  also  zuvörderst  vom 
Fimdamentalbereiche  der  ertveiterten  Gruppe  handelt  (sofern  eine  solche 
existiert),  während  von  da  aus  in  der  beschriebenen  Weise  zur  ursprüng- 
lichen Gruppe  vorgegangen  wird,  so  ist  in  der  Gestaltung  unserer  Be- 
reiche jede  Willkür,  die  nicht  dem  Begriffe  des  Fundamentalbereichs 
als  notwendig  anhaftet,  von  vornherein  ausgeschlossen*). 

*)  Wir  gedenken  hier  endlich  auch  noch  der  drei  im  vorigen  Abschnitt  be- 
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§  10.     Die  erzeugenden  Operationen  der  erweiterten  Gruppe. 

Das  AusgaDgsdreieck  der  erweiterten  Gruppe^  welches  als  solches 
den  Namen  1  der  identischen  Substitution  trägt,  geht  durch  die  drei 
Spiegelungen  an  der  imaginären  Axe,  an  der  durch  2a;  +  1  =  0  dar- 
gestellten Geraden  und  endlich  am  Einheitskreise  in  die  drei  be- 
nachbarten Dreiecke  über.  Für  diese  drei  Operationen  zweiter  Art 
führen  wir  die  besonderen  Benennungen  Ä  bez.  B  und  G  ein.  Es  soll 
also  sein  (cf.  die  gleich  mitzuteilende  Figur  58) 

(1)  ^(0)  =  — o,     J?(co) ö-l,     C7(©)  =  4, 

at 

Substitutionen,  die  in  ihrer  Bedeutung  als  Spiegelungen  von  der  Periode 
zwei  sind: 

(2)  .4^  =  1,     JB«=1,     G^=l. 

Jetzt  sei  durch  V((d)  irgend  ein  schraffiertes  oder  freies  Elementar- 
dreieck benannt*),  so  dass  oj'  =  V(<o)  dieses  Dreieck  beschreibt, 
wenn  o  das  Ausgangsdreieck  überstreicht.  Man  wird  dann  leicht 
sehen,  dass  die  drei  mit  V  benachbarten  Elementardreiecke  die  Namen 
VAf  VBf  VC  tragen.  Nun  kann  man  durch  Fortgang  zu  benach- 
barten Dreiecken  Tom  Elementardreieck  1  aus  überhaupt  zu  jedem 
anderen  Elementardreieck  gelangen.  Also  folgt  aus  der  gerade  er- 
klärten Benennung  benachbarter  Dreiecke  leicht  der  Satz:  Die  drei 
Operatiotien  -4,  5,  C  sind  Erzeugende  der  erweiterten  Gruppe^  so  dass  sich 
jede  Substitution  dieser  Gruppe  symbolisch  als  Product  aus  den  Factoren 
Ä,  By  G  schreiben  lässt**).  Man  bemerke  dabei,  dass  infolge  der 
Gleichungen  (2)  in  diesem  Producte  nicht  derselbe  Factor  zweimal 
hinter  einander  oder  gar  noch  öfter  einzutreten  braucht. 

Je  nachdem   eine  Operation   der  erweiterten  Gruppe   durch  eine 

sprochenen  Arten  Yon  «-Fauctionen.  Für  sie  alle  Hesse  sich  eine  Theorie  durch- 
bilden, die  der  hier  für  (o{J)  entworfenen  bis  in  die  Einzelheiten  analog  gebaut 
sein  würde.  In  jedem  besonderen  Falle  hätten  wir  eine  ursprüngliche  Gruppe 
linearer  Substitutionen  der  Variabel en  9,  welche  dann  auch  durch  Hinzunahme 
gewisser  Operationen  zweiter  Art  zu  einer  erweiterten  Gruppe  ausgestaltet  werden 
könnte.  Da  hätte  man  dann  im  einzelnen  Dreieck  der  bezüglichen  Teilung  einen 
Fundamentalbereich  für  die  erweiterte  Gruppe,  in  zwei  neben  einander  liegenden 
aber,  die,  allgemein  zu  reden,  ein  Kreisbogenviereck  bilden,  einen  Fundamental- 
bereich der  ursprünglichen  Gruppe. 

*)  Wir  begreifen  hier  also  unter  V  zugleich  auch  die  Modulsubstitutionen 
zweiter  Art  mit. 

**)  Die  Erzeugung  der  erweiterten  Gruppe  aus  den  Operationen  A,  JB,  C  ent- 
spricht nun  gerade  der  im  vorigen  Abschnitt  geschilderten  Entstehung  der  Modul- 
figur vermöge  des  Symmetriegesetzes  vom  Ausgangsdreieck  aus. 
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gerade  oder  ungerade  Anzahl  von  Anwendungen  der  drei  Substitutionen 
Ay  By  C  hergestellt  wird,  ist  sie  von  der  ersten  oder  zweiten  Art. 
Insbesondere  folgt  der  Satz:  Die  Substitutionen  der  ursprünglichen 
Gruppe  müssen  sich  ergeugen  lassen  aus  den  besofideren  unter  ihnen: 

(3)  AB,  BA,  AC,  CA,  BC,  CB, 

die  ersichtlich  paarweise  zu  einander  invers  sind. 

Zur   Kenntnisnahme   der   Bedeutung   der   Operationen  (3)    haben 


wir  in  Fig.  58  eine  Reihe  von  Elementardreiecken  gezeichnet  und  mit 
den  Namen  der  bezüglichen  Substitutionen  versehen.  Da  sieht  man 
nun  leicht,  dass  aus  den  Formeln  (3)  gerade  unsere  alten  Operationen 
S,  jP,  U  aufs  neue  entspringen: 

AB  =  S,     BA  =  S-\ 

(4)  AC  =  T,     CA  -=  T, 

BC  =  U,     CB=U-K 

Insbesondere  entnehmen  wir  den  Formeln  (4)  neue  geometrische 
Definitionen  der  Substitutionen  S,  T,  U.  So  e.  B,  bedeutet  T  eine 
Spiegelung  an  der  imaginären  Axe  cornbiniert  mit  einer  solchen  am  Ein- 
heitskreise,  wobei  es  gleichgültig  ist,  in  welcher  Folge  diese  Operationen 
ausgeübt  werden.  Umgekehrt  gewinnen  wir  aus  der  bekannten  Perio- 
dicitat  der  Substitutionen  T  und  U  für  die  Erzeugenden  A,  B^  C  der 
erweiterten  Gruppe  ausser  den  schon  mitgeteilten  Relationen  (2)  noch 
die  beiden  anderen: 

(5)  ACAC=1,    BCBCBC=l, 

Von  diesen  constatiert  die  erste  nur  die  bereits  genannte  Vertausch- 
barkeit  von  A  und  C. 
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§11.    Transformationen  der  Modnlteiliing  in  sich.    Bereiche,  welche 
von  einem  rationalen  reellen  Funkte  ausstrahlen. 

Wenn  wir  irgend  eine  Modulsubstitution  der  ersten  oder  zweiten 
Art  ausführen^  so  wird  die  Modulteilung  der  (»-Halbebene;  in  ihrer 
Gesamtheit  betrachtet^  dadurch  in  sich  selbst  transformiert.  Freilich 
wird  die  Benennung  der  Elementardreiecke  im  Sinne  des  §  8  hierbei 
eine  Modification  erfahren  und,  wofern  eine  Operation  zweiter  Art  zur 
Ausführung  kam,  müsste  zugleich  die  Schraffierung  gewechselt  werden, 
wenn  die  Figur  nachher  wieder  den  ursprünglichen  Anblick  dar- 
bieten sollte. 

Unter  diesen  Transformationen  der  Modulfigur  in  sich  kamen 
im  vorigen  Abschnitte  bereits  die  Spiegelungen  an  den  jetzt  in  §  7 
Formel  (8)  und  (9)  betrachteten  Symmetriekreisen  in  ausgiebiger 
Weise  zur  Geltung.  Hier  aber  wollen  wir  den  Übergang  unserer 
Figur  in  sich  selbst  unter  Anwendung  einer  Modulsubstitution  erster 
Art  noch  ein  wenig  näher  schildern.  Da  kommen  uns  die  geo- 
metrischen Deutungen  dieser  Substitutionen  durch  ihre  Bahncurven 
und  Niveaulinien,  wie  wir  sie  im  vorigen  Kapitel  entwickelten,  aufs  neue 
zu  statten;  denn  sie  geben  uns  das  Mittel,  die  durch  die  einzelne  Sub- 
stitution bezeichnete  Überführung  der  Figur  in  sich  der  Anschauung 
nahe  zu  legen.  Volle  Anschaulichkeit  ist  aber  gerade  das  Ziel,  das 
wir  in  dieser  Hinsicht  anstreben. 

Hier  hätten  wir  nun  zunächst  von  den  beiden  Arten  elliptischer 
Substitutionen  zu  handeln,  die  oben  unterschieden  wurden,  je  nach- 
dem der  in  der  positiven  Halbebene  o  gelegene  Fixpunkt  mit  q  oder  i 
äquivalent  ist*).  Wir  wollen  indes  dabei  nicht  verweilen,  weil  eine 
solche  Discussion  der  elliptischen  Modulsubstitutionen  bereits  in  aus- 
reichender Weise  in  §  8  des  vorigen  Kapitels  gegeben  ist. 

Wichtiger  wird  es,  dass  wir  nunmehr  die  parabolischen  Substitutionen 

ausführlich  in  Betracht  ziehen.    Eine  unter  ihnen  habe  den  Fixpunkt  -  - , 

so  wollen  wir  uns  vorab  erst  noch  darüber  unterrichten,  welcher  Art 
die    Lagerungsverhältnisse    der   Doppeldreiecke    in    der   Nähe    dieses 

Punktes  sind.   Eines  dieser  Doppeldreiecke  sei  Fq  =  (    '  ^  j.   Es  strahlt 
dann  vom  Punkte  —  in  die  Halbebene  ein  Fächer  von  unendlich  vielen 

y 

Dreiecken  hinein,  welche  die  Namen 

*)  Man  ziehe  etwa  noch  besonders  die  Substitutionen  T  und  TJ  selbst  heran 
und  suche  in  Fig.  36,  p.  113,  die  Elementardreiecke  auf,  welche  bei  den  bezflg- 
liehen  Transformationen  der  Figur  in  sich  in  einander  übergehen. 
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+5),  («--»•■■+«.) 


beBitzen.  Der  von  der  Gesamtheit  dieser  Dreiecke  mit  gemeinsamer 
Spitze  —  bedeckte  Bereich  soll  B  [—)  genannt  werden.  Wir  wollen  die 
Form  desselben  jetzt  des  nähereu  untersuchen*),  was  um  so  wichtiger 
ist,  als  augenscheinlich  die  Gesamtheit  der  Dreiecke  der  Modulfigur 
durch  den  Inbegriff  der  von  sämtlichen  rationalen  Punkten  ~  aus- 
strahlenden Bereiche  B  {—)  erschöpft  wird, 

Zn  den  Bereichen  Bi—j  gehört  auch  ]i{i oo),  und  gerade  dieser 
Bereich  ist  der  Anschauung  besonders  leicht  zugänglich.  Ziehen  wir 
zur  reellen  Axe  zwei  Parallele 
durch  m  ^  i  bez.  (d  »  p,  so 
verläuft  die  Begrenzung  dieses 
Bereiches,  wie  in  Figur  59  zur 
Anschauung  gebracht  ist,  zwi- 
schen diesen  beiden  Parallelen. 
Sie  ist  gebildet  durch  eine  un- 
endliche Eette  von  Kreisbogen, 
welche  sämtlich  die  durch  dt  — >  i 
gezogene  Horizontalgerade  berüh- 
ren und  dann  zu  beiden  Seiten 
des  jeweiligen  Berührungspunktes  •''" 

bis  zu  der  durch  (f  hindurchlaufen- 
den Horizontal  geraden   sich   erstrecken,  welche  letztere  sie  unter  dem 
Winkel   -r-  erreichen. 

Vermöge  der  bekannten   Sätze    über  die   Kreisverwaudtschaft  er- 
fahren wir  hieraus  sofort  die  Gestalt  eines  beliebigen  Bereiches  B  f — 1 . 

Wir  ziehen  zwei  die  reelle  Axe  in  o  =       berührende  Kreise,   den 
y 

ersten  durch".;,,  den  zweiten  durch  ° -T  ^-  Wir  entwerfen  so- 
dann  eine  Kette  von  Kreisbogen,  welche  durcbgehends  zwischen  jenen 
beiden  Kreisen  gelegen  sind.  Den  ersten  sollen  alle  diese  Bogen  be- 
rühren, den  zweiten  sollen  sie  immer  unter  dem  Winkel  -^  erreichen. 
Das  System  dieser  consecutiven  Kreisbogen  ist  völlig  bestimmt,  wenn 

*)  F3r  die  DarBtetlung  des  Textes  ist  nameDtlich  Dedekind's  Erörterung  in 
Cr.  J.  Bd.  83  p.  273  maBsgeblich  gevesen. 
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wir   etwa    uoch   fQr    einen    ersten    unter   ihnen  den   Punkt    -.^^   •■ 

yt  +  S 

Berührungspunkt  mit   dem  kleineren   uoter  jenen   beiden   Kreisen  t 


geben.     Der  Bereich  bietet  aonaeh  den  hier  in  Fig.  60  angedeuteten 
Anblick  dar*). 

Möge  man  sich  jetzt  auf  geradliniger  Bahn  dem  Punkte  ai  = 
von  der  positiven  Halbebene  aus  annähern,  und  zwar  zunächst  senk- 
recht gegen  die  reelle  Äxe.  Diese  Bahn  wird  nur  eine  endliche  Zahl 
von  Elementardreiecken  durchziehen;  denn  sie  wird  eich  alsbald 
in  demjenigen  Dreiecke  von  B  f -"  J  befinden,  dessen  beide  von  —  aus- 
laufenden Grenzen  einander  ihre  convese  Seite  zukehren.  Erreicht 
unsere  Bahn  die  reelle  Aie  unter  endlichem,  jedoch  nicht  rechtem 
Kinkel,  so  wird  sie  stets  vor  Erreichung  des  Zieles  unendlich  vide 
Dreiecke  durchziehen.  Aber  sie  wird  nach  Durcklaufwng  einer  end- 
liche» Zahl  von  Dreiecken  in  -Bt")  hineinfültren  und  alsbald  titir  noch 
Dreiedce  dieses  Bereutes,  diese  dann  freilich  in  unetidlidter  Zahl  durch- 
laufen. Ahnliche  Verhältnisse  treten  ein,  wenn  wir  uns  dem  Punkte 
ta  ^  —  auf  krummliniger  Bahn  nähern,  die  unter  endlichem  Winket 
auf  die  reelle  Axe  auftrifft.  Ja,  wir  können  sogar  annehmen,  dass 
unsere  Bahn   am  Ziele  die  reelle  Äxe  berfihri     Wenn  nf4r  äortseS>st 


*)  Diese  Figur  60  igt  flbrigens  nur  acbematisch  in  veratehen;  es  wird  z.  B. 
im  allgemeinen  nicbt  eintreten,  dasB  die  Seite  eines  dem  Bereiche  S(— )  ange- 
hörenden E lerne utardreiecks  geradlinig  auefäilt. 
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der  Krümmungsradius  unserer  Bahn  Meiner  ist  als  der  Radius  jenes 
obigen  Kreises  durch  —  und  -~  ^ ,  so  werden  wir  immer  nach  Burch- 
laufung  einer  endlichen  Zahl  von  Breiecken  weiterhin  durchaus  im  Be- 
reiche ^{— )  verbleiben. 

Nach  diesem  Versuche,  die  Lagenverhältnisse  der  vom  Fixpunkt  — 

einer  parabolischen  Substitution  V  ausstrahlenden  Dreiecke  zu  er- 
klären, möge  man  der  Ebenenbewegung  gedenken,  durch  welche  wir 

diese  Substitution  V  deuteten.    Der  Bereich  By—j  wird  dabei  in  sich 

übergefQhrt,  indem  seine  Dreiecke  ohne  ihre  Reihenfolge  zu  ändern 
eine  „Verschiebung"  innerhalb  des  Bereiches  nach  der  einen  oder 
anderen  Richtung  erfahren  (wobei  sich  das  einzelne  Dreieck,  wenn 
wir   auf   seine    Dimensionen    achten  wollen,    ersichtlich    dehnen    oder 

zusammenziehen  wird).  Alle  von  o  =  —  ausgehenden  Seiten  dieser 
Dreiecke  fungieren  dabei  als  Niveaulinien  von  V,  und  indem  wir 
sie  über  B\  —  )  hinaus  verlängern,  gewinnen  wir  eine  Anschauung  da- 
von, wie  die  ausserhalb  B\--]  gelegenen  Dreiecke  in  einander  über- 
gehen. Da  sieht  man  vor  allem,  wie  bei  öfter  wiederholter  Anwendung 
von  V  aus  der  einen  der  beiden  Spitzen,  mit  denen  sich  die  positive 

Halbebene  zwischen  dem  Bereiche  J5  (— )  und  der  reellen  Axe  an  o  =  — 

herandrängt,  unaufhörlich  neue  Dreiecke  hervorquellen,  während  die 
bislang  vorhandenen  Dreiecke  auf  die  andere  Spitze  zu  gedrängt  werden 

und  in  dieser  versiegen.  Immer  werden  dabei  die  übrigen  Bereiche  B  (^j 

in  einander  ungeteilt  übergehen,  d.  h.  ohne  dass  der  einzelne  etwa  zer- 
stückt würde.    In  jenen  beiden  unendlich  schmal  auslaufenden  Spitzen 

zwischen  Bi—j  und  der  reellen  Axe  sind  also  noch  unbegrenzt  viele 
Bereiche  ^\»)  enthalten,  wie  sehr  wir  uns  auch  in  diesen  Spitzen  dem 

Punkte  —  genähert  haben  mögen.     Dies    stimmt   durchaus  mit  jener 

Vorstellung  von  der  Modulteilung  überein,  wie  sie  schon  im  vorigen  Ab- 
schnitt gewonnen  wurde. 

Nun  endlich  möge  man  auch  eine  hyperbolische  Modulsubstitution  V 
in  Betracht  ziehen,  deren  beide  Fixpunkte,  wie  wir  wissen,  reell  und 
irrational  sind.  Aber  wie  beschaffen  auch  ein  irrationaler  reeller  Punkt 
Oq  sein  mag,  nähern  wir  uns  demselben  aus  der  positiven  Halbebene 
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auf  einer  Bahn^  die  etwa  gegen  die  reelle  Axe  senkrecht  gerichtet 
oder  unter  endlichem  Winkel  geneigt  ist;  so  wird  diese  immer  unend- 
lich viele  Bereiche  BI^J    durchziehen,   ehe  sie  zum  Ziele  oOq  kommt. 

Fort  und  fort  werden  übrigens  die  durchzogenen  Bereiche  ^y)  kleiner 
und  kleiner  werden,  und  es  werden  also  die  hierbei  in  Betracht  kom- 
menden rationalen  Werte  —  sich  dem  Werte  nach  mehr  und  mehr  dem 

y 

irrationalen  Zahlwerte  cdq  annähern,  der  aber  für  endlich  bleibende 
Zahlen  a  und  y  nie  vollständig  erreicht  wird. 

Die  Bahncurven  einer  hyperbolischen  Substitution  Fziehen  nun  gerade 
in  der  hier  gemeinten  Weise  an  die  beiden  irrationalen  Fixpunkte  hinan 
(nämlich  so,  dass  sie  die  reelle  Axe  unter  endlichem  Winkel  schneiden). 
Da  wird  also  die  Modulteilung  unter  Anwendung  von  V  derart  in  sich 

transformiert  werden,   dass  der  einzelne  Bereich  ^\—)  ^^  ^^^  Kette 

derjenigen  Bereiche  B  verschoben  wird,  welche  in  eben  skizzierter 
Weise  mit  ihm  auf  die  nämliche  Bahncurve   aufgereiht  sind.     Es  ist 

dabei  keineswegs  gesagt,  dass  By    )  durch  einmalige  Anwendung  von 

V  etwa  in  den  nächstfolgenden  Bereich  ByA  dieser  Reihe  übergeht; 

B  (— j  konnte  gleich  in  den  2**°,  3**°,  sagen  wir  gleich  in  den  v*^  über- 
gehen. Nur  ist  dabei  v  eine  endliche  Zahl;  denn  zwischen  der  ersten 
und  neuen  Lage  von  Bi^j  findet  sich  doch  nur  eine  endliche  Zahl 

von  Elementardreiecken  vor.  Aber  freilich  müssen  wir  bei  all  diesen  Be- 
trachtungen sehr  betonen,  dass  die  in  Rede  stehende  Bahncurve  dem 
„Innern'^  der  positiven  Halbebene  angehören  soll.  Leicht  sieht  man  näm- 
lich, dass  die  gemeinte  Zahl  v  für  die  nämliche  Substitution  grosser  und 
grösser  wird,  je  mehr  sich  die  herausgegriffene  Bahncurve  in  ihrem  Ge- 
samtverlaufe der  reellen  Axe  annähert.  Auf  die  beiden  Bahncurven,  welche 
von  den  Stücken  der  reellen  Axe  gebildet  werden,  die  durch  die  beiden 
Fixpunkte  von  V  begrenzt  sind*),  findet  unsere  Überlegung  keine  An- 
wendung. Die  hiermit  besprochenen  Verhältnisse  gewinnen  übrigens, 
wie  wir  hier  voraus  bemerken,  unter  Zugrundelegung  der  zur  reellen 
Axe  orthogonalen  Bahncurve  von  V  im  folgenden  Kapitel  eine  wich- 
tige Anwendung  auf  die  Theorie  der  ganzzahligen  quadratischen  Formen. 


*)  Die  eine  von  diesen  beiden  Bahncurven  zieht  durch  den  Punkt  m  ^^  oo, 
wo  sie  jedoch  als  zusammenhllngend  zu  denken  ist;  man  übertrage  sich  die  Figur 
auf  die  complcxe  oo- Kugel. 
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§  12.     Frojeotioii  der  ICodaUgar  iu  eine  geradlinige  Dreieokeflgur. 

Zum  Schlüsse  besprecIieD  wir  noch  eioe  merkwürdige  Projection 
der  ModulteiluDg,  die  wir  allerdings  weiterhin  nicht  gebrauchen  werden, 
die  aber  wegen  ihrer  innigen  Beziehung  zur  synthetischen  Geometrie  be- 
sonders bemerkenswert  ist.  Man  beziehe  in  irgend  welcher  nicht  näher  zu 
speciScierenden  Weise  die  o-Ebeoe  stereograpbisch  auf  eine  Kugelober- 
Bäche,  wobei  irgend  ein  Kugelkreis  K  Träger  der  reellen  Werte  ta 
wird.  K  zerlegt  die  ganze  Kugeltläche  in  zwei  Kugelcalotten,  von 
denen  die  eine  der  positiven  to-Halbebene  entspricht.  Diese  Calotte  wird 
der  Modulteilung  entsprechend  eine  Überdeckung  mit  unendlich  vielen 
Kreisbogen dreiecken  tragen,  deren  Seiten  von  Kreislinien  gebildet 
werden,  welche  auf  K  orthogonal  stehen. 

Wir  denken  jins  jetzt  alle  diese  Dreiecksseiten,  welche  die  Syni- 
metriekreise  der  Modulteiluug  lieferten,  auf  der  Kugeloberääche  durch 
bezQgiicIie  Ebenen  zum  Ausschnitt  gebracht.     Da  der  durch   die  ein- 
zelne solche  Ebene   auf  der  Kugel   ausgeschnittene  Kreis  zu  K  ortho- 
gonal verläuft,  so  geht  diese  Ebene  durch  den  Pol  P,  welcher  der  zu 
K  gehörenden  Ebene  bezüglich  der  Kugel  zugeordnet  ist.    Die  Gesamt- 
heit der  Ebenen,  welche  den  Symmetriekreisen  der  Modulteilung  solcher- 
gestalt entsprechen,  gehört  also  dem  Ebenenbündel  durch  P  an.  Dabei  ent- 
spricht dem  einzelnen  Elementardreieck  der  positiven  a  -Halbebene  ersicht- 
lich eine  dreiseitige  Ecke,  welche  von  drei  Ebenen  unseres  Ebenenbündels 
eingegrenzt  wird.     Alle  diese  dreiseitigen  Ecken  schliessen  sich  gerade 
glatt  an  einander  und  erfüllen  vollständig  das  Innere  des  zum  Kugel- 
kreis  K  gehörenden   vom   Punkte  P 
ausgehenden    Tangentenkegets,    indem 
sie    sich     g^en    dessen    Mantel    hin 
allenthalben  unendlich  dicht  zusammen- 
drängen. 

Bringen  wir  nun  unser  System 
dreiseitiger  Ecken  mit  einer  beliebigen 
Ebene  E  zum  Durchschnitt,  die  jedoch 
P  nicht  enthalten  soll.  Diese  wird  dann 
den  eben  gemeinten  Tangentenkegel  in  "«-  *'■ 

einem  Kegelschnitt  durchschneiden,  und  wir  wollen  insbesondere,  der 
Einfachheit  halber,  E  so  gelegt  denken,  dass  dieser  eine  Ellipse  werde. 
Jede  dreiseitige  Ecke  bildet  dann  im  ebenen  Durchschnitt  ein  geradliniges 
Dreieck,  und  die  Gesamtheit  dieser  den  Elementardreiecken  der  positiven 
HaU/ebene  eirideniig  zugeordneten  geradlinigen  Dreiecke  bedeckt  das  Innere 
jener  Eilipsc  vollständig  und  ohne  Lücke.    Wir  denken  uns  die  gerad- 
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linigen  Dreiecke,  wie  in  Fig.  61  angedeutet,  wechselweise  schraffiert, 
wobei  die  schraffierten  Dreiecke  im  Ellipseninneren  den  schraffierten 
Dreiecken  der  cd -Halbebene  zugewiesen  sein  sollen.  Damit  haben  wir  die 
neue  Form  der  Dreiecksteilung  gewonnen^  um  die  es  sich  handeln  sollte. 
Nun  ist  die  Sachlage  die,  dass  wir  für  eine  independente  Erzeugung 
unserer  neuen  Figur  auf  Grund  weniger  Sätze  der  projectiven  Geo- 
metrie eine  überaus  elegante  Constructionsregel  besitzen.  Wir  erinnern 
zuvorderst  daran,  dass  man  in  der  Geometrie  verschiedene  Kegel- 
schnitte imter  sich,  sowie  auch  Kegelschnitte  auf  gerade  Punktreihen 
projectiv  zu  beziehen  pflegt.  In  zwei  solchen  auf  einander  projectiv 
bezogenen  Gebilden  entsprechen  dann  insbesondere  stets  vier  harmo- 
nischen Punkten  des  einen  wieder  vier  ebensolche  Punkte  des  an- 
deren. Dabei  ist  die  Beziehimg  völlig  festgelegt,  wenn  wir  drei 
Punkten  des  einen  Gebildes  nach  Willkür  drei  Punkte  des  anderen 
zuordnen. 

Nun  liegt  zwischen  der  reellen  CD-Axe  und  der  Ellipse  (Fig.  61) 
durch  Vermittlung  des  Kreises  K  eine  eindeutige  Beziehung  vor.  Man  er- 
kennt diese  Zuordnung  sofort  als  eine  projective,  so  dass  insbesondere  vier 
harmonischen  Punkten  auf  der  reellen  o-Axe  ein  gleichfalls  harmonisches 
PunJctquadrupel  auf  der  Ellipse  entspricht.  Darüber  hinaus  beachte  man, 
dass  die  in  Rede  stehende  projective  Beziehung  erst  dadurch  eindeutig 
festgelegt  ist,  dass  man  drei  Punkten  der  reellen  o-Äxe  nach  Willkür 
drei  Punkte  der  Ellipse  zuordnet  In  der  That  enthält  unsere  oben 
vollzogene  Projection  so  viele  willkürliche  Elemente,  dass  wir  nicht  nur 
unsere  Ellipse  beliebig  annehmen  mögen,  sondern  dann  noch  drei  reellen 
Punkten  o  drei  Punkte  der  Ellipse  willkürlich  zuweisen  können. 

In  diesem  Sinne  sind 
hiemeben  in  Fig.  62  drei 
Punkte  der  Ellipse  den 
Punkten  co  =  0,  1 ,  cx)  zu- 
geordnet und  nach  diesen 


d  -Werten  benannt.  Dem- 
nächst fixieren  wir  in  der 
Q)-Halbebene  die  drei  durch 


=  0,  a;=  1, 

('  -  ir+  f  -  { 


dargestellten  Symmetriekreise,  von  denen  der  erste  die  Punkte  o  «=  0 
und  o  ==  CX),  der  zweite  die  Punkte  o  =  oo  und  co  =  1,  der  dritte 
endlich    (»  =  1    und    gj  =  0    verbindet.      Diese    drei    Symmetriekreise 
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werden  in  der  Ellipse  die  geraden  VerbindungsliDien  der  drei  mar- 
kierten Pankte  ergeben.  Das  aus  sechs  Elementardreiecken  bestehende 
Ereisbogendreieck  mit  den  Ecken  o  =  0,  1,  oo,  wie  es  von  jenen  drei 
Sjmmetrielinien  eingegrenzt  wird;  giebt  uns  also  in  der  Ebene  E 
das  geradlinige  Dreieck  mit  den  drei  (0  =  0,  1,  oo  entsprechenden 
Punkten  der  Ellipse  als  Ecken. 

Nach  dem  Symmetriegesetz  lagern  wir  nun  in  der  o- Ebene  um 
jenes  Ejreisbogendreieck  mit  den  Ecken  o  =»  0,  1,  oo  drei  neue 
benachbarte  Dreiecke,  die  dann  jeweils  auch  aus  sechs  Elementar- 
dreiecken bestehen.  Wir  richten  auf  irgend  eines  dieser  drei  Dreiecke 
unsere  Aufmerksamkeit  Dasselbe  hat  mit  dem  ursprünglichen  Dreieck 
zwei  Ecken  gemein;  aber  die  dritte  Ecke  des  neuen  Dreiecks  ist  von  der 
dritten  des  ursprünglichen  durch  die  beiden  gemeinsamen  Ecken  harmo- 
nisch getrennt,  wie  das  im  Symmetriegesetz  begründet  liegt.  Wollen 
wir  jetzt  diese  Verhältnisse  auf  das  eine  schon  gezeichnete  geradlinige 
Dreieck  der  Fig.  62  übertragen,  so  entspringt  aus  der  projectiven  Be- 
ziehung der  reellen  co-Axe  auf  die  Ellipse  der  nachfolgende  Satz: 
Neben  das  erste  Dreieck,  das  die  ©  =  0,  1,  oo  entsprechenden  Punkte 
der  Ellipse  zu  Ecken  hat,  lagern  sich  drei  neue.  Das  einzelne  von 
ihnen  hat  mit  dem  ersten  zwei  Ecken  gemein,  wahrend  seine  dritte  Ecke 
von  der  dritten  Ecke  des  ersten  Dreiecks  durch  die  gemeinsamen  Eck- 
punkte auf  der  Ellipse  harmonisch  getrennt  ist. 

Für  die  Construction  des*  vierten  harmonischen  Punktes  auf  der 
Ellipse  ziehen  wir  nun  eine  sehr  bekannte  Regel  heran  und  benennen 
dabei  die  Punkte  der  Ellipse  geradezu  nach  den  bezüglichen  reellen 
(D -Werten.  Man  ziehe  in  den  drei  Punkten  0,  1,  oo  der  Ellipse  die 
drei  Tangenten,  welche  ein  der  Ellipse  umschriebenes  Dreieck  bilden. 
In  diesem  verbinde  man  jede  Ecke  mit  dem  Berührungspunkte  der 
gegenüberliegenden  Seite  durch  eine  Gerade.  Diese  drei  Geraden  schnei- 
den dann  auf  der  Ellipse  die  drei  den  Werten  oj  =  —  1,  — ,  2  ent- 

sprechenden  PutJcte  aus  und  liefern  in  ihnen  die  neuen  Ecken  für  die 
dem  ersten  benachbarten  Dreiecke.  Aber  zugleich  werden  diese  drei  Ge- 
raden die  Unterteilung  jenes  ersten  Dreiecks  in  seine  sechs  Elementar- 
dreiecke ergeben;  denn  sie  entsprechen  ersichtlich  denjenigen  Symmetrie- 
kreisen der  o- Halbebene,  welche  dort  das  Analoge  leisten. 

Wir  haben  diese  Verhältnisse  in  Fig.  62  veranschaulicht,  und  man 
überzeuge  sich  nun  an  der  Hand  dieser  Figur,  dass  die  Construction,  wie 
wir  sie  eben  für  das  Dreieck  mit  den  Ecken  0,  1,  oo  ausführten,  jetzt 
aufs  neue  Anwendung  gestattet  auf  die  neu  hinzugekommenen  benach- 
barten Dreiecke.    Da  werden  wir  z.  B.  für  das  Dreieck  mit  den  Ecken 
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0;   — ,  1  das  entsprechende  umschriebene  Dreieck  vollständig  zeichnen 

und  nun  wieder  die  Ecken  dieses  Dreiecks  mit  den  gegenüberliegenden 
Berührungspunkten  seiner  Seiten  durch  Gerade  verbinden.  So  werden 
wir  neben  den  beiden  neuen  benachbarten  Dreiecken  zugleich  die  Unter- 
teilung des  jetzt  betrachteten  in  seine  sechs  Elementardreiecke  ge- 
winnen. Es  ist  ersichtlich;  wie  diese  Constructionsregel  immer  wieder 
aufs  neue  ihre  Anwendung  findet.  Letzten  Endes  werden  wir  das 
ganze  Innere  der  Ellipse  einfach  und  lückenlos  mit  lauter  geradlinigen 
Dreiecken  überdeckt  haben,  welche  sich  gegen  die  Ellipse  selbst  allent- 
halben in  unendlichen  Schaaren  herandrängen.  Dies  ist  dann  eine  mit 
dem  Lineal  allein  construierbare  Figur,  welche  der  Modulteilung  der 
o- Halbebene  genau  entspricht  und  statt  ihrer  z.  B.  auch  für  zahlen- 
theoretische Zwecke  mit  besonderem  Vorteil  benutzt  werden  kann*). 

*)  Ich  habe  diese  Figur  (an  die  sich  eine  Menge  weiterer  geometrischer  Be- 
merkungen anknüpfen)  in  meinen  Vorlesungen  von  1877  au  wiederholt  zur  Sprache 
gebracht,  weil  dieselbe  auch  unter  rein  synthetischen  Gesichtspunkten  sehr  be- 
merkenswert ist.  Sie  giebt  uns  nämlich  das  übersichtlichste  Bild  für  die  con- 
structive  Erledigung  der  in  der  synthetischen  Geometrie  fundamentalen  Aufgabe, 
ein  einförmiges  Grundgebilde  (hier  unsere  Ellipse)  dadurch  mit  unendlich  vielen 
Elementen  zu  Überdecken,  dass  man  zu  drei  willkfirlich  gegebenen  Elementen 
desselben  immer  wieder  das  vierte  harmonische  construiert.  Im  Herbst  1878  hatte 
ich  mit  dem  verstorbenen  Clifford  eine  lebhafte  Unterhaltung  darüber,  dass  man 
es  als  Aufgabe  der  modernen  Mathematik  betrachten  müsse,  die  uns  überkom- 
menen, getrennt  neben  einander  stehenden  mathematischen  Disciplinen  in  leben- 
dige Wechselwirkung  zu  setzen;  wir  kamen  überein,  dass  dies  für  synthetische 
Geometrie  und  Zahlentheorie  am  schwierigsten  sein  möchte.  Die  Figur  (62)  des 
Textes  stellt  diese  Verbindung  her»  Man  wolle  in  dieser  Hinsicht  insbesondere  die 
zahlen  theoretischen  Entwicklungen  des  folgenden  Kapitels  vergleichen. 

Klein. 


Drittes  Kapitel. 

Von  den  ganzzahligen  binären  quadratischen  Formen  nnd  der 
Oleichherechtignng  der  Modnlsnbstitntionen. 

Fanden  wir  soeben  die  Modulteiluog  der  o- Halbebene  in  innigster 
Beziehung  zur  synthetischen  Geometrie  stehend,  so  soll  in  diesem 
Kapitel  deren  zahlentheoretische  Bedeutung  durch  Eingehen  auf  ein 
besonderes  Kapitel  der  Zahlentheorie  näher  entwickelt  werden.  Es 
soll  sich  um  die  ganzzahligen  binären  quadratischen  Formen  handeln 
und  insbesondere  um  ihre  Äquivalenz  und  Reduction.  Ohnedies  ist 
dieser  Excurs  erforderlich  für  die  weitere  Einzelbetrachtung  der 
aus  den  Modulsubstitutionen  gebildeten  cyclischen  Gruppen,  deren  Unter- 
suchung wir  im  ersten  Kapitel  unterbrachen. 

Übrigens  sind  im  Verlaufe  dieses  Kapitels  unter  Modulsubstitu- 
tionen schlechtweg  immer  nur  die  Operationen  erster  Art  verstanden. 
Dreieck  sagen  wir  demnach  kurz,  wo  statt  dessen  genauer  Doppel- 
dreieck stehen  sollte,  und  äquivalente  Punkte  sind  immer  homologe 
Punkte  zweier  Doppeldreiecke.  Es  wäre  keineswegs  unmöglich,  auch 
die  Operationen  zweiter  Art  der  erweiterten  Modulgruppe  heranzu- 
zuziehen. Doch  berühren  wir  dieselben  nur  an  einer  einzigen  Stelle 
unter  dem  Texte  nebenher. 

§  1.    Benennimg  der  quadratischen  Formen*). 

Man  ist  in  der  Zahlentheorie  gewohnt,  die  binäre  quadratische 
Form  im  Anschluss  an  Gauss  in  der  Gestalt: 

(1)  as?  +  2hxy  +  cy^ 

zu  fixieren.    Von  den  drei  ganzen  Zahlen  a,  26,  c  ist  also  die  mittlere 
von  vornherein  als  gerade  angenommen,  eine  Festsetzung,  von  der  wir 


*)  Man  Tgl.  hier  überall  den  vierten  Abschnitt  in  Dirichlet,  Vorlesungen 
über  ZäMentheorie,  herausgegeben  nnd  mit  Zusätzen  versehen  von  Dedekind 
(dritte  Auflage,  Braunschweig  1879). 
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nur  ganz  beiläufig  einmal  abweichen  werden.    Als  abgekürzte  Bezeich- 
nung für  die  quadratische  Form  (1)  brauchen  wir  fortan  diese: 

Die  ganze  Zahl  h^  —  ac  bezeichnet  man  als  Determinante  der 
quadratischen  Form: 

(2)  D  =  &«  —  ac. 

Bei  den  weiterhin  zu  besprechenden  Problemen  ist  der  Wert  der 
Determinante  für  die  einzelne  quadratische  Form  von  grosster  Wichtig- 
keit. Ist  die  Determinante  eine  positive  Quadratzahl  einschliesslich 
der  Null;  so  lässt  sich  die  Form  (1)  in  zwei  Linearfactoren  mit  ratio- 
nalen numerischen  Coefficienten  spalten.  Solche  Formen  bleiben 
hier  ganz  ausser  Betracht.  Die  übrigen  Formen  teilen  wir  je  nach  dem 
Vorzeichen  von  D  in  quadratische  Formen  von  positiver  und  solche  von 
negativer  Determinante  ein.  Bei  diesen  letzteren  müssen  ersichtlich  der 
erste  und  dritte  CoefGcient  a  und  c  das  gleiche  Vorzeichen  tragen. 
Je  nachdem  .dieses  das  positive  oder  negative  ist;  spricht  man  in 
diesem  Falle  voil  einer  positiven  beis.  negativen  Form. 

Endlich  bezeichnet  man  die  grosste  ganze  Zahl  6,  welche  a,  2b 
und  c  zugleich  teilt,  als  Teiler  der  qtmdratischen  Form  (a,  h,  c). 

Nachdem  wir  so  an  die  wichtigsten  in  der  Theorie  der  quadratischen 
Formen  gebräuchlichen  Benennungen  erinnert  haben,  wenden  wir  uns 
jetzt  sogleich  zur  Betrachtung  des  ersten  Hauptproblems  dieser  Theorie^ 
desjenigen  von  der  Äquivalenz  der  quadratischen  Formen. 

§  2.     Von  der  Äquivalenz  der  quadratischen  Formen. 

Wir  fassen  hier  das  Äquivalenzproblem  der  Formen  nicht  in  der 

allgemeinsten    Gestalt,   sondern   sogleich   derart   specialisiert,    wie   es 

weiterhin   gebraucht   wird.     Es    seien  a,  ß,  y,  S   vier   ganze    Zahlen 

der  Determinante  1: 

ad  —  /3y  «=  1, 
so  schreiben  wir 

X  -=:=ax  +  ßy,    y  =  yx  +  Sy 

und  führen  an  Stelle  der  x,  y  die  x\  y'  in  eine  vorliegende  quadra- 
tische Form  ein.     Es  entspringt  dergestalt  die  Gleichung 

aa?  +  2hxy  +  cy^  =  <x>'x^  +  2Vx'y  -f  cy'^j 

wobei  sich  die  a',  6',  c    ohne  Mühe  durch  die  a,  6,  c  und  die  Sub- 
stitutionscoefficienten  a,  ß,  y  darstellen   lassen.     Die    beiden   Formen 

(a,  b,  c),    {a\  b\  c') 

tragen  alsdann  den  Namen  äqtiivalenter  Formen,  und  es  entspringt  das 
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Problem^  die  Formenäquivalenz  der  näheren  Untersuchung  zu  unter- 
ziehen. 

Die  Substitution  a;'  «=»  —  x,  y'  =  —  y  lässt  jegliche  Form  unver- 
ändert;  und  also  fuhren  auch  die  beiden  Substitutionen 

x=ax  +  ßyy    y'  =  ya?  +  dy 
und 

x'  =  —  ax  —  ßy,    y'  ^  —  yx  —  8y 

die  einzelne  Form  in  die  nämliche  neue  über.  Das  hat  ersichtlich 
zur  Folge y  dass  wir  gerade  unsere  nicht-homogenen  Moduhubstitutioncn 

(1)  -'=yM-^      «*-/J/=l 

als  diqenigen  Substitutionen  ansprechen  können ,  welche  die  quadratischen 
Formen  in  äquivalente  üherfUhren.  Dieser  Auffassungsweise  werden 
wir  dann  dadurch  Rechnung  tragen,  dass  wir  statt  der  Zahlen  x,  y 
deren  Quotienten  a  ^=  x:y  einführen  und  dementsprechend  unsere 
einzelne  quadratische  Form  (a,  h^  c)  auch  wohl  in  der  Gestalt 

ao*  +  2ba}  +  c 

schreiben.  Nur  müssen  wir  dann  jedesmal  nach  Ausführung  einer 
Substitution  (1)  zur  Entfernung  des  dabei  sich  einstellenden  Neuners 
mit  (yo'  —  ay  multiplicieren. 

Nachdem  wir  so  Fühlung  mit  dem  vorigen  Kapitel  gewonnen 
haben^  machen  wir  noch  kurz  auf  die  Thatsache  aufmerksam^  dass 
äquivalente  Formen  stets  die  gleiche  Determinante  besitzen;  es  entspricht 
dieser  Satz  der  in  der  Algebra  wohlbekannten  Invarianteneigenschaft 
der  Discriminante  quadratischer  Formen. 

Wir  geben  nun  gleich  die  beiden  Probleme  an,  um  deren  Auf- 
lösung es  sich  in  der  Lehre  von  der  Äquivalenz  der  Formen  zunächst 
handelt.  Liegen  zwei  Formen  derselben  Determinante  vor,  so  gilt  es  erst- 
lieh  zu  entscheiden,  ob  sie  äquivalent  sind  oder  nicht.  Trifft  Äquivalenz 
zu,  so  reiht  sich  dem  das  zweite  Problem  an:  Alle  Substitutionen 

f       a<o  +  ß 

(D  ^  ,— ^ 

yo)  +  o 

aneugebeny  welche  die  eine  Form  in  die  andere  überführen. 

Bei  der  Beantwortung  dieser  Fragen  zeigen  die  Formen  positiver 
Determinante  ein  »ganz  anderes  Verhalten  als  diejenigen  von  negativer. 
In  jeder  Beziehung  einfacher  gestaltet  sich  die  üntersuchuug  der 
letzteren;  mit  ihnen  werden  wir  also  beginnen.  Wir  sprechen  dabei 
ausschliesslich  von  positiven  Formen  dieser  Art,  da  für  negative  genau 
die  nämlichen  Sätze  gelten.  Gehen  diese  Formen  doch  aus  den  ersteren 
einfach  durch  Multiplication  mit  —  1  hervor. 
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§  3.     Bepräsentation  der  Formen  negativer  Determinante  und 

BedxLCtion  derselben. 

Die  positive  quadratische  Form  (a,  b,  c)  habe  die  negative  De- 
terminante D  =  6^  —  ac.  Bei  der  weiteren  Betrachtung  dieser  Form 
sollen  die  Variabelen  derselben  als  unbeschränkt  veränderlich  ange- 
sehen werden^  und  es  darf  dementsprechend  o  in 

acül^  +  26(0  +  c 

auch    beliebige    complexe    Werte    annehmen.     Von    dieser   Erlaubnis 
machen  wir  Gebrauch,  indem  wir  die  Wurzeln  der  Gleichung: 

ao^  +  26gj  +  c  =  0 

in    die  Betrachtung    einführen.     Es    sind    die    beiden   conjugiert  com- 
plexen  ai -Werte: 

o  = —-L — 

a 

Durch  die  Lage  eines  dieser  Punkte,  etwa  des  in  der  positiven 
Ualbebene  gelegenen  und  übrigens  durch  den  Wert  der  Determinante 
ist  die  in  Kede  stehende  Form  eindeutig  bestimmt.  Jener  complexe 
Wert  o  ist  nämlich  Wurzel  einer  eindeutig  bestimmten  quadratischen 
Gleichung  mit  reellen  Coefficienten: 

(D*  +  2Ag}  +  ft  =  0. 

Unsere  fragliche  Form  muss  also  notwendig  in  der  Gestalt 

XCD*  +  2xA(D  +  x^ 

enthalten  sein.    Da  sie  aber  positiv  ist  und  die  Determinante  D  besitzt, 
so  ist  X  notwendig  dem  positiven  Werte  gleich: 

Wir  haben  somit  das  Recht,  eine  beliebige  Form  der  Determinante  D 
durch  den  Punkt  der  positiven  Hälbebene: 


CS 


a 


ZU  repräsentieren.  Vermöge  dieser  Repräsentation  besitzen  wir  in  der 
Modulteilung  der  o- Halbebene  ein  überaus  bequemes  Hilfsmittel,  die 
für  die  Formen  negativer  Determinante  aufgeworfnen  Probleme  zu 
lösen,  bez.  die  seit  lange  in  der  Zahlentheorie  bekannte  Lösung  der- 
selben durch  Mittel  der  Anschauung  zu  versinnlichen.  Wir  führen  das 
erstlich  für  die  Frage  nach  der  Äquivalenz  zweier  Formen  weiter  aus. 
Wir  verabreden  zunächst:  Gehört  der  eine  hier  in  Betracht  kommende, 
die  Form  (a,  6,  c)  repräsentierende  Punkt  a  dem  Ausgangsdreiecke  an. 
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SO  nennen  wir  diese  Form  ^yreduciert^.  Unsere  Theorie  der  Modulteilung 
giebt  dann  sofort  den  Satz:  Jede  Form  ist  mit  einer  und  nur  einer 
reducierten  Form  äquivalent  Denn  der  Begriff  der  Formäquiyalenz 
deckt  sich  Termoge  der  eingeführten  Repräsentation  der  Formen  bei 
gegebener  negativer  Determinante  völlig  mit  dem  Begriff  der  Äquivalenz^ 
wie  wir  ihn  für  die  Punkte  der  o- Halbebene  oben  definiert  haben. 

Die  Frage^  wann  zwei  Formen  gleicher  Determinante  (a,  b,  c)  und 
(a\  b\  c')  äquivalent  sind;  erledigt  sich  nun  so:  Man  suche  diejenigen 
beiden  Substitutionen 

welche  bez.  die  Punkte 

CO  SS  CD     «=  , 

a  '  a 

in  das  Ausgangsdreieck  verlegen.  Findet  es  sich^  dass  die  Punkte 
nach  gesdiehener  Verlegung  coincidieren,  so  sind  die  Formen  äquivalent. 
Zugleich  entspringt  in 

thatsächlich  eine  Substitution,  tvelche  die  eine  Form  in  die  andere  überführt. 
Es  ist  nur  eine  andere  Ausdrucksweise  dieses  Resultats,  wenn  wir 
dasselbe  im  gewöhnlichen  Sprachgebrauch  der  Zahlentheorie  so  fassen: 
Man  gehe  von  den  gegebenen  Formen  zu  den  reducierten,  mit  denen 
sie  bez.  äquivalent  sind.  Diese  letzteren  müssen  identisch  sein,  falls 
Äquivalenz  der  gegebenen  Formen  stattfinden  soll. 

§  4.     Zahl  der  Substitutionen,  welche  die  Äquivalenz  zweier 

Formen  mit  D  <  0  vermitteln. 

Auch  die  zweite  unter  unseren  Fragen,  nämlich  die  nach  der 
Zahl  der  Substitutionen,  welche  die  gegebene  Form  in  eine  mit  ihr 
äquivalente  überführen,  beantwortet  sich  sofort  auf  Grund  des  §  4  im 
vorigen  Kapitel.  Zwei  Formen  {a,  b,  c)  und  (a\  b'  c')  nennen  wir 
mit  einander  m-fach  äquivalent,  wenn  es  im  ganzen  m  verschiedene 
Substitutionen  (1)  §  2  giebt,  welche  etwa  die  erste  in  die  zweite 
überführen.     Die  beiden  repräsentierenden  Punkte 

CD ,       Co ^. , 

werden  dann  im  Sinne  des  vorigen  Kapitels  gleichfalls  m-fach  äqui- 
valent sein.  Daher  das  Resultat:  Sind  die  Werte  o,  od'  entweder  mit 
i  oder  q  äquivalent,  so  giebt  es  zwei  bez.  drei  verschiedene  Stibstitutionen, 
welche  (a,  b,  c)  in  (a',  b\  c)  überführen;  in  allen  übrigen  Fällen  aber 
nur  eine  einzige. 
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Wollen  wir  uns  insbesondere  noch  die  reducierten  Formen  an- 
sehen, die  zu  den  Ausnahmefällen  zweifacher  bez.  dreifacher  Äquivalenz 
gehören.  Im  ersten  Falle  muss  o  =  i  der  repräsentierende  Punkt  sein 
und  also  die  Form  diese  sein: 

a©*  +  a  =  (a,  0,  a), 

so   dass   die   Determinante   ein   negatives  Quadrat   ist.     Im   anderen 
Falle  mit  dem  repräsentierenden  Punkte  q  ist  die  Gestalt  der  Form: 

260«  +  26©  +  26  =  (26,  6,  26), 

und  also  ist  die  Determinante  ein  negatives  dreifaches  Quadrat. 

Im  allgemeinen  wird,  dem  Gesagten  zufolge,  eine  Form  nur  durch 
die  identische  Substitution  a'  '^  (o  in  sich  transformiert,  in  den  Aus- 
nahmefällen durch  zwei  bez.  drei  Substitutionen,  die  ein6  cyclische 
Gruppe  bilden.  So  geht  ersichtlich  (a,  0,  a)  ausser  bei  der  Identität 
co'  =  (o  noch  bei  der  Substitution 


T(m) 


00 


in  sich  über,  desgleichen  die  Form  (26,  6,  26)  noch  bei  den  beiden 
Substitutionen: 

§  5.     Äusseres  Kennzeichen  reduoierter  Formen.    Endlichkeit 

der  OlassenansahL 

Man  kann  es  leicht  einer  gegebenen  Form  an  den  Werten  ihrer 
Coefficienten  a,  6,  c  ansehen,   ob  sie   reduciert  ist   oder   nicht.     Soll 

in  der  That: 

ax^  +  2bxy  +  cy^ 
reduciert  sein,  so  muss 

—  6  +  ty=rD 


(1) 


CD 


dem  Ausgangsdreiecke  (Fig.  63)  angehören. 
Der  reelle  Teil  dieses  o -Wertes  muss  also,  wie 
wir  noch  einmal  aus  der  Figur  ablesen,  der 
Ungleichung  genügen : 

2  =^      0^2' 

welche  in  geordnete  Form  übergeführt  so  lautet: 

—  a<26^a. 

Andrerseits  darf  der  absolute  Betrag  von  (1)  nicht  unter  die  Ein- 
heit herabsinken,  so  dass  noch  hinzukommt: 
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{-l)*+C^"s«. 


welche  Ungleichung  wir  infolge  der  Eigenschaft  unserer  Form  als 
einer  positiven  sofort  zusammenziehen  in: 

Eine  weitere  Bemerkung  erheischt  nur  noch  der  Fall  c^^  a,  also 

derjenige  einer  Form 

ax*  +  2bxy  +  ay*. 

Diese  Form  wird  durch  die  Operation  T  übergeführt  in 

ax*  —  2bxy  +  «y*, 

und  von  beiden  ist  infolge  unserer  früheren  Verabredung  über  die 
Zugehörigkeit  der  .Randpunkte  zum  Ausgangsdreieck  nur  die  mit  nicht- 
negativem  zweiten  Gliede  reduciert.  Zusammenfassend  gilt  also:  Eine 
quadratische  Form  (a,  b,  c)  heisst  reduciert,  falls: 

—  a<26^a,    a^c 

istj  bes.  wenn  ßr  a^==^c  ausserdem  noch  die  folgende  Bedingung  zutrifft: 

6^0*). 

Diese  Ungleichungen  werden  uns  jetzt  leicht  zur  Kenntnis  eines 
weiteren  wichtigen  Satzes  aus  der  Theorie  der  quadratischen  Formen 
verhelfen.    Es  ist,  wie  man  sieht,  für  eine  reducierte  Form: 

6«  -2)  =  ac>a»>4&«, 
woraus  folgt: 


*)  Jetzt  überblickt  man  nun  auoh^  auf  welchem  Wege  man  von  der  Theorie 
der  quadratischen  Formen  aus  zum  Fondamentalbereich  der  Modalgrappe  vor- 
dringen konnte,  wie  wir  schon  oben  bei  der  ersten  Erw&hnong  des  Wortes  Funda- 
mentalbereich historisch  anführten  (cf.  p.  185).  In  der  That  darf  man  annehmen^ 
dass  diese  eben  jetzt  erhaltenen  rein  zahlen  theoretischen  Bedingungen  für  die  re- 
dncierten  Formen,  welche  in  dieser  Gestalt  längst  in  der  Zahlentbeorie  im  Ge- 
branch sind,  fürDedekind  den  nächsten  Ausgangspunkt  bildeten,  von  welchem  aus 
derselbe  vermOge  geometrischer  Deutung  dieser  Bedingungen  den  Bereich  gewann, 
den  wir  als  Fundamentalbereich  der  Modulgruppe  benennen.  —  An  dieser  Stelle 
gedenken  wir  nan  auch  der  erweiterten  Modulgruppe.  Da  ist  die  Sachlage  ein- 
fach die,  dasB  zwei  Formen^  die  im  Sinne  des  zi^entheoretischen  Sprachgebranchs 
unetgenilich  äquivalent  heissen,  durch  zwei  Funkte  der  positiven  «-Halbebene 
repräsentiert  werden,  welche  homolog  in  zwei  ungleichartigen  Elementardreiecken 
der  Modulteilung  sind  und  also  mit  einander  durch  eine  Modulsnbstitution  zweiter 
Art  correspondieren.  Liegt  im  speciellen  der  repräsentierende  Pankt  einer  Form 
auf  einem  Kreise  der  Modulteilung,  so  wird  diese  Form  sich  selbst  sowohl  eigent- 
lich wie  nneigentlich  äquivalent  sein.  Hierher  gehören  insbesondere  die  so- 
genannten ambigen  Formen;  der  repräsentierende  Punkt  einer  solchen  liegt  auf 
einer  verticalen  Geraden  der  Modulteilung. 
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Trifft  das  Gleichheitszeichen  zu,  so  kann  b  nur  positiv  sein.  Ver- 
stehen wir  deshalb  unter  der  nachfolgenden  Quadratwurzel  deren  posi- 
tiven Wert,  so  ist 


-y-}n<i<]/Z^. 


Bei  vorgeschriebenem  D  ist  deshalb  fQr  b  nur  eine  endlicJ^e  Reihe 
von  Werten  zugänglich.     Für  gewähltes  b  ist  dann  weiter: 

6»  —  D  —  ac, 

und  da  die  links  stehende  bestimmte  Zahl  nur  auf  eine  endliche  Anzahl 
von  Weisen  in  zwei  Factoren  a,  c  zerlegt  werden  kann,  die  sich  über- 
dies durch  die  Forderung  0  <  a  <  t;  noch  weiter  reduciert,  so  ist  für  ge- 
gebenes D  die  Zahl  der  möglichen  reducierten  Formen  eine  beschränkte. 
In  der  Regel  spricht  man  diesen  Satz  in  etwas  anderer  Form 
aus.  Man  vereint  nämlich  alle  mit  einander  äquivalenten  quadratischen 
Formen  in  eine  Glosse  von  Formen.  Jede  Classe  enthält  dann  nur 
eine  reducierte  Form  und  der  gerade  gefundene  Satz  lässt  sich  so  aus- 
sprechen: Die  Anzähl  der  Classen  quadratischer  Formen  von  gegebener 
negativer  Determinante  ist  jederzeit  endlich*). 

§  6.    Bepräsentation  der  Formen  positiver  Determinante**). 

Um  vieles  schwieriger  gestaltet  sich  die  Durchführung  einer  ent- 
sprechenden Theorie  für  die  Formen  positiver  nicht-quadratischer  Deter- 


*)  In  den  noch  im  letzten  Abschnitt  des  näheren  namhaft  za  machenden 
Arbeiten  von  Gierster  nnd  Harwitz  über  Relationen  zwischen  den  Glassen- 
anzahlen  quadratischer  Formen  negativer  Determinante  finden  die  voraufgehenden 
Erörterungen  nicht  unmittelbar  Anwendxmg.  Dortselbst  konnte  nämlich  die  Annahme 
eines  ausschliesslich  geraden  zweiten  Coefficienten  der  Formen  zweckmässiger  Weise 
nicht  aufrecht  erhalten  werden;  derselbe  kann  daselbst  jeden  ganzzahligen  Wert 
annehmen,  eine  Bestimmung,  die  übrigens  auch  sonst  vielfach  im  Gebrauch  ist. 
Die  in  den  gemeinten  Arbeiten  von  Gierster  und  Hurwitz  gebrauchte  Bezeichnungs- 
weise  ist  Px*  -\-  Qxy  -{■  By^  ^=^  (P,  Q,  22),  wobei  als  Determinante  dieser  Form 
Dss  —  A<=Q'  —  4  PE  zu  bezeichnen  ist.  Alle  soeben  im  Texte  gegebenen  Ent- 
wicklungen lassen  sich  selbstverständlich  ohne  Mühe  übertragen.    Die  als  positiv 

angenommene  quadratische  Form  {P,  Q,  B)  wird  durch  a  ■»  —    ä-p    —  reprä- 

sentiert.    Das  Kennzeichen  einer  reducierten  Form  ist  —  P<^Q'^P,  P'^B,  wozu 
noch  für  P=>B  als  dritte  Bediugang  Q  ^  0  kommt.    Daraus  bestimmt  man  für 

reducierte  Formen  leicht  —  I/t'^O^I/'^  ^"^d  beweist  ganz  ähnlich  wie  im 

Texte  die  Endlichkeit  der  Claasenanzahl  für  gegebene  negative  Determinante  —  A. 

**)   Die  Verwendung   der  Modul ieiluog   für   die  Theorie   der   quadratischen 

Formen  positiver  Determinante   geschah   zuerst  durch  Stephen  Smith  in  der 


1 
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minante  D.    Wir  suchen  hier  von  vornherein  nach  einer  zweckmässigen 

Art^  die  einzelne  solche  Form  (a,  h,  c)  geometrisch  zu  repräsentieren. 

Die  Gleichung 

ao*  +  2bm  +  c  =  0 

wird  nunmehr  befriedigt  durch  die  beiden  reellen  irrationalen  Werte: 

-b  +  yp  -h^yp 

Unter  der  Bestimmung,  YD  stets  positiv  zu  nehmen,  nennen  wir  co^ 
die  erste,  o^  die  zweite  Wurzel.  Die  hier  gewählte  Bezeichnung  o^,  (o^j 
die  übrigens  nur  vorübergehend  in  Betracht  kommt,  wird  man  wohl 
kaum  mit  derjenigen  der  Periode  des  elliptischen  Integrals  erster  Gat- 
tung verwechseln.  Nunmehr  verbinden  wir  cd^  und  o^  durch  einen 
der  positiven  co- Halbebene  angehörenden  Halbkreis,  dessen  Gleichung 
also  diese  ist: 

a(pi?  +  f)  +  26a;  +  c  =  0,      {p  ^  x  +  iy). 

Dieser  Kreis  zusammen  mit  dem  Zahlwert  von  D  mag  %ins  die  Form 
(a,  6,  c)  repräsentieren.  Aber  diese  Repräsentation  ist  noch  eine  zwei- 
deutige, indem  durch  den  einzelnen  derartigen  Halbkreis  und  den  zu- 
gehörigen Wert  von  D  gleichzeitig  noch  die  beiden  Formen  (a,  &,  c) 
und  ( —  a,  —  6,  —  c)  repräsentiert  sind.  Demgemäss  wollen  wir  uns 
den  Halbkreis  mit  einem  Pfeile  versehen  denken,  der  von  der  ersten 
Wurzel  zur  zweiten  hinführt.  Je  nachdem  dann  der  Pfeil  nach  rechts  oder 
links  weist,  ist  der  erste  Coefficient  a  der  Form  negativ  oder  positiv. 
Nebenbei  merken  wir  hier  noch  den  Satz  an,  dass  hei  Übergang 
zu  einer  äquivalenten  Form  die  erste  Wurzel  (o^  jedesmal  wieder  in  die 
erste  o/  der  äquivalenten  Form  übergeht  In  der  That,  wendet  man  auf 
{a,  b,  c)  die  Substitution 

an,  so  geht  die  erste  Wurzel  co^  der  gegebenen  Form  über  in 


Arbeit  „Sur  Us  equations  modülairesf' ,  welche,  1874  geschrieben  und  zunächst  der 
Pariser  Akademie  vorgelegt,  späterhin  in  den  Atti  della  Accademia  Reale  dei 
Lincei  Bd.  I  (1877)  Aufnahme  fand.  Der  Raum  für  die  redncierten  Formen  ist 
dort  freilich  nicht  wie  im  Texte  fixiert,  vielmehr  hat  er  die  Gestalt  desjenigen 
Bereiches,  den  wir  sehr  bald  als  Fandamentalbereich  der  Congruenzgruppe  2^^^  Stafe 
kennen  lernen  werden  (cf.  Fig.  67,  p.  276).  Dadurch  ist  unmittelbarer  Anschluss 
an  Gauss'  Behandlnngs weise  der  Formen  von  positiver  Determinante  erreicht, 
wobei  dann  freilich  die  Äquivalenz  gegenüber  den  Entwicklungen  des  Textes  eine 
Einschränkung  erfährt,  von  der  wir  erst  im  folgenden  Kapitel  des  genaueren  han- 
deln. Die  Darstellung  des  Textes  wurde  in  der  Hauptsache  von  Klein  in  seiner 
Vorlesung  vom  Sommer  1879  gegeben. 
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wobei  Yd  nach  wie  vor  positiv  zu  nehmen  ist.  Bei  Ausführung  der 
Substitution  V  gebt  also  nicht  nur  der  die  erste  Form  repräsentierende 
Halbkreis  in  den  zur  zweiten  Form  gehörigen  über,  sondern  die  Pfeil- 
richtung ^es  ersten  Kreises  giebt,  der  Transformation  mit  unterworfen, 
für  den  zweiten  Ereis  die  richtige  Pfeilrichtung  ab. 

§  7.    Erster  AiusatB  sur  Transformation  einer  Form  positiver 

Determinante  in  sich. 

Die  erste  Frage,  welche  uns  in  das  Studium  der  Äquivalenz  von 
Formen  positiver  Determinante  einführen  soll,  ist  diese:  Giebt  es 
Modulsubstitutionen,  welche  die  Form  (a,  6,  c)  in  sich  transformieren?  Sicher- 
lich wird  eine  derartige  Substitution  die  beiden  Punkte  cd^,  cog  an  ihrer 
Stelle  lassen;  denn  eine  Permutation  derselben  ist  nach  dem  Schluss- 
satze des  vorigen  Paragraphen  ausgeschlossen,  da  doch  der  erste 
Coefficient  a  der  Form  nicht  das  Zeichen  wechseln,  sondern  erhalten 
bleiben  soll. 

Soll  es  nun  Substitutionen  geben,  welche  die  irrationalen  Punkte 
o^,  (»2  an  ihrer  Stelle  lassen,  so  müssen  dieselben  hyperboliscJie  sein, 
die  dann  insgesamt  eine  cyclische  Gruppe  hyperbolisdier  Substitutionen  hildm 
werden.    Greifen  wir  irgend  eine  dieser  fraglichen  Substitutionen 

heraus  und  untersuchen  die  Möglichkeit,  sie  von  der  quadratischen 
Form  (a,  &,  c)  aus  wirklich  zu  erreichen. 

Wir  werden  davon  ausgehen  müssen,  dass  die  Gleichungen 

acö*  -|-  26(ö  +  c  =  0, 

ya)*-f  (*  — a)o  — /5  — 0, 

von  denen  die  zweite  die  Fixpunkte  der  in  Rede  stehenden  Substitution  V 
bestimmt,  dieselben  Wurzeln  haben  sollen,  und  dass  also  ihre  linken 
Seiten  bis  auf  einen  constanten  Factor  übereinstimmen  müssen.  Sei 
jetzt  (a,  hj  c)  eine  Form  vom  Teiler  ö,  so  haben  wir  anzusetzen: 

6y  =  au, 

(1)  6{d  -  a)  =  2bu, 

aß  =  —  cu, 

unter  ti  eine  bestimmte  ganze  Zahl  verstanden.  Überdies  wollen  wir 
noch  die  jedenfalls  gerade  ganze  Zahl  ö(a  -}-  d)  mit  2t  bezeichnen. 
Wir  berechnen  uns  dann  noch  für  a  und  d  einzeln: 
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(2)  aa  =  t  —  hu,      6d  =  t  +  bu. 

Es  iat  hiernach: 

6\ad  —  ßy)  =  0^  =  t^  —  Du^, 

und  also  sind  t  und  u  ewei  ganze  Zahlen^  die  der  Gleichung: 

(3)  '^^"  -  1 

genügen. 

SiDd  t  und  u  umgekehrt  irgend  zwei  dieser  Gleichung  genügende 
Zahlen,  so  können  wir  uns  auf  Grund  obiger  Formeln  aus  diesen  t  und  u 
im  Verein  mit  a,  26,  c  vier  Coefficienten  a,  jS,  y,  8  einer  gesuchten  hyper- 
bolischen Substitution  herstellen.  Unsere  Frage  nach  der  Möglichkeit 
der  Transformation  von  (a,  6,  c)  in  sich  ist  sonach  auf  die  andere 
nadh  der  Auflösbarkeit  der  Gleichung  (3)  zurückgeführt. 

§  8.   Bericht  über  die  Feirsehe  Gleichimg. 
Die  letztgefundene  Gleichung 

wird  nach  dem  englischen  Mathematiker  Pell  als  die  PeU sehe"' Gleichung 
benannt.  Sie  lässt  für  t  und  u  jedenfalls  die  triviale  Lösung  f  =  +  <y, 
u  =  0  zu.  Inzwischen  ist  es  eine  Hauptleistung  von  Lagrange  in 
der  Theorie  der  Zahlen,  nachgewiesen  zu  haben,  dass  auch  hierüber 
hinaus  die  TdVsche  Gleichung  für  D  >  0  noch  durch  weitere  Zahlenpaare 
tf  u  befriedigt  werden  Tcann,  die  beide  von  Null  verschieden  sind.  Indem 
wir  den  Beweis  der  Existenz  derartiger  Lösungen  aufschieben  (um  ihn 
in  §  13  zu  bringen),  gehen  wir  zuvörderst  gleich  zur  Nutzanwendung 
dieses  Lagrange'schen  Satzes  für  die  sonstige  Theorie  der  Pell'schen 
Gleichung,  sowie  dann  weiter  für  unsere  die  quadratischen  Formen 
positiver  Determinante  betreffenden  Fragen. 

Wir  wollen  dabei  t  sowohl  wie  u  positiv  annehmen;  denn  die 
vier  Lösungen  +  ^  i  ^  sind  kaum  wesentlich  verschieden.  Giebt  es 
mehrere  derartige  positive  Lösungen,  so  sei  eine  zweite  t',  n',  eine 
dritte  t'\  u'  u.  s.  w.     Wir   bilden   dann   unter   positiv    genommener 

Quadratwurzel  )/2)  das  nachfolgende  Product: 

»     ('-+  ^-'^T-  (^:-iJ^''.  (c+f-v?)-:. , 

in  welches  wir  beliebig  viele  unserer  Lösungen  in  beliebigen  Multi- 
plicitäten  a,  a',  a\  •  •  •  zusammengefasst  denken.  Durch  elementare 
Rechnung  lässt  sich  dies  Product  wieder  auf  die  Form: 
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bringen;  und  nun  behaupten  wir^  dass  die  übrigens  positiven  Zahlen 
p)^  m(»')  gleichfalls  wieder  eine  Lösung  von  (1)  darstellen.  In  der  That 
haben  wir  die  beiden  Gleichungen: 

ft±u  VbY    /«^jt  ILV^Y'       ^  t^^)  ±  t|(^)  \fD 

(wobei  wir  einmal  die  oberen,  das  zweite  Mal  die  unteren  Zeichen 
nehmen).    Das  Product  dieser  beiden  Gleichungen  liefert  direct: 


o« 


Je  grösser  t^  um  so  grosser  muss  offenbar  auch  das  zugehörige  u 
sein;  welches  mit  t  zusammen  (1)  löst.  Man  kann  demnach  von  einer 
Jdeinsten  positiven  Lösung  der  PelV sehen  Gleichung  sprechen,  die  durch 
T,  U  bezeichnet  sein  möge.  Wir  nehmen  jetzt  im  Producte  (2)  für 
alle  Factoren  übereinstimmend  diese  kleinste  Lösung  T,  U  und  bilden 
dementsprechend  die  Potenz 

(3)  (E±JL}^Y=  *«  +  ">^  . 

In  tn,  Un  ist  SO  eine  unendliche  Menge  positiver  Lösungen  der 
Peir sehen  Gleichung  gewonnen,  ja  geradem  deren  Gesamtheit,  wie  wir 
nun  behaupten.  Da  nämlich  die  linke  Seite  der  letzten  Gleichung  mit 
wachsendem  n  selbst  unbegrenzt  wächst,  so  müsste,   falls  noch  eine 

neue  Lösung   t,  u  hinzukommen   sollte,  -^ — ~ —    dem  Werte   nach 

zwischen   zwei   auf  einander   folgenden  Potenzen   von  —— — ~ —  ge- 
legen sein: 

K  +  ^nVS     t  +  uVD     t^  +  u^yD     T+u\rD 
<I <c  —  —  -  • • 

a  a  a  a 

Schreiben  wir  alsdann 

t  +  uVD      «,  -  «,T/-D  _  T,  +  U,  yP 

a  a  a  ^ 

so  wäre: 

^^T.  +  u.yn  ^T+uyp ^ 

d.  h.  es  wäre  nicht  T,  {7,  sondern  Tq,  Uq  die  kleinste  positive  Lösung. 
Es  soll  jetzt  n  in  der  Gleichung  (3)  auch  0  und  negative  ganze 
Zahlen  durchlaufen.     Ersichtlich  ist 
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*o  =  *;  «0  =  0 

t — n  ==  tfi )  U — n  =  U«  . 

Für  w  =  —  oo  •  •  •  +00  haben  tvir  in  den  solcherweise  definierten 
tn,  Wji  öHß  Lösungen  der  PelV sehen  Gleichung,  bei  denen  tn  nicht  negativ  ist 

§  9.    Herstellung  aller  Substitutionen,  die  eine  Form  positiver 

Determinante  in  sich  transformieren. 

Gehen  wir  zurück  auf  die  Darstellung  der  hyperbolischen  Sub- 
stitutionen, welche  die  Form  von  positiver  Determinante  (a,  b,  c)  in 
sich  transformieren,  durch  die  ganzzahligen  Losungen  der  Peirschen 
Gleichung: 

6y^=aUy  <^d  =  ^+6w, 

so  ist  zuYÖrderst  soviel  deutlich,  dass  ein  simultaner  Zeichenwechsel 
von  t  und  u  einen  eben  solchen  für  a,  ß,  y,  d  nach  sich  zieht  und 
demnach  nicht  auf  eine  wesentlich  verschiedene  Substitution  führt. 
Wir  werden  also  aUe  gesuchten  Substitutionen  erhalten,  wenn  wir  nur 
die  am  Schlnss  des  letzten  Paragraphen  vermerkten  Lösungen  zulassen. 
Sei  nun  neben  der  ersten  in  (1)  verwendeten  Losung  t,  u  der 
PeU'schen  Gleichung  eine  zweite  durch  t\  u    gegeben,  so  entspreche 

ihr  die  Substitution  (    /  ^,) .    Wie  vorhin  leiten  wir  aus  den  beiden 

V ,  «  / 

in  Rede  stehenden  Lösungen  die  dritte  ab: 

t  +  uYD     t'  +  uVv  ^  r  +  u' yi) 

a  a  <F  ' 

wobei  explicite: 

,/,       tt' 4- Duu  „       tu'+t'u 

t  =  — ,         u  = ' 

a  '  er 

ist.    Entspreche  dieser  dritten  Lösung  die  hyperbolische  Substitution 
a",  ß'" 


V",  *"/' 


so  zeigt  eine  einfache  Rechnung,  dass  diese  dritte  Suhstitution 

gerade  durch  Combinaiion  der  beiden  ersteren  entsteht: 

(a",  ß"\       (aa'  +  ßy',       aß'  +  ßd'\ 
\y",  d"J      Vya'+tfy',      yß'+dS'J' 

Nun  sei  insonderheit  der  kleinsten  positiven  Lösung  T,  U  die  Sub- 


stitution 


zugeordnet.  Dann  haben  wir  als  hauptsächliches  Resultat:  Der  Lösung 
tn,  Un  entspricht  die  durcli  n- malige  Wiederholung  von  ©'=  F((ö)  ent- 
springende Substitution  o'=  ^"(c}).    Die  Zahl  n  durchlauft  dabei  alle 
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ganzzahligen  (positiven,   wie  negativen)  Werte,   und   insonderheit  ist 
F^  =  1  die  Identität 

Hiermit  aber  haben  wir  den  für  die  Kenntnis  der  hyperbolischen 
Substitutionen  fundamentalen  Satz  erhalten:  Sind  die  irrationalen  Punkte 
(Oj^f  Qg  die  Wurgeln  einer  gangisoMigen  quadratischen  Gleichung,  so  gehört 
zu  diesen  Punkien  als  Fixpunkten  jedesmal  eine  cydische  Gruppe  hyper- 
bolischer  Substitutionen.  Es  erledigt  sich  damit  auch  unsere  Frage  nach 
der  Äquivalenz  einer  Form  positiver  Determinante  mit  sich  selbst: 
Eine  Form  (a,  6,  c)  mit  D  >  0  wird  stets  durch  unendlich  viele  hyper- 
bolische Substitutionen  in  sich  transformiert,  nämlich  durch  alle  diejenigen, 
welche  m^,  a^  m  Fixpunkten  haben.  Zugleich  erschöpft  die  cyclische 
Gruppe  dieser  Substitutionen  die  Gesamtheit  derer,  die  (a,  b,  c)  in  sich 
überßikren. 

§  10.    Lage  des  eine  Form  positiver  Determinante  repräsentierenden 

HalbJcreiseB  in  der  o -Halbebene. 

Der  Halbkreis,  durch  welchen  wir  in  §  6  eine  vorliegende  Form 
{a,  b,  c)  positiver  Determinante  repräsentierten^  gehört  als  Bahncurve 
derjenigen  cyclischen  Gruppe  hyperbolischer  Substitutionen  an,  welche 
wir  dieser  Form  soeben  zugeordnet  fanden.  Erinnern  wir  uns  jetzt 
an  die  Gestalt  des  Fundamentalbereichs  dieser  cyclischen  Gruppe,  wie 
wir  ihn  im  ersten  Kapitel  fixierten,  und  denken  insbesondere  die  o -Ebene 
den  einzelnen  Substitutionen  der  cyclischen  Gruppe  entsprechend  in  die 
unendlich  vielen  bezüglich  unserer  Gruppe  äquivalenten  ringförmigen 
Bereiche  zerlegt,  die  sich  gegen  die  Fixpunkte  C9i,  Og  ^^^  mehr  und 
mehr  zusammenzogen.  Mit  der  co-Ebene  wird  auch  der  (n,  b,  c)  re- 
präsentierende Halbkreis  durch  diese  Bereiche  in  unendlich  viele  sich 
gegen  o^  und  o^  häufende  Ereisbogenstücke  zerlegt,  die  bezüglich  der 
in  Rede  stehenden  cyclischen  Gruppe  und  also  auch  bezüglich  der 
Modulgnippe  äquivalent  sind*). 

Denken  wir  uns  jetzt  die  gesamte  Modul teilung  in  der  o- Halbebene 
aufgetragen  und  greifen  einen  einzelnen  der  Bogen  heraus,  in  welche  wir 
soeben  den  repräsentierenden  Halbkreis  zerlegt  fanden.  Wir  können  das 
Sachverhältnis  so  wählen,  dass  der  Anfangspunkt  dieses  Bogens  gerade 
auf  der  Grenze  eines  Doppeldreiecks  liegt;  alsdann  wird  der  Bogen 
gerade  eine  bestimmte  endlicJie  Zahl  von  sagen  wir  fi  Doppeldreiecken 
durchsetzen.  In  der  That  liegt  er  ja  ganz  im  Innern  der  Halbebene, 
und  sein  Endpunkt  ist  mit  dem  Anfangspunkte  äquivalent. 


*)  Man  vergleiche  die  im  ersten  Kapitel  (p.  187)  für  die  hyperbolischen  Sub- 
stitutionen mitgeteilte  Fignr. 
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Insgesamt  wird  nun  der  Halbkreis  durch  die  Doppeldreiecke  der 
Modulteilung  in  unendlich  viele  Kreisbogen  zerschnitten^  die  sich  gegen 
CD^  und  Og  häufen.  Aber  in  der  Reihe  dieser  Bogen  ist,  wie  wir 
sahen,  der  w*®  jedesmal  mit  dem  (n  +  ^)'®^  äqulyalent.  Wollen  wir 
also  alle  diese  unendlich  vielen  den  einzelnen  Doppeldreiecken  an- 
gehörigen  Bogen  immer  durch  die  gerade  in  Betracht  kommenden 
Modulsubstitutionen  in  das  Ausgangsdreieck  verlegen,  so  taird  dieses 
doch  nur  von  (i  Bogen  durchsetzt  erscheinen^  deren  einzelner  dann  frei- 
lich unendlich  oft  überdeckt  gedacht  werden  muss. 

Zur  näheren  Erläuterung  knüpfen  wir  noch  an  die  Vorstellungen 

in  §  11  des  vorigen  Kapitels  an.  Dort  bezeichneten,  wir  mit  B\—\ 
den  Complex  derjenigen  Doppeldreiecke,  die  vom  rationalen  reellen 
Punkte  —  ausstrahlten.  Nun  wird  sicher  der  (a,  6,  c)  repräsentie- 
rende Halbkreis   unendlich   viele   solche  Bereiche  S\j-\  durchziehen, 

deren  zugehörige  Punkte  —   z.  B.   gegen  cd^    hin    bald   grosser   bald 

kleiner  als  o^  sind  und  diesen  Punkt  in  immer  engere  Grenzen  ein- 
schliessen*).  Aber  das  oben  herausgegriffene  ft  consecutive  Doppel- 
dreiecke durchsetzende  Stück  des  Halbkreises  durchzieht  nur  eine  be- 
schränkte Reihe  von  Bereichen,  deren  Anzahl  in  der  That  noch  kleiner 


UT'O 


Fig.  64. 


als  fi  sein  wird.  In  Fig.  64  ist  schematisch  der  Fall  dargestellt,  dass 
unser  Halbkreis  den  besonderen  Bereich  £(«cx>)  durchsetzt.  Man  zählt 
dabei  sofort  ab,  dass  von  den  genannten  ft  auf  einander  folgenden 
Doppeldreiecken  fünf  auf  den  Bereich  B(ioo)  entfallen,  und  bewerk- 
stelligt mühelos  die  Verlegung  der  fünf  durch  diese  Doppeldreiecke  auf 
unserem  Halbkreise  abgeschnittenen  Bogen  in  das  Ausgangsdreieck. 
Indem  wir  dies  in  Fig.  64  ausführen,  ist  nun  auch  leicht  ersichtlich, 

*)  Man  vgl.  insbesondere  die  Schlussbetracbtang  in  §  11  des  vorigen  Kapitels. 
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wie  allgemein  die  fi  das  Ausgangsdreieck  durchsetzenden  Bogen  mit 
einander  correspondieren.  Denken  wir  sie  in  einer  Reihe  darchlaufen, 
wie  sie  vordem  im  Halbkreise  auf  einander  folgten,  so  geht  jedesmal 
der  Endpunkt  eines  Bogens  entweder  durch  die  Substitution  S  bez.  S"^^ 
(die  im  Falle  der  Fig.  64  allein  zur  Verwendung  kommt),  oder  durch  T 
in  den  Anfangspunkt  des  folgenden  über.  Zwischen  zwei  auf  einander 
folgenden  Anwendungen  Ton  T  kommt  dabei  S  immer  ein  oder  mehrere 
Male  zur  Verwendung.  Anwendung  von  T  bedeutet  jedesmal,  dass  der 
(a,  b,  c)  repräsentierende  Halbkreis  an  der  gerade  erreichten  Stelle  in 

einen  neuen  Bereich  S\—)  eintritt.  Nachdem  wir  solchergestalt  (ft  —  1) 

Male  hinter  einander  S  oder  T  zur  Ausübung  gebracht  haben,  werden 
wir  beim  ft*®^  Male  gerade  wieder  zu  dem*  Bogen  zurückgeführt,  von 
dem  wir  ausgingen.  Unsere  ft  das  Ausgangsdreieck  durchsetzenden 
Bogen  bilden  in  diesem  Sinne  eine  geschlossene  Kette. 

Die  Veranschaulichung  dieser  Verhältnisse  wird  sich  jetzt  als 
völlig  ausreichend  erweisen,  um  auch  für  die  Formen  positiver  Deter- 
minante das  Aquivalenzproblem  zu  erledigen. 


§11.    Von  den  reducierten  Formen  und  ihren  Perioden«    Erledigung 

des  Äquivalenzproblems. 

Nach  solchen  Vorbereitungen'  gehen  wir  dazu  über,  von  der  Äqui- 
valenz der  Formen  positiver  Determinante  zu  handeln.  Wir  stellen 
auch  hier  wieder  die  Definition  einer  reducierten  Form  an  die  Spitze: 
Die  Form  (a,  6,  c)  positiver  Determinante  soll  redudert  heissen,  falls  ihr 
repräsentierender  Halblcreis  das  Ausgangsdreieck  schneidet.  Wir  nennen 
sie  dabei  eine  Hauptredudertej  falls  der  repräsentierende  Halbkreis  die 

untere  kreisförmige  Grenze  des  Aus- 
gangsdreiecks schneidet.  Neben- 
redficierte  im   anderen  Falle.     (Cf. 


M  '/^pdr  hidtrtt 


läpean^picmie    Fig.  65.) 

Nun  folgt  sofort  aus  den  vor- 
ausgeschickten Entwicklungen:.Ein« 
Form  positiver  Determinante  (a,  6,  c) 
ist  im  ganzen  mit  fi  verschiedenen  redu- 
cierten Formen  äquivalent^  wo  ^  die 
mehrfach  genannte  endliche  undvonO 
verschiedene  positive  ganze  Zahl  der 
das  Ausgangsdreieck  durchsetzenden  Bogen  ist,  in  die  auf  oben  bezeich- 
nete Art  der  (a,  6,  c)  repräsentierende  Halbkreis  transformiert  wird.  In 
der  That,  mögen  wir  irgend  eines  von  den  durch  den  repräsentierenden 


tC'O 


a*»0 


Fig.  66. 
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Halbkreis  darchschnittenen  Dreiecken  herausgreifen,  dem  die  Substitu- 
tion V  angehöre,  und  dann  vermittelst  der  zu  V  inyersen  Substitu- 
tion F~"*  die  Form  (a,  6,  c)  bez.  ihren  Halbkreis  transformieren;  jedesmal 
entspringt  auf  dem  Wege  eine  zu  (a,  b,  c)  äquivalente  reducierte  Form. 

Die  /i  reducierten  mit  (a,  h,  c)  äquivalenten  Formen  lassen  sich 
nun,  wie  die  ^  Kreisbogen  des  AusgangsdreieckS;  in  eine  geschlossene 
Kette  von  fi  Gliedern  an  einander  reihen ,  wobei  jede  folgende  Form 
aus  der  vorhergehenden  durch  Ausübung  von  S  oder  T  entsteht; 
zwischen  zwei  Anwendungen  von  T  kommt  dann  die  Substitution  S 
stets  ein  oder  mehrere  Male  zur  Ausübung.  Diese  Reihe  der  fi  Formen 
nennt  man  eine  Periode  reducierter  Formen.  Die  ganze  Glosse  der  mit 
(a,  5,  c)  äquivalenten  Formen  können  wir  dann  auch  durch  die  so  er- 
haltene Formenperiode  repräsentieren. 

Das  erste  Problem  aus  der  Theorie  der  Äquivalenz  für  die  Formen 
von  positiver  Determinante  haben  wir  jetzt  in  folgender  Weise  zu 
beantworten:  Sind  zwei  Formen  (a,  &,  c)  und  {a\  h\  c)  äquivalent^ 
so  müssen  sie  dieselbe  Periode  reducierter  Formen  "besitzen.  Zugleich  ent- 
springt durch  die  beiderseitige  Überführung  von  (a,  6,  c)  und  (a',  b\  c') 
in  die  reducierten  Formen  bei  zutreffender  Äquivalenz  eine  Substitution 
cd'  =  ^(®)>  welche  (a,  6,  c)  in  (a',  b\  c)  überführt.  Durch  Ver- 
einigung von  V  mit  den  hyperbolischen  Substitutionen,  die  (a,  6,  c) 
in  sich  transformieren,  entstehen  alle  übrigen  Substitutionen,  die  gleich- 
falls (a,  6,  c)  in  die  mit  ihr  äquivalente  Form  (a',  b\  c)  transfor- 
mieren.    Damit  ist  das  zweite  Äquivalenzproblem  von  selbst  mit  d'ledigt. 

§  12.    Äusseres  Kennzeichen  reduoierter  Formen.     Endlichkeit 

der  OlassenanzahL 

Soll  der  Halbkreis,  der  durch  die  Gleichung 
(1)  a^if  +  «/«)  +  2abx  +  ac  =  0 

dargestellt  wird  und  eine  vorliegende  Form  (a,  &,  c)  repräsentiert,  das 
Ausgangsdreieck  durchsetzen,  so  muss  wenigstens  einer  der  beiden  Punkte 
(o  =  Q^  —  9^  i^  seinem  Innern  gelegen  sein.  Liegen  beide  darin,  so 
ist  die  bezügliche  Form  (a,  &,  c)  Nebenreducierte;  falls  nur  einer  von 
beiden  dem  Innern  dieses  Kreises  angehört,  ist  (a,  b,  c)  Haupt- 
reducierte.     Diese  beiden  Punkte  p,  —  9*  haben  aber  die  Coordinaten 

—  1  ys 

Indem  wir  diese  Werte  in  die  Kreisgleichung  (1)  einsetzen,  finden  wir, 
dass  die  Ungleichung 

a(a  +  b  +  c)<0 

17» 
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entweder  für  das  eine  der  beiden  fraglichen  Zeichen  oder  für  beide  staU- 
finden  muss,  je  nachdem  (a,  6,  c)  Haupt-  oder  Nebenreducierte  ist 
Aus  der  gewonnenen  Ungleichung  ziehen  wir  im  Verein  mit: 

D  =  6«  —  ac 
die  neue: 

a*±ab  +  b^<D. 

Ist  D  gegeben,  so  sind  die  für  reducierte  Formen  zulässigen  Wertcombi- 
nationen  a,  b  an  Zahl  beschränkt.  Da  nun  c  mit  a,  b,  D  zugleich  ge- 
geben ist,  so  existiert  f£Lr  gegebene  Determinante  nur  eine  endliche 
Zahl  reducierter  Formen.  Um  so  mehr  wird  die  AnBohl  der  Classen 
ägiiivalenter  Formen  von  positiver  Determinante  D  eine  endliehe  sein. 

§  13.   ^EzistenabeweiB  für  die  kleinste  positive  Lösung  T^  TT 

der  Pell'sohen  Gleichung. 

Wir  haben  oben  (p.  253)  vorab  nur  erst  historisch  mitgeteilt,  dass 
die  Lösbarkeit  der  Peirschen  Gleichung  allgemein  durch  Lagrange  be- 
wiesen sei.  Die  vorangehenden  Erörterungen  können  wir  nun  aber 
ausbeuten,  um  jetzt  nachträglich  in  anschaulicher  Weise  die  Existenz 
von  Lösungen  der  PelVschen  Gleichung  durch  nicht-verschwindende  tj  u 
darzuthun.  Wir  skizzieren  den  einzuschlagenden  Gedankengang  kurz 
in  folgender  Weise. 

Bei  gegebener  Determinante  D  greife   man  als  einfachste  Form 

(1,  0,  -  D) 

auf,  lehre  ihre  Deutung  durch  einen  Kreis  und  gebe  sodann  Defi- 
nition und  äussere  Kennzeichen  der  Beduciertheit,  aus  welchen  letzteren 
insbesondere  noch  die  Endlichkeit  der  Anzahl  der  Reducierten  folgt. 
Demnach^  gehe  man  von  der  Form  (1,  0,  — D)  durch  wieder- 
holte Anwendung  von  S  bez.  T  zu  äquivalenten  reducierten  Formen 
und  beginne  so  unter  stetem  Hinblick  auf  die  Figur  die  Formenperiode 
zu  bilden.  Sie  kann  nur  eine  endliche  Zahl  von  Formen  umfassen, 
denn  alle  ihre  Formen  haben  die  gleiche  Determinante  D  und  sind 
reduciert.  Somit  werden  wir  in  gekennzeichneter  Weise  etwa  nach  (i 
berechneten  Formen  zur  ersten  (1;  0,  —  D)  zurückgeführt.  Fassen 
wir  nunmehr  die  bis  dahin  zur  Verwendung  gekommenen  S,  jT  zu: 

(1)  SaTfif6T...(a,)  =  ?i?L+i 

zusammen,  so  haben  wir  eine  offenbar  von  der  Identität  verschiedene 
Substitution  erhalten,  die  (1,  0,  —  D)  in  sich  transformiert. 

Jetzt  bilde  man  wie  in  §  7  die  allgemeine  Gestalt  der  Sub- 
stitutionen,  die   unsere  Form  in  sich  transformieren.    Die  gefundene 
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Substitution  (1)  muss  zu  denselben  gehören^  und  es  wird  sich  also 
schreiben  lassen: 

Die  dadurch  definierten  ganzen  und  von  Null  verschiedenen  Zahlen 
T,  U  genügen  wegen  aS  —  ßy  =  1  der  Bedingung: 

Es  ist  demnach  in  T,  Z7  eine  Losung  der  Fett' sehen  Gleichung  fi  —  Dt**  =  1 
gefunden,  und  zwar,  wie  wir  wissen^  gerade  die  kleinste  Lösung,  aus  der 
alle  übrigen  in  oben  gekennzeichneter  Weise  hergestellt  werden. 
Handelt  es  sich  um  die  allgemeinere  Gleichung 

fi  —  Dm«  =  (j8 

so  gehe  man  von  der  für  diesen  Fall  einfachsten  Form  lö,  0, j 

aus  und  lege  Schritt  für  Schritt  die  nämliche  Gedankenentwicklung 
zurück. 

Hiermit  ist  die  Betrachtung  der  Theorie  der  quadratischen  Formen, 
soweit  wir  derselben  hier  nachgehen  wollten ,  zum  Abschlüsse  ge- 
kommen. 

§  14.     Transformation  der  Modulsubstitationen« 

Hat  sonach  die  Modulteilung  der  cd -Halbebene  für  die  Zahlen- 
theorie schönste  Bedeutung,  so  können  wir  nun  umgekehrt  diese 
letztere  benutzen,  um  fQr  die  Modulsubstitutionen  noch«  eine  Beihe 
ergänzender  Sätze  aufzustellen.    Wir  bezeichnen  durch 

rxrr    \        am  +  b 

Ir  (o)  == p— j 

^    ^         cm  +  d 

eine  beliebige  lineare  Substitution  von  m,  die  also  irgend  welche  nur 
der  einen  Bedingung  ad  —  bc^O  genügende  Coefficienten  haben  mag, 
während  wir  für  die  Modulsubstitutionen  nach  wie  vor  die  Bezeichnung 

vorbehalten.    Die  zu  W  inverse  Substitution  schreiben  wir: 

^    ^        —  CO)  +  a 

und  definieren  nun  eine  neue  Substitution  V,  indem  wir  folgende  Com- 
bination  der  eben  genannten  Operationen  bilden: 

(1)  r\(o)=^w-^vw(c3). 

Man  sagt  dann,  F'  entstehe  aus  V  durch  Transformation  vermöge 
der  Operation  W*).    Das  Merkwürdige  dieser  weiterhin  sehr  wichtigen 

*)  Cf.  „IkoB."  p.  6,  7,  BOwie  p.  232—234. 


262  n,  3.    Von  den  ganzzahligen  binären  quadratischen  Formen 

Massnahme  ist^  dass  alle  Substitutionen  V\  die  durch  Transformation 
vermittelst  einer  und  derselben  Operation  W  aus  der  Gesamtheit  der 
Modul  Substitutionen  V  entstehen,  ihrerseits  wie  die  V  eine  Gruppe 
bilden;  denn  es  ist: 

Ordnet  man  der  Substitution  Vi  der  ursprünglichen  Gruppe  die  aus 
ihr  entspringende  F/  der  ^^transformierten  Gruppe''  zu,  so  lehrt  die 
letzte  Gleichung  überdies  noch,  ddss  zunschen  den  beiderseitigen  G^iiAppen 
das  Verhältnis  des  holoedrischen  Isomorphismus  besteht 

Der  nächste  Schritt  zum  Besonderen  ist^  dass  wir  nunmehr  W{(a) 
selbst  als  Modulsubstitution  wählen.  Dann  ist  auf  Grund  von  (1) 
auch  die  transformierte  Substitution  V  eine  Modulsubstitution.  Dabei 
lehren  die  einfachsten  Beispiele,  dass  V  im  allgemeinen  von  V  ver- 
schieden ist.  Immerhin  ist  doch,  falls  W  Modulsubstitution  ist,  die 
eben  gemeinte  Gruppe  der  transformierten  Substitutionen  keine  andere 
als  die  Modulgruppe  selbst,  und  also  ist  dergestalt  unsere  Modulgruppe 
holoedrisch  isomorph  auf  sich  selbst  bezogen. 

Es  sind  dies  alles  Begriffe,  die  in  den  folgenden  Kapiteln  eine  be- 
sondere Wichtigkeit  erlangen;  hier  verfolgen  wir  sie  zuvörderst  nur 
nach  einer  Richtung.  Im  Falle  die  transformierende  Substitution  W  selbst 
eine  Modulsubstitution  erster  Art  ist,  nennen  wir  die  ursprüngliche  und 
transformierte  Modulsubstitution 

mit  einander  gleichberechtigt.     Leicht  findet  man  dabei  explicite: 

a'  =  ada  —  aby  +  cdß  —  bcd,     ß'  =  bda  +  eP/3  —  b^y  —  bdS, 
y  z=^^aca  —  c^/3  +  a*y  -|-  acd,     5'  =  — 6ca — cdß'\'aby-\'ad8. 

Hier  bilden  wir  noch  die  Summe  des  ersten  und  vierten  Goef- 
ficienten  «',  8'\ 

«'  +  *'  =  {ad  —  6c)  (a  +  d)  =  a  +  *. 

Gleichberechtigte  Substitutionen  haben  somit  gleiche  Summe  des  ersten  und 
vierten  Coefficienten.  Es  kann  demnach  eine  elliptische  Substitution 
stets  nur  wieder  mit  einer  ebensolchen  der  gleichen  Periode  gleich- 
berechtigt sein;  desgleichen  kann  eine  parabolische  Substitution  nur 
mit  einer  parabolischen,  eine  hyperbolische  nur  mit  einer  hyper- 
bolischen gleichberechtigt  sein«  In  wie  weit  diese  Sätze  umkehrbar 
sind,  soll  nunmehr  zum  Schluss  dieses  Kapitels  untersucht  werden. 
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§15.     GleiohberechtigTing   im   Falle    elliptisoher  und   parabolischer 

Substitutionen. 

Möge  T'  irgend  eine  elliptische  Modulsubstitution  der  Periode 
zwei  sein^  um  mit  diesen  zu  beginnen^  so  gehört  zu  derselben  als  Fix- 
punkt der  mit  i  äquivalente  Punkt  V(i).  Alsdann  tragen  die  beiden 
au  diesen  Punkt  heranragenden  Doppeldreiecke  der  Modulteilung  auf 
Grund  früherer  Untersuchungen  die  Namen  V  und   VT,  so  dass 

(1)  aj  =  V{(o''),     a>'  =  Fr(cD") 

äquivalente  Punkte  dieser  beiden  Doppeldreiecke  sind,  wenn  co''  irgend 
ein  Punkt  im  Ausgangsdreieck  ist.     Aus  (1)  folgt 

als  Gleichung  zwischen  m'  und  (o.  Aber  nach  der  Voraussetzung  war 
T'  die  Substitution;  welche  die  beiden  in  Rede  stehenden  Dreiecke  in 
einander  überfährt.  Da  wir  nun  od  aufs  leichteste  so  wählen  können, 
dass  <D  mit  o'  nur  einfach  äquivalent  ist;  so  kommt  als  Darstellung  von  T': 

(2)  r  =  rTr-\ 

so  dass  T'  aus  T  durch  Transformation  vermöge  der  Substitution  F""^  ^ 

entspringt.  Sotuxch  sind  alle  elliptischen  Substitutionen  der  Periode  ewei 
mit  T  und  also  alle  unter  einander  gleichberechtigt. 

Die  elliptischen  Substitutionen  der  Periode  drei  zerfallen  in  zwei 
Gattungen,  je  nachdem  der  im  Sinne  von  p.  165  der  einzelnen  Substitution 

zugehörige  Winkel -ö"  gleich  —  oder  ---  ist;  (den  damals  mit  s^  bezeich- 
neten Punkt  denken  wir  dabei  als  den  in  der  positiven  Halbebene 
gelegenen  Fizpunkt  unserer  Substitution).  Zur  ersten  Gattung  gehört 
insbesondere  die  Substitution  U,  und  wir  zeigen  jetzt  mühelos,  dass 
alle  übrigen  Substitutionen  dieser  Gattung  mit  U  und  also  unter  einander 
gleichberechtigt  sind.  Sei  in  der  That  U'  eine  Substitution  dieser 
Gattung;  deren  Fixpunkt  V(fi)  sein  soll.  Wie  wir  sahen,  transformiert 
alsdann  die  Substitution  ü'  das  Dreieck  F  in  das  Dreieck  VU.  Sind 
demnach  m'  und  <o  zwei  einfach  äquivalente  Punkte  dieser  beiden 
Dreiecke,  so  hat  man  neben  einander  die  Gleichungen: 

o' =  [/'(«),    o'  =  Fi/F-Hfli); 
aus  welchen  U'  =  VUV'^^,  d.  i.  die  Gleichberechtigung  von  ü  und  U' 
entspringt. 

In  derselben  Weise  zeigt  man,  dass  die  in  der  zweiten  Gattung 
vereinten  elliptischen  Substitutionen  der  Periode  drei  mit  U"^  =  U^ 
und  also  überhaupt  unter  einander  gleichberechtigt  sind.  Aber  eine 
Substitution  aus  der  ersten  dieser  beiden  Gattungen  ist  niefnals  mit  einer 
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solchen  aus  der  zweiten  Gattung  gleichberechtigt.  Wir  beweisen  das  hier 
durch  Angabe  eines  bequemen  arithmetischen  Unterscheidungszeichens 
für  unsere  beiden  in  Bede  stehenden  Gattungen.    Denken  wir  nämlich 

die  Coefficienten   einer   hierher   gehörigen  Substitution  (   '  |^)  derart 

fixiert,  dass  a  -{-  ^  =  +  1  wird,  so  haben  die  Substitutionen  der  ersten 
Gattung  ein  positives  ß  und  negatives  y,  die  Substitutionen  der  zweiten 
Gattung  dagegen  ein  negatives  ß  und  ein  positives  y.    In  der  That  ist 

die    allgemeinste    Form   einer   mit   1/"=  (      /  i^j  gleichberechtigten 

Substitution  zufolge  (2)  §  14 

/ad  +  ah  +  cd,       6*  +  6d  +  c?  \ 
\ — a^  —  ac  —  c^  y     — ab — bc — cd/ 

welche  ydrklich  als  Summe  des  ersten  und  vierten  Coefficienten  -f-  1 
und  als  zweiten  Coefficienten  eine  positive,  als  dritten  aber  eine  nega- 
tive Zahl  hat.    Indem  man  sodann  auch  noch  die  mit  ^^  ""  (/        -t) 

gleichberechtigten  Substitutionen  in  allgemeinster  Form  aufstellt,  veri- 
ficiert  man  mühelos  unsere  Behauptungen  vollständig. 

Statt  hier  übrigens  an  die  früheren  Sätze  über  die  Benennung 
benachbarter '  Doppeldreiecke  der  Modulteilung  anzuknüpfen,  hätten 
wir  auch  rein  arithmetisch  verfahren  und  direct  mit  der  besonderen 
Gestalt  der  elliptischen  Substitutionen  arbeiten  können.  Eine  Über- 
legung dieser  Art  bringen  wir  jetzt  bei  den  parabolischen  Substitu- 
tionen in  Anwendung*). 

Sei  S'  irgend  eine  besondere  parabolische  Substitution,  so  können 
wir  dieselbe  sogleich  in  der  Gestalt  anschreiben: 


^■-C;LJ 


Ihr  Fizpunkt   ist  bei  (o  = gelegen.    Möge  dieser  Bruch   

auf  seine  kleinste  Benennung  gebracht 

a  —  1         d 


y  —  c 

lauten,  so  werden  wir,  unter  k  eine  gewisse  ganze  Zahl  verstehend: 

a  —  1  =  Ad,     y  =  —  Xc 

zu  schreiben  haben.    8'  nimmt  so  nach  kurzer  Rechnung  die  Gestalt  an: 


*)  umgekehrt  könnte   man   wieder    letztere  durch  eine   mehr  geometrisch 
gefasste  Oberlegong  ersetzen. 
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^,  _  n  +  U, 


c 

—  Xc,     1  —  Xd, 

Da  ß  ganzzahlig  ist,  so  muss  X  durch  c  teilbar  sein.     Schreiben  wir 
demgemäss  A  «»  ex ,  so  ist 


\—  HCT     ,  1  —  xca/ 


Die  hierbei  auftretende  ganze  Zahl  x  nennen  wir  die  Amplitude  der 
paraboliscfien  Substitution  S'  und  bezeichnen  diese  letztere  genauer  durch 
Sx'.  Schreiben  wir  dann  kurz  S/  =  5',  so  beweist  eine  leichte  Rech- 
nung, dass 

s;  =  s'*,  (x  =  —  oo  — [-  «>) 

ist    Wir  haben  also  in  den  Sx   die  Substitutionen  derjenigen  cyclischen 
Gruppe  gewonnen,  deren  Erzeugende  die  Substitution  8'  der  Amplitude  1  ist. 
Da  c  und  d  relativ  prim  sind,  so  können  wir  ihnen  jetzt   zwei 
weitere  ganze  Zahlen  a,  b  zugesellen,  so  dass: 

ad  —  6c  ^=  1 

wird.    Vermöge  der  Substitution  W: 

transformieren  wir  sodann  S'''  und  finden  nach  kurzer  Rechnung: 

Leicht  ergänzt  man  dieses  Resultat  zum  Schlusssatz:  Ztvei  parabolisdie 
Substitutionen  sind  stets  und  nur  dann  gleichberechtigt,  wenn  sie  dieselbe 
Amplitude  haben. 

§  16.     Gleiohbereohtignng  hyperbolisoher  SubBtitntionen.' 

Die  elliptischen  Substitutionen  standen  in  engster  Beziehung  zu 
denjenigen  quadratischen  Formen,  deren  Determinante  ein  negatives 
einfaches  bez.  dreifaches  Quadrat  ist,  und  wir  hätten  für  die  para- 
bolischen Substitutionen  soeben  in  gleicher  Weise  die  quadratischen 
Formen  mit  verschwindender  Determinante  heranziehen  können.  Jeden- 
falls werden  wir  nun  aber  die  in  Ansehung  der  hyperbolischen  Sub- 
stitutiohen  noch  schwebenden  Fragen  durch  Verwertung  der  früher  für 
die  quadratischen  Formen  positiver  Determinante  erhaltenen  Sätze 
erledigen. 

Sei  eine  cyclische  Gruppe  hyperbolischer  Substitutionen  gegeben, 
deren  Erzeugende 
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\y,dJ 


ist.  Die  Fixpunkte  derselben  findet  man  durch  Nullsetzen  der  qua- 
dratischen Form 

(1)  2ym^  +  2(*  -  a)o  -  2ß. 

Der  repräsentierende  Halbkreis  dieser  Form  sei  uns  zugleich  Re- 
präsentant der  Substitution  F.  Wir  merken  uns  überdies  noch  die 
Determinante  der  Form  (1): 

(2)  D^(a  +  6y-4, 

sowie  ihren  Teiler  tf. 

Wir  haben  nun  gesehen^  wie  man  die  Substitutionen  F"  der  cyclischen 
Gruppe  durch  die  unendlich  vielen  Lösungen  der  Peirschen  Gleichung 

fi  _  Dm«  =  ö« 

herstellen  kann.  Insbesondere  entsprang  aus  der  kleinsten  positiven 
Lösung  T,  U  die  Substitution  F  selbst,  aus  t^  und  Un  aber  F".  Es 
war  dabei 

und  wenn  wir  den  Exponenten  n  -hierbei  wieder  die  Amplitude  der 
Substitution   F"  nennen,  so  kommt  für  dieselbe  die  Darstellung*): 

(8) 


log 


rT+UVD\ 


Wählen  wir  jetzt  irgend  eine  Modulsubstitution  W  und  trans- 
formieren durch  dieselbe  unsere  cyclische  Gruppe  der  hyperbolischen 
Substitutionen  F".  Es  entspringt  dabei  eine  holoedrisch  isomorphe 
cyclische  Gruppe  hyperbolischer  Substitutionen,  welche 

(4)  F'(cd)  =  TF-iFTF((d) 

zur  Erzeugenden  hat.  Der  besonderen  Substitution  F*  der  Ampli- 
tude n  ist  dabei  F'"  mit  der  gleichen  Amplitude  n  zugeordnet,  so 
dass  wir  jedenfalls  fordern  werden:   Sollen  zwei  hyperbolische  Suhstitu- 


*)  Diese  Daratellung  steht   insofern  in   engster  Beziehung  zu  der  früheren 
Schreibart  der  Sabstitutionen  p.  164 ,  als  die  dort  mit  k  bezeichnete  Zahl  für  die 


Substitution   V^  gerade  die  Form  Ä;  =  l /  annimmt. 


/M^vv^y 
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Honen  gleicKberechtigt  sein,  so  müssen  sie  die  gleiche  Amplitude  in  ihren 
besüglichen  cyclischen  Untergruppen  haben*). 

Inzwischen  ist  die  so  gefundene  Bedingung  für  die  Gleichbe- 
rechtigung zweier  Substitutionen  F,  V  noch  nicht  hinreichend.  Wir 
naflssen  vielmehr  darüber  hinaus  noch  beachten,  dass  die  repräsen- 
tierenden Halbkreise  der  beiden  Substitutionen 

F((d)  und  r(cD)=  W-'VWiio) 

mit  einander  äquivalent  sind,  indem  der  eine  in  den  anderen  durch 
Ausführung  der  Substitution  W"^  übergeht.  Zum  Beweise  genügt 
es,  wenn  wir  darthun,  dass  die  Fixpunkte  Oj,  Og  von  V  durch  Aus- 
übung von  W~^  in  diejenigen  der  anderen  Substitution  V  über- 
gehen. Setzt  man  aber  für  o  den  Wert  o/  =  TF'~*(cd,),  (i  =  1,  2), 
so  kommt 

F'(flJ.O  =  W-'VWW-'imi)  =  W-'((Oi)  =  cd/, 

und  es  ist  also  c»/  wirklich  Fixpunkt  von  F'.  Gleicliberechtigte  hyper- 
bolische Substitutionen  F,  F'  haben  sonach  äquivalente  repräsentierende 
Kreise**), 

Hierin  erkennt  man  nun  aber  auch  leicht  die  ausreichende  Er- 
gänzung der  zunächst  angegebenen  Bedingung,  so  dass  wir  die  Frage 
nach  der  Gleichberechtigung  zweier  hyperbolischen  Substitutionen  unter 
Verwertung  des  früher  für  die  Äquivalenz  der  Formen  positiver  De- 
terminante erhaltenen  Hauptsatzes  in  folgender  Art  beantworten: 
Man  untersuche  vorab,  ob  die  beiden  Substitutionen  gleiche  Amplitude 
haben.  TrifiEt  dies  zu,  so  transformiere  man  den  die  eine  Substitution 
repräsentierenden  Halbkreis  in  oben  ausführlich  erörterter  Weise  in 
die  ^  das  Ausgangsdreieck  durchsetzenden  Bogen  und  führe  die  näm- 
liche Operation  auch  mit  dem  Halbkreise  der  anderen  Substitution 
aus.  Die  beiden  Snbstittitionen  gleicher  Amplitude  sind  dann  und  nur 
dann  gleichberechtigt,  wenn  unr  beide  Male  eu  demselben  System  van 
Bogen  gefuhrt  werden. 


*)  Indessen  bemerken  wir  noch  nebenbei,  dass  es  besondere  hyperbolische 
Substitutionen  giebt,  die  mit  ihren  inversen  gleichberechtigt  sind,  wo  dann  der 
im  Texte  ausgesprochene  Satz  in  sofort  ersichtlicher  Weise  zu  ergänzen  sein  würde. 
Im  einzelnen  solchen  Fall  geht  der  repräsentierende  Halbkreis  durch  unendlich  viele 
mit  09  s> »  äquivalente  Punkte.  Die  hezüglichen  quadratischen  Formen  sind  solche, 
die  mit  Uauptreducierten  der  Gestalt  (a,  6,  —  a)  äquivalent  sind.  Offenbar  wird 
also  jede  mögliche  Zerlegung  des  Einzelwertes  D  in  die  Summe  zweier  Quadrate 
D  X8.  5*  -f.  a'  auf  Substitutionen  dieser  besonderen  Art  führen. 

^)  Entsprechend  entnehmen  wir  aus  der  oben  gegebenen  Entwicklung  den 
Satz:  Gleichberechtigte  elliptische  oder  parabolische  Substitutionen  haben  äqui- 
valente Fixpunkte. 
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§  17.     Gleiohbereohtigung  der  in  der  Modnlgmppe  enthaltenen 

oyolisohen  Untergruppen. 

Endlich  wollen  wir  zum  Schluss  den  Begriff  der  Gleichberechtigung 
von  einzelnen  Substitutionen  auf  die  cyclischen  Gruppen  ausdehnen^ 
die  in  der  Modulgruppe  enthalten  sind.  Es  liegt  sehr  nahe^  dass  wir 
zwei  cyclische  Untergruppen  der  Modulgruppe  dann  gleichberechtigt 
nennen  werden ,  wenn  sie  sich  aus  zwei  gleichberechtigten  Modul- 
Substitutionen  erzeugen  lassen.  Wenden  wir  diese  Festsetzung  zu- 
vörderst auf  die  elliptischen  Modulsubstitutionen  an^  so  entspringt  der 
Satz:  Alle  cyclischen  Untergruppen  0toeiter  Ordnung  und  desgleichen  audh 
alle  cyclischen  Untergruppen  der  dritten  Ordnung  sind  gleichberechtigt.  Jene 
werden  nämlich  aus  den  elliptischen  Modulsubstitutionen  der  Periode 
zwei,  diese  aus  denjenigen  der  Periode  drei  erzeugt. 

Benennen  wir  des  weiteren  eine  cyclische  Untergruppe  der  Modul- 
gruppe als  eine  „umfassendste",  wenn-  sie  nicht  in  einer  noch  um- 
fassenderen gleichfalls  der  Modulgruppe  angehörenden  cyclischen 
Gruppe  als  Untergruppe  enthalten  ist,  so  werden  alle  umfassendsten 
cyclischen  Untergruppen  aus  parabolisdien  Modulsuhstitutionen  mit  einander 
gleichberechtigt  sein]  denn  ihre  Erzeugenden  sind  die  parabolischen 
Modulsubstitutionen  der  Amplitude  1.  In  der  einzelnen  solchen  um- 
fassendsten cyclischen  Gruppe  werden  dann  immer  diejenigen  Sub- 
stitutionen wieder  eine  Untergruppe  fQr  sich  bilden,  deren  Amplitude 
durch  eine  beliebig  gewählte  ganze  Zahl  teilbar  ist,  welche  letztere 
dann  die  niederste  bei  den  Substitutionen  dieser  Untergruppe  ein- 
tretende Amplitude  ist.  Der  allgemeine  Satz  ist  dann  der,  deiss  je 
zivei  cyclische  Untergruppen  parabolischer  ModulsubUitutionen  gleich- 
berechtigt sind,  wenn  die  niedersten  in  diesem  Sinne  für  die  beiden 
Gruppen  in  Betracht  Jcommenden  Amplituden  einaiider  gleich  sind. 

Anders  natürlich  gestalten  sich  die  Dinge  für  die  aus  hyperbolischen 
Modulsubstitutionen  bestehenden  cyclischen  Untergruppen.  Bringen 
wir  die  gleichberechtigten  Untergruppen  dieser  Art  immer  in  eine 
Classe  zusammen,  so  erhalten  wir  leicht  ersichtlich  noch  eine  unbegrenzte 
Mannigfaltigkeit  solcher  Classenj  auch  wenn  wir  vorerst  ganz  allein 
von  den  umfassendsten  hier  in  Betracht  kommenden  cyclischen  Unter- 
gruppen handeln.  Indem  wir  nämlich  hier  etwa  nur  primitive  quadra- 
tische Formen  zulassen,  d.  i.  solche,  bei  denen  a,  b,  c  Zahlen  ohne  einen 
allen  gemeinsamen  Teiler  sind,  haben  wir  offenbar  den  Satz,  dass  die 
eben  genannten  Classen  gleichberechtigter  cyclischer  Untergruppen  den 
Glassen  primitiver  quadratischer  Formen  positiver  Determinante  wechsel- 
weise eindeutig  zugeordnet  sind.    Die  Anzahl  der  letzteren  Classen  ist 
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aber  schon  deshalb  unendlich  gross  ^  weil  es  unendlich  viele  positive 
ganzzahlige  D  giebt.  Dass  übrigens  in  zwei  gleichberechtigten  um- 
fassendsten cyclischen  Gruppen  hyperbolischer  Modulsubstitutionen 
wieder  gleichberechtigte  Untergruppen  enthalten  sind,  folgert  man 
leicht;  wie  vorhin  bei  den  parabolischen  Modulsubstitutionen*). 


Die  Betrachtungen  der  letzten  Paragraphen  haben  die  Unter- 
suchung der  in  der  Modulgruppe  enthaltenen  cyclischen  Untergruppen 
soweit  gefördert,  wie  wir  sie  hier  überhaupt  geben  wollten.  Nach- 
dem wir  damit  nun  schon  einen  Teil  unseres  gruppentheoretischen 
Problems  zur  Erledigung  gebracht  haben,  ist  es  jetzt  an  uns,  zur 
Betrachtung  nichtcyclischer  Untergruppen  der  Modulgruppe  vor- 
zugehen. 


*)  Eine  besondere  Stellung  nehmen  dann  wieder  die  G lassen  derjenigen 
cyclischen  Untergruppen  ein,  die  durch  gewisse  Modulsubstitutionen  der  Periode 
zwei  in  sich  transformiert  werden.    Es  sind  das  die  Classen,  welche  Operationen 

der  Gestalt  (^*  ^)   enthalten,    bez.   deren  entsprechende  Formclassen  reducierte 

Formen  der  Gestalt  (a,  &,  —  a)  besitzen. 


Viertes  Kapitel. 

Besprechung  einer  besonderen  in  der  Modnlgmppe  enthaltenen 

Untergruppe. 

In  den  drei  voraufgehendeu  Kapiteln  haben  wir  neben  einer  Reihe 
grundlegender  Erörterungen  unser  gruppentheoretisches  Grundproblem 
insoweit  behandelt,  dass  wir  uns  über  die  cyclischen  Untergruppen  in 
der  Modulgruppe  unterrichteten.  Nun  aber  bilden  die  cyclischen 
Untergruppen  nur  einen  verschwindend  kleinen  Bruchteil  aller  der 
Modulgruppe  angehörigen  Untergruppen.  Wollen  wir  also  jetzt  ver- 
suchen, uns  auch  über  die  nichtcjclischen  Untergruppen  zu  orientieren. 
Dabei  wird  uns  das  auch  oben  bereits  wichtige  Hilfsmittel  der  Funda- 
mentalbereiche  von  wesentlichstem  Nutzen  sein.  Der  Plan  unserer 
Untersuchung  ist  der,  dass  wir  zuvörderst  eine  besondere  Untergruppe,  • 
die  seit  lange  her  bekannt  ist,  aufgreifen  und  an  ihr  alle  diejenigen 
Begriffe  erläutern,  welche  hernach  bei  der  allgemeinen  Untersuchung 
der  Untergruppen  massgeblich  werden.  Dieser  besonderen  Untergruppe 
ist  das  gegenwärtige  Kapitel  gewidmet. 

§  1.    Definition  der  Untergruppen  f  und  f. 

Zwei  besondere  Modulsubstitutionen  erster  Art,  die  wir,  wie  auch 
bisher  schon  häufig,  nur  durch  Angabe  ihrer  Coefficienten  namhaft 
machen,  seien: 

Durch  Combination  derselben  entspringt  die  dritte: 

Trifft  es  sich,  dass  sowohl  ß  wie  ß'  gerade  ist,  so  sieht  man,  dass 
auch  /3"  eine  gerade  Zahl  werden  wird.  Die  Substitutionen  mit  geradem 
ß  geben  also  unter  sich  combiniert  stets  wieder  solche^  sie  bilden  eine 
Untergruppe  der  Modulgruppe.  Auch  gerade  y,  y'  haben  ein  gerades  y" 
im  Gefolge,  und  wir  können  insbesondere  zusammenfassend  den  Satz 
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aufstellen:  Alle  Modulsubstitutionen  erster  Art  mit  geraden  zweiten  und 
dritten  Coefficienten  ß,  y  büden  für  sich  eine  Gruppe,  welclie  somit  eine 
Untergruppe  der  Modulgruppe  darstellt  Die  Coefficienten  a,  d  der  be- 
treffenden Substitutionen  sind  natürlich  ungerade. 

Die  so  definierte  Untergruppe  ist  es^  deren  Untersuchung  das 
gegenwärtige  Kapitel  gewidmet  sein  soll.  Wir  bedienen  uns  hierbei 
einer  kurzen  Bezeichnungsweise^  indem  wir  die  Gesamtgruppe  der 
Modulsubstitutionen  erster  Art^  d.  i.  die  ursprüngliche  Modulgruppe, 
durch  r  bezeichnen.  Die  soeben  definierte  Untergruppe  soll  daneben 
mit  r'  bezeichnet  werden,  bis  eine  sachgemässere  Benennung  für  die- 
selbe gewonnen  ist  (vergl.  den  Schluss  von  §  6,  p.  283). 

Es  handelt  sich  nun  zuvörderst  darum,  für  die  Gruppe  V  eine 
Theorie  zu  entwickeln,  welche  an  der  Behandlung  der  Gruppe  V  im 
zweiten  Kapitel  des  gegenwartigen  Abschnitts  ihr  Modell  findet.  Ein 
Moment  wird  freilich  im  Laufe  der  Besprechung  als  wesentlich  neu 
hinzukommen,  und  das  ist  naturgemäss  die  Bückbeziehung  der  Gruppe  f 
auf  die  Gruppe  F,  von  der  sie  ja  eine  Untergruppe  ist.  Gerade  in 
diesem  Gesichtspunkte  der  Rückbeziehung  auf  f  ist  die  Möglichkeit 
begründet,  die  in  Aussicht  stehende  Untersuchung  der  Gruppe  f  her- 
nach zu  verallgemeinern. 

Von  vornherein  ist  für  uns  von  Wichtigkeit,  dass  die  Gruppe  f 
gerade  wie  die  Gesamtgruppe  f  der  Erweiterung  vermöge  einer  Spiege- 
lung fähig  ist.  Hier  wollen  wir  uns  aber  keineswegs  auf  eine 
allgemeine  Untersuchung  über  die  Möglichkeit  einer  solchen  Erwei- 
terung einlassen,  vielmehr  gehen  wir  sogleich  zu  derjenigen  besonderen 
Erweiterung,  welche  uns  im  folgenden  die  besten  Dienste  leistet.  Die 
Modulsubstitutionen  mit  geradem /3,  ^,  welche  also  unsere  Untergruppe  f 
bilden,  mögen  für  den  Zweck  der  gegenwärtigen  sowie  auch  der  weiter 
folgenden  Überlegungen  in  irgend  eine  Reihenfolge  gebracht  durch 
Vq  —  1,  t?!,  Vg,  •  •  •  bezeichnet  sein,  wobei  die  erste,  Vq,  die  Identität  sein 
soll.  Wir  wollen  zur  Erweiterung  alsdann  A  (ooi)  =  —  a  verwenden, 
80  dass  neben  jede  einzelne  Substitution  erster  Art  Vi  unserer  Unter- 
gruppe noch'  ViA  als  Operation  zweiter  Art  tritt.  Die  leichteste  Rech- 
nung beweist,  dass  die  Substitution  A  mit  der  Gruppe  V  fertauschbar 
ist,  so  dass  die  Gesamtheit  der  Operationen  Vi,  V{A  thatsächlich  wieder  eine 
Crruppe  bildet.  Diese  nennen  wir  die  erweiterte  Gruppe  f  und  bezeichnen 
sie  kurz  durch  f,  während  die  Operationen  zweiter  Art  VtA  der  so 
gewonnenen  Gruppe  auch  wohl  Vi  geschrieben  werden.  In  ganz  ent- 
sprechender Weise  bezeichnen  wir  fortan  die  im  zweiten  Kapitel  ge- 
wonnene erweiterte  Modulgruppe  durch  f;  in  dieser  f  ist  dann  die 
Gruppe  t"  als  Untergruppe  enthalten. 
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Unsere  erste  Aufgabe  soll  jetzt  die  sein^  Fundamentalbereiche  für  die 

Gruppen  f  und  f  zu  construieren.  Nach  den  Erfahrungen  des  zweiten 
Kapitels  wird  es  vorteilhaft  sein^  in  diesem  Betracht  mit  der  erwei- 
terten Gruppe  r'  zu  beginnen^  indem  wir  dann  in  der  That  gestaltlich 
fest  bestimmte  Fundamentalbereiche  für  unsere  Gruppen  erwarten 
dürfen,  wofern  sich  die  Verhältnisse  hier  ähnlich  gestalten  sollten,  wie 

im  zweiten  Kapitel  bei  der  Untersuchung  der  Gruppen  f,  f. 

§  2.    Der  Fundamentalbereioh  für  f. 

Unter  den  Substitutionen  zweiter  Art  unserer  erweiterten  Unter- 
gruppe f: 

stellen  diejenigen  mit  a*^  d  auf  Grund  unserer  früheren  Entwicklungen 
Spiegelungen  dar.  Für  die  einzelne  solche  Spiegelung  ist  nach  Formel  (5) 
p.  198  der  Symmetriekreis  durch 

(1)  y(x^+y')  —  2ax  +  ß  =  0 

gegeben,  wo  nun  ß  und  y  keiner  anderen  Bedingung  unterworfen  sind, 
als  dass  sie  gerade  genommen  werden  müssen,  während 

(2)  a»-^y  =  l 

ist. 

Die  Oesamtheit  der  in  der  positiven  Salbebene  verlaufenden  Hatb- 
kreise  (1)  stelU  nun  gerade  die  Gattung  derjenigen  HaXbhreise  der  Modul- 
teilung  (Fig.  36,  p.  113)  dar,  welche  aus  je  zwei  Elementardreieckseiten 
gusammengesetst  sind.  Wollen  wir  uns  nämlich  für  die  Kreise  dieser 
Gattung  allgemein  die  Gleichung  aufstellen,  so  beachten  j¥ir,  dass  sie 
alle  mit  einem  unter  ihnen,  etwa  mit  dem  durch  rr  =  0  dargestellten, 
äquivalent  bezüglich  f  waren.  Ist  aber  eine  beliebige  Modulsubstitution 
erster  Art 

CD     «==»  — ^1 — jr  y 

und  lässt  man  o'  die  imaginäre  o-Axe  beschreiben,  so  beschreibt  (o 
zufolge  elementarer  Rechnung  den  Kreis: 

(3)  2ay{x'  +  y«)  +  2(a  cT  +  /3>')^  +  2/J'Ä'  =  0. 

Diese  Gleichung  subsumiert  sich  unter  die  Gleichungen  (1);  denn  sie 
hat  gerade  ganze  Zahlen  zu  Coefficienten,  welche  überdies  der  Bedingung 

(«'(T  +  ß'yj  —  2ay'  -  2/3' <r=  1 

genügen.  Andrerseits  aber  lässt  sich  (1)  stets  auf  die  Form  (3) 
bringen.    Benennen  wir  nämlich  den  grössten  Teiler  von  (a  -f- 1)  und  y, 
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der  doch  eine  gerade  Zahl  sein  wird^  durch  2r,  so  definieren  wir  von 
den  Goefficienten  der  Gleichung  (1)  aus  die  vier  Zahlen  a\  /}',  y\  8' 
durch: 


x(a  - 1) 


Die  ersten  drei  derselben  stellen  sich  sofort  als  gani^  Zahlen  dar, 
während  man  für  die  vierte  den  gleichen  Charakter  sehr  leicht  auf 
Grund  von  (2)  erkennt.  Da  man  endlich  noch  sofort  verificiert,  dass 
ad'  —  ß'y  «=  1  ist,  so  können  wir  unsere  vier  Zahlen  als  Goeffic^ienten 
einer  gewissen  Modulsubstitution  erster  Art  ansehen.  Indem  wir  dann 
die  Goefficienten  von  (1)  durch  a,  /?',  y',  d'  ausdrücken,  gewinnen  wir 
in  der  That  eine  Gleichung,  welche  sich  unter  (3)  subsumiert. 

Nehmen  wir  auf  Grund  dieses  Resultates  aus  der  Modulteiluug, 
wie  wir  sie  von  früher  her  kennen,  alle  aus  je  vier  Dreiecksseiten  ge- 


ar'-2 


ur^'l 


a/'-o 


ur^f 


Fig.  66. 


bildeten  Halbkreise  heraus,   so    verbleibt   uns   diejenige   Teilung   der 

o -Halbebene,  welche  durch  die  Symmetriekreise  der  in  der  Gruppe  f 
enthaltenen  Spiegelungen  bewerkstelligt  wird.  Diese  Massnahme  ist 
nun  gerade  entgegengesetzt  dem  Übergange,  welcher  uns  oben  (p.  111, 
112)  von  Fig.  34  zu  Fig.  35  führte.  Also  gewinnen  wir  jetzt  durch  die 
Kreise  (1)  eine  mit  Fig.  34  kreisverwandte  Teilung  der  o-Halbebene 
in  unendlich  viele  mit  lauter  verschwindenden  Winkeln  ausgestattete 
Ereisbogendreiecke.  In  Fig.  66  haben  wir  einige  derselben  entworfen 
und  dieselben  im  Anschluss  an  Fig.  34  wechselweise  schraffiert  und 
frei  gelassen. 

J?m  jedes  dieser  Dreiecke^  e.  B.  das  in  der  Figur  mit  1  bejseichnete, 
ist,   so  behaupten  wir  nun,   ein  Fundamentalbereich  für  die  erweiterte 

Gruppe  V\     Notieren  wir  gleich,  dass  unter  den  drei  Randcurven  des 
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so  gewählten  Dreiecks  die  beiden  Geraden  durch  a?  =  0,  a;+l=0 
gegeben  werden,  während  die  dritte  Seite  durch  ( ^  +  y  )  "H  ^^  "^  ( ö  ) 

dargestellt  ist.  Die  Punkte  des  Dreiecks  1  sind  also  charakterisiert 
durch  die  beiden  Bedingungen: 

(4)  — l<a;_<0,        x'+x  +  y^^O. 

Dass  aber  das  Dreieck  1  thatsächlich  ein  Fundamentalbereich  für  f' 
ist,  folgt  nun  so.    Erstlich  sina  alle  Dreiecke  der  Fig.  66  mit  einem 

unter  ihnen  z.  B.  dem  Dreieck  1  bezüglich  f  äquivalent;  denn  je  zwei 
benachbarte  Dreiecke  gehen  durch  die  zum  bezüglichen  Symmetrie- 
kreis (1)  gehörende  Spiegelung  r  in  einander  über.  Da  diese  Dreiecke  aber 
in  ihrer  Gesamtheit  die  ganze  o}- Halbebene  bedecken,  so  existiert  für 

jeden  Punkt  der  letzteren  wenigstens  ein  bezüglich  der  f  äquivalenter 

Punkt  im  Dreieck  1.  Wären  andrerseits  o',  o  zwei  bezüglich  der  f 
äquivalente  Punkte  im  Innern  des  Dreiecks  1,  so  könnte  doch  sicher  nicht 
o'  es  v{<d)  sein.   Denn  eine  solche  Operation  v  würde  jedenfalls  nicht  die 

Form  (^'  !j  j  haben  können,  da  Dreieck  1  ganz  innerhalb  eines  Funda- 
mentalbereichs von  S  gelegen  ist.  Unsere  supponierte  Substitution  v 
müsste  also  einen  von  0  verschiedenen  dritten  Coefficienten  y  haben, 

und  wir  setzen  etwa  v  =  (  ^  j^j  >  Dann  aber  gewinnt  der  Satz  An- 
wendung, dass  wenigstens  der  eine  unserer  beiden  äquivalenten  Punkte 
o',  CD  von  einem  der  beiden  reellen  Punkte  — , eine  Entfernung 

<  —  besitzen  muss.  Unter  Rücksicht  darauf,  dass  gegenwärtig  y  stets  eine 

gerade  und  also  a  und  d  ungerade  Zahlen  sind,  folgt  in  der  That  aus  den 
bezeichneten  Lagen  Verhältnissen  durch  eine  leichte  Betrachtung,  dass 
von  jenen  beiden  Punkten  o',  &  höchstens  der  eine  dem  Dreieck  1  an- 
gehören Icann.  Nun  könnte  es  aber  zweitens  sein,  dass  die  beiden  be- 
züglich der  r'  äquivalenten  Punkte  o',  cd  des  Dreiecks  1  durch  eine  in 
jener  Gruppe  enthaltene  Operation  zweiter  Art  v  zusammengeordnet 
wären.  Dann  spiegele  man  etwa  den  Punkt  &'  an  der  imaginären  Axe, 
wobei  er  in  einen  Punkt  o)'"  des  in  Fig.  66  mit  a  bezeichneten  Dreiecks 
übergeht.  Dieser  Punkt  cd"  würde  dann  aus  co  durch  eine  Substitu- 
tion V  entspringen,  was  man  jedoch  gerade  durch  die  eben  schon  be- 
nutzte Schlussfolgerung  als  unmöglich  erkennt.     Das  Dreieck  1  birgt 

also  keine  zwei  bezüglich  der  f  äquivalente  Punkte  und  ist  somit 
thatsächlich  ein  Fundamentalbereich  dieser  Gruppe,  woraus  wir  nun 
sogleich  eine  Reihe  weiterer  Folgerungen  ziehen. 
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§  3.   Die  Erzengenden  von  f  und  f'. 

Ordnen  wir  den  gerade  gefundenen  Fundamentalbereich  der  f'  der 
identischen  Substitution  1  zu,  so  sind  überhaupt  die  sämtlichen  Dreiecke 
der  in  Fig.  66  angedeuteten  Halbebenenteilung  einzeln  den  Operationen 
t;,  V  der  V  eindeutig  zugeordnet^  und  es  entsprechen  insbesondere  immer 
die  schraffierten  Dreiecke  den  Operationen  erster  Art  v.  Hier  sehen 
wir  nun,  dass  Punkte  cd  auf  der  Grenze  zweier  benachbarten  Dreiecke 
sich  selbst  bezüglich  der  f  immer  zweifach  äquivalent  sind,  indem  sie 
ausser  durch  die  identische  Substitution  noch  durch  diejenige  Spiege- 
lung in  sich  selbst  transformiert  werden,  welche  eben  jene  zwei  be- 
nachbarten Dreiecke  permutiert  Eine  höhere  als  zweifache  Äquivalenz 
mit  sich  selbst  bezüglich  der  V  kommt  nur  für  die  Ecken  der  Dreiecke 
vor*);  eine  einzelne  solche,  in  einem  reellen  rationalen  Punkte  o  ge- 
legen, ist  mit  sich  selbst  oo-fach  äquivalent,  da  sie  gemeinsame  Ecke 
für  unendlich  viele  Dreiecke  der  Fig.  66  ist. 

Nachdem  wir  dies  kurz  bemerkten,  verfolgen  wir  nunmehr  die  drei 
Spiegelungen  der  f,  welche  das  Dreieck  1  der  Fig.  66  in  die  drei 
unmittelbar  benachbarten ,  nicht  schraffierten  Dreiecke  überführen. 
Diese  Spiegelungen  nennen  wir  abgekürzt  a,  b,  c  in  der  in  der  Figur 
angezeigten  Reihenfolge  und  berechnen  sehr  leicht  als  explicite  Gestalt 
unserer  drei  Substitutionen: 

(1)        a{G))  ==^  —  (D,         6(cj)  =  —  ©  —  2,        c((d)  = :=: , 

—  2co  —  1 

(wobei  natürlich  a  nur  eine  andere  Schreibweise  für  die  sonst  mit  A 
bezeichnete  Operation  ist).  Überhaupt  aber  bilden  diese  drei  Opera- 
tionen a,  &,  c  für  die  Gruppe  f  das,  was  die  Substitutionen  Ay  B,  C 
für  r  waren.  In  der  That  erkennt  man  aus  der  Figur,  dass  a,  b,  c  ein 
System  von  Erzeugenden  für  die  erweiterte  Gruppe  V  bilden.  Jede  Sub- 
stitution t?,  V  dieser  Gruppe  lässt  sich  also  symbolisch  als  Product 
aus  Factoren  a,  b,  c  schreiben,  und  wir  brauchen  insbesondere,  um 
jedes  solche  Product  zu  bilden,  nicht  ^dieselbe  Substitution  zweimal 
hinter  einander  oder  noch  öfter  auszuüben,  da  ja  a,  b,  c  als  Spiege- 
lungen den  Gleichungen: 

a«=l,         b^=\,        c*=l 

genügen.    Je  nachdem  die  Factorenanzahl  eines  einzelnen  solchen  Pro- 

*)  In  der  That  kommt  ja  unter  den  Substitutionen  v  keine  elliptische  vor. 
Es  fehlen  nämlich  diejenigen  jvon  der  Periode  drei,  weil  a  und  d  für  die  Sub- 
stitutionen V  beide  ungerade  sind  und  also  a  -^  ^  <=  1  hier  ausgeschlossen  bleibt; 
es  fehlen  femer  diejenigen  der  Periode  zwei,  weil  bei  diesen  —  ^y  ^=^  a}  -\-  1 
sein  musste,  wahrend  doch  a'  >|-  1  niemals  eine  durch  4  teilbare  Zahl  sein  kann. 

18  ♦ 


276 


11,4.   Besprechung  einer  besonderen 


ductes  gerade  oder  ungerade  ist,  wird  dasselbe  eine  Operation  erster 
oder  zweiter  Art  der  Gruppe  f  darstellen. 

Aus  besagten  Verhältnissen  ergiebt  sich  fQr  die  Substitutionen  v, 
welche  für  sich  genommen  die  Gruppe  f  bilden^  dass  sie  sich  aus 
den  sechs  unter  ihnen:  ab,  ac,  bc,  ba,  ca,  cb  werden  erzeugen  lassen. 
Aber  von  diesen  sechs  Operationen  v  sind  die  drei  letzten  die  inversen 
der  drei  ersten,  und  da  wir  bei  unserer  Fassung  des  Gruppenbegriffs 
mit  der  einzelnen  Substitution  auch  immer  deren  inverse  gegeben 
denken,  so  wird  man  die  f'  aus  den  Substitutionen 

(2)  s{(o)  =  ab(a})y        t(a))  =  ac(G})j        m(o)  =  6c((d) 

herstellen  können.  Aber  auch  hier  lässt  sich  noch  eine  Reduction  vor- 
nehmen, indem  ersichtlich 

u  =^bc  ^^ba-  ac  '^  sr-^t 

wird.  Die  Verhältnisse  gestalten  sich  also  ganz  ähnlich,  wie  oben  bei 
der  Gesamtgruppe  f  (p.  219,  238).  Wir  haben  den  Satz:  Die  in  (2) 
definierten  Substitutionen  s  und  t  sind  Erzeugende  der  Untergruppe  f. 
Explicit  lauten  diese  beiden  Substitutionen: 

(3)  s(a,)  =  cD  +  2,         <(«»)  =  2„+-r 

Ihrer  Art  nach  sind  dieselben,  wie  die  Formeln  zeigen,  parabolische 
Substitutionen  und  zwar  solche  der  Amplitude  +  2. 

§  4.    Der  einfaohflte  Fundamentalbereioh  für  f. 

Wir  wollen  die  beiden  Ereisbogendreiecke  1  und  a  des  vorigen 
Paragraphen  zu  einem  grösseren  Bereiche   combinieren,   welcher  das 

in  Fig.  67  dargestellte 
Kreisbogenviereck  abgiebt. 
Dieses  Viereck  ist  ein  Fun- 
damentcXbereich  für  die  ur- 
sprünglicheUntergruppe  f. 
Erstlich  ist  nämlich  klar, 
dass,  wo  immer  wir  auch 
einen  Punkt  der  id- Halb- 
ebene fixieren  mögen, 
derselbe  stets  bezüglich 
der  Grupper' einen  äqui- 
valenten Punkt  im  Vier- 
eck Fig.  67  besitzt  (der  dessen  schraffiertem  oder  freiem  Dreieck  an- 
gehört, je  nachdem  jener  Punkt  selbst  in  einem  schraffierten  oder 
freien  Dreiecke  der  in  Fig.  66  angedeuteten  Ebenenüberdeckung  gelegen 


Flg.  67. 
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ist).  Andrerseits  besitzt  unser  Viereck  keine  zwei  bezüglich  f  äqui- 
valente Punkte ;  was  wir  in  der  Tbat  bereits  p.  274  bewiesen  haben. 
Freilich  sind  bezüglich  der  f,  wie  die  Figur  zeigt^  die  Punkte  des  Vierecks 
immer  zu  Paaren  äquivalent^  indem  je  zwei  solche  stets  durch  die 
Spiegelung  a  zusammengeordnet  werden;  aber  die  Operation  a  gehört 
ja  als  von  der  zweiten  Art  der  Gruppe  f  nicht  an,  so  dass  die  Punkte 
jener  Paare  einander  bezüglich  f  nicht  äquivalent  sind'^). 

Bei  dieser  Erörterung  spielen  selbstverständlich  die  auf  der  Be- 
randung  des  Vierecks  gelegenen  Punkte  eine  besondere  Rolle.  In 
der  That  sieht  man,  dass  die  beiden  Geraden,  welche  nach  rechts  und 
links  unser  Viereck  abschliessen,  bezüglich  der  f  äquivalent  aus- 
fallen;  denn  die  eine  von  ihnen  wird  durch  die  Substitution  s{g})  =  0-4-2 
in  die  andere  transformiert.  Desgleichen  sind  die  beiden  nach  unten 
hin  das  Viereck  begrenzenden  Halbkreise  bezüglich  f'  äquivalent,  in- 
dem der  eine  durch  die  Operation  t((o)  =  - — ^J^  in  den  anderen  über- 
geht. Das  sind  aber  gerade  die  Erzeugenden  der  Gruppe  f,  so  dass 
wir  den  Satz  aussprechen  werden:  Die  Grengkreise  des  Fundamental- 
bereichs  der  f  sind  zu  Paaren  einander  zugeordnet  y  und  jedem  dieser 
Paare  gehört  eine  der  erzeugenden  Substitutionen  der  f  in  der  Weise  zu, 
dass  durch  diese  Substitution  der  eine  Kreis  des  Paares  in  den  anderen 
übergeführt  wird.  In  der  Figur  67  ist  die  Zuordnung  dieser  Grenzkreise 
durch  Pfeile  angedeutet.  Damit  aber  das  Viereck,  in  Übereinstimmung 
mit  diesen  Erläuterungen,  den  Anforderungen  eines  Fundamental- 
bereichs  für  die  f  vollends  entspricht,  rechnen  wir  fortan  von  den 
Bandpunkten  desselben  nur  die  auf  den  in  der  Figur  stärker  mar- 
kierten Grenzkreisen  gelegenen  dem  Vierecke  zu. 

Auf  diese  letztere  Bestimmung  müssen  wir  Rücksicht  nehmen, 
wenn  wir  rein  arithmetisch  die  Bedingungen  formulieren  wollen,  denen 
die  Punkte  des  Fundamentalbereichs  der  V  genügen.  Unter  Rück- 
sicht auf  die  Gleichungen  der  Grenzkreise  findet  man  dann  leicht  den 
Satz:  Ein  Punkt  o  «»  o;  -|-  ij^  gehört  dann  und  nur  dann  dem  Funda- 
mentalbereiche  der  T'  an,  wenn  folgende  Bedingungen  erfüllt  sind: 

(1)  —  l<a;<  +  l,        x^±x  +  y^^O, 

Dabei  ist  hinzuzusetzen,  dass  letztere  Bedingung,  so  lange  wir  das 
Zeichen  >  anwenden,  sowohl  für  das  obere  une  untere  Zeichen  gelten  soll. 


*)  Ganz  analog  gestaltete  sich  oben  am  Sohlnsse  von  II,  1  die  Beziehung 
des  Fnndamentalbereichs  einer  cyclischen  Grnppe  zu  demjenigen  der  bezüglichen 
erweiterten  Gruppe.  Auch  dort  konnte  der  letztere  Bereich  aus  dem  ersteren 
durch  symmetrische  Halbierung  hergestellt  werden. 
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dass  aber  das   Gleichheitszeichen  in  derselben  höchstens   für   das   obere 
Zeichen  +  mtreffen  darf. 

Unser  oft  genanntes  Ejreisbogenviereck  soll  jetzt  selbst  den  Namen  1 
der  identischen  Substitution  bekommen,  der  vorhin  nur  seinem  schraf- 
fierten Teile  beigelegt  war.  Der  Bereich  1  wird  uns  dann  als  Aus- 
gangsmerech  oder  Ausgangsraum  der  Gruppe  f  dienen,  von  dem  aus  wir 
den  Substitutionen  v  der  T'  entsprechend  die  Überdeckung  der  ganzen 
CD -Halbebene  mit  Kreisbogenvierecken  leisten.  Das  einzelne  unter 
*ihnen  soll  dann  wieder  den  Namen  v  der  Substitution  tragen,  durch 
die  es  aus  dem  Viereck  1  entsprang.  Die  Gesamtheit  dieser  den  Sub- 
stitutionen V  entsprechenden  Vierecke  werden  alsdann  die  o- Halbebene 
einfach  und  lückenlos  bedecken,  wie  wir  durch  schon  öfter  geübte 
Schlussfolgemng  beweisen.  In  der  That  brauchen  wir  aber  auf  diesen 
Nachweis  hier  gar  nicht  näher  einzugehen;  denn  wir  kommen  von  der 
bekannten  in  Fig.  66  angedeuteten  Halbebenenüberdeckung  durch 
Kreisbogendreiecke  direct  zur  jetzt  gemeinten  Überdeckung,  indem  wir 
jedes  schraffierte  Dreieck  t;  derselben  mit  dem  benachbarten  freien 
Dreieck  va  zum  Kreisbogenviereck  v  combinieren.  Man  denke  sich 
diese  Operation  insbesondere  f&r  die  in  Fig.  66  aufgenommenen  Dreiecke 
ausgeführt,  wobei  man  denn  auch  erkennt,  dass  das  Viereck  1  rings 
von  den  vier  neuen  Vierecken  s,  5"~^,  t,  t~^  umlagert  ist*). 

§  5.   Ansats  zur  Büokbesiehung  der  Untergruppe  V  auf  die 

Qesamtgruppe  f. 

Die  bisherigen  Entwicklungen  zeigen  die  grösste  Analogie  zwischen 
den  Gruppen  f  und  f,  deren  letztere  sich   bis  hierher  in  der  That 

*)  Das  Ausgangs  Viereck  der  Ghmppe  V  tritt  in  der  neueren  Litteratur  be- 
reits mehrfach  auf.  Man  sehe  z.  B.  die  schon  p.  68  genannte  Arbeit  von  Schwärs 
Cr.  J.  Bd.  75  p.  318  und  319,  sowie  namentlich,  was  die  Beziehung  zur  Modul- 
teilung angeht,  die  gleichfalls  bereits  öfter  genannte  Arbeit  von  Klein  in  Bd.  14 
der  Math.  Ann.  p.  119  u.  f.  Des  weiteren  liegt  der  früher  genannten  Arbeit  von 
St.  Smith  über  die  quadratischen  Formen  positiver  Determinante  der  Funda- 
mentalbereich der  Gruppe  f  als  Ausgangsraum  zu  Grunde,  eine  Abweichung  gegen 
unsere  obige  Darstellung,  deren  wir  bereits  bei  Gelegenheit  (p.  261)  gedachten. 
Vor  allem  aber  dürfte  es  interessant  sein,  dass  sich  schon  bei  Gauss  im  Verein 
mit  den  Substitutionen,  welche  hier  die  f  bilden,  die  Vorstellung  eines  in  der 
complezen  Ebene  der  den  Substitutionen  unterworfenen  Variabelen  gelegenen  Be- 
reiches findet,  welcher  ganz  unzweideutig  mit  unserem  Ausgangsviereck  im  wesent- 
lichen übereinstimmt  Man  sehe  den  dritten  Band  der  Gauss'schen  Werke  p.  478, 
wo  sich  die  Substitutionen  der  f'  völlig  charakterisiert  finden,  und  wo  der  ge- 
meinte Bereich  durch  eine  Figur  wiedergegeben  ist,  in  der  freilich  die  halbkreis- 
förmigen Randcurven  nur  mangelhaft  zu  erkennen  sind.  In  der  That  ist  es  aber 
aus  den  an  der  citierten  Stelle  bei  Gauss  vorliegenden  functionentheoretischen 
Bemerkungen  unzweifelhaft,  dass  Gauss  die  richtige  Figur  im  Sinne  hatte. 
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gerade  so  behandeln  liess^  wie  im  vorletzten  Kapitel  die  Gruppe  f. 
Nun  aber  soll  es  gelten,  die  Beziehung  zwischen  den  beiden  Gruppen 
r  und  r'  zum  Gegenstande  der  Untersuchung  zu  machen,  und  dabei 
kommen  wir  zu  wesentlich  neuen  Gesichtspunkten.  Da  die  nächsten 
Betrachtungen  durchaus  auf  diese  beiden  Gruppen  eingeschränkt  bleiben,* 
so  erlauben  wir  uns  für  die  Äquivalenz  der  Punkte  der  o- Halbebene 
eine  abgekürzte  Bezeichnungsweise.  Punkte,  die  bezüglich  der  Gruppe 
r'  äquivalent  sind,  sollen  kurz  „relativ  äquivalent'^  heissen,  während 
Punkte,  die  bezüglich  der  Gesamtgruppe  f  äquivalent  sind,  schlecht- 
weg „äquivalent"  genannt  werden  sollen. 

In  diesem  Sinne  werden  relativ  äquivalente  Punkte  stets  auch 
äquivalent  heissen  müssen;  denn  die  Substitution  v,  welche  den  einen 
jener  Punkte  in  den  anderen  transformiert,  gehört  als  Modulsubsti- 
tution auch  der  Gruppe  f  an.  Aber  nicht  jede  Modul  Substitution  ge- 
hört der  Gruppe  V  an,  so  dass  nicht  beliebige  zwei  äquivalente 
Punkte  darum  schon  relativ  äquivalent  zu  nennen  sind.  Es  ist  dem- 
nach auch  sehr  wohl  möglich,  dass  im  Innern  des  Fundamentalbereichs 
der  Gruppe  f  noch  Paare  oder  Tripel  u.  s.  w.  äquivalenter  Punkte 
ausfindig  gemacht  werden  können.  Wir  wollen  geradezu  die  Aufgabe 
stellen,  zu  untersuchen,  wie  es  mit  der  Äquivalenz  der  Punkte  im 
Innern  des  Ereisbogenvierecks  Fig.  67  beschaffen  ist. 

Um  hierüber  zu  entscheiden,  erinnern  wir  daran,  dass  äquivalente 
Punkte  homolog  in  den  Doppeldreiecken  der  Modulteilung  gelegen 
sind.  Indem  wir  aber  die 
Dreiecke  der  Modulteilung 
in  unser  Kreisbogenviereck 
eintragen,  entspringt  die 
nebenstehend  abgebildete 
Fig.  68.  Wir  entnehmen 
aus  derselben  den  wichtigen 
Satz:  Der  Fundamentair 
hereich  der  Untergruppe  f 
steUt  einen  Gomplex  von  zwölf 
Elementardreiecken  der  Mo- 
dfdteüung  dar,  von  denen 
die  Hälfte  schraffiert ,  die 
Hälfte  frei  ist  Daher  ist  der  einzelne  Punkt  des  Kreisbogenvierecks  stets 
einer  unter  sechs  diesem  Viereck  angehörigen  äquivalenten  Punkten,  So 
z.  B.  haben  wir  in  Fig.  68  und  zwar  im  Elementardreieck  1  einen 
Punkt  (Oq  fixiert.  Mit  ihm  sind  dann  die  homologen  Punkte  (o^,  (o^,  ",  (o^ 
in  den  übrigen  schraffierten  Dreiecken  der  Figur  äquivalent. 


ÜT'-J 


Fig.  68. 
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Wollen  wir  die  Sabstitutionen  ausrechnen^  durch  welche  derartige 
sechs  äquivalente  Punkte  m^,  Oi,  •  •  •,  cog  des  Kreisbogenvierecks  mit 
einander  verbunden  sind,  so  macht  es  einen  Unterschied  aus^  ob  diese 
Punkte  schraffierten  oder  freien  Dreiecken  angehören.  Im  ersteren  Falle, 
auf  welchen  sich  also  direct  Fig.  68  bezieht,  nehmen  wir  m^  im  Ele- 
mentardreieck 1  an  und  finden  dann  nach  Regeln  des  vorletzten 
Kapitels  ohne  Mühe 

«0  +  1  —  1 

^0  =  "'o;  tu,  =  - 

(1) 


Oo  =  c'o;  ^i=-zr^f     '^«-iT+i' 


Ö3  =  «>o+l;     «^4  =  ^7-1  0^6=      *"" 


sechs  Substitutionen,  die  wir  der  Reihe  nach  durch  Fq  =  1,  F„  •  •  •,  F5 
bezeichnen.  Liegen  unsere  sechs  Punkte  hingegen  in  den  sechs  freien 
Elementardreiecken  der  Fig.  68  und  unter  ihnen  etwa  a}^  im  Dreieck  A, 
so  treten  an  Stelle  der  Substitutionen  (1),  wie  man  leicht  zoigt, 


«0 ""  1 

COa  =  (Da,  cd,   =«  .         (Do  = 


(2)  _7 

(Do  =  CDa  —    1  ,       (Oa^=^  ,  (Dt  ==  ^-i—-  , 

welche  Substitutionen  wir  bez.  durch  Fq'  =  1,  F^',  •  •  •,  V^  bezeichnen. 
Die  beiden  so  gefundenen  Reihen  von  je  sechs  Operationen  F-,  F/ 
stimmen  nur  insofern  überein,  als  V^  =  F^,  F/  =  F4  ist;  in  allen 
übrigen  Fällen  ist  aber  V{  von  Vi  verschieden.  Dieser  Mangel  an  Über- 
einstimmung zwischen  freien  und  schraffierten  Elementardreiecken  würde 
für  weiter  zu  ziehende  Folgerungen  sehr  störend  sein,  wenn  er  sich  nicht 
durch  einen  einfachen  Kunstgriff  überwinden  liesse.  Wir  erinnern  daran, 
dass  der  Fundamentalbereich  der  nur  aus  Operationen  erster  Art  bestehen- 
den Gruppe  r'  früheren  Erläuterungen  zufolge  (p.  191)  gestaltlich  in  der 
mannigfaltigsten  Weise  gewählt  werden  kann.  Haben  wir  ihn  einmal  in 
bestimmter  Weise  gewählt  wie  z.  B.  in  Fig.  67,  wo  dann  die  Randcurven 
zu  Paaren  einander  relativ  äquivalent  sind,  so  hindert  nichts,  dass  wir 
an  irgend  einer  Stelle  des  Randes  ein  Stück  aus  dem  Bereiche  heraus- 
lösen und  auf  dieses  gesondert  diejenige  Substitution  der  Untergruppe 
V'  anwenden,  welche  es  an  der  bezüglichen,  relativ  äquivalenten  Stelle 
des  Randes  anhängt;  der  so  modificierte  Bereich  wird  ebensowohl  ein 
Fundamen talbereich  von  \"  sein,  wie  der  ursprüngliche.  Derartige 
Gestaltänderungen  mögen  wir  nun  auch  wiederholt  anwenden,  immer 
werden  wir  doch  so  zu  neuen  Bereichen  geführt,  die  gleichfalls  Funda- 
mentalbereiche für  r'  abgeben.  Um  einen  kurzen  Ausdruck  zu  haben, 
wollen  wir  die  in  Rede  stehende  Operation  als  „erlaubte  Abänderung'^ 
des  Fundamentalbereichs  benennen. 
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Durch  erlaubte  Abänderung  des  FundameDtalbereiclia  Fig.  68 
k&Dnen  wir  nun  ÜbereiDstimmung  zwischen  den  zu  den  freien  und 
schraffierten  Dreiecken  gehörigen 
Sabstitutionen  V,  V  erzielen.  In 
der  That  treune  man  zuvörderst 
vom  Bereiche  Fig.  68  die  drei  links 
von  der  Linie  a;  =  —  --  gelegenen 
Elementardreiecke  ab  und  trage 
sie  durch  AusDbung  der  Substitu- 
tion s(ra)  =^  (D  +  2  an  der  rechts 
liegenden  geraden  Grenzlinie  des 
Bereiches  wieder  an.  Dadurch 
erhalten  wir  die  nebenstehend 
(Fig.  69)  wiedergegebene  Gestalt 

fflr  den  Fnndamentalbereich,  wo-  ^'^-  *^- 

bei  man  vor  allem  darauf  achtgeben  wolle,  in  welcher  Zuordnung  nun 
die  Randcurven  relativ  äquivalent  sind  (es  ist  dies  in  der  Figur  durch 
Pfeile  angedeutet).  Im  jetzt  erhal- 
tenen Bereich  schneide  man  noch 
die  links  unten  und  rechts  unten 
gelegenen  Elementardreiecke  ab 
und  hefte  sie  durch  Ausführung 
der  bezQglicben  Substitutionen  v 
an  den  relativ  äquivalenten  Stellen 
(d,  h.  in  der  Mitte  unten)  wieder 
an;  dergestalt  entspringt  Fig.  70. 

Wollen  wir  nun  unter  Zu- 
grundelegung dieses  Fundamen- 
talbereichs die  sechs  Substitu- 
tionen berechnen,  welche  einen 
Funkt  Og  etwa  des  Doppel- 
dreiecks  I  in  die  sechs  im  Bereich 
gelegenen  äquivalenten  Punkte  überführen,  so  zeigt  sich  thatsächlich  ein 
Unterschied  zwischen  schraffierten  und  freien  Dreiecken  nicht  mehr. 
In  jedem  Falle  erhalten  wir: 


(3) 


=  o'o+  1, 


"•o    '  *  «»0  +  1' 

sechs  Substitutionen,  die  wir  jetzt  Fi,«"  1,   Vi,  ••■,  Fj  nennen  wollen, 
da  die  bisher  mit  dieser  Bezeichnung  belegten  Substitutionen  (1)  nicht 


J 
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weiter  in  Betracht  kommen.  Diese  Vi  sind  denn  auch  bereits  in  der 
richtigen  Folge  in  Fig.  70  eingetragen.  Den  so  gestalteten  Funda- 
mentalbereich (Fig.  70)  für  die  Untergruppe  V  wollen  wir  bei  den 
nächsten  Betrachtungen  zu  Grunde  legen.  Wir  betonen  ausdrücklich, 
dass  sich  derselbe  aus  getvissen  sechs  Doppeldreiecken  der  Modulteilung 
jsusammensetgen  lässt. 

§  6.    Bepräsentantensystem  und  Index  für  die  Untergruppe  V\ 

Bezeichnung  Tg  statt  V\ 

Ein  völlig  beliebiges  Doppeldreieck  der  Modulteilung  trage  im 
früher  erörterten  Sinne  den  Namen  der  Substitution  F.  Ist  also  ©' 
ein  Punkt  im  „Innern'^  dieses  Dreiecks,  co  aber  sein  äquivalenter  Punkt 
im  Ausgangsdreieck  der  Gruppe  f,  so  ist 

(1)  cö'  =  V{(o). 

Der  Punkt  a  besitzt  andrerseits  einen  relativ  äquivalenten  Punkt  o" 
im  Fundamentalbereiche  der  f,  und  es  sei  etwa  ©'  =  Vit(o'')-  Der 
so  gemeinte  Punkt  o"  liege  nun  im  Doppeldreieck  Vi  der  Fig.  70,  so 
dass  (d"  =  F,(a})  und  also  weiter 

(2)  a)'  =  t;*7,(cD) 

wird,  wobei  (d  und  cd'  wieder  die  in  (1)  enthaltenen  Punkte  sind.  Da 
wir  aber  cd'  im  ,Jnnern'^  seines  Dreiecks  V  annahmen,  so  sind  die  Punkte 
(9  und  cd'  nur  einfach  äquivalent,  und  wir  dürfen  aus  (1)  und  (2)  auf 
die  Identität  der  Substitutionen  V  und  VkVi  schliessen.  Jede  beliebige 
Modulstd)stitution  erster  Art  V  Uisst  sich  sonach  in  der  Gestalt: 

(3)  V  =  v,Vi 

darstellen,  und  zwar  nur  in  einer  einzigen  Weise,  wie  wir  nun  noch 
zeigen  wollen.  Gesetzt  nämlich,  es  gäbe  für  V  neben  der  Darstellung  (3) 
noch  eine  zweite  v^Fi,  so  wäre 

wobei  wir  unter  m  jeden  beliebigen  Punkt  verstehen  dürfen.  Sei  derselbe 
jetzt  im  Ausgangsdreieck  der  Gruppe  V  gelegen  und  zwar  im  „Innern*^ 
desselben,  so  liegen  die  beiden  Punkte  Vi{(D)  und  Vi{(o)  im  „Innern" 
des  Fundamentalbereichs  der  Gruppe  f'.  Dieselben  sind  nun  auf  Grund 
der  letzten  Gleichung  relativ  äquivalent;  deshalb  müssen  sie  bei  ihrer 
bezeichneten  Lage  coincidieren.  Überdies  sind  dieselben  auch  nur  einfach 
relativ  äquivalent;  wir  haben  sonach  vr'^Vm  =  Vn  =  1,  d.  i.  Vk  =  Vm 
und  eben  deshalb   F,  =  Fi,  was  zu  zeigen  war. 

Wenn  wir  nun  auf  Grund  des  gewonnenen  Satzes  das  Substitutionen- 
schema anschreiben: 
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1,       »1,         »j,         •••,     »t, 
(4)  Fg,    «iFg,    «jFg,    •••,    «*r„ 


•   •    « 


» 


50  umfasst  dasselbe  die  Gesamtheit  der  Substitutionen  der  Gruppe  f,  und 
es  ist  jede  einzelne  derselben  auch  nur  einmal  aufj^eführt  Die  Substi- 
tutionen der  Gruppe  f  erscheinen  so  der  Untergruppe  V  entsprechend 
in  sechs  Classen  (Horizontalreihen  des  Schemas)  angeordnet,  wobei  die 
erste  Classe  gerade  die  Substitutionen  der  Untergruppe  V  umfassi 
Die  einzelne  dieser  Classen  ist  völlig  charakterisiert  durch  Angabe  einer 
einzigen  ihrer  Substitutionen;  wir  wollen  sagen,  dass  jede  solche  Sub- 
stitution ihre  ganze  Classe  repräsentiert.  Es  liegt  offenbar  am  nächsten, 
zu  diesem  Ende  die  in  der  ersten  Verticalreihe  des  Schemas  (4)  unter- 
gebrachten  Substitutionen  F^  =  1,  F^,  Fg,  •  •  •,  Fg  selbst  zu  verwerten. 
Wir  drücken  diese  Sachlage  durch  den  folgenden  Satz  aus:  Die  sechs 
Substitutionen  F^  =  1,  Fj,  Fg,  •  •  •,  Fß  bilden  ein  der  Untergruppe  V  ent- 
deckendes Bepräsentantensystem  für  die  Gesamtgruppe  V  oder,  ausführ- 
licher gesprochen,  für  die  sechs  Classen,  in  welche  sich  die  Substitutionen 
von  r  der  Untergruppe  f  entsprechend  spalten. 

Im  Änschluss  daran  wollen  wir  hier  noch  einen  Ausdruck  ein- 
fuhren, der  gelegentlich  schon  im  vorigen  Abschnitt  genannt  wurde 
und  in  der  Folge  vielfach  auftritt.  Um  die  Anzahl  der  Repräsen- 
tanten Vi  hervortreten,  zu  lassen,  werden  wir  fortan  sagen,  die  Gruppe 
r'  habe  als  Untergruppe  von  f  den  Index  sechs*).  Dieser  Index  in 
Bezug  auf  die  Gesamtheit  f  möge  nun  geradezu  in  die  Bezeichnung 
der  Untergruppe  aufgenommen  werden.  Wir  wollen  nämlich  fortan 
statt  der  vorläufigen  Bezeichnung  f  die  inhaltreichere  Bezeichnung  Vq  in 
Anwendung  bringen.  In  diesem  Sinne  könnte  die  Gesamtgruppe  V 
auch  als  V\  bezeichnet  werden**). 


*)  Wir  nehmen  hier  ersichtlich  nnr  die  p.  140  begonnenen  Entwicklangen 
wieder  auf.  Es  handelt  sich  hier  wie  auch  im  folgenden  Paragraphen  um  ganz 
elementare  Sätze  der  Gruppentheorie,  die  als  solche  wohlbekannt  sind.  Das  Eigen- 
tQmliche  der  im  Texte  gegebenen  Darstellung  liegt  in  der  fortwährenden  Bezug- 
nahme auf  die  Figuren  der  a>- Halbebene. 

**)  Wie  hier  der  Fundamentalbereich  der  V^  sich  aus  sechs  Fundamental- 
bereichen  der  V  aufbaut,  so  fanden  wir  oben  in  §  4  den  Fundamentalbereich 
der  V  aus  zwei  Fnndamentalbereichen  der  f'  bestehend;  in  der  That  handelt  es 
sich  hier  um  einander  entsprechende  Sätze,  indem  nämlich  V  als  Untergruppe 
.der  F'  vom  Index  zwei  zu  bezeichnen  ist  Ebenso  umfasst  der  Fundamental- 
bereich von  r  zwei  Fundamentalbereiche  von  V  (zwei  Elementardreiecke).     Wir 
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§  7.    Die  Tg  als  ausgezeichnete  Untergruppe. 

Sei  V  irgend    eine    beliebige   Modulsnbstitution    erster   Art^   so 
wollen   wir  jetzt  die   Sabstitutionen  Vk  der  Untergruppe  Tg   durch  F 
transformieren.     Die  einzelne  Substitution  Vk  gebe  dabei  über  in  v^, 
80  dass 
(1)  Vk'  =  V-'vkV 

sein  wird.  Die  Gesamtheit  der  so  entspringenden  Substitutionen  Vk 
bildet^  wie  wir  wissen,  wieder  eine  Gruppe,  welche  vermöge  der  Zu- 
ordnung von  Vk  und  Vk  holoedrisch  isomorph  auf  Tg  bezogen  ist.  Be- 
zeichnen wir  die  Gruppe  der  Substitutionen  Vk  mit  Tg'  und  nehmen 
für  dieselbe  eine  bereits  im  vorigen  Kapitel  bei  den  cyclischen  Unter- 
gruppen zur  Verwendung  gekommene  Ausdrucksweise  wieder  auf,  indem 
wir  die  Untergruppe  V^  mit  Tg  innerhalb  der  Gcsamtgrtippe  f  gleich- 
berechtigt nennen,  was  wir  symbolisch  durch 

(2)  r^  =  v-'r,v 

ausdrücken  wollen. 

Ist  V  eine  Substitution  der  Gruppe  Tg  selbst,  also  V=  Vi,  so  folgt 
aus  der  Gruppeneigenschaft  von  Tg,  dass  Tg'  identisch  mit  Tg  wird: 

rg  =  t;r^r6i;<. 

Hieraus  aber  folgt  weiter,  dass  die  Substitutionen  der  einzelnen  Hori- 
zontalreihe des  Schemas  (4)  §  6,  zur  Transformation  von  Tg  angewandt, 
stets  wieder  auf  die  nämliche  zu  Tg  gleichberechtigte  Gruppe  Tg'  führen; 
denn  es  ist  stets 

welches  auch*  die  besonders  ausgewählte  Substitution  Vm  ist.  Demzu- 
folge bekommen  wir  bereits  alle  mit  Tg  gleichberechtigten  Untergruppen,  wenn 
wir  zur  Transformation  nur  die  sechs  Substitutionen  des  Bepräsentanten- 
systems  verwenden;  die  Zahl  der  mit  Tg  gleichberechtigten  Untergruppen,  diese 
seihst  als  solche  mitgezählty  kann  daher  den  Index  6  der  Untergruppe  Tg 
nicht  überschreiten. 

Es  ist  aber  gar  nicht  nötig,  dass  die  Anzahl  der  verschiedenen, 
solchergestalt  mit  fg  gleichberechtigten  Untergruppen  wirklich  dem 
Index  6  gleichkommt,  und  in  der  That  gestalten  sich  die  Verhält- 
nisse hier  derart,  d/iss  fg  nur  mit  sich  selbst  gleichberechtigt  erscheint, 
d.  h.  durch  jede  irgendwie  gewählte  Modulsubstitution  erster  Art  V  in 

haben  hier  überall  Specialfälle  eines  späterhin  hervortretenden  allgemeinen  Satzes, 
den  wir  schon  hier  in  folgender  Weise  formulieren:  Wenn  eine  Gruppe  in  einer 
zweiten  als  Untergruppe  vom  Index  (i  enthalten  ist,  so  umfasst  der  Fundamental' 
bereich  der  ersteren  Gruppe  (i  Fimdamentalberciche  der  zweiten. 
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sich  transformiert  tvird.  Greifen  wir  nämlich  eine  beliebige  Substitution 
Vi  =  I    *  \\    auf  und   benennen    zum    unterschiede   die    Coefficienten 

von  V  durch  lateinische  Buchstaben,  so  ist  die  in  (1)  definierte  Sub- 
stitution Vk   gegeben  durch: 

,  ^  /ada  +  cdß  —  ahy  —  hc8,     —  & V  +  *^(a  —  *)  +  cPß\ 
^*  ~  V    aV  -  ac{a  -  *)  —  c^ß,     —  hca  —  cdß  +  ahy  +  add) ' 

Da  nun  bei  geraden  ßy  y  sowohl  a  wie  8  ungerade  sind^  so  ist 
(a  —  S)  gerade^  und  v^  selber  gehört^  welche  Modulsubstitution  erster 
Art  auch  V  sein  mag,  der  Untergruppe  Tg  an. 

Eine  Untergruppe,  welche  durch  ^ede  Substitution  der  Gesamt- 
gruppe in  sich  transformiert  wird  und  also  innerhalb  derselben  nur 
mit  sich  selbst  gleichberechtigt  ist,  heisst  in  der  Gesamtgruppe  au5- 
gezeichnet  oder  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  der  Gesamtgruppe*).  In 
diesem  Sinne  nennen  wir  Tg  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  der  Modul- 
gruppe  f.  Wir  bringen  das  so  gewonnene  Resultat  sogleich  zu  einer 
sehr  wichtigen  Verwendung. 

§  8.     Endliche  Gruppe  6rg,  der  f^  entsprechend.     Die  f^  und 

die  drei  gleichberechtigten  fg. 

Auf  Grund  der  eben  gewonnenen  Sätze  werden  wir  jetzt  der  aus- 
gezeichneten Untergruppe  Tg  eine  endliche  Gruppe  sechster  Ordnung 
Gq  zuordnen*),  die  wir  dann  sogleich  selbst  wieder  in  zweckmässiger 
Weise  verwenden  werden. 

Wir  greifen  irgend  zwei  Modulsubstitutionen  erster  Art  auf,  die 
wir  an  der  Hand  des  Schema  (4)  §  6  in  der  Form  VgVh,  ViVj  schreiben. 
Die  erste  soll  also  der  (A  +  1)**^  ^^^  zweite  der  (J  -f-  1)*®"  HorizontaV 
reihe  des  Schemas  angehören.  Wir  combinieren  diese  beiden  Substitu- 
tionen, indem  wir  auf  die  Yariabele  o  erst  die  zweite,  dann  die  erste 


*)  Man   bestätigt   sofort   nachträglich,   dass   z.   B.    auch    die   ursprüngliche 

Modnlgmppe  f  ^ine  ausgezeichnete  Untergruppe  der  erweiterten  f,  des  weiteren 

r'  BS  fg  eine  solche  der  f  ist.  Ffir  die  Begriffsbestimmung  der  ausgezeichneten 
Untergruppen  vergleiche  man  übrigens  „Ikos."  p.  6,  7,  sowie  die  dort  genannten 
Werke  über  Gruppentheorie. 

**)  Zur   Regelung   der  Bezeichnungs weise   fahren  wir  hier  ausdrücklich  an, 
dosB  durch  griechische  Buchstaben  f    fortan  stets  Untergruppen  der  Modulgruppe 

bezeichnet  sein  sollen,  und  dass  die  unten  angehängte  Zahl  fi  jedesmal  den  Index 
derselben  in  Bezug  auf  f  bedeutet.     G^  sollen  anderweitig  eintretende  Grnppen 

sein,  und  es  soll  dabei  immer  unter  der  angehängten  Zahl  n  deren  Ordnung  ver- 
atacfden  sein. 
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Substitution  angewandt  denken.  Es  entspringt  dergestalt  die  Substitu- 
tion VgVhViVj,  Aber  auf  Grund  des  Umstandes^  dass  r^  ausgezeichnet 
in  r  enthalten  ist,  können  wir  stets 

Fav,-  =  VkVk 
setzen^   wo  r*  eine  bestimmte   andere  Substitution  der  Gruppe  Tg  ist. 
Indem  wir  dann  noch   VhVj  ausrechnen,  was 

(1)  r,rj  =  v,r„, 

geben  möge,  schreibt  sich  unsere  vorhin  erzeugte  Substitution:* 

Infolge  (1)  ist  der  Zahlwert  von  m  hier  einzig  und  allein  von  h  und^' 
abhängig,  so  dass  wir  den  Satz  aussprechen:  Combiniert  man  in  vor- 
geschriebener  Beihenfolge  zwei  völlig  beliebige  Substitutionen  aus  bestimmten 
zum  Horizontalreihen  des  Schemas  mit  einander^  so  entspringt  eine  Sub- 
stitution,  die  einer  bestimmten  dritten  Horizontalreihe  angehört.  Combi- 
nieren  wir  z.  B.  zwei  der  nämlichen  Horizontalreihe  angehörende  Substi- 
tutionen mit  einander,  so  finden  sich  durch  Heranziehung  von  (3)  p.  281 
nach  leichter  Zwischenrechnung  die  Resultate:  Zwei  Substitutionen  der 
zweiten  Reihe  geben  eine  solche  der  dritten,  zwei  Substitutionen  der 
dritten  Reihe  aber  eine  solche  der  zweiten,  während  eine  Substitution 
der  zweiten  Reihe  mit  einer  solchen  der  dritten  lieihe  in  beliebiger 
Reihenfolge  verbunden  stets  eine  der  ersten  Reihe  angehörige  ergiebt. 
Gehorten  aber  die  Substitutionen  entweder  beide  der  vierten  oder  der 
fünften  oder  endlich  der  sechsten  Reihe  an,  so  entspringt  durch  ilire 
Combination  stets  eine  solche  der  ersten  Reihe*).  Es  beruht  dies  Ver- 
halten, wie  wir  ausdrücklich  betonen,  nur  darauf,  dass  f^  eine  aus- 
gezeichnete Untergruppe  von  F  ist. 

Diese  Verhältnisse  gestatten  jetzt  eine  neue  Auffassungsweise,  die 
wir  durch  folgende  Überlegung  einführen.  Bei  dem  eben  erhaltenen 
Satze  war  die  Unterscheidung  der  Substitutionen  einer  und  derselben 
Horizontalreihe  des  Schemas  verwischt,  während  dafür  die  verschiedenen 
Horizontalreihen  gegen  einander  strenge  gesondert  waren.  Wir  werden 
jetzt  dementsprechend  die  Substitutionen  jeder  einzelnen  unserer  Hori- 
zontalreihen und  insbesondere  die  Substitutionen  v  der  Untergruppe 
fj  als  von  einander  nur  unwesentlich  verschieden  ansehen**),  was  wir 
dadurch  ausdrücken  wollen,  dass  wir  unter  Einführung  eines  Aqui- 
valenzzeichens 

VgCsJVH,      VgViCOV^Vi 

*)  Man  vergl.  übrigens  die  sogleich  folgenden  Formeln  (3). 
'**)  Wir  machen  schon  hier  darauf  aufmerksam,  dass  wir  diesen  Schritt  bal- 
digst (in  §  11,  p.  294)  darch  eine  elegante  geometrische  Massnahme  stQtzen  werden. 
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schreiben,  gleichgültig  welche  ganzen  Zahlen  hier  g  und  h  sind.  Wir 
können  dementsprechend  sagen:  Sobald  wir  die  Substitutionen  der  Unter- 
gruppe Tq  als  unter  einander  nicht  verschieden  ansehen,  redudert  sicJi  die 
Gesamtheit  der  Modulsubstitutionen  erster  Art  auf  nur  sechs  verschiedene 
Operationen  Vq,  F^',  •  •  •,  Fß'  {wobei  V{  noch  eine  ganz  willkürliche  Operation 
der  (i  +  1)*^  Horizontdlreihe  des  oft  genannten  Schemas  sein  Tcanri). 

Zwei  unter  den  sechs  gewählten  Substitutionen  F/  geben  mit 
einander  combiniert  eine  Substitution,  welche  im  Sinne  der  gerade 
getroffenen  Verabredung  mit  einer  dritten  unter  ihnen  für  identisch  gilt: 

(2)  VIV^ckjV;. 

Dabei  werden  wir  den  am  Eingang  des  Paragraphen  entwickelten  Satz 
nochmals  dahin  aussprechen,  dass  den  beiden  in  (2)  gerade  vorliegenden 
Zählen  i,  h  diese  ganz  bestimmte  Zahl,  l  zugeordnet  ist,  völlig  unabhängig 
davon,  welche  besondere  Substitution  F/,  wir  aus  der  einzelnen  Horizontalreihe 
auswäJdten,  Wir  wollen  demnach  für  F/  kurz  wieder  Vi  und  insbesondere 
für  Vq  1  schreiben,  indem  wir  zu  vorliegendem  Zwecke  statt  der  all- 
gemeinen Vi  wieder  die  p.  281  eingeführten  Repräsentanten  der  sechs 
Horizontalreihen  heranziehen.  Einige  besondere  Fälle  der  Formel  (2), 
aus  denen  sich  alle  übrigen  Combinationen  unserer  sechs  Substitutionen 
leicht  herstellen  lassen^  haben  wir  hier  zusammengestellt: 

V.'roV,    ,      V^roV,    ,      V,V,(\)1  , 

(3)  F3«ool      ,      F.^ool      ,      Fß^ool      , 

ViV,<^V,,      V,V,roV,,      V,V,<^V,, 

Jetzt  werden  wir  offenbar  auf  Grund  der  Formeln  (2),  (3)  den 
Satz  aussprechen  können:  Vermöge  unserer  neuen  Auffassung  bilden  die 
Operationen  Vi  eine  Gruppe;  dieselbe  ist  von  sechster  Ordnung,  so  dass 
wir  sie  als  Gq  benennen  werden,  und  erweist  sich  vermöge  (3)  als  eine 
Diedergruppe,  Wir  wiederholen:  Die  Gesamtgruppe  f  redudert  sich  auf 
eine  Diedergruppe  G^,  sobald  man  die  sämtlichen  Substitutionen  der  V^  mit 
einer  unter  ihnen  z,  B.  der  Identität  1  als  identisch  erachtet 

Endlich  führen  wir  für  diese  Verhältnisse  eine  kurze  Bezeichnungs- 
weise ein,  welche  die  Sachlage  in  besonders  charakteristischer  Weise 
kennzeichnet.  Wir  können  nämlich  offenbar  sagen,  dass  zwischen  einer 
Diedergruppe  Gq  und  der  Modulgruppe  f  das  Verhältnis  des  Isomorphismus 
vorliegt;  freilich  ist  dies  ein  Isomorphismus  von  unendlich  hoher  Meroedrie. 
Der  einzelnen  Operation  Vi  der  Gq,  welche  man  sich  in  irgend  einer  Form 
gegeben  denken  kann*),  wird  dabei  die  Gesamtheit  der  in  einer  be- 
stimmten Horizontalreihe  von  (4)  §  6  enthaltenen  Modulsubstitutionen 

*)  Man  denke  z.  B.  an  die  in  ,Jkos."  znr  Behandlung  kommenden  Dieder- 
gruppen  G^. 
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zugeordnet  sein;  der  einzelnen  Modulsubstitution  aber  entspricht  um- 
gekehrt nur  eine  bestimmte  Operation  der  Gq.  Es  ist  bei  isomorpher 
Zuordnung  zweier  Gruppen  ein  allgemeiner  Satz^  dass  der  identischen 
Substitution  1  der  Gruppe  kleinerer  Ordnung  in  der  anderen  Gruppe 
die  Substitutionen  einer  in  dieser  ausgezeichneten  Untergruppe  zu- 
geordnet sind.  Das  trifft  hier^  wie  wir  bemerken,  in  der  That  zu^  in- 
dem der  Operation  1  der  Gq  die  Substitutionen  v  der  Vq  entsprechen. 

Hier  nun  sogleich  unsere  weitere  Verwertung  der  Diedergruppe  G^. 
Innerhalb  derselben  kommen  zwei  Arten  cjclischer  Untergruppen  in 
Betracht*).  Erstlich  haben  wir  eine  in  der  G^  ausgezeichnete  Unter- 
gruppe dritter  Ordnung  63,  welche  die  Substitutionen  1,  Fj,  V^  um- 
iasst;  sodann  sind  drei  gleichberechtigte  G^  der  zweiten  Ordnung 
zu  nennen,  welche  einzeln  neben  der  Identität  1  noch  die  Substitu- 
tionen F3  bez.  F4,  F5  enthalten.  Jeder  dieser  vier  Untergruppen  ist 
nun  in  der  isomorphen  Gruppe  f  notwendig  eine  Untergruppe  eugeordnet, 
so  dass  wir  dergestalt  im  ganzen  zur  Kenntnis  von  vier  neuen  Unter- 
gruppen der  Modulgruppe  gelangen.  Da  haben  wir  erstlich  der  (z, 
entsprechend  eine  Untergruppe,  in  welcher  die  Substitutionen  der 
ersten  drei  Reihen  des  Schemas  (4)  §  6  vereint  sind.  Wollen  wir  ihr 
entsprechend  die  Substitutionen  der  Gesamtgruppe  f  in  ein  Schema 
anordnen  analog,  wie  (4)  §  6  der  Tg  entspricht,  so  ordnen  sich  die 
ersten  drei  Reihen  von  (4)  §  6  nun  in  der  ersten  Horizontalreihe  des 
neuen  Schemas  an,  die  folgenden  drei  Reihen  von  (4)  §  6  aber  in 
einer  zweiten.  Wir  haben  also  eine  Untergruppe  vom  Index  zwei,  fj, 
gefunden  und  bestätigen  noch  mühelos  y  dass  sie  in  f  ausgezeichnet  ent- 
halten ist. 

In  völlig  gleicher  Weise  finden  wir,  dass  den  drei  gleichberech- 
tigten  Untergruppen  G^  der  G^  in  der  Modidgruppe  drei  gleichbereditigte 
Untergruppen  vom  Index  drei  Tg,  Tg',  Pj"  entsprechen,  welche  einzeln  neben 
den  Substitutionen  der  Tg  bez.  noch  diejenigen  der  vierten,  fünften  und 
sechsten  Reihe  (4)  §  6  umfassen.  In  der  That  folgt  ja  die  Existenz 
dieser  Untergruppen  auch  schon  direct  aus.  den  in  der  mittleren  Reihe 
von  (3)  angegebenen  Formeln.  Nur  dass  sie  gleichberechtigt  sind,  konnte 
man  auch  nocb  auf  directem  Wege  zu  bestätigen  wünschen.  Aber  in 
der  That  findet  man  durch  Rückgang  auf  die  unter  (3)  p.  281  angegebene 
Bedeutung  der  Substitutionen  Vt 

sowie  andrerseits 


*)  Man  sehe  über  die  Stmctur  der  Diedergrappe  „Ikos/*  p.  9  u.  f.  and  ver- 
gleiche übrigens  auch  die  Formelgruppe  (3)  des  Textes. 
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wodurch  die  Gleichberechtigung  der  drei  in  Rede  stehenden  Unter- 
gruppen Tj  zur  Eridenz  gebracht  ist 

§  9.     Die  rondameutalbereiche  ^3  der  gleiohbereoh%ten  T,. 

Für  die  drei  gleichberechtigten  Untergruppen  t,  des  vorigen  Para- 
graphen sollen  nunmehr  zugehörige  Fundamental bereiche  angegeben 
werden,  was  durch  zweckmässigen  Gebrauch  des  Fundamentalbereichs 
der  Untergruppe  f«  ohne  besondere  MQhe  gelingt  Beginnen  wir  so- 
gleich mit  der  ersten  unter  unseren  drei  Gruppen  Tg,  welche  die 
Subatitationen  vi,  VtVg  enthält,  erinnern  uns  der  expliciten  Gestalt 
der  F„  welche  keine  andere  ist  als  die  Substitution  S,  und  nehmen 
Übrigens  den  Fundamentalbereich  der  f^  in  seiner  ursprünglichen  durch 
Fig.  67  oder  68  (p.  276,  279)  gegebenen  Gestalt  an. 

Da  r,  in  der  vorliegenden  Tg  als  Unter^nppe  enthalten  ist,  so 
kann  man  l'Or  irgend  einen  beliebig  in  der  Halbebene  aufgegriffenen 
Funkt  einen  bezüglich  der  T,  äquivalenten  im  Bereich  Fig.  6S  sicher 
nachweisen.     Liegt   dann   etwa    dieser   äquivalente   Punkt   nicht   von 
selbst  schon    innerhalb  der    beiden   zur    imaginären  Aze    parallelen 
Geraden  «  =  +  y  >  ^*  können  wir  ihn  ersichtlich  durch  Ausübung 
der   Substitution    Vs=^S  oder   Fj~^  =  iS'~',    welche  ja  beide  der  r, 
angehSren,  in  den  zwischen  diesen  beiden  Gen^den 
verlaufenden  Teil  des  Bereiches  Fig.  68  hinein  ver- 
legen.   Dieser  hiemeben  in  Fig.  71  zur  Darstellung 
gebrachte  Teil  des  Fundamentalbereichs  der  Tg  weist 
sonach  für  jeden  Punkt  der  Ealbebene  einen  be- 
züglich der  r,  äquivalenten  auf.     Aber  es    kann 
andrerseits  keine  zwei  bezüglich  der  T,  äquivalente 
Punkte  a>,  m'   in    seinen)  Innern  geben.    Sicher  ist 
nämlich  ausgeschlossen,  dass  zwei  solche  etwa  exi- 
stierende Punkte  durch  eine  Substitution  v  mit  ein- 
ander correspondieren.     Es  wäre  somit 

Nan  ist  aber  bei  der  L^e  von  m  entweder  Fj(fl))  oder  Fj~'(oi)  im 
Bereiche  der  Fig.  68  gelegen.  Nennen  wir  diesen  Punkt  es",  so  wäre 
m  ■=  F,-*(flj")  und  a'  =  viV^V^^'^m")  =  v,(e}"),  eine  Gleichung,  die 
deshalb  unmöglich  ist,  weil  wir  in  Fig.  68  einen  Fundamentalbereich 
der  Tg  besitzen.    Wir  eritentien  sonach  in  Figur  71  emen  Fundamental' 
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bereich  der  Gruppe  Tj*)  und  liabeo  nur  noch  festzusetzen,  welche 
Randponkt«  dem  Bereiche  zugehören  sollen.  In  der  That  sind  diese 
ja  wieder  paarweise  bezüglich  der  fj  äquivalent,  indem  die  linke  gerade 
Grenzlinie  durch  Anwendung  von  V^^^  S  in  die  rechte  übergeht,  die 
beiden  unteren  kreisförmigen  Bandcnrven  aber  vermöge  der  Substitu- 
tion V  "^  t  correspondieren.  Diesem  Sachverhalte  entsprechende  Fest* 
Setzungen,  welche  wobl  keiner  weiteren 
Erläuterung  bedürfen,  sind  in  Fig.  71 
angedeutet 

Für  die  beiden  Gruppen  T,'  und 
fj"  tritt  eine  völlig  analoge  Über- 
legung ein,  die  wir  eben  deshalb  hier 
nicht  ins  einzelne  auszufahren  brauchen. 
Bei  der  Tg'  beachte  man,  dass  V,  mit 
der  Substitution  T  identisch  ist,  und 
dass  deshalb  in  dem  iu  Fig.  12  an- 
gedeuteten Bereiche  für  jeden  Punkt 
Fig.  TS.  der  Halbebene  ein  bezüglich  f,'  äqui- 

valenter zu  6nden  ist.    Da  sich  aber 
auch  keine  zwei  bezOglich  T,'  äquivalente  Punkte  in  demselben  finden 
lassen,   so  ist  er   FundataentalbereüA  von  T,',     Ebenso  findet  man  den 
Fundamental  bereich  für  f,"  in  der  in 
Fig.  73  gegebenen  Gestalt. 

Hier  ist  es  nun  besonders  lehr- 
reich, die  Beziehungen  der  drei  ge- 
fundenen Fundamentalber eiche  unter 
einander  näher  zu  verfolgen,  und  wir 
entwickeln  zuvörderst  einen  darauf 
bezüglichen  allgemeinen  Satz.  Irgend 
eine  unserer  bisher  gefundenen  Unter- 
gruppen nennen  wir  T^  und  bezeichnen 
V      j^^  deren    Substitutionen    yorftbeigehend 

"'^  selbst    wieder   durch   1,   fj,  Vj,  •  •  -, 

''  während   ihr  Fundamental  bereich  F^ 

heissen   soll.     Es   giebt  dann  zum  beliebigen  Punkt  a'  der  Halbebene 
nur  einen  bezüglich  f^  äquivalenten  Punkt  m  in  F^,: 


0) 


=  f*(n>)- 


*)  Wir  baben  bier  eine  neae  Bestätigung  des  in  der  Note  p.  284  aogegebeoen 
Satiei.  In  der  That  bemerke  man,  duB  f,  innerhalb  der  T,  Untergruppe  vom  Index 
twei  JBt;  dem  entapricht  es  denn,  doBs  sieb  der  FundKmentalbereich  der  f,  ans 
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Jetzt  führen  wir  irgend  eine  beliebige  Modulsubstitution  erster  Art  V 
aus,  die  wir  uns  wieder  im  Sinne  von  p.  166  durch  eine  „Bewegung" 
der  Halbebene  in  sich  bewerkstelligt  denken.  Der  Fundamentalbereich 
Ffi  gehe  dergestalt  über  in  den  Bereich  F^,  wobei  die  neuen  Band- 
curven  gerade  in  der  Folge  einander  zugeordnet  sein  sollen,  wie  die 
ursprünglichen.  Zugleich  gehen  durch  unsere  Transformation  die  beiden 
soeben  mit  (o  und  m  bezeichneten,  durch  (1)  verbundenen  Punkte  in 
©i  =»  y{p)  und  m^  =  y(^')  über,  welche  letztere  dann  offenbar  durch: 

verbunden  sind.  Unter  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  von  1^^  folgt 
sonach  ohne  weiteres,  dass  ein  beliebiger  Punkt  der  Halbebene  in  einen 
und  nur  einen  Punkt  des  Bereiches  JP/  durch  eine  Substitution  aus  der 
Reihe  VvqV"^,  Vv^^V—^,  Vv^V'^^^  •  •  •  übergeführt  werden  kann.  Aber 
das  sind  gerade  die  Substitutionen  der  mit  f^  gleichberechtigten 
Untergruppe  f/  =  Ff^F"^,  so  dass  wir  den  Satz  gewonnen  haben: 
TVansfarmieren  wir  irgend  eine  vorliegende  Untergruppe  durch  eine  Modul- 
substitution erster  Art  F,  so  erhalten  tvir  einen  Fundamentalbereich  der 
neuen  Untergruppe  aus  dem  der  ersteren^  indem  unr  auf  diesen  die  eu  V 
inverse  Substitution  F""^  ausüben. 

Diesen  Satz  wolle  man  nun  durch  Einzelbetrachtung  der  drei 
für  die  Untergruppen  V^  angegebenen  Fundamentalbereiche  bestätigen. 
Es  ist^  wie  man  durch  explicite  Rechnung  sofort  beweist,  z.  B. 

(2)  T-»r,T=r3",  s-T,'s=r3". 

Demgemäss  muss  der  in  Fig.  71  gezeichnete  Bereich  durch  Ausführung 
der  Substitution  T  in  den  in  Fig.  73  dargestellten  Bereich  übergehen. 
Bei  der  Eigenart  der  früher  ausführ- 
lich geschilderten,  T  entsprechenden 
Ebenenbewegung  ist  dies  sofort  evi- 
dent. Wenden  wir  des  ferneren,  der 
zweiten  Gleichung  (2)  entsprechend, 
auf  den  Bereich  Fig.  72  die  Substitu- 
tion 5~"*  an,  so  erhalten  wir  den  hier- 
neben (Fig.  74)  angegebenen  Bereich, 
der  ein  Fondamentalbereich  der  Unter- 
gruppe r,''  sein  muss.  Derselbe  hat 
nun  freilich  nicht  direct  die  in  Fig.  73 
angegebene  Gestalt,  doch  geht  er 
leicht  ersichtlich  durch  „erlaubte  Abänderung"  in  diese  über.    In  der 

zwei  Fnndamentalbereichen  der  Tg  zusammensetzen  lässt,  was  afti  anschaulichsten 
durch  Vergleich  der  Figuren  71  and  69  (p.  281)  hervortritt. 


ur^Z 
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That  brauchen  wir  nur  vom  Bereiche  Fig.  74  das  links  von  der 
Geraden  o; «»  —  1  gelegene  Stück  desselben  abzutrennen  und  für  sich 
vermöge  der  zur  Untergruppe  gehörenden  Substitution  8*  zu  trans- 
formieren^  um  dergestalt  direct  zu  Fig.  73  zurückzugelangen. 

An  dem  jetzt  Yorliegenden  Material  der  zu  den  f,  gehörigen 
Fundamentalbereiche  hat  sich  sonach  unser  allgemeiner  Satz  über  die 
Fundamentalbereiche  gleichberechtigter  Untergruppen  völlig  bestätigt« 

§  10.^    Erneute  Betraohtxmg  des  Fundamentalbereiohs  F^ 

der  Untergruppe  f^. 

Zu  neuen  Gesichtspunkten  gelangen  wir  durch  Anwendung  des 
allgemeinen  im  vorigen  Paragraphen  gewonnenen  Satzes  auf  den 
Fundamen talbereich  F^  der  ausgezeichneten  Untergruppe  Tg.  Indem 
wir  auf  F^  die  Substitution  erster  Art  V~^  ausüben,  geht  dieser  Be- 
reich in  Fß  über,  der  als  Fundamentalbereich  zu  der  mit  f^  gleich- 
berechtigten Untergruppe  Tg'  =  V^^V^V  gehört.  Aber  als  ausge- 
zeichnete Untergruppe  ist  fg  nur  mit  sich  selbst  gleichberechtigt,  so 
dass  auch  jP/  Fundamentalbereich  von  Tg  ist  und  also  durch  erlaubte 
Abänderung  in  F^  selbst  übergeführt  werden  kann.  Von  erlaubter  Ab- 
ändertmg  abgesehen  wird  sonach  der  Fundamentalbereich  F^  der  aus- 
gezeichneten  Untergruppe  V^  durch  jede  ModtdsubstHution  erster  Art  in 
sich  selbst  transformiert. 

Wenn  wir  diesen  Satz  explicite  an  den  Figuren  prüfen  wollen, 
so  ist  keineswegs  erforderlich,  dass  wir  nun  auch  jede  Modulsubstitution 
erster  Art  zur  Ausübung  bringen  und  dabei  das  Verhalten  von  F^ 
prüfen.  Es  genügt  vielmehr,  die  sechs  Substitutionen  des  Bepräsen- 
tantensystems  oder,  wofern  wir,  was  hier  zweckmässiger  ist,  die  in  Fig.  68 
(p.  279)  gegebene  Gestalt  des  Fundamentalbereichs  F^  zu  Grunde  legen, 
diejenigen  sechs  Substitutionen  auszuüben,  durch  welche  das  Elementar- 
dreieck 1  dieser  Figur  in  deren  sechs  schraffierte  Dreiecke  übergeführt 
wird;  denn  die  Substitutionen  v  der  Tg  selbst  werden  ja  F^  sicher  von 
erlaubter  Abänderung  abgesehen  in  sich  überführen.  Aber  wir  können 
hier  noch  eine  weitere  Beduction  vornehmen.  Zeigt  sich  nämlich,  dass  F^ 
im  oft  genannten  Sinne  sowohl  durch  S^  als  T  in  sich  übergeführt  wird, 
so  wird  dieser  Bereich  auch  durch  jede  andere  Modulsubstitution  in 
sich  transformiert,  denn  jede  lässt  sich  aus  S  und  T  erzeugen. 

Die  Wirkung  dieser  beiden  Operationen  wolle  man  nun  in  der 
That  an  Fig.  68  verfolgen.  Aufs  leichteste  erledigt  sich  zunächst  die 
Substitution  T]  denn  bei  der  Art,  wie  die  Elementardreiecke  der 
Modulteilung  durch  Ausübung  der  Substitution  T  paarweise  permutiert 
werden,  ist  sofort  evident,  dass  T  den  in  Fig.  68  gezeichneten  Dreiecks« 
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complex  gerade  in  sich  überführt,  wobei  dann  aber  auch  die  durch 
die  Pfeile  angedeutete  Beziehung  der  Randcurven  auf  einander  nach 
wie  vor  dieselbe  ist.  Wenden  wir  S  auf  Fq  an,  so  bekommen  wir 
zuvorderst  einen  zwischen  den  beiden  Geraden  x  ^»0  und  o; »»  2  ge- 
legenen Bereich  F^'.  Indessen  machen  wir  hier  von  der  erlaubten 
Abänderung  Gebrauch,  dass  wir  die  rechts  von  x=  1  liegende  Hälfte 
von  F^'  abtrennen  und  vermöge  der  zur  f^  gehörenden  Substitution 
S"^  an  der  relativ  äquivalenten  Stelle  wieder  anhängen.  Dergestalt 
wird  man  wiederum  zur  Gestalt  Fig.  68  von  F^  zurückgeführt,  so  dass 
sich  die  oben  angegebene  Eigenschaft  dieses  Bereiches  thatsächlich 
bestätigt  hat.  Übrigens  bemerkt  man  leicht,  dass  sich  bei  derartigen 
Transformationen  von  Fq  in  sich  eine  feste  Regel  über  die  Zugehörig- 
keit der  Bandpunkte  zum  Bereich  nicht  aufrecht  erhalten  lässt  Rechnen 
wir  z.  B.  die  in  Fig.  67  (p.  276)  stark  markierten  Randcurven  des  Be- 
reichs Fq  demselben  zu  und  üben  nun  etwa  die  Operation  T  aus,  so 
werden  diese  stark  gezeichneten  Randcurven  gerade  in  die  beiden 
anderen  Seiten  des  Kreisbogenvierecks  F^  übergeführt.  Zweckmässiger 
Weise  wird  man  also  hier  überhaupt  unentschieden  lassen,  welche  von 
je  zwei  einander  zugeordneten  Randcurven  des  Bereiches  F^  diesem 
zugehören  soll. 

Die  Ausübung  der  Operationen  S  und  T  hat  sich  hier  noch  einiger- 
massen  einfach  bewerkstelligen  lassen.  Wollten  wir  aber  auch  noch 
andere  Operationen  V  direct  ausüben,  ohne  von  ihrer  Zusammen- 
setzung aus  S  und  T  Gebrauch  zu  machen,  so  würden  wir  schwer- 
falligen Betrachtungsweisen  nicht  immer  aus  dem  Wege  gehen  können. 
In  der  That  wird  man  auch  bei  Untersuchungen  der  vorliegenden  Art 
den  fortwährenden  Gebrauch  „erlaubter  Abänderungen''  nur  als  einen 
Notbehelf  ansehen  müssen,  den  wir  um  so  lieber  vermeiden  werden, 
da  es  wirklich  eine  andere  Massnahme  giebt,  welche  die  gerade  ge- 
fundenen Eigenschaften  von  F^  zur  unmittelbaren  Anschauung  bringt. 
Bei  diesen  Eigenschafben  ist^  wie  man  bemerkt,  einzig  die  Aufeinander- 
folge der  Elementardreiecke  von  F^  wesentlich,  wie  sie  sich  in  deren 
Lagerung  und  in  der  durch  die  Pfeile  der  Fig.  68  angedeuteten  Zu- 
ordnimg der  Randcurven  des  Bereiches  Fq  ausspricht.  Jede  etwa  stetig 
verlaufende  Formänderung  von  F^,  welche  die  Aufeinanderfolge  der 
Dreiecke  dieses  Bereiches  intact  lässt,  giebt  uns  daher  eine  neue 
Gestalt  für  F^,  welche  ihrerseits  ebenfalls  geeignet  ist,  die  am  Eingang 
des  Paragraphen  aufgestellte  Eigenschaft  von  Fq  der  Anschauung  vor- 
zuführen. Wir  wollen  uns  dementsprechend  jetzt  F^  aus  dem  Zusammen- 
hang der  iD- Halbebene  herausgeschnitten  denken,  und  eine  besondere 
stetige  Formänderung  mit  dem  so  isolierten  Bereiche  vornehmen.    Die 
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so  entstehende  neue  Gestalt  unseres  Bereiches  erweist  sich  dann  that- 
sächlich  zur  Veranschaulichung  der  in  Rede  stehenden  Eigenschaften 
von  Fq  besonders  geeignet^  wie  wir  denn  auch  auf  diesem  Wege  zum 
weiteren  Verfolg  der  in  den  yoraufgehenden  §§  8  und  9  gegebenen 
Entwicklungen  wichtigste  Hilfsmittel  gewinnen  werden. 

§  11.  Zusammenlegiuig  des  Fondamentalbereiohs  F^  znr  diedrisoh 
geteilten  Engel«    Beziehung  der  Diederteilnng  auf  die  Modulteüxing. 

Wir  haben  bereits  oben  (vgl.  Fig.  20  p.  79)  Gelegenheit  gehabt,  von 
einer  gewissen  stetigen  Formänderung  eines  Kreisbogendreiecks  mit  paar- 
weise auf  einander  bezogenen  Randpunkten  zu  handeln,  aus  welchem  wir 
damals  eine  einfach  bedeckte  Ebene  herstellten.  Einen  ähnlichen  Änderungs- 
process  wollen  wir  jetzt  mit  dem  Ereisbogenviereck  Fig.  68  (p.  279) 
vornehmen,  dessen  Randpuukte  ja  auch  in  der  durch  die  Pfeile  angezeigten 
Weise  zu  Paaren  auf  einander  bezogen  sind.  Möge  das  Viereck  eine 
stetig  verlaufende  Dehnung  erfahren,  wobei  die  einander  zugeordneten 
Randpunkte  mehr  und  mehr  einander  genähert  werden.  Es  schien  zweck- 
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Fig.  75  b. 


Fi«.  75o. 


Fig.  76  d. 


massig,  diesen  Vorgang  durch  eine  Reihe  von  Zeichnungen  zu  erläutern, 
die  in  Fig.  75a,  b,  c,  d  zusammengestellt  sind*).   Dieselben  überheben  uns 


*)  Ersichtlich  stehen  die  geometrischen  Massnahmen  des  Textes  in  engster 
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der  Mühe^  noch  weiter  bei  den  Einzelheiten  der  Formänderung  zu  ver- 
weilen^ und  wir  werden  demnach  sogleich  das  endliche  Resultat  der- 
selben in  Augenschein  nehmen.  Wir  wollen  nämlich  schliesslich  die 
auf  einander  bezogenen  Bandpunkte ^  welche  in  der  o- Halbebene  be- 
züglich Tg  äquivalent  waren  ^  zur  Goincidenz  bringen  und  geradezu 
zusammengeheftet  uns  vorstellen.  So  entspringt  Fig.  76,  in  welcher  wir 
direct  unsere  frühere  Fig.  12  (p.  70)  wieder  erkennen.  Wenn  wir  nun 
noch  zur  Projection  dieser  Figur  auf  die  Eugeloberfläche  gehen,  wie  sie 
oben  Fig.  13  (p.  72)  giebt,  so  haben  wir  diejenige  Gestalt  erhalten,  in 
welche  wir  den  Bereich  F^  umwandeln  wollten.  Wir  haben  so  das 
Resultat:  Durch  stetige  Deformation  des  Fundamentalbereichs  der  Unter- 
gruppe Tg  Jcann  man  aus  demselben 
die  diedrisch  geteilte  Kugel  (Fig.  13) 
herstellen, 

Dass  wir  soeben  am  Schlüsse  der 
stetigen  Formänderung  geradezu  die 
diedrisch  geteilte  Kugel  erhielten,  wird 
für  die  Anschaulichkeit  der  durchge- 
führten Massnahme  nur  einGewinn  sein. 
Inzwischen  können  wir  den  Deforma- 
tionsprocess  von  JPg,  der  schliesslich 
zur  Zusammenheftung  der  auf  einander  bezogenen  Randcurven  von  F^ 
führt,  noch  in  mannigfaltigst  abgeänderter  Weise  durchführen.  Da 
hätten  wir  die  diedrisch  geteilte  Ebene  oder  Kugel  in  irgend  einer 
verzerrten  Form  gewonnen;  aber  immer  wären  die  „Lagenverhält- 
nisse'^  der  Dreiecke  gegen  einander  doch  die  nämlichen  geblieben, 
und  wir  konnten  in  der  That  auch  jede  solchergestalt  entstehende 
Figur  zu  der  Mehrzahl  der  Anwendungen  benutzen,  die  wir  mit 
Fig.  76  im  Sinne  haben.  —  Bemerken  wir  übrigens  hier  sogleich, 
dass  sich  in  analoger  Weise  auch  die  Bereiche  F^  der  f,  zu  einfach 
überdeckten  Ebenen  (oder  Kugeln)  zusammenlegen  lassen,  wie  wir  das 
in  einem  der  nächsten  Paragraphen  wirklich  durchführen  werden.  Die 
Verallgemeinerung  unserer  Massnahme  besprechen  wir  im  nächsten 
Kapitel;  dieselbe  wird  für  unsere  gruppentheoretischen,  sowie  func- 
tionentheoretischen  Erörterungen  allgemein  von  weitgehendster  Bedeu- 
tung sein. 


Fig.  76. 


Beziehung  zu  den  p.  81,  82  durchgeführten  Überlegungen  (insbesondere  vergleiche 
man  die  damaligen  Figuren  24  und  25  mit  den  jetzigen  75  b,  c,  d).  Die  Ver- 
wandtschaft der  beiderseitigen  Entwicklungen  werden  wir  späterhin  mit  Hilfe  von 
bezüglichen  functionentheoretischen  Sätzen  des  folgenden  Abschnitts  leicht  über- 
blicken. 
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Kehren  wir  nunmehr  zum  Fundamentalbereich  Fq  und  zur  ge* 
wonnenen  abgeänderten  Form  desselben  zurück.  Es  erscheint  zu- 
vorderst als  das  Wichtigste,  dass  relativ  äquivalente  Punkte  in  der 
neuen  Gestalt  von  Fq  zu  identischen  geworden  sind.  Diese  Bemerkung 
bezieht  sich  zunächst  nur  auf  die  Randpunkte  des  Fundamentalbereichs 
in  der  oj-Halbebene,  man  kann  sie  aber  auch  leicht  auf  die  Punkte 
der  o- Halbebene  überhaupt  ausdehnen.  Die  Dreiecke  des  Fundamental- 
bereichs Fß  sind  den  Dreiecken  der  Diederteilung  (Fig.  13,  p.  72)  wechsel- 
weise eindeutig  zugeordnet.  Wir  können  aber  auch  ohne  Störung 
dieser  Sachlage  die  Auffassung  in  folgender  Weise  verallgemeinern. 
Das  Doppeldreieck  1  des  Bereiches  Fq  ordnen  wir  demjenigen  Doppel- 
dreieck der  Diederteilung  zu,  in  welches  jenes  bei  der  beschriebenen 
Umgestaltung  von  F^  übergeführt  wird,  wobei  dann  auch  die.  Seiten 
des  einen  Dreiecks  eindeutig  denen  des  anderen  zugeordnet  sind.  Nun 
wollen  wir  überhaupt  jedem  Dreiecke  der  Modulteilung  ein  Dreieck  der 
Diederteilung  zuweisen,  indem  wir  für  die  Beziehung  der  Modulteilung 
auf  die  Diederteilung  die  Bestimmung  aufstellen,  da8S  henachbarten  Drei- 
ecken  der  einen  Teilung  immer  im  gleichen  Sinne  benachbarte  Dreiecke 
der  anderen  Teilung  zugeordnet  sein  sollen.  „Im  gleichen  Sinne  be- 
nachbart'^ nennen  wir  die  Dreiecke  jedes  dieser  beiden  Paare  deshalb, 
weil  sie  so  neben  einander  liegen  sollen,  dass  die  gemeinsame  Seite 
des  einen  Dreieckpaares  auch  wirklich  der  gemeinsamen  Seite  des  andern 
Paares  entspricht.  Durch  unsere  Festsetzungen  sind  übrigens  die  Dreiecke 
der  einen  Teilung  denen  der  anderen  nur  erst  als  ganze  zugeordnet, 
wobei  freilich  die  Ecken  und  Seiten  des  einen  Dreiecks  denen  eines 
ihm  entsprechenden  Dreiecks  der  anderen  Teilung  eindeutig  zugewiesen 
sind.  Inzwischen  erleichtert  es  die  Ausdrucksweise  weiterhin  sehr, 
wenn  wir  auch  die  inneren  Punkte  des  einen  Dreiecks  denen  des  anderen 
«eindeutig  zuweisen.  Wie  wir  dies  des  näheren  ausführen,  bleibt  hier 
willkürlich;  nur  werden  wir  so  zuordnen,  dass  ein  stetiger  Weg  im 
einen  Dreieck  einem  gleichfalls  stetig  verlaufenden  Wege  im  anderen 
entspricht.  Überdies  geben  wir  folgende  Yorschrifl;:  Zeigt  sich,  dass 
ausser  einem  ersten  Moduldreiecke  noch  ein  zweites  durch  unsere  Fest*- 
setzungen  einem  gewissen  Diederdreiecke  zugeordnet  ist,  so  weisen 
wir  die  Punkte  des  letzteren  den  Punkten  dieses  zweiten  Moduldreiecks 
derart  zu ,  dass  äquivalente  Funkte  jener  beiden  Moduldreiecke  jedesmal 
dem  nämlichen  Punkte  des  Biederdreiecks  entsprechen. 

Man  sieht,  dass  solchergestalt  thatsächlich  die  Beziehung  von  F^  auf 
die  Diederteilung,  wie  wir  sie  vorhin  durch  Fig.  75  hergestellt  hatten, 
getroffen  wird.  Inzwischen  hat  unsere  jetzige  Auffassung  einen  weiteren 
Spielraum.    Mögen  wir  nämlich  von  irgend  einem  Punkte  cd  in  F^  eine 
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stetig  verlaufende  Bahn  zum  relativ  äquivalenten  Punkte  s(m)  ziehen 
and  andrerseits  bei  der  festgesetzten  Beziehung  der  Modulteilung  auf 
die  Diederteilung  in  der  letzteren  den  entsprechenden  Weg  verzeichnen. 
Dieser  wird  in  dem  m  zugeordneten  Punkte  beginnen  und  wird, 
wie  man  mühelos  sieht,  auf  geschlossenem  Wege  zuletzt  zu  seinem 
Anfangspunkte  zurückfähren.  Das  also  ist  jetzt  überhaupt  die  Sach- 
lage,  cUtöS  je  gtcei  relativ  äquivalente  Punkte  (o  auf  denselben  Punkt  der 
Diederteüung  hegogen  sind.  In  Übereinstimmung  hiermit  werden  wir 
sagen  dürfen:  Einem  einzelnen  Doppeldreieck  der  Modulteüung  entspricht 
immer  ein  bestimmtes  Doppeldreieck  der  Diederteilung ,  wahrend  umgekehrt 
dem  einzelnen  Doppeldreieck  dieser  letzteren  Teilung  stets  die  Gesamtheit 
der  unendlich  vielen  mit  einem  bestimmten  Doppeldreieck  von  F^  relativ 
äquivalenten  Moduldreiecke  entspricht 

Durch  die  Zusammenlegung  von  Fq  zur  Diederteilung  haben  wir 
sonach  erreicht,  dass  den  abstracten  Vorstellungen,  welche  den  Aus- 
führungen des  §  8  zu  Grunde  liegen,  eine  concreto  geometrische  Deu- 
tung zuerteilt  ist.  Dort  wollten  wir  alle  Substitutionen  F,-,  v^Vi,  v^Vi,  •  •  • 
für  identisch  ansehen:  Hier  sind  beim  Fortgang  von  der  o- Halb- 
ebene zum  Dieder  thatsächlich  alle  jenen  Substitutionen  zugeordneten 
Doppeldreiecke  in  ein  einziges  Doppeldreieck  der  Diederteilung  über- 
gegangen. 

Alle  diese  Ausf&hrungen  finden  in  entsprechender  Weise  auch  auf 
die  Fundamentalbereiche  jP^  der  V^  Anwendung,  wie  wir  wenigstens 
zum  Teil  baldigst  belegen  werden.  Vorerst  aber  fögen  wir  hier  so- 
gleich diejenigen  weiter  sich  hier  anschliessenden  besonderen  Folge- 
rungen an,  welche  allein  bei  der  Tg,  als  einer  „ausgezeichneten''  Unter- 
gruppe, statthaben. 

§12.     Deutung  der  Omppe  G^  an  der    diedrisch   geteilten  Kugel. 

Begularität  des  FundamentalbereiohB  Fq. 

Hat  sich  soeben  die  neue  Gestalt^  in  welche  wir  den  Fundamental- 
bereich F^  überführten,  bereits  für  die  geometrische  Deutung  der  den 
§  8  begründenden  Überlegungen  als  zweckmässig  erwiesen,  so  werden 
wir  dieselbe  jetzt  vor  allem  auch  für  die  Entwicklungen  des  vorletzten 
Paragraphen  (p.  292,  293)  verwerten.  Der  in  der  cd -Halbebene  lagernde 
Fundamentalbereich  jP^  der  Tg  als  einer  ausgezeichneten  Untergruppe 
der  Modulgruppe  hatte  die  Eigenschaft,  durch  die  sechs  Substitutionen 
1,  Vi,  Fj,  •  •  •,  Fß  von  erlaubten  Abänderungen  abgesehen  in  sich  selbst 
übergeführt  zu  werden.  Das  kommt  nun  in  sehr  viel  anschaulicherer 
Weise  bei  der  Diederteilung  zur  Geltung.  Bei  ihr  haben  wir  in  der 
That   nicht   notig,   immer  erst   noch   erlaubte   Abänderungen   vorzu- 
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nehmen;  wie  sie  das  Operieren  mit  dem  ursprünglichen  Bereiche  F^ 
erschwerten:  Die  Diederteüung  geht  ohne  weiteres  durch  die  sechs  Ope- 
rationen^ welche  ein  einzelnes  ihrer  Doppeldreiedce  in  ein  anderes  über- 
führen, in  sich  selbst  über. 

Hiermit  haben  wir  nun  für  die  Gruppe  G^,  die  wir  im  §  8  der  ^^aus- 
gezeichneten''  Untergruppe  T^  zuordneten^  die  zweckmässigste  Deutung 
gewonnen.  Mögen  bei  der  Umformung,  die  wir  mit  dem  Fundamental- 
bereich Fq  vornahmen  und  die  uns  zur  Diederteilung  hinführte,  die  Doppel- 
dreiecke unverändert  ihre  Namen  1,  F^,  F,,  •••;  V^  behalten  haben.  Da 
werden  wir  dann  offenbar  der  Operation  der  G^y  die  wir  oben  durch  Vt 
bezeichneten,  diejenige  Diederdrehung  zuordnen,  welche  das  Dieder- 
dreieck  1  nach  Vi  verschiebt  Man  erkennt  (durch  Rückgang  auf  die 
„Modulsubstitutionen''  Vk)  aufs  leichteste,  dass  hierdurch  G^  auf  die  Gruppe 
der  Diederdrehungen  holoedrisch  isomorph  bezogen  ist  Der  Diedertypus 
unserer  (r«,  den  wir  oben  (p.  287)  in  abstracter  Weise  erschlossen  hatten, 
wird  also  durch  die  'Zusammenlegung  des  Bereiches  F^  von  vornherein 
evident. 

Jetzt  wollen  wir  umgekehrt  den  Namen  der  „regulären''  Eugel- 
teilung,  welcher  doch  u.  a.  auch  für  die  Diederteilung  im  Gebrauch 
ist^  zugleich  auf  den  Fundamentalbereich  F^  der  cd -Halbebene  über- 
tragen. Wir  wollen  denselben  selbst  einen  regulären  nennen  und  be- 
zeichnen also  als  Begularität  die  oft  genannte  Eigenschaft  des  Bereiches 
F^f  durch  alle  sechs  Operationen  des  Bepräsentantensystems  der  f^  von 
erlaubter  Abänderung  abgesehen  in  sich  transformiert  zu  werden.  Wir 
werden  (im  folgenden  Paragraphen)  demgegenüber  die  Fundamental- 
bereiche der  Untergruppen  fj  (Fig.  71 — 73)  als  irregulär  bezeichnen, 
Die  hier  in  Rede  stehende  Eigenschaft  des  Fundamentalbereichs  F^, 
durch  alle  sechs  Operationen  1,  F^,  Fg,  •  •  •,  Fg  in  sich  übergeführt  zu 
werden,  war  übrigens,  wie  wir  schon  wiederholt  betonten,  eine  Folge 
des  Umstandes,  dass  T^  in  der  Gesamtgruppe  f  ausgezeichnet  ist.  Die 
Begularität  des  Fundamentalbereichs  F^  ist  sonadi  die  geometrische  Er- 
scJieinungsform  der  Thatsache,  dass  f«  ausgezeichnete  Untergruppe  der 
Modulgruppe  V  ist. 

Ausserlich  lässt  sich  die  genannte  Regularität  zur  vollen  Anschau- 
lichkeit allein  an  dem  zur  Diederkugel  zusammengelegten  Bereich  F^ 
bringen,  wo  sie  sich  durch  die  regelmässige  Anordnung  der  sechs 
Doppeldreiecke  ausspricht«  Vor  allem  ist  es  wichtig,  dass  wir  hier 
schliesslich  noch  die  Ecken  der  Elementardreiecke  im  zusammengelegten 
Bereich  Fq  näher  in  Augenschein  nehmen,  welche  wir  in  sofort  ver- 
ständlicher Weise  als  mit  q  bez.  i  und  ioo  äquivalente  Punkte  be- 
nennen.   Man  bemerkt  zunächst:    WäJirend  die  Punkte  von  F^  im  alU 
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gemeinen  eu  je  sechs  äquivaleni  sind,  tritt  für  diese  Ecken  eine  lUduction 
ein,  indem  toir  offenbar  etcei  mit  tf  und  je  drei  mit  i  und  ioo  äqui- 
valente Funkte  in  F^  zu  vereeieknen  haben  (cf.  Fig.  76,  p.  295).  Ist  aber 
einer  der  beiden  mit  q  äquivalenten  Punkte  von  sechs  Elementar- 
dreiecken nmlf^ert,  so  verlangt  offenbar  die  Begidarität  von  1\,  dass 
dies  auch  vom  anderen  giU;  ist  einer  der  drei  mit  ioo  äquivalenten 
Eckpunkte  von  vier  Elementardreiecken  umlagert,  so  gilt  zufolge  der 
Regularität  das  Gleiche  von  den  beiden  anderen  u.  s.  w.,  Sätze,  deren 
Zutreffen  man  ja  sofort  durch  den  Anblick  der  Diederteilung  bestätigt. 

§  13.  Zosammenblegimg  der  Fimdamentalbereiolie  F^  an  einfach 
bedeckten  Ebenen.     XrreernlaritAt  der  F^. 

Wie  wir  schon  in  Aussicht  nahmen,  wollen  wir  nun  auch  die 
Fundamentalbereiche  F^  der  drei  gleichberechtigten  Untergruppen  fj 
in  ganz  ähnlicher  Weise  einer  stetigen  Umformung  unterwerfen,  wie 
soeben  den  Bereich  F^.  Wir  werden  dei^estalt  einerseits  die  Irregu- 
larität der  Ff  "figürlich  erläutern,  des  weiteren  aber  werden  wir  so 
(im  folgenden  Paragraphen)  zu  wicht^en  neuen  Betrachtungen  vor- 
gehen, welche  sich  auf  die  Symmetrie  unserer  Fundamentalhereiche 
beziehen. 

Id  Fig.  71  (p.  389)  ist  der  Fundamentalbereich  F^  der  ersten  unserer 
drei  Untergruppen  Tg  zur  Darstellung  gebracht.  Wollen  wir  denselben  in 
der  That  einer  derartigen  stetigen  Formänderung  unterziehen,  dass  die 
auf  einander  bezogenen  Handcurven  bis  zur  Coincideuz  zusammengebogen 
werden.   Das  ist  des  näheren  in  Fig.  77a,  b,  c  ausgeführt;  des  leichteren 


Überblicks  wegen  haben  wir  die  Ecken  der  Elementardreiecke  durch 
Buchstaben  bezeichnet,  und  zwar  benannten  wir  die  mit  if  äquivalenten 
Ecken  von  F^  durch  a,  die  mit  i  äquivalenten  durch  b,  b',  endlich  die 
mit  ioo  äquivalenten  Punkte  c,  c',  -wie  dies  die  drei  Figuren  77  an- 
zeigen. 

Die  in  Fig.  77c  gegebene  Zeichnung  stellt  uns  den  fertig  zu- 
sammengebogenen Bereich  f,  bei  möglichst  bequemer  Anordnung  seiner 


300 


II,  4.   Besprechnng  einer  besonderen 


Teile  dar.  Die  Ecken  der  Elementardreiecke  sind  jetzt  ohne  Ausnahme 
auf  der  verticalen  Geraden  der  neuen  Figur  gelegen,  der  Punkt  c  ist  im 
Unendlichen  geblieben.  Die  beiden  Elementardreiecke,  welche  in  der 
(D- Halbebene  das  Doppeldreieck  T  zusammensetzten,  sind  auch  in  der 
neuen  Gestalt  Ton  ^3  noch  eigentliche  Dreiecke  mit  geraden  oder 
stetig  gekrümmten  Seiten.  Alle  übrigen  Dreiecke  der  ursprünglichen 
Gestalt  von  F^  sind  dagegen,  strenge  genommen,  Zweiecke  geworden; 
inzwischen  bezeichnen  wir  sie  nach  wie  Tor  als  Dreiecke,  die  dann  in  der 
einen  Ecke  {b'  bez.  c')  einen  Winkel  von  180^  besitzen.  Dem  schraffierten 
Ausgangsdreieck  der  cd -Halbebene  entspricht  in  der  dritten  Fig.  77 
das  links  ausserhalb  gelegene  schraffierte  Dreieck  mit  den  Ecken 
a,  &,  c  y  deren  letztere  dem  Punkte  cd  ^=»«00  zugeordnet  ist. 

Die  gegenseitigen  Lagen  Verhältnisse  der  sechs 'Elementardreiecke 
von  F^  werden  jedenfalls  noch  deutlicher  hervortreten,  wenn  wir  die 
neue,  geschlossene  Gestalt  von  F^  auf  die  Eugeloberfläche  übertragen; 
es  wird  so  zugleich  die  scheinbare  Sonderstellung  des  gerade  er- 
wähnten, unendlich  fernen  Eckpunktes  c  zum  FortfalF  kommen.  Die 
stereographische  Projection  der  Figur  77  c  auf  die  Kugeloberfläche 
wollen  wir  derart  vornehmen,  dass  die  verticale  Gerade  jener  Figur 
ein  grösster  Ereis  der  Kugel  werde,  auf  dem  die  drei  Punkte  ayh^  c 
äquidistant  gelegen  sind.  Die  linke  Seite  unserer  Figur  77  c  überträgt 
sich  alsdann  auf  die  eine  durch  jenen  grössten  Kreis  abgeschnittene 
Halbkugel,  die  wir  (von  aussen  gesehen)  in  Fig.  78b  gezeichnet  haben. 
Die  andere  Halbkugel  trägt  eine  Einteilung  in  drei  Bereiche,  welche 
den  in  Fig.  78  b  dargestellten  bezüglich  der  Ebene  des  öfters  genannten 

grössten  Kugelkreises  genau  sym- 
metrisch ist;  nur  wird  dabei,  wie 
ein  Blick  auf  Fig.  77  c  oder  auch 
auf  die  in  Fig.  78  a  gegebene  An- 
sicht der  Kugel  bestätigt,  einem 
schraffierten  Dreieck  jedesmal  ein 
freies  entsprechen  und  umgekehrt. 
Ziehen  wir  jetzt  auch  die 
beiden  anderen-  Gruppen  r3',  F," 
des  §  8  mit  in  Betracht.  Dieselben  waren  mit  r,  gleichberechtigt, 
und  dem  entsprach  die  Thatsache,  dass  der  Fundamentalbereich  F^  der 
r,  durch  Ausübung  gewisser  Modulsubstitutionen  in  die  Fundamental- 
bereiche Fl  und  Fl'  der  beiden  Gruppen  fj',  fj"  übergeführt  werden 
konnte.  Dabei  mussten  freilich,  wenn  wir  solcherart  die  in  Fig.  72 
und  73  angegebenen  Gestalten  von  Fl  bez.  Fl'  erreichen  wollten, 
möglicher    Weise    erst    noch    erlaubte    Abänderungen    yorgenommen 
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werden.  Wollen  wir  aber  nun  auch  unsere  Bereiche  F^  und  F^' 
durch  Zusammenbiegung  auf  einander  bezogener  Randcuryen  umformen, 
so  ist  es  ja  ganz  gleichgiltig,  ob  wir  von  den  Figuren  12,  73  ausgehen 
oder  von  irgend  welchen  anderen,  aus  ihnen  durch  erlaubte  Abände- 
rungen entspringenden.  Wir  könnten  also  auch  für  jP,'  und  F^'  direct 
von  denjenigen  Gestalten  ausgehen,  welche  durch  Ausübung  der  Modul- 
substitutionen T  bez.  Sr-^  aus  F,  entsprangen  (p.  291).  Da  aber  be- 
denke man,  dass  die  Wirkung  dieser  Modulsubstitutionen  auf  F^  gleich- 
falls durch  eine  stetig  verlaufende  Umformung  dieses  Bereichs  erreicht 
werden  kann*);  es  werden  demnach  offenbar  dureh  Zu- 
sammenbiegung  des  FundamentaJbereichs  F^  lez.  F^'  der 
mit  fj  gleichberechtigten  Untergruppen  V^,  f,"  Figuren 
entspringen,  voelche  in  der  allgemeinen  Anordnung  ^er 
Teile,  auf  die  es  hier  allein  ankommt,  von  der  Figur  11 1, 
beg.  78  nicht  verschieden  sein  Mnnen. 

Die  nähere  Ausführung,  die  wir  hier  für  F^'  durch- 
führen, bestätigt  dies.  Man  wird  leicht  die  stetige  ^'  ^^' 
Umformung  des  in  Fig.  72  dargestellten  Bereiches  vornehmen  und 
gelangt  am  Schlüsse  derselben  zur  Fig.  79,  in  welcher  ausser  der  Be- 
nennung der  Ecken  auch  noch  einige  bezügliche  Werte  von  m  zur 
leichteren  Orientierung  hinzugesetzt  sind.  Die  so  gewonnene  Figur 
ist  nun  in  der  That^  was  die  Lagenverhältnisse  ihrer  Dreiecke  an- 
geht, von  der  Figur  77  c  gar  nicht  verschieden.  Wenn  das  in  den 
ebenen  Figuren  noch  nicht  hinreichend  deutlich  zu  Tage  tritt,  so 
wolle  man  Fig.  79  wiederum  stereographisch  auf  die  Eugeloberfläche 
projicieren.  Richten  wir  diese  Projection  wieder  so  ein,  dass  die  verti- 
cale  Gerade  in  Fig.  79  auf  der  Eugel  ein  grosster  Kreis  wird  und  auf 
ihm  die  drei  Punkte  a,  b,  c  äquidistant  liegen,  so  werden  wir  in  der 
That  gerade  wieder  zur  Fig.  78  zurückgeführt.  Man  beachte  dabei 
noch  als  wichtig,  dass  nun  das  schraffierte  Dreieck  mit  den  Ecken 
a,  b\  c  dem  elementaren  Ausgangsdreieck  der  a- Halbebene  isugeordnet  ist 
Auf  ganz  entsprechende  Weise  würden  wir  auch  von  F^'^  aus  zur 
Fig*  '78  gelangen;  dann  aber  ist  dem  Ausgangsdreieck  der  ca- Halbebene 
das  dritte,  auf  der  unteren,  in  Fig.  78  b  nicht  sichtbaren  Halbkugel  ge- 
legene schraffierte  Dreieck  zugeordnet. 

In  den  Figuren  78  tritt  nun  die  Irregularität  der  jP,  deutlich  zu  Tage. 
Betrachten  wir  z.  B.  die  Ecken  der  Dreiecke,  so  haben  wir  unter 
ihnen  zwei,  wie  wir  kurz  sagen,  mit  i  äquivalente  Punkte  b  und  b'] 
dieselben  sind  aber  keineswegs  für  Fig.  78  gleichbedeutend,  vielmehr 
ist   der   erste   von   ihnen,   nämlich  b,   von   vier,   der    andere  b'    von 

*)  Im  Sinne  der  §§  2—5  in  II,  1. 
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zweien  der  sechs  Elementardreiecke  der  Fig.  78  umlagert.  Weiter 
haben  wir  zwei  mit  ioo  äquivalente  Punkte,  nämlich  c  und  c,  und 
auch  hier  ist  wieder  der  erste  von  vier,  der  andere  von  nur  zwei  Drei- 
ecken umgeben. 

Wir  können  uns  auch  noch  in  folgender  Weise  von  der  Irregula- 
rität unseres  Bereiches  F^  Rechenschaft  ablegen:  Gäbe  es  im  Re- 
präsentantensystem  der  f,  (von  der  Identität  abgesehen)  eine  Substitution, 
welche  F^  in  sich  überführte,  möglicherweise  unter  Zuhilfenahme  er- 
laubter Abänderungen,  so  müsste  die  in  den  Fig.  78  dargestellte  Eugel- 
oberääche  mit  ihrer  Einteilung  in  sechs  Teilbereiche  derart  in  sich 
verschoben  werden  können,  dass  die  Teilung  mit  sich  selbst  zur 
Deckung  käme.  Hier  werden  wir  nun  freilich  keineswegs  verlangen, 
dass  die  Verschiebung  der  Eugel  in  sich  eine  blosse  congruente 
Verschiebung  sein  soll;  wie  es  bei  der  diedrisch  geteilten  Eugel 
der  Fall  ist;  denn  wir  haben  ja  auch  bei  Herstellung  der  in  den 
^'ig*  'J^  gegebenen  Eugelteilung  gar  nicht  auf  irgend  welche  bestimmte 
metrische  Verhältnisse,  sondern  nur  auf  die  Lagenbeziehungen  der 
Dreiecke  Gewicht  gelegt.  Demgemäss  müssten  wir  der  in  Rede  stehen- 
den Eugeloberfläche  bei  ihrer  Verschiebung  in  sich  irgend  welche  stetig 
verlaufende  Dehnungen  oder  Zusammenziehungen  gestatten.  Wir  können 
das  sogar  noch  abstracter  auffassen,  indem  wir  sagen:  Die  Kugdöber- 
fläclie  müsste  eine  stetige  eindeutige  Beziehung  auf  sich  selbst  mlctösen,  hei 
der  ihre  Einteilung  in  sechs  abwechselnd  schraffierte  und  freie  Dreiecke 
wieder  sich  selbst  entfache.  Des  näheren  müsste  dabei,  da  unserer 
eindeutigen  Beziehung  eine  Modulsubstitution  erster  Art  zu  Grunde 
liegen  sollte,  ein  schraffiertes  Dreieck  jedesmal  einem  ebensolchen  ent- 
sprechen, wie  auch  ein  freies  wieder  nur  einem  freien;  jeder  Ecke 
eines  Dreiecks  aber  müsste  stets  wieder  eine  gleichartige  Ecke  zuge- 
ordnet sein. 

Unter  Berücksichtigung  dieser  Gesichtspunkte  versuche  man  nun 
die  Eugelteilung  der  Fig.  78  eindeutig  auf  sich  selbst  zu  beziehen. 
Der  Ereis  mit  den  Ecken  a,  b',  c  • '  -  muss  notwendig  sich  selbst 
entsprechen,  und  auf  ihm  ist  insbesondere  der  Punkt  a  sich  selbst  zu- 
geordnet. Der  Punkt  b  könnte  entweder  sich  selbst  oder  dem  Punkte 
V  zugeordnet  sein;  aber  letzteres  ist  deshalb  undenkbar,  weil  b  von 
vier,  b'  nur  von  zwei  Elementardreiecken  umgeben  ist.  In  analoger 
Weise  findet  man,  dass  überhaupt  alle  Punkte  a,  b,  b\  c,  c  notwendig 
sich  selbst  entsprechen,  womit  denn  der  Satz  evident  ist:  Unsere  Kugel- 
teüung  lässt  nur  eine  eindeutige  Beziehung  beabsichtigter  Art  auf  sich 
selbst  zuj  wnd  das  ist  die  identische,  bei  der  jeder  Punkt  sich  selbst  ent- 
spricM,    Dieses  ist  aber  in  der  That,  was  wir  hier  zeigen  wollten. 
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§  14.     Die  Symmetrie  der  Bereiche  F^.     Der  regulär-symmetrische 

Bereich  F^. 

Hat  sich  die  betrachtete  EugelteiluDg  nun  auch  in  der  Tliat  als 
irregulär  erwiesen^  so  gestattet  sie  doch  noch  eine  solche  stetige  eindeutige 
Beziehung  auf  sich  selbst,  bei  der  ein  schraffiertes  Dreieck  jedesmal 
einem  freien  und  umgekehrt  entspricht.  In  der  That  bemerkte  man  ja 
bereits,  dass  unsere  Eugelteilung  (Fig.  78)  in  der  Ebene  des  im  vorigen 
Paragraphen  wiederholt  genannten  grossten  Kreises  eine  Symmetrie- 
ebene besass,  was  denn  auch  sofort  in  den  ebenen  Figuren  77  c  und  79 
evident  ist.  Spiegelung  an  den  verticalen  Geraden  dieser  Figuren  bringt 
dieselben  (unter  gleichzeitigem  Wechsel  der  Schraffierung)  mit  sich 
selbst  zur  Deckung. 

Die  gefundenen  Symmetrieverhältnisse  haben  nun  umgekehrt  ihre 
wichtigste  gruppentheoretische  Bedeutung,  und  wir  gehen,  um  sie  zu  er- 
kennen, etwa  zur  ursprünglichen  Gestalt  von  F^  (Fig.  71,  p.  289)  zurück. 
Die  soeben  gefundene  Symmetrielinie  (d.  i.  der  oft  genannte  grösste 
Kreis  der  Fig.  78)  zerlegt  sich  beim  Bückgang  zu  Fig.  71  teils  in  die 
imaginäre  o-Axe,  teils  in  die  zwei  Paare  von  Bandcurven,  welche 
Figur  71  nach  aussen,  abschliessen.  Diese  Linien  sind  Kreise  der 
Modulteilung,  und  nun  werden  wir  die  besprochene  Symmetrie  da- 
hin interpretieren,  dass  durch  Spiegelung  an  den  gemeinten  Kreisen 
der  ModuUeüung  der  Fundamentalbereich  F^  {unter  Wechsel  der  Schraf- 
fierung und  von  erlauhten  Abänderungen  abgesehen)  in  sich  seihst  über- 
geführt  tvird.  Thatsächlich  ist  dies  für  die  Spiegelung  Ä  auch  in 
der  co-Halbebene  sofort  evident;  aber  auch  für  die  anderen  hier  in 
Betracht  kommenden  Spiegelungen  F  können  wir  uns  von  der  Richtig- 
keit des  gerade  behaupteten  Satzes  durch  directe  Betrachtung  der 
Fig.  71  überzeugen.  Umgekehrt  aber  wird  der  Fundamentalbereich  F^ 
nicht  mit  sich  selbst  symmetrisch  sein  können  beeüglich  irgend  eines  der 
übrigen,  ihn  durchziehenden  Kreise  der  Modulteilung. 

Jetzt  überzeuge  man  sich  durch  eine  Betrachtung,  die  derjenigen 
in  §  9  durchaus  gleichkommt,  von  der  Richtigkeit  des  folgenden  Satzes: 
Transformieren  wir  F^  vermöge  der  Modulsubstitution  zweiter  Art  F, 
so  erhalten  wir  aus  F^  einen  Fundamentalbereich  für  die  mit  r,  in  der 

erweiterten  Modulgruppe  f  gleichberechtigte   Untergruppe  FfjF— ^ 
Zeigt  sich  dabei,  dass  der  so  gewonnene  Fundamentalbereich  durch  erlaubte 
Abänderungen  wieder  in  F^  übergeführt  werden  kann,  Isö  ist  fj  mit  V 
vertauschbar.    Durch  Anwendung  dieses  Satzes  auf  die  vorab  entwickel- 
ten geometrischen  Verhältnisse  gewinnen  wir  das  Resultat:  Die  Unter- 

gruppe  V^  ist  mit  jeder  solchen  Spiegelung  V  vertauschbar ,  in  Bezug  auf 
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deren  Spiegdhreis  F^  in  oft  genanntem  Sinne  mit  sich  selbst  symmetrisch 
ist.    Insbesondere  ist  also: 

(1)  Ar,  =  r,Ä,     Br,  =  r,B. 

Demgegenüber  ist  aus  dem  Vergleich  von  Fig.  71  und  73  sofort  deut- 
licby  dass 

(2)  cr,c=r," 

sein  wird;  denn  in  der  That  geht  F^  darch  Ausübung  der  Spiegelung 
C  in  jFj"  über. 

Wir  führten  hier  die  Betrachtung  ins  einzelne  nur  für  fj  durch; 
denn  sie  erledigt  sich  für  die  beiden  anderen  Gruppen  r,',  V^"  genau 
in  analoger  Weise.  Begnügen  wir  uns  also  in  Ansehung  dieser  letz- 
teren Gruppen  damit,  dass  wir  etwa  angeben,  wie  die  drei  erzeugenden 
Operationen  Ä,  By  C  der  V  die  r^'  und  V^'  transformieren.  In  diesem 
Betracht  liest  man  ohne  Mühe  aus  den  bezüglichen  Fundamental- 
bereichen (Fig.  72,  73)  die  nachfolgenden  Resultate  ab: 

Ar^A^U>     BWB=^r,",    cr.'c^r,', 
^^  Ar,"Ä^r,",     BT^'B^u,     cr/c^r,. 

Bei  der  bekannten  Darstellung  der  Operationen  S  und  T  durch  A,  B,  C 
(cf.  Formeln  (4)  p.  233)  erhält  man  yon  hier  aus  die  Formeln  (2) 
p.  291  sofort  wieder*). 

Unsere  soeben  auf  die  Symmetrie  der  JP,  gegründeten  gruppen- 
theoretischen Betrachtungen  finden  nun  endlich  auch  noch  ausgedehnte 
Anwendung  auf  die  Gruppe  F^.  Wirklich  ist  ja  die  Diederteilung 
(Fig.  13,  p.  72)  mit  sich  selbst  bezüglich  aller  ihrer  vier  Kreise  sym- 
metrisch und  geht  damit  ausser  durch  die  sechs  Diederdrehungen  noch 
durch  sechs  Operationen  zweiter  Art  in  sich  über.  Wir  schliessen  so- 
fort: Der  Fundamentedbereich  F^  geht  durch  Spiegelung  an  irgend  einem 
denselben  durchziehenden  Kreise  der  Modulteilung,  sowie  damit  überhaupt 
durch  jede  Modulsubstitution  zweiter  Art  (möglicherweise  abgesehen  von 
erlaubten  Abänderungen)  in  sich  über.  Für  die  Spiegelungen  A^  J?,  C 
ist  dies  an  der  ursprünglichen  Gestalt  von  Fq  (Fig.  68,  p.  279)  auch 
leicht  direct  evident.  Die  soeben  gefundene  Eigenart  des  Bereiches  F^ 
wollen  wir  kurz  dadurch  kennzeichnen,  dass  wir  den  Bereich  Fq,  bez. 
die  Anordnung  seiner  zunilf  Elementardreiecke  r^fulär-symfnetrisch  nennen; 


^)  Man  bemerke  noch:  Indem  z.  B.  Tg  mit  der  Spiegelang  Ä  vertauBchbar  ist, 
wird  diese  Gmppe  im  früheren  Sinne  der  Erweiterung  vermöge  Ä  föhig.  Wir  er- 
halten  so  eine  erweiterte  Gruppe  Pg ,  in  welcher  neben  jeder  schon  in  f,  enthaltenen 
Modalsubstitution  erster  Art  V  auch  noch  die  Operation  zweiter  Art  VA  sich  findet. 
Ein  Fnndamentalbereich  für  Fg  wird  uns  alsdann  durch  eine  der  beiden  symmetrischen 
H&Iften  geliefert,  in  welche  F^  (Fig.  71)  durch  die  imagin&re  <D-Axe  zerlegt  wird. 
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die  regulär-symmetrische  Teilung  des  Dieders  bejs.  des  Fundamentalberciches 
Fq  ist  uns  dann  ersichtlich  das  geometrische  Büd  für  ThatsachCy  dass  Tg  in 

der  envcitcrlen  Modulgmppe  f  atisgezeichnet  enthalten  ist*). 

Selbstverständlich  erscheinen  noch  die  beiden  folgenden  Sätze,  die 
wir  hier  nur  deshalb  namhaft  machen,  weil  wir  späterhin  unter  allge- 
meineren Voraussetzungen  zu  ihnen  zurückkommen  werden:  Ist  nur  erst 
bekannt^  dass  F^  bejsüglich  der  drei  zu  den  Spiegelungen  A,  B,  G  gehören- 
den Symmctriehreise  symtnetrisch  ist,  so  ist  F^  deshalb  bereits  im  Sinne 
von  §  12  (p.  297)  regulär  und  überdies  an  allen  Kreisen  der  Modulteüung 
(immer   von   erlaubten   Abänderungen   abgesehen)   symmetrisch;    denn 

A,  B,  C  waren  Erzeugende  von  f.  Andrerseits  aber:  Bemericen  wir 
nur,  dass  F^  regulär  und  an  einem  Kreise  der  Modulteilung  symmetrisch 
ist,  so  ist  Ff.  deshalb  schon  an  allen  übrigen  Kreisen  dieser  Teilung  sym- 
metrisch. 

Wir  haben  nunmehr  an  den  Untergruppen  Tg  und  Tg  alle  die- 
jenigen Begriifsbestimmungen  in  ausführlicher  Weise  zur  Erläuterung 
gebracht,  welche  jetzt  sogleich  für  die  Exposition  einer  allgemeinen 
Theorie  der  Untergruppen  der  Modulgruppe  grundlegend  sein  werden. 
Indem  wir  aber  im  folgenden  Kapitel  zu  der  gerade  genannten 
Untersuchung  sehr  allgemeiner  Art  aufrücken,  werden  wir  dabei  immer 
unsere  fj  und  Tg  als  zweckmässige  Einzelbeispiele  im  Sinne  behalten 
müssen. 

§  15.    Vorläufige  Bemerkungen  über  die  fanctionentheoretisohe 

Bedentnng  der  Untergruppe  Vq. 

Wir  nehmen  hier  noch  Gelegenheit,  auf  die  Beziehung  unserer 
Untergruppe  Tg  zu  gewissen  functionentheoretischen  Sätzen  des  dritten 
Kapitels  im  ersten  Abschnitt  hinzuweisen,  eine  Beziehung,  die  so  un- 
mittelbar auf  der  Hand  liegt,  dass  wir  unseren  jetzigen  Gedanken- 
gang kaum  unterbrechen,  indem  wir  sie  heranziehen.  Wir  lernten 
damals  (p.  101)  in 

(1)  ai(;i)  =  s(0,  0,  0;  A) 

eine  Function  kennen,   welche   die  Halbebene   von  X   auf  ein  Kreis- 


*)  ffl  erscheint  sonach  überhaupt  durch  jede  Operation  zweiter  Art  der  Er- 
weiterung fähig.    Doch  kommen  wir  ans  leicht  ersichtlichem  Grunde  bereits  zu 

allen  hier  möglichen  erweiterten  Gruppen  r^,  wenn  wir  Tg  der  Reihe  nach  mit 
den  sechs  Operationen  zweiter  Art  A,  V^A,  F,  ^,  •  •  •,  Fj  -4  combioieren,  F, ,  Fj,  •  •  • 
in  der  Bedeutung  von  §  6  (p.  282)  gebraucht.  Die  durch  Erweiterung  mit  Ä  ent- 
springende r^  ist  die  im  Anfang  des  Kapitels  ausführlich  betrachtete  f\ 

Klein-Frioko,  Modulfanctionen.  20 


306  ^1  4*   BeBprechung  einer  besonderen 

bogeudreieck  der  ©-Ebene   mit  lauter  verschwindenden  Winkeln  ab- 
bildete.   Wie  dieses  Kreisbogendreieck,  dessen  Ecken  die  Punkte 

A  =  0,  1,  oo 
abbildeten,  in  der  a>-Ebene  orientiert  war,  blieb  oben  (p.  111,  112) 
unentschieden.  Machen  wir  hier  einige  ergänzende  Mitteilungen  darüber, 
die  gleichwohl  auch  hier  noch  einen  vorläufigen  Charakter  tragen  sollen, 
da  wir  erst  im  folgenden  Abschnitt  auf  Gegenstände  dieser  Art  aus- 
führlich eingehen. 

Man  erinnere  sich  zuvörderst,  dass  ein  einzelnes  Elementardreieck 
der  Modulteilung  ein  conformes  Abbild  der  positiven  oder  negativen 
J^-Halbebene  ist.  Auf  den  Exeisen  der  Modulteilung  nimmt  also  J{<d) 
stets  reelle  Werte  an,  und  Fig.  36  (p.  113)  lehrt,  dass  auf  den  Kreisen 
der  einen  Gattung  (aus  je  zwei  Dreiecksseiten  bestehend)  J  stets  positiv 
und  ^  1  ist,  während  auf  den  Kreisen  der  anderen  Gattung  die  übrigen 
reellen  Werte  von  J  sich  finden. 

Man  ziehe  des  weiteren  Gleichung  (5)  p.  15  zwischen  A  und  J  heran 
oder  besser  sogleich  Fig.  12  (p.  70),  welche  jene  Gleichung  versinnlicht. 
Man  liest  aus  dieser  Figur  ab,  dass  ein  reelles  l  ein  positives  reelles 
J>1  zur  Folge  hat,  und  dass  umgekehrt  für  ein  solches  J  auch  stets 
A  reell  ist.  Es  entspringt  so  der  Satz:  Auf  den  Kreisen  der  zur  Tg 
gehörigen  Dreiecksteilung  (Fig.  66,  p.  278),  welche  ja  gerade  aus  deo 
Kreisen  jener  einen  Gattung  der  Modul teilung  bestand,  wird  k{(o)  stets 
reell  sein;  umgekehrt  werden  aber  andere  Punkte  co  keine  reellen 
Werte  A(o)  tragen.  Daher  denn  das  Resultat:  Ein  geeigneter  Ausgangs- 
Bweig  der  Function  «(A)  bildet  die  eine  Hälbebene  X  au f  das  im  Anschluss 
an  die  Tg  oben  (p.  273)  mit  dem  Namen  1  belegte  Kreisbogendreieck  oi, 
während  das  Kreisbogenviereck y  welches  im  Anschluss  an  die  Vq  den 
Namen  1  bekam  (Fig.  67,  p.  276),  das  durch  den  genannten  Zweig  ent- 
worfene conforme  Abbild  der  gesamten  k- Ebene  ist. 

Dieser  Verhältnisse  wegen  kamen  wir  auch  zur  diedrischen  Ein- 
teilung der  A- Ebene,  wenn  wir  den  Fundamentalbereich  Fq  der  Vq  durch 
Zusammenbiegung  seiner  auf  einander  bezogenen  Randcurven  defor- 
mierten (p.  294);  denn  die  Ebene  A  wird  ja,  wie  wir  früher  sahen,  durch 
ihre  Beziehung  zur  «T-Ebene  gerade  diedrisch  eiugeteilt.  Die  endliche 
Gruppe  Gß,  von  der  im  Voraufgehenden  so  oft  die  Rede  war,  findet 
dabei  ihren  analytischen  Ausdruck  in  den  sechs  linearen  Substitutionen 
von  A,  welche  die  Relation  zwischen  A  und  J  in  sich  transformieren. 
Diese  linearen  Substitutionen  lauteten  (cf.  p.  15): 

l'  =  l  1'  =  — ""-       A'  =  — i— 


A    ^—^  J.  ^~^  ^j       /f    ^—    -    ,  A 


l       '  1— i 
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und  wir  bemerken^  dass  sie  gerade  in  dieser  Reihenfolge  den  oben  durch 
^07  ^i>  '  ">  ^6  bezeichneten  Substitutionen  (3),  p.  281  entspreclien. 

Mag  es  genügen  insoweit  auf  diese  Verhältnisse  eingegangen  zu 
sein;  deren  endgiltige  Erledigung^  wie  wir  schon  bemerkten^  erst  dem 
folgenden  Abschnitte  vorbehalten  bleibt.  Es  geht  aus  diesen  Erörte- 
rungen hervor  (was  später  von  den  Gesamtentwicklungen  des  gegen- 
wärtigen zweiten  Abschnitts  gelten  wird),  dass  die  Betrachtungen  des 
nun  zu  Ende  geführten  Kapitels  und  insbesondere  die  dabei  gegebenen 
Figuren  nicht  nur  eine  gruppentheoretische^  sondern  auch  eine  functionen- 
theoretiscJie  Bedeutung  haben. 


20* 


Fünftes  Kapitel. 

Allgemeiner  Ansatz  für  die  Behandlung  der  Untergruppen  der 

Modnlgrnppe. 

Das  gegenwärtige  *  Kapitel  soll  zeigen^  dass  die  soeben  bei  der 
Behandlung  der  Gruppe  Tg  massgeblich  gewesenen  Begriffe  für  die 
sämtlichen  der  Modulgruppe  angehörenden  Untergruppen  ihre  Brauch- 
barkeit behalten.  Wir  nehmen  bei.  den  Erörterungen  dieses  Kapitels 
irgend  eine  solche  Untergruppe  als  gegeben  an  und  werden  mit  ge- 
wissen auf  sie  bezüglichen  gruppentheoretischen  Sätzen  sowie  nament- 
lich mit  einem  ihr  zugehörigen  Fundamentalbereiche  zu  arbeiten  haben. 
Zum  voraus  bemerken  wir  gleich,  dass  es  sich  zunächst  nur  um  Modul- 
substitutionen erster  Art  und  also  um  Untergruppen  von  f  handeln 
soll;  Erweiterungen  durch  Modulsubstitutionen  zweiter  Art  werden 
freilich  schon  im  Laufe  des  Kapitels  zwischendurch  wieder  in  Be- 
tracht kommen.  Alle  Überlegungen,  die  wir  durchführen  werden,  haben 
in  den  Entwicklungen  des  vorigen  Kapitels  ihr  Modell;  der  Leser  wird 
also  gut  thun,  bei  irgend  welchen  ihm  entgegentretenden  Schwierig- 
keiten immer  wieder  auf  die  ausführlicheren  Darlegungen  im  vorigen 
Kapitel  zurückzugehen. 

Es  wird  kaum  nötig  sein,  die  Wichtigkeit  der  Überlegungen  des 
gegenwärtigen,  sowie  übrigens  auch  des  folgenden  Kapitels  für  die 
ganze  Theorie  der  elliptischen  Modulfunctionen  noch  besonders  zu  be- 
tonen; sie  bilden  zusammen  mit  den  functionentheoretischen  Betrach- 
tungen des  folgenden  Abschnitts,  welche  sich  unmittelbar  an  dieselben 
anschliessen,  das  eigentliche  Fundament  der  genannten  Theorie*). 

§  1.    Index  und  Bepräsentantensystem  einer  gegebenen  Untergruppe. 

Sei  durch  irgend  eine  Untersuchung  die  Existenz  einer  Unter- 
gruppe r'  der  Modulgruppe  F  erkannt,  so  wollen  wir  für  f  zunächst 


*)  Vergl.  hierzu  wiederholt  die  p.  142  unter  dem  Texte  genannten  Abhand- 
lungen von  Klein  im  14*^  Bande  der  Math.  Annalen  (1878),  Bodann  besonder^« 
noch  dessen  Note:  Zur  Theorie  der  elliptischen  Modulfunctionen,  in  den  Münchencr 
Berichten  vom  Dec.  1879,  (Math.  Annalen  Bd.  17,  p.  62).  Es  eind  dorteelbst  die 
grundlegenden  Gesichtspunkts  für  die  Entwicklungen  des  Textes  skizziert. 
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die  in  §  6  des  vorigen  Kapitels  für  die  Tg  durchgeführte  Untersuchung 
verallgemeinern.  Die  Gruppe  r\  die  als  nicht -cyclisch  angenommen 
wird,  ist  von  unendlich  hoher  Ordnung*);  wir  denken  ihre  unendlich 
vielen  Substitutionen  in  irgend  einer  Reihenfolge  durch 

Vo— .1;     ^17     ^2f  -' 

bezeichnet.  Sei  nun  F|  eine  Operation  der  Gesamtgruppe,  die  nicht 
zugleich  der  Untergruppe  f  angehört  Mau  zeigt  dann,  wie  in  den 
Elementen  der  Gruppen theorie,  dass  die  in  den  beideo  Reihen 

1,  Vi,  Vg,  ^3,     ••• 

^1,    «^ilf^o    ^2^1,    «^slf^ii  ••• 

aufgeführten  Substitutionen  durchgehends  von  einander  verschieden 
sind.  Giebt  es  überdies  noch  eine  weitere  Modulsubstitution  erster 
Art  Fg,  die  sich  in  keiner  der  beiden  geschriebenen  Reihen  findet, 
so  kommen  mit  ihr  gleich  alle  unendlich  vielen  Substitutionen  VtV^  der 
Gruppe  r  als  neu  hinzu,  die  wir  in  einer  weiteren  Horizontalreihe  den 
beiden  schon  aufgestellten  anreihen.  Giebt  es  wiederum  noch  eine 
neue  Modulsubstitution  erster  Art  F3,  so  reihen  wir  mit  ihr  alle  Sub- 
stitutionen VkV^  an  und  verfahren  in  ersichtlicher  Weise  nach  dieser 
Vorschrift  weiter. 

Jetzt  unterscheiden  wir  zwei  Fälle.  Entweder  kann  unsere  Unter- 
gruppe r'  so  bescha£Een  sein,  dass,  soweit  wir  auch  Horizontalreihen 
immer  aufs  neue  nach  der  gegebenen  Vorschrift  anreihen  mögen,  doch 
immer  noch  Modulsubstitutionen  in  der  Gesamtgruppe  f  übrig  bleiben, 
die  noch  nicht  untergebracht  sind  und  demnach  zu  neuen  Horizontal- 
reihen Anlass  geben.  Andrerseits  kann  es  sein,  dass  sich  alle  Ope- 
rationen der  Gruppe  F  in  der  endlichen  Zahl  von,  sagen  wir,  ^i  Hori- 
zontalreihen: 

Vif         «'i^o         V2F1,    ••• 


F«-i,    t^iF^«-.i,  VsjF,,..!, 


*)  In  der  That  giebt  es  in  der  Modulgrappe  keine  nicht-cyclischen  Untcr- 
(^rappen  endlicher  Ordnnng.  Sollten  nämlich  solche  existieren,  so  müssten  sie 
laut  „Ikos.**  p.  116  u.  f.  die  Stractur  eitier  der  in  der  Theorie  der  regulären  Körper 
auftretenden  Gruppen  haben.  Da  es  aber  nur  cyclische  Untergruppen  zweiter  und 
dritter  Ordnung  in  der  Modulgrappe  giebt,  so  könnten  nicht -cyclische  Unter- 
gruppen endlicher  Ordnung  derselben  höchstens  noch  den  Dieder-  oder  Tetraeder- 
typus zeigen.  Dass  sich  aber  solche  Untergruppen  aus  Modul  Substitutionen  erster 
Art  nicht  aufbauen  lassen,  zeigt  man  mühelos  direct. 
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erschöpfend  unterbringen  lassen^  wobei  im  aufgestellten  Schema  nun 
auch  jede  Operation  der  Gruppe  f  nur  einmal  genannt  ist. 

Für  beide  Arten  von  Untergruppen  werden  wir  weiterhin  eine 
grosse  Mannigfaltigkeit  von  Beispielen  kennen  lernen.  Indes  wollen 
wir  doch  vorab  unsere  Begriffsbestimmungen  an  den  Untergruppen 
der  letzteren  Art  befestigen,  für  welche  also  die  Operationen  der 
Gesamtgruppe  f  sich  in  der  endlichen  Zahl  von  ft  Reihen  (1)  anordnen 
lassen.  Elementare  Betrachtungen  zeigen,  dass  diese  Anzahl  der  Hori- 
zontalreihen ganz  allein  durch  die  vorgelegte  Gruppe  f  bedingt  ist 
und  nicht  etwa  noch  von  der  Auswahl  der  Substitutionen  V^,  Fg,  •  •  • 
abhängt.  Die  fragliche  Anzahl  werden  wir  also  als  ein  Attribut  der 
Gruppe  r'  ansehen  müssen  und  nennen  sie  den  Index  der  Untergruppe  f 
in  Bezug  auf  die  Gesamtgruppe  V,  Wi«  oben  möge  fortan  auch  allgemein 
der  Index  [l  mit  in  die  Bes^eichnung  der  gerade  betrachteten  Unter- 
gruppe aufgenommen  werden,  indem  wir  V^  statt  V  schreiben*). 

Die  einzelne  Reihe  in  dem  der  Untergruppe  f^  entsprechenden 
Schema  (1)  kann  eindeutig  durch  Angabe  einer  einzelnen  ihrer  Sub- 
stitutionen charakterisiert  werden.  Indem  wir  also  aus  jeder  Hori- 
zontalreihe (1)  nach  Belieben  eine  Substitution  herausgreifen,  erhalten 
wir  das,  wa>s  wir  ein  Bepräsentantensysteni  der  Untergruppe  f^,  hezüglich 
der  Gesamtgruppe  V  nennen  werden.  Ein  solches  Repräsentantensystem 
werden  z.  B.  die  \l  Substitutionen  1,  F^,  F^,  •  •  •,  F^— i  bilden,  welche 
die  erste  Yerticalreihe  im  Schema  (1)  zusammensetzen.  Besitzt  die 
gerade  betrachtete  Untergruppe  keinen  endlichen  Index  ft,  so  wird 
natürlich  auch  die  Zahl  der  ein  Repräsentantensystem  bildenden  Sub- 
stitutionen unbegrenzt  gross  werden. 

§  2.    Herstellung  eines  zur  vorliegenden  Untergruppe  r^<  gehörenden 

'  Fnndamentalbereiohs  Ff^, 

Wir  verbinden    mit   diesen  Überlegungen  jetzt   die   erneute   Be-- 
trachtung  der  Modulteilung. 

Möge  eine  Untergruppe  F^  der  Modulgruppe  von  endlichem  Index  ft 
vorliegen.  Zwei  bezüglich  derselben  äquivalente  Punkte  o  oder  auch  zwei 
Doppeldreiecke  der  Modul teilung,  welche  also  durch  eine  Substitution  Vt 
der  Untergruppe  in  einander  übergeführt  werden,  nennen  wir  kurz  „re- 
lativ äquivalent".  Die  folgende  Überlegung,  welche  übrigens  im  Princip 
mit  der  Betrachtung  des  vorigen  Paragraphen  übereinkommt,  wird  uns 
dann  mit  einem  Fundamentalbereich  für  f^  versehen  und  ergiebt  über- 


•)  Wir  haben  hier  nur  der  Vollständigkeit  halber  diese  elementar-gruppen- 
theoretische Erörterung  von  p.  140  des  ersten  Abschnitts  nochmals  kurz  skizziert 
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dies  denselben  sogleich  in  einer  zweckmässigen  Gestalt.  Wie  im  yorigen 
Kapitel  der  Fundamentalbereich  F^  der  Tg  sich  aus  sechs  Doppel- 
dreiecken aufbauen  Hess,  welche  den  sechs  Substitutionen  eines  Bepräsen- 
tantensystems  zugeordnet  waren,  so  wird  nun,  wie  wir  sogleich  yoraus 
bemerken,  der  mit  F^i  zu  bezeichnende  Fundamentalbereich  der  f^ 
aus  fi  Doppeldreiecken  bestehen,  deren  zugehörige  Substitutionen  V  ein 
Repräsentantensystem  für  F^  abgeben.  Und  wie  Fq  ein  durchaus  zu- 
sammenhängender Bereich  war,  so  wird  auch  J^^<,  in  zweckmässiger  Weise 
construiert,  aus  einem  einzigen  Stücke  bestehen. 

Jedenfalls  soll  Ffi  das  Dopp^ldreieck  1  enthalten,  yon  dem  aus- 
gehend wir  nun  durch  successive  Anfügung  immer  neuer  Doppel- 
dreiecke nach  gewisser  Vorschrift  den  ganzen  Bereich  F^  construieren 
wollen.  Doppeldreieek  1  ist  von  einem  Kranze  weiterer  Doppeldreiecke 
der  Modulteilung  umgeben,  welche  jedenfalls  nicht  alle  mit  1  relativ 
äquivalent  sind*).  Wählen  wir  eines  derselben,  das  wir  um  der 
Allgemeinheit  willen  V^  nennen,  aus  und  verknüpfen  es  mit  1  zu 
einem  Complez  von  zwei  Doppeldreiecken.  Aus  dem  nun  diesen  Coni- 
plex  umgebenden  Kranze  von  Doppeldreiecken  wählen  wir  ein  drittes 
aus,  das  weder  mit  1,  noch  mit  F/  relativ  äquivalent  ist  und  fügen 
selbiges  (wofern  sich  ein  solches  im  gedachten  Dreieckskranze  über- 
haupt ausfindig  machen  lässt)  jenen  beiden  ersten  Dreiecken  1,  V^ 
an,  mit  denen  es  nun  einen  zusammenhängenden  Complex  von  drei 
Doppeldreiecken  bildet.  So  fahren  wir  fort,  indem  wir  immer  wieder 
aufs  neue,  solange  es  möglich  ist;  dem  gerade  erreichten  zusammen- 
hängenden Dreieckscomplex  aus  den  benachbarten  Doppeldreiecken  ein 
solches  weiter  anhängen^  das  nicht  schon  mit  einem  Doppeldreiecke  des 
bereits  gebildeten  Complexes  relativ  äquivalent  ist. 

Aber  der  beschriebene  Process  müss  alsbald  zum  Abschluss 
kommen,  da  man  doch  für  unsere  Untergruppe  vom  Index  fi  über- 
haupt im  ganzen  nur  jx  Doppeldreiecke  ausfindig  machen  kann,  von 
denen  keine  zwei  relativ  äquivalent  sind.  Indem  wir  also  in  bezeich- 
neter Weise  (Iq^  ^  Doppeldreiecke  zu  einem  zusammenhängenden 
Complex  vereint  haben,  wird  nun  jedes^  demselben  nach  aussen  gerade 
benachbarte  Doppeldreieck  Da  mit  einem  im  Complex  liegenden  Doppel- 
dreiecke Di  relativ  äquivalent  sein.  Da  beachte  man  dann  weiter,  dass  Di 
notwendig  hart  am  Bande  des  Complexes  liegen  wird;  denn  eines  der 
Da  benachbarten  Doppeldreiecke  gehört  dem  Complexe  an  und  ist  doch 
mit  einem  Di  benachbarten  Dreiecke  relativ  äquivalent,  welches  letztere 


•)  Sonst  enthielte  ^^^  die  Substitutionen  S  und  2'  und  würde  mit  der  Ge- 
samtheit r  identisch  sein. 
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eben  deshalb  dem  Complexe  nicht  angehören  kann.  Es  wird  solcher- 
gestalt Di  mit  einer  seiner  Seiten  eine  Randcurve  des  Complexes 
liefern,  welche  mit  einer  anderen  von  Da  gelieferten  Randcnrve  relativ 
äquivalent  ist.  Die  Bandcurven  des  DreiecJcscomplexes  sind  hiemach 
paarweise  einander  als  relativ  äquivalent  zugeordnet  Wir  wollen  darauf- 
hin dem  von  unseren  Dreiecken  überdeckten  Bereiche  insofern  fortan 
eine  schärfere  Definition  geben,  als  wir  immer  nur  die  FunJcte  der  einen  von 
zwei  dergestalt  einander  zugewiesenen  Bandcurven  dem  Compleoce  zurechnen. 

Mit  Hilfe  dieses  Satzes  ist  es  nun  sehr  leicht  zu  erkennen,  dass 
wir  in  dem  construierten  Complexe  von  Doppeldreiecken  bereits  einen 
vollen  Fundamentalbereich  der  Untergruppe  Vfi  besitzen. 

In  der  That  können  sich  erstlich  in  demselben  keine  zwei  relativ 
äquivalente  Punkte  finden.  Solche  zwei  Punkte  müssten  nämlich 
homolog  in  zwei  Doppeldreiecken  gelegen  sein,  welche  dann  ersichtlich 
nach  ihrer  ganzen  Ausdehnung  relativ  äquivalent  wären.  Wofern  nun 
unsere  zwei  Punkte  nicht  gerade  auf  dem  Rande  des  Dreieckscomplexes 
gelegen  sind;  müssten  aber  diese  beiden  als  relativ  äquivalent  erkannten 
Doppeldreiecke  dem  Complexe  angehören,  was  doch  bei  der  Art,  wie 
wir  denselben  aufbauten,  ausgeschlossen  erscheint.  Die  auf  dem  Rande 
des  Complexes  gelegenen  Punkte  werden  freilich  immer  zu  Paaren 
relativ  äquivalent  sein;  in  diesem  Betracht  aber  haben  wir  schon  vorab 
die  notwendige  Festsetzung  gemacht. 

Des  weiteren  aber  werden  wir  für  einen  beliebigen  der  positiven 
Halbebene  angehörigen  Punkt  o  einen  relativ  äquivalenten  im  Innern 
des  oft  genannten  Complexes  nachweisen  können.  Ziehen  wir  nämlich 
von  einem  beliebigen  Punkte  cdq  des  Complexes  eine  ganz  in  der 
positiven  Halbebene  verlaufende  Linie  nach  dem  gewählten  Punkte  cd 
und  durchlaufen  dieselbe  von  cöq  an.  Ein  erster  Teil  unserer  Linie 
liegt  im  Complexe;  an  einer  bestimmten  Stelle  aber  überschreiten  wir 
dessen  Grenze  und  durchlaufen  demnächst  das  hart  an  der  Grenze 
liegende  äussere  Dreieck  Da.  Dieses  jedoch  ist  mit  einem  Dreieck  Di 
des  Complexes  relativ  äquivalent,  und  wir  können  also  für  den  nun 
folgenden  Teil  unserer  Bahn  einen  relativ  äquivalenten  Weg  ausfindig 
machen,  der  zuvörderst  jenes  Dreieck  D,-,  demnächst  aber  eine  Reihe 
weiterer  Dreiecke  der  Modulteilung  durchsetzt.  Indem  wir  so  gleich- 
zeitig zwei  relativ  äquivalente  Wege  beschrieben  denken,  wird  dieser 
letztere  zunächst  im  Innern  des  Complexes  verlaufende  Weg  alsbald 
wieder  an  einer  neuen  Stelle  dessen  Grenze  überschreiten,  um  nun  in 
Da  einzutreten.  Ist  dann  wieder  Da  mit  2)/  relativ  äquivalent,  so 
wiederholen  wir  unsere  Zurückwerfung  in  das  Innere  des  Complexes 
auch  für  das  nächste  Stück  der  nach  to  führenden  Bahn  und  so  fort 
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Leicht  sieht  man,  wie  diese  Überlegung  zum  Abschluss  kommen 
wird.  Unsere  ursprüngliche  Bahn  von  (Dq  nach  cd  durchsetzt  nur  eine 
endliche  Zahl  yon  Dreiecken,  da  sie  ganz  innerhalb  der  positiven  Halb- 
ebene  verlaufen  sollte.  Dieselbe  überträgt  sich  demnach  auch  nur  auf 
eine  endliche  Zahl  in  bezeichneter  Weise  mit  Stücken  der  Bahn  relativ 
äquivalenter  Linien,  die  den  Complex  durchziehen.  Die  letzte  der- 
selben wird  in  einem  Punkte  m'  des  Complexes  zu  Ende  kommen, 
wenn  gleichzeitig  ausserhalb  der  Endpunkt  o  der  Bahn  erreicht  ist. 
Jener  erstere  Endpunkt  (o'  ist  sonach  in  der  That  ein  mit  o  relativ 
äquivalenter  Punkt  im  Innern  des  Dreieckscomplexes. 

Hiermit  aber  ist  der  in  Aussicht  genommene  Beweis  vollständig 
geführt 

Dass  die  soeben  mit  (Iq  bezeichnete  Anzahl  der  Doppeldreiecke 
unseres  Complexes  gerade  mit  dem  Iudex  (i  der  Untergruppe  f^«  iu 
Übereinstimmung  sein  muss,  ist  nun  leicht  hinterher  zu  erkennen. 
In  der  That  muss  ja  F^i  für  jedes  beliebig  ausgewählte  Doppeldreieck 
der  Modulteilung  ein  relativ  äquivalentes  aufweisen.  Aber  die  zu  relativ 
äquivalenten  Doppeldreiecken  gehörenden  Substitutionen  stehen  in  der 
nämlichen  Horizontalreihe  des  Schemas  (1)  p.  309.  Wir  sehen  also, 
dass  fiQ  nicht  kleiner  als  (i  sein  kann,  was  mit  fto  ^  f*  ^^  ^^^  That 
fto  =  ft  ergiebt.  —  Die  ^i  Substitutionen,  deren  bezügliche  Dreiecke 
den  construierten  Fundamentalbereich  zusammensetzen,  werden  wir 
geradezu,  wie  oben  bei  der  Tg,  zum  Repräsentantensystem  für  die  f^e 
wählen  können. 

Seiner  Gestalt  nach,  ist  der  erhaltene  Fundamentalbereich  JP^  ein 
einfach  zusammenhängendes  Kreisbogenpolygon  mit  paarweise  auf  einander 
bezogenen  Bändern.  Wir  werden  denselben  demnach  auch  sehr  häufig  als 
FundamentcUpolygon  (cf.  Math.  Ann.  Bd.  14,  p.  133)  bezeichnen.  Übrigens 
ist  die  Gestalt  unseres  Bereiches  Ffi  im  hohen  Grade  willkürlich.  Immer 
könnte  man  beliebige  Stücke  am  Rande  des  Bereiches  ausschneiden  und 
dieselben  dafür  vermöge  der  gerade  in  Betracht  kommenden  Substitu- 
tionen an  den  bezüglichen  relativ  äquivalenten  Randstellen  wieder  an- 
heften. Die  beiden  Ufer  des  Schnittes,  vermöge  dessen  wir  das  betreifende 
Stück  aus  Fu  auslösten,  liefern  dann  für  die  neue  Form  dieses  Bereiches 
zwei  auf  einander  bezogene  Randcurven.  Wir  werden  diese  Mass- 
nahme wie  oben  als  yyerlavbte  Abändentng^^  des  Fundamentalbereichs 
F^t  bezeichnen  und  dieselbe  im  folgenden  des  öfteren  zur  Verwendung 
bringen.  Dabei  soll  es  sich  aber  immer  nur  um  Abtrennung  eines 
oder  mehrerer  ganzer  Elementardreiecke  handeln,  so  dass  F^t  auch 
nach  Ausführung  der  Abänderung  immer  wieder  von  gewissen  Kreisen 
der  Modulteilung  begrenzt  erscheint. 
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Letzten  Endes  sei  noch  darauf  aufmerksam  gemacht^  dass  die 
Überlegungen  des  gegenwärtigen  Paragraphen  ausnahmslos  in  Kraft 
bleiben  auch  für  den  Fall  einer  Untergruppe  von  unendlich  hohem 
Index,  wie  man  durch  Recapitulation  des  durchlaufenen  Gedanken- 
,gangs  leicht  bestätigen  wird.  Da  erhalten  wir  dann  freilich  als 
Fundamentalbereich  F^  ein  einfach  zusammenhängendes  Kreisbogen- 
polygon von  unendlich  vielen  Seiten,  von  dem  aber  im  übrigen  alle 
die  Bemerkungen  gelten,  welche  wir  soeben  auf  den  Fall  eines  end- 
lichen ft  bezogen. 

§  3.    Überdeokiing  der  o -Halbebene  mit  Polygonen,  die  der  Unter- 
gruppe V^  entsprechen«     Erzeugung  der  f^i. 

Möge  für  irgend  eine  vorgelegte  Untergruppe  V^i  in  obbeschriebener 
Weise  ein  Fundamentalpolygon  Ffi  construiert  sein,  das  also  aus 
einem  einfach  zusammenhängenden  Complex  von  2jx  bez.  auch  unend- 
lich vielen  Elementardreiecken  besteht  (je  nachdem  wir  mit  einer  Unter- 
gruppe von  endlichem  oder  unendlich  hohem  Index  zu  thun  haben). 
Vermöge  einer  beliebigen  Substitution  Vk  der  Untergruppe  F^,  wird 
Ffi  in  ein  neues  Polygon  übergeführt,  welches  wir  J'^W  nennen  wollen. 
Denke  man  sich  dann  der  Gesamtheit  der  Substitutionen  der  Unter- 
gruppe Tf^i  entsprechend  in  der  co- Halbebene  alle  zugehörigen  Poly- 
gone jP,/^>  =  Ffij  F^^^^,  ^V^^  •  •  •  entworfen.  Da  treten  nun  völlig 
allgemein  die  Verhältnisse  ein,  die  wir  oben  bereits  für  die  Gesamt- 
gruppe r  wie  auch  für  Vq  kennen  lernten.  Da  J'^  einen  Fundamental- 
bereich für  r^  bildet,  so  ziehen  wir  wieder  als  eine  unmittelbare  Fol- 
gerung aus  der  Begriffsbestimmung  des  Fundamentalbereichs:  Jene 
Polygone  F^S^^  werden  in  ihrer  Gesamtheit  die  Hälbebene  vollständig  Ober- 
decken^  ohne  dass  irgendwo  zwei  von  ihnen  über  einander  träten;  sie  wer- 
den sich  vielmehr  allenthalben  glatt  an  einander  legen,  ohne  irgendwo  zu 
collidieren. 

Benennen  wir  nunmehr  wi^  früher  das  einzelne  Polygon  nach  der 
Substitution  v*,  vermöge  deren  es  aus  Ff^  hervorgeht,  selbst  als  Vk,  so 
w^ollen  wir  nunmehr  denjenigen  Kranz  von  Polygonen  in  Betracht 
ziehen,  welcher  das  erste  1  oder  F^i  rings  umgiebt.  Mag  die  Zahl 
dieser  Polygone  m  sein,  wo  alsdann  m  für  Untergruppen  von  end- 
lichem Index  stets  endlich,  für  solche  von  unendlich  hohem  Index  im 
allgemeinen  auch  unendlich  gross  sein  wird.  Wir  denken  geradezu 
die  auf  diese  m  Polygone  bezüglichen  Operationen  der  Untergruppe 
durch  i?i,  Vg»  •  ••;  ^m  bezeichnet  und  also  in  der  gedachten  Reihe  der 
Substitutionen  von  V^i  nächst  der  Identität  Vq  =  1  an  erster  Stelle 
untergebracht.    Nun  hat  das  Polygon  Vi  ™  F^}^  mit  dem  Fundamental- 
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polygon  1  =  F^i  eine  Randcurve  gemein.  Es  wird  demgemass  die  Sub- 
stitution t;.-  eine  bestimmte  andere  Bandcurve  von  F^^  in  die  eben 
gemeinte  überführen,  welche  also  mit  jener  relativ  äquivalent  sein 
muss.  Auf  solche  Weise  zeigt  sich:  Die  m  Stihstitutionen  v^,  t?^,  •  •  -,  Vm 
siftd  diejenigenj  welche  die  relative  Äquivalenz  der  paarweise  auf  einander 
bezogenen  Eandctirven  von  F^^  vermitteln;  dabei  findet  sich  neben  der 
einzelnen  Substitution  v,-  unter  diesen  m  Substitutionen  audi  stets  deren 
inverse  vr^  =  v^. 

Ist  jetzt  v  irgend  ein  beliebiges  unter  den  Polygonen,  mit  denen 
wir  die  o-Halbebene  bedeckten,  so  ist  auch  dieses  wieder  von  m  wei- 
teren Polygonen  umkränzt.  Die  Namen  der  letzteren  bringen  wir 
gerade  wie  oben  an  entsprechender  Stelle  bei  der  Tg  in  Erfahrung;  es 
sind  ofiFenbar  diese:  vv^,  vv^,  •  •  •,  vv^.  Wenn  wir  also  vom  Polygon  1 
immer  zu  benachbarten  Polygonen  fortgehen,  werden  wir  für  alle 
diese  auf  Namen  gefuhrt,  die  sich  in  der  Form  t;,;V,,r/,  •  •  •  darstellen, 
wobei  e\,  i^j,  ig,  •  •  •  jedesmal  Zahlen  aus  der  Reihe  1,  2,  3,  •  •  •,  m 
sind.  Da  wir  aber  durdi  Fortgang  zu  benachbarten  Polygonen  über- 
haupt zu  jedem  vorhandenen  Polygone  gelangen  können,  so  entspringt 
der  Satz,  dass  sich  jede  Operation  der  Untergruppe  F^  als  eine  Combi- 
nation  der  m  Operationen  v^,  v^,  •  •  •,  Vm  darstellen  lässt.  Diese  m  Sub- 
stitutionen bilden  also  ein  System  von  Erzeugenden  für  die  Untergruppe  V^ . 
Die  Anzahl  m  dieser  Erzeugenden  ist,  wie  sich  hier  von  selbst  er- 
giebt,  für  Untergruppen  von  endlichem  Index  jederzeit  selbst  endlich*)^ 
für  Untergruppen  von  unendlich  hohem  Index  ist  sie  aber  im  allgemeinen 
selbst  unendlich  gross**), 

§  4.     Transfonnation  von  Untergrappen.    Gleichberechtigte  und 

ausgezeichnete  Untergruppen. 

Die  Erörterungen  über  Transformation  der  Untergruppen  f,  und  fg 
im  vorigen  Kapitel  und  die  daraus  gezogenen  Folgerungen  übertragen 
sich  ebenfalls  ohne  weiteres  auf  den  allgemeinen  Fall.  Transformieren 
wir  die  Substitutionen  Vk  einer  vorgelegten  Untergruppe  f^  durch  eine 
beliebig  gewählte  Modulsubstitution  erster  Art  V  und  schreiben  dabei 

*)  Wollten  wir  den  Satz,  dass  mit  jeder  Substitution  auch  ihre  inverse  als 
gegeben  gilt,  strenge  handhaben,  so  wurden  wir  das  System  der  Erzeugenden 
t?|,  t?3j,  •  •  -,  v^  ofiPenbar  noch  weiter  reducieren  können. 

**)  In  der  That  kann  die  letzte  Behauptung  nur  beschränkt  ausgesprochen 
werden.  Nehmen  wir  z.  B.  als  Notbehelf  für  die  Yeranschaulichung  des  Falles 
fi"»oo  eine  cyclische  Untergruppe  der  Modulgruppe,  so  ist  bei  ihr  m  sogar  nur 
gleich  2. 
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80  bilden  die  Substitutiouen  Vk  wieder  eine  Untergruppe,  die  Vf!  heissen 
mag,  und  die  durch  die  Zuordnung  von  Vk  zu  Vk  holoedrisch  isomorph 
auf  r^  bezogen  ist.  Wir  sagen,  f/  entstehe  aus  f^  durch  Transformation 
vermöge  V: 

(1)  r;^v-^r,r, 

und  nennen  f/  und  f^  innerhalb  der  Gesamtgruppe  f  gleichberechtigt 

Ist  Vk  eine  Substitution  der  Untergruppe  Vu,  so  ist  Vi~*r^,t'ji  ==r^, 
infolge  der  Gruppeneigenschaft  von  f«.     Des  weiteren  folgt: 

{vkVd-'r.ivkV;)  =  Vr'Vk-T^VkVi  =  Vr'r^Vi, 

wobei  Vi  ein  beliebiger  der  ft  von  uns  fQr  die  Untergruppe  f;,  gewählten 
Repräsentanten  sein  soll.  Wir  werden  demnach  bereits  alle  mit  V^ 
gleichberechtigten  Untergruppen  gewinnen,  wenn  wir  zur  Transformation 
von  r^  nur  die  ft  Substitutionen  des  zugehörigen  Repräsentantensystems 
zulassen.  Demgemäss  ist  die  Anzahl  v  der  verschiedenen  mit  f^t  gleich- 
berechtigteti   Untergruppen  (ffi  selbst  als  solche  immer  mitgezahlt)  gleich 

oder  Meiner  als  ft*)-,  wir  wollen  sie  durch  f^,  S^,  •  •  •,  r^*^""  bezeichnen. 
Im  äussersten  Falle  kann  eine  Untergruppe  einzig  mit  sich  selbst 
gleichberechtigt  sein.  Sie  wird  dann  durch  jede  Modulsubstitution 
erster  Art  in  sich  transformiert;  man  kann  auch  sagen,  jede  Modul- 
substitution erster  Art  sei  mit  der  Untergruppe  V^  vertauschbar,  da 
man  in  der  That  in  diesem  Falle  (1)  in  die  Form  setzen  kann: 

Untergruppen  f^  dieser  Art  heissen  in,  der  Gesamtgruppe  V  ausgezeichnet. 
Dieselben  werden  alsbald  eine  bevorzugte  Stellung  einnehmen.  Um 
eine  Untergruppe  f^  als  ausgezeichnet  in  der  Gesamtgruppe  zu  er- 
kennen, genügt  es  übrigens  ersichtlich,  die  Vertauschbarkeit  von  S 
und  von  T  mit  derselben  darzuthun. 

Weiter  werden  wir  nun  neben  den  Modulsubstitutionen  erster  Art 
auch  solche  der  zweiten  Art  zur  Transformation  zulassen. 

Um  hier  vorab  kurz  zu  recapitulieren,  so  wird  sich  jede  Modulsub- 
stitution zweiter  Art  auf  die  Form  VkViA  bringen  lassen,  für  Vk  und 
Vi  die  bisherige  Bedeutung  beibehalten.  Offenbar  kann  man  somit  die 
gesamten  Operationen  der  erweiterten  Modulgruppe  f,  der  f^  ent- 
sprechend, in  ein  Schema  von  2(i  Horizontalreihen  einreihen,  dessen 
erste  Hälfte  gerade  das  Schema  (1),  p.  309  darstellt,  während  die  Sub- 
stitutionen der  letzten  ft  Horizontalreihen  aus  jenem  Schema  (1)  ein- 
fach dadurch  entstehen,  dass  man  die  einzelne  Substitution  VkVi  des- 
selben mit  A  zu  VkViA  verbindet.     Wir  werden  sagen,  f^  sei  innerhalb 

*)  Eine  wesentliche  Verschärfung  dieses  Satzes  folgt  weiter  unten  in  §  8,  p.  326. 
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der  r  als  Untergruppe  des  Index  2fi  enthalten,  wobei  man  dann  als  zur 
gehöriges  Repräsentantensystem  zweckmässiger  Weise  die  2/t  Operationen 

1>    ^n    ^2»   •••;    ^M-l}  ^f    ^1^;   "  * ';    ^/i-i^  auswählt. 

Jetzt  werden  wir  offenbar  schon  alle  mit  f^  innerhalb  der  er- 
weiterten Modulgrappe  gleichberechtigten  Untergruppen  gewinnen,  wenn 
wir  r^  vermöge  der  Operationen  des  eben  ausgewählten  Repräsen- 
tantensystems transformieren.     Wir  erhalten  da  erstlich  die  v  bereits 

innerhalb  f  mit  V^t  gleichberechtigten  Gruppen  T^,  T/i,  •  •  •,  r^""*^  wieder, 
und  werden  alsdann  jede  einzelne  derselben  noch  vermöge  A  zu  trans- 
formieren habeU;  um  in 

Ar^A,  AV'^A,  ...,  AVl:-'^A 

die  Gesamtheit  der  mit  r^,  innerhalb  V  gleichberechtigten  Untergruppen 
zu  besitzen. 

Hier  hat  man  nun  zwischen  zwei  Möglichkeiten  zu  unterscheiden. 
Eine  elementare  Betrachtung  zeigt,  dass  in  der  zweiten  Reihe  (2)  v 
verschiedene,  gleichfalls  bereits  innerhalb  der  ursprünglichen  f  gleich- 
berechtigte Untergruppen  stehen.  Diese  letzteren  Gruppen  werden  ent- 
weder von  den  v  Gruppen  der  ersten  Reihe  (2)  durchgehends  ver- 
schieden sein,  oder  beide  Reihen  stellen,  von  der  Reihenfolge  abgesehen, 
die  nämlichen  v  Untergruppen  dar  (letzterer  Fall  findet  bei  den  f,  des 

vorigen  Kapitels  statt).  Im  ersteren  dieser  beiden  Fälle  ist  f^  innerhalb  f 
eine  von  2v  gleichberechtigten  Untergruppen,  Wir  Mben  alsdann  den 
beiden  Reihen  (2)  entsprechend  zwei  Systeme  von  je  v  innerhalb  der  ur- 
sprünglichen r  gleidiberechiigten  Untergruppen;  diese  beiden  Systeme  sind 
noch  nicht  innerhalb  f  gleichberechtigt y  sie  werden  es  indessen  innerhalb 
der  erweiterten  f.  Im  zweiten  Falle  ist  f^  audi  in  der  erweiterten  f 
nur  mit  jenen  v  Untergruppen  ghiclibereditigt,  die  auch  schon  innerhalb 
der  ursprünglichen  f  gleichberechtigt  ausfielen. 

Weiter  bemerkt  man  sofort,  dass  im  ersten  der  beiden  eben  unter- 
schiedenen Fälle  r^  mit  keiner  einzigen  Operation  zweiter  Art  ver- 
tauschbar ist  (was  sogleich  auch  von  den  übrigen  Untergruppen  (2) 
gilt).  Jetzt  also  ist  f^  nicht  der  Erweiterung  durch  eine  Operation 
zweiter  Art  fähig.     Im  letzteren  Falle  dagegen  ist  Ar/nA   eine  auch 

schon  innerhalb  F  mit  f^  gleichberechtigte  Untergruppe,  etwa  Fi~  r«F,-, 

und  wir  folgern  dann  aus  Aff^A  =  Vi"  F^F,-,  dass  nunmehr  F^  mit  der 
Operation  zweiter  Art  V  =^  ViA  vertauschbar  ist  und  also  durch  Combi- 

nation  mit  derselben  eine  erweiterte  F^,  bildet.  Wir  mussten  hier  an  Stelle 
der  früher  allein  zur  Geltung  gekommenen  Erweiterungen  durch  Spiege- 
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langen  allgemeiner  solche  durch  Operationen  zweiter  Art  heranziehen. 
Dabei  kommen  wir  immer  auf  jenen  speci eueren  Fall  zurück^  so  oft 
die  erweiterte  f^t  wenigstens  eine  Spiegelung  enthalt;  ersichtlich  wäre 
nämlich  f^  mit  dieser  vertauschbar  und  würde  mit  ihr  combiniert  die 
gerade  betrachtete  f^  ergeben.  Von  vornherein  freilich  scheint  die 
Existenz  auch  solcher  f^  nicht  ausgeschlossen,  die  keine  einzige  Spiege- 
lung enthalten.  Inzwischen  ist  kein  einziges  Beispiel  einer  derartigen 
r^  bekannt,  und  es  werden  in  der  That  fernerhin  allein  wieder  die 
Erweiterungen  durch  Spiegelungen  in  Betracht  kommen*). 

Letzten  Endes  machen  wir  auch  hier  wieder  den  besonders  wich- 
tigen Specialfall  t/  =  1  namhaft.  Wir  haben  alsdann  eine  in  der  ur- 
sprünglichen r  ausgezeichnete  Untergruppe  f^,  weldie  nun  offenbar  ent- 
weder auch  in  der  erweiterten  V  ausgezeichnet  ist  oder  innerhalb  der 
letet^en  eine  von  zwei  gleichberechtigten  Untergruppen- darstellt^  deren  andere 
durdi  AffiA  gegeben  ist  Wir  merken  uns  ^schliesslich  noch  den  ohne 
weiteres  einleuchtenden  Satz:  Ist  eine  vorgelegte  Untergruppe  f^  mit 
den  Spiegelungen  A,  B,  C  vertauschbar,  so  ist  sie  in  der  erweiterten 
Modulgruppe  ausgezeichnet  enthalten.    ' 

§  5.     Von  den  Fiindamentalpolygonen  gleichberechtigter  und 

ausgezeichneter  Untergruppen. 

Für  irgend  eine  vorgelegte  Untergruppe  T^  von  endlichem  oder 
unendlich  hohem  Index  ft  sei  in  F^i  ein  aus  den  fi  Doppel dreiecken 
1»  ^i;  ^27  •  •  •?  ^1»— 1  bestehendes  Fundamentalpolygon  in  früher  er- 
klärter Weise  gewonnen.  Auf  F^t  wollen  wir  dann  die  Modulsub- 
stitution erster  Art  F,""^  anwenden,  welche  das  Doppeldreieck  V{  des 
Fundamentalpolygons  Ffi  nach  dem  Ausgangsdreieck  1  verlegt.  Möge 
der  aus  Ffi  solchergestalt  entspringende  Bereich  F^^'^  heissen.  Die 
Zuordnung  der  Randcurven  von  Ffi  soll  bei  dieser  Transformation 
eine  Veränderung  nicht  erlitten  haben,  d.  h.  in  2^^/')  sollen  immer  zwei 
solche  Randcurven  auf  einander  bezogen  sein,  die  in  ihrer  ursprüng- 
lichen Lage  als  Randcurvefi  von  i^^  bereits  einander  zugeordnet  waren. 
Sind  zwei  der  letzteren  K'  und  K,  so  hatten  wir 


*)  Die  erweiterten  Gruppen  f  nnd  Fe  enthielten  nicht  nur  selbst  unendlich 
viele  Spiegelungen,  sondern  konnten  ausscJüiesslich  aus  Spiegelungen  erzeugt  werden. 
Es  hatte  dieser  Umstand  die  wichtige  Folge,  dass  die  Fandamen talbereiche  jener 
Gruppen  von  vornherein  gestaltlich  fest  bestimmt  waren.  Die  weiterhin  in  Be- 
tracht kommenden  Gruppen  f    sind,  wie  eingehendere  Untersuchungen  zeigen,  im 

allgemeinen  nicht  mehr  ausschliesslich  aus  Spiegelungen  erzeugbar.  Demgemäss 
nillt  auch  der  Voizug  der  gestaltlichen  Bestimmtheit  für  die  Fundamentalbereiche 
dieser  Gruppen  f    hinweg. 
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(1)  K'^vuiK), 

WO  h  unter  Beibehaltung  der  Bezeichnung  des  §  3  eine  Zahl  aus  der 
Reihe  1,  2,  •  •  •,  w  ist.  Durch  Ausführung  der  Substitution  Vf^ 
gehe  jetzt  KinK^^  V-\K)  und  K'  in  K,'  =  Vr^J^')  über.  Als 
Beziehung  zwischen  K^'  und  Kj^  findet  sich  dann  aus  (1) 

2r/-FrH',F;.(2ir,), 

so  dass  Vf^VkVi,  (4=1,  2,  •  •  •,  m)  die  Substitutionen  sind,  welche 
die  auf  einander  bezogenen  Randcurven  von  JF]u^'^  in  einander  über- 
führen. Das  sind  aber  gerade  die  erzeugenden  Substitutionen  der  mit 
fft  gleichberechtigten  Untergruppe 

so  dass  Ff^^*^  ein  Fundamental bereich  dieser  f^  sein  wird.  Durch  Aus- 
führung der  fi  Substitutionen  Vi^^  gewinnen  wir  denmach  aus  dem  Polygon 
Ffi  der  Untergruppe  Tu  die  Polygone  dller  mit  V^c  innerhalb  der  G~ruppe  f 
gleichberechtigten  Untergruppen, 

Wird  die  Untergruppe  F^  durch  Vr'^  in  sich  transformiert,  so 
muss  sich  das  also  an  der  Gestalt  des  Fundamen talbereichs  Ffi  dahin 
aussprechen,  dass  JP^/*'^  durch  erlaubte  Abänderung  in  F^  übergeführt 
werden  kann.  Das  Fundamentalpolygon  F^  einer  ausgezeichneten  Unter- 
gruppe r^4  von  r  muss  demgemäss,  von  erlaubter  Abänderung  abgesehen, 
durch  alle  fi  Substitutionen  Vf^  und  also  überhaupt  durch  jede  Modul- 
Substitution  erster  Art  in  sich  transformiert  tlerden.  Ein  Fundamental- 
polygon dieser  Art  wollen  wir  regulär  nennen*).  Die  Regularität  eines 
Fundamentalpolygons  wird  bereits  hinlänglich  dadurch  erkannt,  dass 
ein  solches  (von  erlaubter  Abänderung  abgesehen)  durch  die  beiden 
Substitutionen  S  und  T  in  sich  transformiert  wird**).      i 

Ganz  ähnlich  gestalten  sich  die  Verhältnisse  bei  Transformation 
einer  Untergruppe  V^  durch  eine  Operation  zweiter  Art.  Gehen  wir 
z.  B.  vermöge  der  Spiegelung  V  zu  der  mit  Tu  innerhalb  V  gleich- 
berechtigten Gruppe  r/  =  VV^iVj  so  werden  wir  einen  Fundamental- 
bereich für  diese  aus  dem  zu  V^i  gehörenden  Polygone  F^  herstellen, 
indem  wir  letzteres  am  Symmetriekreise  von  V  zur  Spiegelung  bringen, 
wobei  man  natürlich  die  Schraffierung  der  Elementardreiecke  umzu- 
ändern hat  und  je  zwei  Randcurven  des  neuen  Bereichs  immer 
dann   zusammenordnen    muss,   wenn    sie   vor   Ausführung   von   V  als 


*)  Eingebende   Bemerkungen   über  die  Regularität   folgen   weiter  unten  in 
S  10,  p.  333  u.  f.,  wo  dann  auch  die  bezüglichen  Litteraturnachweise  gegeben  sind. 
*^  Bezuglich  der  typischen  Form  eines  derartigen   regulären  Fundamentul- 
polygons  mSssen  Vir  auf  die  künftigen  Beispiele  verweisen. 
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Kanten  des  ursprunglichen  F^i  einander  zugewiesen  waren.  Da  ergiebt 
sich  insbesondere  der  Satz:  Eine  Untergruppe  f^  ist  der  Erweiterung 
vermöge  der  Spiegelung  V  fällig  unter  der  Bedingung,  dass  das  Polygon  i^« 

von  Tu  durch  die  Spiegelung  V,  von  erlaubter  Ähänderungr  abgesehen ,  in 
sich  selbst  übergefüJirt  wird.  Wir  wollen  F^^  in  dem  Falle  bezüglich  des 
Spiegelkreises  von  V  mit  sich  selbst  symmetrisch  nennen.  Ist  insonderheit 
F=-4,  so  wird  man  demgemäss  die  Elementardreiecke  von  JP^  derart 
anordnen  können,  dass  die  Gestalt  von  Fft  im  elementaren  Sinne  Sym- 
metrie an  der  imaginären  o-Axe  aufweist.  Die  eine  der  beiden  durch 
diese  Axe  abgeschnittenen  Hälften  von  Fu  bildet  alsdann  einen  Funda- 
mentalbereich für  die  aus  f^  durch  Erweiterung  vermöge  Ä  ent- 
springende Untergruppe  f^i.  Welche  ßandpunkte  diesem  Bereiche  zu- 
zurechnen sind,  und  wie  die  Randcurven  desselben  zu  Paaren  einander 
zuzuordnen  sind,  entscheidet  man  im  Einzelfalle  leicht  von  der  Gestillt 
des  Bereiches  F^i  aus. 

Ist  f;,  nicht  nur  in  f,  sondern  sogar  innerhalb  der  erweiterten 
Modulgruppe  Y  ausgezeichnet,  so  ist  F^i  bezüglich  aller  diesen  Bereich 
durchziehenden  Kreise,  von  erlaubter  Abänderung  abgesehen,  mit  sich 
selbst  symmetriscli.  Ein  Fundamentalpolygon  dieser  Art  soll  regulär- 
symmetrisch  Jieissen,  da  es  in  der  That  auch  stets  Begularität  im  obigen 
Sinne  besitzen  wird.  Um  ein  Polygon  F^i  als  regulär-symmetrisch  zu 
erkennen,  genügt  es  schon,  die  Symmetrie  desselben  an  den  Spiegel- 
kreisen der  drei  Operationen  -4,  B,  C  z\x  constatieren*). 

§  6.     Von  den  endlichen  Gruppen  (r^i  und  G2,,,  welche  einer 
ausgezeichneten  Untergruppe  f^i  entsprechen. 

Die  Entwicklungen,  welche  in  §  8  des  vorigen  Kapitels  für  die  aus- 
gezeichnete Untergruppe  Tg  durchgeführt  wurden,  übertragen  sich  jetzt 
fast  Wort  für  Wort  auf  den  allgemeinen  Fall  einer  ausgezeichneten 
Untergruppe  V^  von  endlichem  oder  nicht-endlichem  Index  ^.  Ziehen 
wir  nämlich  das  der  ausgezeichneten  Untergruppe  f^  entsprechende 
Schema  (1)  p.  30!)  heran,  so  beweisen  wir  durch  eine  Schlussfolgerung, 
die  derjenigen  in  §  8  des  vorigen  Kapitels  bis  ins  einzelne  gleicht, 
den  Satz:  Combiniert  man  in  vorgeschriebener  Reihenfolge  zwei  völlig 
beliebige  Substitutionen  aus  bestimmten  zwei  Horizontalreihen  des  eben 
gemeinten  Schema,  so  entspringt  eine  Substitution ,  die  einer  bestimmten 
dritten  Horizontalreihe  angehört. 


♦)  Auch    Aber    die   Symmetrie    der   Fundamental polygone    vergleiche    man 
unten  in  §  10  und  11,  p.  383  u.  f.,  noch  weitergehende  Bemerkaogen. 
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Hier  werden  wir  nun  wieder  gerade  wie  oben  den  vorliegenden 
Verhältnissen  zweckmässiger  Weise  dadurch  Rechnung  tragen,  dass  wir 
uns  entschliessen,  die  Substitutionen  v  der  Untergruppe  f^  zeitweise  als 
von  einander  nidht  verschieden  anzusehen.  Wir  bezeichnen  dies  durch  das 
Aquiyalenzzeichen : 

Vg(\}Vh 

und  haben  dann  als  unmittelbare  Folgerung  daraus  Vg'Vi(\>VhVi  anzu- 
merken. Infolge  dieses  letzten  Umstandes  gelten  uns  alle  in  der 
einzelnen  Horizontalreihe  unseres  Schemas  untergebrachten  Operationen 
als  nicht  verschieden ,  und  also  entspringt  nun  allgemein  der  Satz: 
Falls  vnr  die  Substitutionen  der  in  der  Gesamtheit  V  ausgezeichneten 
Untergruppe  V^t  als  von  einander  nicht  verschieden  ansehen^  reducieren  sich 
die  Operationen  der  Gesamtgruppe  V  auf  nur  ft  verschiedene. 

Als  diese  ft  verschiedenen  Substitutionen  werden  wir  je  eine  aus 
der  einzelnen  Horizontalreihe   des  Schemas  nach  Belieben  auswählen 
und  mögen  so  etwa  das  System  der  Substitutionen  Fq',  F^',  Fg',  •  •  •,  F^'_i 
erlangt  haben.     Es  ist  dann 
(1)  Fi'F;cx;F/, 

und  wir  werden  dem  am  Eingang  des  Paragraphen  aufgestellten  Satze 
nun  dahin  Ausdruck  geben,  dass  den  beiden  in  (1)  gerade  vorliegenden 
Zahlen  i,  h  diese  ganz  bestimmte  Zahl  l  in  der  bezeichneten  Weise  zu- 
geordnet isty  völlig  unabhängig  davon,  welche  besondere  Substitution  V 
wir  aus  der  einzelnen  Horizontalreihe  auswählten»  Nehmen  wir  dem- 
nach fortan  als  Substitutionen  F/  wieder  diejenigen  ft  Modulsubstitu- 
tionen erster  Art,  welche  den  ^  Doppeldreiecken  eines  für  f^  etwa 
ausgewählten  Fundamentalbereichs  F^  entsprechen,  und  schreiben  also 
Vi  ««  Vi  und  insbesondere   FJ,'  =*  F^  «=  1. 

Der  Formel  FiFkOoFj  werden  wir  jetzt  dadurch  eine  präcise 
Deutung  verschaffen,  dass  wir  sagen:  Die  ft  Operationen  1,  Fj,  F^,  •••, 
F^— 1  bitden  infolge  unserer  Verabredung  eine  Gruppe  G^,  deren  Ordnung  ^ 
mit  dem  Index  der  ausgezeichneten  Untergruppe  f^  übereinstimmt  und 
also  jenachdem  endlich  oder  unendlich  hoch  ist.  Der  erste  Satz  des 
vorliegenden  Paragraphen  lehrt  dann,  dctös  diese  Gruppe  G^^  isomorph 
auf  die  Modulgruppe  f  bezogen  werden  kann,  nämlich  dadurch,  dass  wir 
der  einzelnen  Operation  der  (r^,  deren  „Symbol''  Vi  ist,  alle  diejenigen 
Modulsubstitutionen  erster  Art  zuordnen,  welche  in  ^  der  (i  -{•  1)*^ 
Horizontalreihe  des  oft  genannten  Schemas  enthalten  sind.  Der  Iso- 
morphismus von  Gfi  und  f  ist  also  ein  solcher  von  unendlich  hoher 
Meroedrie. 

Diese  Sätze  sind  durchgängig  nur  dann  in  Geltung,  wenn  f^c  aus- 
gezeichnete Untergruppe  von  f  ist     Haben  wir  in  r^^  sogar  eine  in 
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der  erweiterten  Modulgruppe  f  ausgezeichnete  Untergruppe,  so  ge- 
statten die  geschehenen  Entwicklungen  dementsprechend  eine  weitere 
Ergänzung.  Da  denke  man  an  das  schon  soeben  eingeführte  Schema 
von   2fi  Horizontalreihen,   in   welches    sich   der  f^   entsprechend   die 

Substitutionen  der  Gruppe  f  anordnen  lassen.  Setzen  wir  dann  wieder 
VgOOVhj  so  redtuneren  sich  die  Stibstittdionen  der  f  auf  nur  2(i  ver- 
schiedene, als  welche  wir  1,  Fj,  •  •  •,  F^_i,  A,  V^A,  •  •  •,  F^— 1-4  an- 
nehmen. Unter  Aufrechterhaltung  unserer  Festsetzung  Vg  c\)  Vk  werden 
wir  dann  den  Satz  gewinnen,  dass  jene  2ft  Operationen  eine  Gruppe 
Gifji  bilden.  Aus  dem  Umstände,  dass  Tju  in  der  erweiterten  Modul- 
gruppe  V  ausgezeichnet  sein  sollte,  entspringt  also  die  Möglichkeit,  in  sofort 

ersichtlicher  Weise  zwischen  den  Gruppen  Gifi  und  f  einen  Isomorphis- 
mus von  unendlich  hoher  Meroedrie  zu  begründen.  Auch  dieser  Satz 
wird  späterhin  von  Bedeutung  werden;  vorab  freilich  wollen  wir  aus- 
schliesslich bei  der  6r^  verweilen  und  die  aus  der  Betrachtung  dieser 
Gruppe  zu  gewinnende  Ausbeute  für  die  Behandlung  unseres  gruppen- 
theoretischen Grundproblems  in  allgemeinen  Zügen  skizzieren. 

§  7.    Allgemeine  Gesiohtsptuikte  für  die  Zerlegung  der  Gruppen  6r^ 

in  ihre  Untergruppen. 

Die  Gruppen  (r^,  welche  wir  soeben  den  ausgezeichneten  Unter- 
gruppen ffi  der  Modulgruppe  f  hinzugeseUten,  spielen  in  der  Folge 
eine  überaus  wichtige  Rolle,  und  es  ist  namentlich  die  Zerlegung  der 
einzelnen  (r^  in  die  Gesamtheit  ihrer  Untergruppen  eines  unserer  wich- 
tigsten Hilfsmittel  zur  Auffindung  von  Untergruppen  der  Modulgruppe. 
Ehe  wir  diese  Behauptung  des  näheren  erläutern,  wollen  wir  vorerst 
eine  Reihe  von  Gesichtspunkten  erörtern,  welche  weiterhin  bei  Zer- 
legung solcher  Gruppen  (r^  massgeblich  sein  werden.  Die  Regeln,  die 
wir  hier  (und  im  folgenden  Paragraphen)  entwickeln  wollen,  haben 
übrigens  durchaus  allgemein  gruppentheoretische  Bedeutung  und  ge- 
hören zu  den  verbreitetsten  Hilfsmitteln  gruppentheoretischer  Unter- 
suchungen; natürlich  werden  wir  diesen  allgemeinen  Entwicklungen 
hier  nur  insoweit  nachgehen,  wie  wir  sie  künftighin  notwendig  zur 
Hand  haben  müssen.  Wir  setzen  dabei  zunächst  ^  als  endlich  voraus 
und  gehen  erst  am  Schlüsse  des  gegenwärtigen  Paragraphen  auf  die 
Frage  ein,  inwieweit  unsere  Erörterungen  für  den  Fall  fi «»  oo  Giltig- 
keit  behalten. 

Liege  eine  Gruppe  unserer  Art  G^  der  endlichen  Ordnung  ft  vor, 
so  bezeichnen  wir  deren  Operationen  wie  bisher  durch  die  Symbole 
1,   F, ,  Fo,  •  •  •,  F;,— 1,  die  dann  im  gegenwärtigen   Sinne  ihren  Cha- 
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rakter  als  ModalsubstitutioDen  eingebüsst  haben*).  Sei  Gt  eine  Unter- 
gruppe von  Gfif  so  ist  t  Teiler  von  [i,  und  wir  setzen 

(1)  ^  =  r  .  ft^, 

unter  ft«  den  ganzzabligen  Quotienten  yon  fi  und  t  verstanden.  Be- 
zeichnen  wir,  dem  bisherigen  Brauche  entsprechend,  diejenigen  unter 
den  Operationen  Vk,  welche  die  Untergruppe  Gt  zusammensetzen,  im 
speciellen  durch  1;  v^,  v^,  ->-,  v«_i;  so  bringen  wir  durch  bekannte 
Überlegung  die  fi  Operationen  von  Gft  in  dem  rechteckigen  Schema  unter: 

^a^y  Vi  Fa.,  ••-,       Vr^xVa, 

(2)  Va,,  V.Fa.,  ...,      Vt^.Va, 


das  wir  fortan  kurz  £y^  nennen  wollen.    Wir  werden  demnach  sagen, 

Gt  besitze  als  Untergruppe  von  Gf^  den  hidex  fit,  und  wir  wählen  die 
ft«  Operationen  der  ersten  Yerticalreihe  von  S/^^   zum   Bq^n'äsentanien' 

System  für  Gt,  Begri£fe,  welche  den  oben  für  die  Modulgruppe  ein- 
geföhrten  genau  nachgebildet  sind. 

Jetzt  bemerke  man  weiter:  Sind  zwei  Operationen  Vi,  Vk  der  6r^  mit 
der  Untergruppe  Gt  vertauschbar,  so  gilt  dies  auch  von  der  dritten  ViVt. 
Sammeln  wir  also  alle  mit  Gt  vertauschbaren  Operationen,  so  besitzen 
wir  in  ihnen  die  Operationen  einer  Untergruppe  Gt',  welche  ersicht- 
lich Gt  in  sich  enthalten  wird.  Wir  schliessen  hieraus  zunächst,  dass 
der  Teiler  r'  yon  ft  ein  Multiplum  von  %  darstellt;  umgekehrt  folgt 
dann  aus 

(3)  ^aar -f^  — r'-fv, 

dass  ftx'  Teiler  von  (it  sein  wird.  Wir  denken  übrigens  die  Operationen  von 
Gt'  durch  1,  Vj,  v^,  •  ••,  f;^'-_i  bezeichnet  (wobei  die  r  Operationen  von  Gr 
an  erster  Stelle  aufgeführt  sind)  und  wählen  1,  Vaf^,  Va\,  •  •  •,  Va'    __i 

zum  Repräsentantensystem  für  G^. 

Die  construierte  Gruppe  G^  umfasst  gerade  alle  diejenigen  Ope- 
rationen, welche  G%  in  sich  transformieren;  sie  ist  also  die  umfassendste 
Untergruppe  von  6r^,  innerhalb  deren  Gt  ausgezeichnet  ist.  Wollen  wir 
zur  kurzen  Charakteristik  dieser  Sachlage  die  Ausdrucksweise  verabreden, 
Gt  sei  rdoHv  ausgezeichnet,  nämlich  ausgezeichnet  in  der  umfassendsten 


*)  In  §  10  (p.  386)  werden  wir  für  die  Operationen  der  O    wieder  eine  con- 

crete  Bedeatnng  gewinnen  (man  vgl.  übrigens  §  12  des  vorigen  Kapitels,  p.  297). 
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Untergruppe  (?«'.  unter  diesen  Umständen  behaupten  wir,  dass  Gt 
innerhalb  der  Gesamtgruppe  G^  eine  von  (it»  gleichberechtigten  Unter- 
gruppen ist,  die  wir  in  der  Form  schreiben  können: 

(4)  (?„  rr^G.r^,,  ■  ■  -,  v;r;^_,G,Va'^^_,. 

In  der  That  können  von  den  Gruppen  (4)  keine  zwei  identisch 
sein.     Wäre  nämlich  etwa 

FoT^  G,F«^  c»  FoT'  G,F„'„     (i  ^  ä)  , 

so  würde  Va^V^j^  die  Gruppe  Gt  in  sich  transformieren  und  also  eine 

Operation  Vi  aus  der  Reihe  1,  v^,  •  •  •,  Vt'—i  sein.  Wir  würden  dann 
für  Va'^  die  Form  Va'^  =  V/F«'^  berechnen,  was  gegen  die  Eigen- 
schaft der  Operationen  1,  Va\,  Va\j  •  •  •,  ein  Repräsentantensystem  für 
Gt'  vorzustellen,  verstiesse.  Dass  andrerseits  ausser  den  Gruppen  (4) 
nicht  noch  weitere  mit  Gt  gleichberechtigt  sind,  folgt  aus  dem  Um- 
stände, dass  die  Operationen  der  einzelnen  Horizontalreihe  des  zu  Gt* 
gehörenden  Schema  S/j^,  ersichtlich  Gt  je  in  dieselbe  andere  Gruppe 
transformieren  werden. 

Vor  allem  merken  wir  uns  noch  den  Satz  an:  Die  Anzahl  (it*  der 
mit  Gt  gleichberechtigten  Untergruppen  {sie  selbst  stets  mitgerechnet)  ist  ein 
Teiler  des  ßu  Gt  gehörenden  Index  ^if 

Der  Fortgang  von  einer  Untergruppe  Gt  zu  derjenigen  umfas- 
sendsten Untergruppe  Gt*,  in  welcher  jene  relativ  ausgezeichnet  ist^ 
wird  künftighin  in  den  durchzuführenden  Einzelfallen  ein  oft  wiederholt 
anzuwendendes  Hilfsmittel  sein.  Welcher  Gang  für  unsere  Unter- 
suchung dabei  einzuschlagen  ist,  können  wir  in  allgemeinen  Zügen  so 
skizzieren:  Unser  Ziel  ist  Aufzählung  aller  Untergruppen  von  G^.  Wir 
werden  dabei  zuvörderst  durch  Wiederholung  der  einzelnen  Operationen 
von  Gfi  deren  Perioden  bestimmen^  um  solchergestalt  zur  Kenntnis 
der  cydischen  Untergruppen  von  G^^  zu  gelangen.  Man  ordne  sodann 
immer  die  gleichberechtigten  unter  diesen  cyclischen  Untergruppen 
zusammen  und  zähle  deren  Anzahl  ab.  Haben  wir  etwa  fi«'  gleich- 
berechtigte cyclische  Untergruppen  Gt  der  Ordnung  r  gefunden,  so 
entspringt  vermöge  unserer  obigen  Überlegung  sofort  der  Satz,  dass 
die  einzelne  unter  ihnen  relativ  ausgezeichnet  in  einer  Gruppe  Gt'   der 

Ordnung  r  «=  r  •  --  ist.    Diese  neuen  Gruppen  Gt'  mögen  dann  wieder 

ein  System  von  fi^"  gleichberechtigten  bilden,  so  entspringt  aufs  neue 
der  Satz,  dass  die  einzelne  Gt*  relativ  ausgezeichnet  ist  in  einer  Gt" 

der  Ordnung  r"=T'-      .    Diese  Schlussweise  kommt  ersichtlich  immer 
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dann  zu  Ende,  wenn  wir  zu  einem  System  Yon  gleichberechtigten 
Untergruppen  gelangt  sind;  deren  Anzahl  mit  ihrer  Ordnung  multipli- 
eiert  die  Ordnung  f*  der  Gesamtgruppe  (r^  ergiebt.  So  sehr  man 
nun  betonen  muss^  dass  diese  Methode  noch  keineswegs  ohne  weiteres 
Gewähr  leistet;  zur  Gesamtheit  der  Untergruppen  von  Gu  zu  führen^ 
so  wird  sie  gleichwohl  in  allen  späterhin  zur  Sprache  kommenden 
Einzelfallen  von  Gruppen  6r^  mit  grosster  Leichtigkeit  zur  Kenntnis 
der  weitaus  grossten  Zahl  in  Betracht  kommender  Untergruppen  that- 
sächlich  hinleiten*). 

Gehen  wir  nun  zum  Falle  ft  sa  cx>.  Bei  einer  0„  wird  in  dem 
Schema;  welches  wir  (2)  entsprechend  für  irgend  eine  in  Betracht 
kommende  Untergruppe  Gt  herstellen;  entweder  die  Anzahl  der  Hori- 
zontal- oder  die  der  Verticalreihen  oder  gar  beide  zugleich  unend- 
lich gross.  Das  hindert  nicht;  von  einem  endlichen  oder  unendlich 
hohen  Index  der  Untergruppe  Gt  zu  sprechen;  sowie  f&r  dieselbe 
ein  Bepräsentantensystem  aufzustellen.  Des  weiteren  bleiben  die  Er- 
örterungen über  die  umfassendste  Untergruppe;  in  der  eine  andere 
relativ  ausgezeichnet  ist;  vollständig  in  Geltung.  Aber  freilich  bleibt 
hier  für  eine  grossere  Anzahl  verschiedener  Möglichkeiten  Baum;  eine 
Untergruppe  Gt  kann  in  der  Gesamtgruppe  6«  ausgezeichnet  seiu;  sie 
kann  mit  einer  endlichen;  ja  schliesslich  auch  mit  einer  unendlich 
grossen  Zahl  weiterer  Untergruppen  von  Ga^  gleichberechtigt  sein. 

Übrigens  ist  die  Zerlegung  einer  G^  ein  Problem;  das  möglicher- 
weise infolge  seiner  Gompliciertheit  einer  übersichtlichen  Losung  über- 
haupt nicht  fähig  ist;  während  demgegenüber  die  Zerlegung  einer  Gf^ 
von  endlicher  Ordnung  immer  durch  eine  endliche  Anzahl  von  Schritten 
zu  Ende  gebracht  werden  kann.  In  der  That  werden  wir  aucli  unsere 
oben  gegebene  Zerlegungsregel  immer  nur  auf  Fälle  endlicher  Ord- 
nungen [A  anwenden. 

§  8.    Bedeutung  des  vorigen  Paragraphen  für  unser  grnppentheore- 
tisches  Grundproblem.     Flanmässige  Erledigung  des  letzteren. 

Indem  wir  nunmehr  die  Bedeutung  aufweisen  wollen ;  welche  der 
Zerlegung  einer  der  in  §  6;  p.  320  aufgetretenen  Gruppen  (r^  für  die 


*)  Die  im  vorigen  Kapitel  besprochene  G^  ist  noch  nicht  hinreichend  com- 
pliciert,  um  die  abstracten  Regeln  des  Textes  zweckmässig  zu  illustrieren;  wir 
müssen  vielmehr  auf  die  späteren  bezüglichen  Beispiele  verweisen.  Inzwischen  ist 
ja  die  gegebene  Regel  f&r  die  Zerlegung  jeder  Grappe  verwendbar,  und  man  ver- 
säume insbesondere  nicht  z.  B.  die  Ikosaedergruppe  G^q  nach  dieser  Regel  zu 
zerlegen.  Im  Texte  können  wir  an  dieser  Stelle  wegen  Mangel  an  Raum  ein 
Beispiel  nicht  einflechten. 
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Losung  unseres  Grundproblems  zukommt,  gehen  wir  davon  aus,  dass  die 
einzelne  jener  Gruppen  (r^  isomorph  auf  die  Modulgruppe  bezogen  wurde. 
Einer  Modulsubstitution  erster  Art  entsprach  dabei  immer  eine  und 
nur  eine  Operation  von  6r^;  umgekehrt  entsprachen  einer  Operation 
von  (t^  bestimmte  Modulsubstitutionen  in  unendlicher  Zahl.  Inabe- 
sondere waren  der  identischen  Operation  von  O/^  die  Modulsubstitu- 
tionen der  ausgezeichneten  Untergruppe  f^  zugeordnet,  die  allererst 
zur  Bildung  der  Gruppe  (r^  Anlass  gab. 

Bei  dieser  Sachlage  ist  nun  der  einzelnen  Untergruppe  Gt  auf 
Grund  der  hier  in  Betracht  kommenden  Sätze  der  Gruppentheorie  eine 
bestimmte  Untergruppe  der  Modulgruppe  f  zugeordnet  Dieselbe  wird 
aus  denjenigen  Modulsubstitutionen  bestehen,  welche  den  Operationen 
der  Untergruppe  Gt  durch  den  Isomorphismus  zugeordnet  sind,  und 
also  werden  wir  für  diese  Untergruppe  der  Modulgruppe  f  ein  Schema 
gewinnen,  wenn  wir  im  Schema  (2),  p.  323,  der  Gruppe  Gt  an  Stelle  der 
einzelnen  Operation  alle  ihr  entsprechenden  Modulsubstitutionen  setzen. 
Wir  haben  so  den  Satz  gewonnen:  Der  einzelnen  Untergruppe  Gt  von 
Gfi  entspricht  eindeutig  eine  bestimmte  Untergruppe  Vft^  der  Gruppe  f 

vom  Index  [it,^  wobei  ersichtlich  f^^  ihrerseits  die  Gruppe  f^  cds  Unter^ 

gruppe  in  sich  enthält. 

Umgekehrt  gewinnen  wir  aber  auf  diesem  Wege  auch  die  Gesamtheit 
derjenigen  Untergruppen  der  Modulgruppe,  die  f^  in  sich  enthalten.  Irgend 
eine  solche  Untergruppe  wird  nämlich,  da  sie  f^  enthält,  aus  den 
Substitutionen  einer  gewissen  Anzahl  von  Horizontalreihen  des  zu  f^ 
gehörenden  Schemas  zusammengesetzt  sein.  Die  Zahl  dieser  Horizontal- 
reihen möge  T  sein;  dann  werden  die  r  Operationen  von  Gju,  welche 
jenen  Horizontalreihen  zugeordnet  sind,  notwendig  eine  Untergruppe 
Gt  von  Gfi  bilden,  die  also  der  gedachten  Untergruppe  der  Modul- 
gruppe eindeutig  zugeordnet  ist,  und  von  der  aus  wir  demnach  jene  Unter- 
gruppe von  r  in  oben  gekennzeichneter  Weise  hätten  erlangen  können. 

Ist  Gt  nun  innerhalb  G^,  also  relativ  ausgezeichnet,  so  zeigt  man 
auf  Grund  des  hier  vorliegenden  Isomorphismus  ohne  Mühe,  dass 
auch  die  entsprechenden  Gruppen  f^^  und  f^^  in  dem  nämlichen  Ver- 
hältnisse zu  einander  stehen.  Insbesondere  wird  f^^  in  der  umfassendsten 
Gruppe  r^^  relativ  ausgezeichnet  sein,  wenn  G^  die  umfassendste  Unter- 
gruppe ist,  in  der  Gt  ausgezeichnet  ist.  Ist  also  Gt  innerhalb  6r^  mit 
fit*  Untergruppen  gleichberechtigt,  so  ist  entsprechend  V^,^  eine  von  ft*» 

innerhalb  f  gleichberechtigten  Untergruppen.  Da  hierbei  ft^  Teiler 
von  |x«  ist,  so  kommt  der  Satz  (cf.  Note  p.  316):  Die  AnzM  der 
mit  einer  vorliegenden   Untergruppe  von  endlichem  Index  innerhalb  der 


für  die  Behandlung  der  IJntergrnppen  der  Modnlgroppe.  327 

Gesamtheit  f  gleichberechtigten  Untergruppen  ist  stets  ein  Teuer  dieses 
Index. 

Infolge  dieser  Sachlage  erscheint  es  nun  angezeigt^  bei  Auf- 
suchung von  Untergruppen  der  Modulgruppe  zuvorderst  das  Haupt- 
augenmerk auf  die  Gewinnung  ausgemchneter  Untergruppen  f^  eu  legen^ 
um  alsdann  0u  den  nicht  ausgezeichneten  Untergruppen  von  der  Zer- 
legung  der  bezüglichen  Gruppen  (r^  aus  vorzudringen.  Diese  Bemerkung 
gewinnt  um  so  mehr  Bedeutung,  als  sich  zeigen  lässt,  dass  eine  Unter- 
gruppe irgend  welcher  Art  f^  von  endlichem  Index  stets  eine  Unter- 
gruppe fn  von  gleichfalls  endlichem  Index  in  sich  enthält,  die  in  der 
Gesamtgruppe  f  ausgezeichnet  ist. 

Ehe  wir  diese  Behauptung  darthun,  wolle  man  den  Satz  er- 
härten^ dass  die  gemeinsamen  Substitutionen  zweier  beliebigen  Unter- 
gruppen r^j,  r^,  der  endlichen  Indices  ft^,  ^  eine  Untergruppe  f^, 
bilden,  deren  Index  f^^f^i*!^  ist.  Sind  nämlich  die  Operationen  der 
r^^  durch  1,  Vj^^\  Vj^^^,  •••  bezeichnet,   ein  Repräsentantensystem  für 

diese  Untergruppe  aber  durch  1,  F/^^,  V^^^,  •  •  •;  F^uf— i,  so  wollen  wir 
die  Operationen  Vk^^^  jener  erstjen  f^^  jetzt  der  zweiten  Gruppe  f^^  ent- 
sprechend in  ein  Schema  anordnen.  In  der  ersten  Reihe  desselben  werden 
die  r^^  und  ff,^  gemeinsamen  Substitutionen  1,  v^,  v^,  •••  aufzuschreiben 
sein,  während  ersichtlich  die  Zahl  der  Horizontalreihen  dieses  Schemas 
f^i  ^  f*2  sein  wird.  Wollen  wir  dieselben  durcH  die  besonderen  Sub- 
stitutionen 1,  Fi^%  V^^^\  •  •  •,  V^l-i  repräsentieren.  Eine  beliebige 
Modulsubstitution  V  gestattet  jetzt  die  Darstellung: 

Die  f^  "=»  f^^2' !^  ftif4  Substitutionen  Vj^Wj^^^  bilden  demgemäss  ein 
Repräsentantensystem  für  die  Gruppe  f^,  der  Substitutionen 

1,    Vi,    Vj,    '"y    Vk    -', 

welche  zugleich  in  f^^  und  f^,  enthalten  sind,  so  dass  in  der  That 
unsere  obige  Behauptung  bezüglich  der  f^,  sich  bestätigt. 

Kehren  wir  nun  zur  oben  vorgelegten  Untergruppe  f^  von  end- 
lichem Index  [A  zurück.    Mögen  im  ganzen  die  v  Gruppen 

(1)  r^,  r/,  •  •  •,  r/" 

innerhalb  f  mit  f^  gleichberechtigt  sein,  so  ist  v  als  Teiler  von  [i 
gleichfalls  endlich.  Man  schliesst  nun  sofort  aus  dem  eben  bewiesenen 
Zwischensatze,  dass  die  gemeinsamen  Substitutionen  der  v  Gruppen  (1) 
eine  Untergruppe  ri«  von  endlichem  Index  M  ^  jia*  bilden.  Diese  fui 
aber  ist  innerhalb  f  ausgezeichnet.  Transformieren  wir  nämlich  durch 
die  beliebige  Modulsubstitution  erster  Art  F,  so  ist  den  durch  diese 


r 
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Transformation  aus  (1)  entstehenden  v  Untergruppen  die  Gruppe 
Tm  as  F'^fnF  gemein.  Aber  diese  v  transformierten  Gruppen  stellen 
ja  die  v  Gruppen  (1)^  nur  Tielleicht  in  anderer  Reihenfolge  dar,  so 
dass  in  der  That  stets  Tm  «=  Pm  ist^  welches  auch  die  Substitution  V 
sein  mag.  Zugleich  entspringt  aus  unserer  Überlegung  der  Satz:  Die 
solchergestalt  gefundene  Gruppe  Tm  ist  die  umfassendste  in  der  Gesamt- 
heit r  ausgezeichnete  Untergruppe,  welche  in  der  vorgelegten  Untergruppe 
Vfi  enthalten  ist. 

Hätte  man  also  Kenntnis  erlangt  von  der  Gesamtheit  ausgezeich- 
neter Untergruppen  der  Modulgruppe  von  endlichem  Index,  so  würde 
alsdann  die  Aufstellung  aller  nicht-ausgezeichneten  Untergruppen  von 
endlichem  Index  auf  die  Zerlegung  von  Gruppen  endlicher  Ordnung  in 
ihre  Untergruppen  zurückkommen. 

§  9.     ZuBammenbiegtixig  des  FnndamentalbereioliB  2^^  zur 
gesohlossenen  Fläche.   Gesohleoht^  einer  Untergruppe  f^«.   Beziehiing 

zur  G7-nalbebene. 

Es  hat  in  §  11  des  vorigen  Kapitels  (p.  294)  zur  Deutung  der  damals 
in  Betracht  kommenden  Verhältnisse  die  besten  Dienste  gethan,  dass  wir 
den  Fundamentalbereich  F^  der  Tg  aus  der  ai- Halbebene  herausschnitten 
und  aus  demselben  durch  Zusammenbiegung  der  auf  einander  bezogenen 
Bandcurven  eine  geschlossene  Fläche  herstellten.  Wir  werden  zur 
besseren  Deutung  unserer  letzten  Erörterungen  versuchen,  eine  ähn- 
liche Massnahme  allgemein  für  irgend  eine  vorgelegte  ausgezeichnete 
oder  nicht-ausgezeichnete  Untergruppe  f^  durchzuführen.  Übrigens 
betonen  wir  hier  ausdrücklich ,  dass  unsere  nächstfolgenden  Betrach- 
tungen sich  nur  erst  auf  die  Untergruppen  eines  endlichen  Index  (i 
beziehen  sollen.  Dass  sie  wesentlich  auch  für  fi  =  cx)  bestehen  bleiben, 
werden  wir  späterhin  an  ausführlich  zu  betrachtenden  Beispielen  be- 
merken. 

Denken  wir  uns  also  das  Fundamentalpolygon  F^i  einer  Unter- 
gruppe fft  in  irgend  einer  particulären  Weise  gewählt  und  schneiden  das- 
selbe längs  seiner  Randcurven  aus  der  cd -Halbebene  heraus.  Diese 
Bandcurven  des  so  isolierten  einfach  zusammenhängenden  Bereiches  sind 
paarweise  auf  einander  bezogen,  und  nun  denken  wir  frei  im  Räume 
eine  Deformation  von  JP^  vorgenommen,  bei  der  die  auf  einander  be- 
zogenen Randcurven  einander  angenähert  werden*,  schliesslich  sollen 
sie  sogar  zusammengeheftet  werden,  und  zwar  so,  dass  je  zwei  vor- 
dem relativ  äquivalente  Randpunkte  von  jP^  nun  zur  Goincidenz  ge- 
bracht sind.     Der  Deform ationsprocess,  den  wir  dabei  verwenden,  hat 
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nur  der  einen  Bedingung  zu  genügen,  überall  stetig  zu  verlaufen.  Wir 
haben  auf  dem  Wege  aus  dem  Polygen  Ffi  eine  geschlossene  Fläche  her- 
gestellt, die  wir  atuih  wieder  1^^  nennen,  und  die  eine  sogleich  noch 
näher  gu  betrachtende  Einteilung  in  2(i  äbwedhsdnd  schraffierte  und  freie 
Dreiecke  trägt.  Die  Gestalt  dieser  geschlossenen  Fläche  ist  noch  im 
hohen  Grade  willkürlich,  und  wir  wollen  entgegen  unserer  oben  bei 
der  Tg  verfolgten  Massnahme  in  diesem  Betracht  besondere  Verab- 
redungen hier  nicht  treffen.  Haben  wir  also  einmal  eine  particuläre 
Gestalt  für  die  Fläche  JP^  erhalten,  so  wird  es  erlaubt  sein,  dieselbe 
hinterher  noch  einer  ganz  beliebigen  nur  ohne  Zerreissen  vor  sich 
gehenden  stetigen  Formänderung  zu  unterwerfen;  der  Gebrauch,  den 
wir  hier  von  der  geschlossenen  Fläche  1^^  zu  machen  gedenken,  wird 
dadurch  nicht  beeinträchtigt. 

Für  die  in  Rede  stehende,  geschlossene  Fläche  F^t  ist  es  nun  völlig 
gleichgiltig,  von  welcher  besonderen  Gestalt  des  Polygons  Ffi  in  der 
40 -Halbebene  wir  ausgingen.  In  der  That  ziehe  man  diejenigen 
Linienzüge  auf  der  Fläche  in  Betracht,  welche  aus  den  zusammen- 
gehefteten Bandcurven  des  Polygons  hervorgingen.  Wir  werden  die- 
selben offenbar  als  ein  „Schnittssystem''  der  Fläche  im  Riemann'schen 
Sinne  auffassen  können  (durch  welches  dieselbe  dann  in  eine  ein- 
fach zusammenhängende  Fläche  zerschnitten  wird).  Da  heisst  nun 
„erlaubte  Abänderung'^  wie  wir  sie  für  das  Polygon  P^  in  der 
CD -Halbebene  definierten,  nichts  anderes,  als  „Ersetzung  des  gezogenen 
Schnittsystems  durch  ein  neues'',  eine  Operation  also,  die  an  der 
Fläche  Fft  selbst  keinerlei  Änderung  hervorbringt. 

Wollen  wir  uns  insbesondere  sogleich  ansehen,  welche  Sätze  sich 
betreffs  der  Aufeinanderfolge  der  2fi  Elementardreiecke  aufstellen 
lassen,  die  unsere  Fläche  Ff^  netzartig  umspannen.  Wir  werden  dabei 
speciell  die  Umgebungen  derjenigen  Punkte  der  Fläche  in  Augenschein 
nehmen,  welche  aus  den  Ecken  der  Dreiecke  des  Polygons  Fft  entspringen 
und  die  wir  in  sofort  verständlicher  Weise  als  Punkte  bezeichnen,  die  mit 
^,  i  oder  ioo  äquivalent  sind.  Ein  einzelner  von  den  mit  p  äquivalenten 
Punkten  der  Fläche  kann  erstlich  von  sechs  Elementardreiecken  um- 
lagert sein,  eine  Sachlage,  die  uns  von  der  ai- Halbebene  her  sehr  ge- 
läufig ist.  Andrerseits  könnte  es  aber  auch  sein,  dass  derselbe  nur 
von  zwei  Elementardreiecken  umlagert  ist.  Immer  dann  tritt  dies  ein, 
wenn  in  der  f^«  diejenige  elliptische  Modulsubstitution  der  Periode  drei 
enthalten  ist,  welche  den  in  Rede  stehenden  Punkt  in  der  co-Halb- 
ebene  zum  Fixpunkt  hat.  Der  fragliche  Punkt  wird  alsdann  auf  dem 
Rande  des  Polygons  jP^  liegen,  da  die  sechs  ihn  umgebenden  Modul- 
dreiecke zu  je  drei  relativ  äquivalent  werden.     Man  dehnt  diese  Be- 
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trachtuDg  sofort  auf  die  mit  i  und  too  äquivalenten  Punkte  aus*). 
Beim  Ausspruch  des  entspringenden  allgemeinen  Satzes  bedienen  wir 
uns  der  sogleich  verständlichen  Ausdrucksweise  ^  dass  wir  von  der  Um- 
gebung eines  der  in  Rede  stehenden  Punkte  sagen,  sie  werde  von 
einer  gewissen  Anzahl  ^^im  Cyclus  zusammenhängender  Dreiecke^  gebildet. 
Dann  haben  wir  den  Satz:  Bei  einem  mit  q  äquivalenten  Funkte  der  Fläche 
hängen  entweder  sechs  oder  zwei  Elementardreiecke  im  Cyclus  msammen. 
Entsprechend  findet  man,  dass  iei  einem  mit  i  äquivalenten  Funkte  entweder 
vier  oder  zwei  Elementardreiecke  im  Oyclus  zusammenhängen;  letzteres 
in  dem  Falle,  dass  die  zu  dem  bezüglichen  Punkte  der  m-Halbebene 
als  Fixpunkte  gehörige  elliptische  Modulsubstitution  der  Periode  zwei 
in  der  f^  enthalten  ist.  Endlich  toird  ein  mit  ioo  äquivalenter  Punkt  von 
2n  Elementardreiecken  rings  umlagert  sein,  wo  n  irgend  eine  beliebige  ganze 
Zähl  ist.  Um  sie  im  Einzelfall  zu  bestimmen,  müssen  wir  auf  den 
bezüglichen  rationalen  reellen  Punkt  to  zurückgehen  und  die  zu  ihm 
als  Fixpunkt  gehörigen  parabolischen  Substitutionen  aufstellen.  Denken 
wir  dieselben  nach  der  Grösse  ihrer  Amplitude  in  eine  Reihe  an- 
geordnet, so  ist  diejenige  der  Amplitude  n  die  erste  von  ihnen,  welche 
der  Untergruppe  f^  angehört.  —  Für  alle  diese  Sätze  sind  die  im  vorigen 
Kapitel  betrachteten  Untergruppen  zweckmässige  Beispiele,  bei  deren 
ausführlicher  Betrachtung  wir  indes  hier  nicht  noch  einmal  verweilen 
können. 

Bei  der  Untergruppe  P^  des  vorigen  Kapitels  waren  die  Verhält- 
nisse  insofern  äusserst  einfache,  als  sich  die  Polygone  JPg  "^^  -^e 
direct  zu  einer  Kugeloberfläche  zusammenbiegen  liessen.  Im  allgemeinen 
müssen  wir  aber  durchaus  der  Möglichkeit  Raum  geben,  dass  wir 
unter  unseren  geschlossenen  Flächen  F^  auch  solche  finden,  die  einen 
höheren  Zusammenhang  als  die  Kugeloberfläche  darbieten.  Allgemein 
misst  man  bekanntlich  die  Höhe  des  Zusammenhanges  einer  geschlossenen 
Fläche  durch  die  Anzahl  der  Querschnitte,  durch  welche  dieselbe  in 
solcher  Weise  zerschnitten  wird,  dass  sie,  obwohl  selbst  noch  zu- 
sammenhängend, durch  jeden  erneut  noch  hinzukommenden  Querschnitt 

*)  Im  speciellen  bemerken  wir  noch  für  die  parabolischen  Substitutionen:  Ist 
V  eine  in  der  f^  enthaltene  parabolische  Substitation  mit  dem  Fixpnnkte  m^,  so 

giebt  es  einen  mit  Oq  relativ  äquivalenten  Funkt,  an  den  sich  das  Polygon  F 

der  r    mit  einer  Spitze  heranzieht.    Wir  haben  diesen  an  gegenwärtiger  Stelle 

sofort  einleuchtenden  Satz  nur  deshalb  angeführt,  um  auf  die  Möglichkeit  seiner 
Verallgemeinerung  für  die  bei  den  «- Functionen  (1),  p.  103,  auftretenden  Gruppen 
linearer  Substitutionen  aufmerksam  zu  machen.  In  der  That  sind  es  Betrachtungen 
dieser  Art,  durch  welche  man  die  betreffs  der  parabolischen  Substitutionen  oben 
(p.  178)  geschehene  Behauptung  zu  verificieren  vermag. 
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in  getrennte  Stücke  zerlegt  wird*).  Ist  diese  übrigens  stets  gerade 
Anzahl  2p,  so  spricht  man  von  einem  Geschlechte  p  der  geschlossenen 
Fläche  Fft.  Diese  Zahl  p  erscheint  durch  Vermittlung  der  geschlos- 
senen Fläche  Fft,  eindeutig  auch  dem  Polygon  Ff^  und  der  Untergruppe 
r^  zugeordnet.  Wir  werden  dieselbe  also  als  ein  Attribut  der  Unter- 
gruppe fassen  und  demnach  fortan  von  einem  Geschlechte  p  einer  vor- 
gelegten Untergruppe  f^  sprechen  (cf.  Math.  Ann.  Bd.  17,  p.  64). 

Die  Eugeloberfläche  ist  eine  Fläche  des  Geschlechtes  p  ^^0.  Zu 
einer  solchen  aber  Hessen  sich  im  vorigen  Kapitel  das  Fundamental- 
yiereck  der  Untergruppe  Tg  sowie  die  Fundamentalbereiche  F^  der 
Untergruppen  V^  zusammenlegen.  Die  im  vorigen  Kapitel  betrachteten 
Untergruppen  Vq  und  f,  sind  also  solche  vom  Geschlechte  p  *»  0. 
Besonders  verdient  es  aber  betont  zu  werden ,  dass  auch  die  Gesamt- 
grtippe  f  ein  Geschlecht  p  =  0  hesitjst.  In  der  That  wird  man  ja  das 
Doppeldreieck  1  der  Modulteilung,  wenn  wir  es  nach  oben  gegebener 
Vorschrift  deformieren,  aufs  leichteste  zu  einer  einfach  bedeckten 
Kugel  oder  Ebene  zusammenbiegen  können  (wobei  dann  insbesondere 
durch  zweckmässige  Ausführung  dieser  Operation  die  complexe  Ebene 
der  Grösse  J(p)  erreicht  werden  kann)**). 

TrefiFen  wir  nun  wieder  gerade  wie  oben  bei  der  f^  derartige 
Verabredungen,  dass  die  geschlossene  Fläche  Ffi  nicht  nur^  wie  bisher, 
auf  das  einzelne  Polygon  Ff^  bezogen  erscheint,  sondern  dass  wir  es 
ganz  allgemein  mit  einer  Beziehtmg  der  Oberfläche  Ffi  zur  fQ-SaJbebene 
zu  thun  haben. 

Durch  unsere  anfängliche  Construction  sind  die  ft  Doppeldreiecke 
des  Polygons  1^^,  welche  die  Namen  1,  Fj,  F,,  •••,  F^<-i  hatten, 
wechselweise  eindeutig  den  fi  Doppeldreiecken  der  Fläche  JP^  zu- 
geordnet, welche  letztere  ja  aus  jenen  durch  die  vorgenommene  De« 
formation  des  Polygons  entsprangen.     Wollen  wir  also  auch  für  die 


*)  Näheres  über  den  im  Texte  gemeinten  FlächenznsammeDhang  findet  man 
z.  B.  im  siebenten  Kapitel  des  schon  p.  28  genannten  Ne am ann' sehen  Werkes, 
oder  auch  in  der  Schrift  von  Klein:  Über  Biemarm's  Theorie  der  algebraischen 
Fwnctionen  imd  ihrer  Integrale  (Leipzig,  1881). 

**)  Genau  wie  im  Texte  könnten  wir  auch  den  in  II,  1  besprochenen  cjclischen 
Gruppen  irgend  welcher  Operationen  erster  Art  ein  Geschlecht  zuteilen.  Durch 
Rfickgang  auf  die  bezüglichen  Fundamentalbereiche  (Fig.  44,  47,  p.  187,  190)  würden 
wir  da  die  Sätze  erhalten:  Uine  cycliache  Gruppe  elliptischer  Substitutionen  ist 
vom  Oeschlechte  jp  -»  0^  eine  solche  aus  J^erholischen  Substitutionen  aber  vom  Ge- 
schlechte  p  s=a  i.  Einer  Gruppe  parabolischer  Substitutionen  dagegen  müssen  wir 
das  Geschlecht  p  ^^  1  oder  p  <=■  0  erteilen,  je  nachdem  wir  den  Fundamental- 
bereich derselben  (cf.  Fig.  46,  p.  188)  im  bezüglichen  Fixpunkte  zusammenhängend 
oder  unterbrochen  denken. 
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(i  Doppeldreiecke  der  Fläche  F^^  diese  Namen  1,  F,,  Fg,  •  •  •,  F^—i 
bez.  beibehalten.  Da  sind  einander  denn  irgend  zwei  benachbarte 
Dreiecke  Fi,  F*  der  Fläche  jeweils  in  demselben  Sinne  benachbart,  wie 
die  beiden  entsprechenden  Dreiecke  Vi,  F*  im  Polygon  Ff^.  Wir 
können  geradezu  die  Beziehung  des  Polygons  auf  die  Fläche  dadurch 
festgelegt  denken,  dass  unr  das  Dreieck  1  des  Polygons  dem  Dreieck  1 
der  Fläche  zuordnen  and  von  da  ah  immer  benachbarten  Dreiecken  des 
Polygons  im  gleichen  Sinne  benoMarte  Dreiecke  der  Fläche,  entsprechen 
lassen.  Dadurch  sind  die  Dreiecke  freilich  zunächst  nur  als  ganze 
einander  zugeorduet;  doch  halten  wir  an  der  Vorstellung  fest,  dass 
auch  für  die  inneren  Punkte  je  zweier  einander  entsprechender  Dreiecke 
eine  stetige  eindeutige  Beziehung  vorliegt,  wie  sie  ja  in  der  That 
durch  die  stetige  Überführung  des  Polygons  F^  in  die  Fläche  F^  fest- 
gelegt ist 

Diese  Auffassungsweise  gestattet  nun  direct  auch  die  ausserhalb 
des  Polygons  F^  gelegenen  Teile  der  o- Halbebene  auf  die  Fläche  zu 
beziehen.  Überschreiten  wir  nämlich,  immer  unsere  eben  gegebene 
Regel  aufrecht  erhaltend,  jetzt  die  Grenze  des  Polygons  F^i  an  irgend 
einer  Stelle,  so  werden  wir  zuvörderst  zu  einem  ausserhalb  am  Rande 
des  Polygons  F^  gelegenen  Moduldreieck  VkVi  gelangen.  Dem  ist 
dann  vermöge  unserer  Festsetzung  auf  der  Fläche  Ff^  dasjenige  Doppel- 
dreieck zugeordnet,  das  bereits  den  Namen  F-  erhalten  hat;  denn  wir 
hatten  das  Polygon  F^  ja  derart  deformiert,  dass  die  auf  einander 
bezogenen  Randcurven  desselben  zur  Deckung  kamen.  Auch  hier  ist 
dann  zunächst  nur  erst  das  Moduldreieck  VkVi  als  ganzes  dem  Dreieck  F,- 
der  Fläche  zugeordnet;  doch  denken  wir  wieder  auch  die  inneren 
Punkte  dieser  beiden  Dreiecke  in  stetiger  Weise  einander  zugeordnet 
und  zwar  derart,  dass  relativ  äquivalente  Punkte  in  den  beiden  Modul- 
dreiecken Vi,  VkVi  dem  nämlichen  Punkte  von  JP^  entsprechen,  wie 
wir  denn  auch  weiter  die  in  diesem  Betracht  bei  der  Tg  (p.  296)  aus- 
führlich gegebenen  Vorschriften  im  vollen  Umfange  aufnehmen.  Hier 
wird  man  nun  die  Überlegung  mühelos  weiter  verfolgen  und  als  endliches 
Resultat  derselben  überblicken:  Die  geschlossene  Fläche  F^  und  die  posi- 
tive CD- Halbebene  sind  auf  einander  ein-oo- deutig  bezogen,  indem  jedem 
Doppeldreieck  der  Halbebene  vtVi  ein  Doppeldreieck  der  Fläche,  nämlidi 
Vi,  einem  einzelnen  Doppeldreieck  der  Fläche  Vi  aber  die  unendlich  viden 
Moduldreiecke  Vi,  v^Vi,  v^Vi,  •  •  •  zugeordnet  sind*). 


*)  Wollen  wir  wechselweise  eindeatige  Beziehung  von  Halbebene  und  Fläche 
haben,  so  müssen  wir  letztere  anendlich  oft  überdeckt  denken,  wobei  dann  die 
verschiedenen  Blätter  in  denjenigen  Linien  in  einander  übergehen  würden,  welche, 
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Irgend  zwei  relativ  äquivalente  Punkte  <o  und  fo'^=Vk((o)  sind 
sonach  auf  den  gleichen  Punkt  der  Fläche  JP^  bezogen.  Wenn  man 
also  zwischen  solchen  zwei  Punkten  a),  (o'  eine  in  der  Halbebene  ver- 
laufende Bahn  zieht  und  selbige  bei  der  nun  begründeten  Zuordnung 
auf  die  Oberfläche  Ff^  überträgt^  so  finden  wir  sie  auf  jP^  als  eine  ge- 
schlossene Linie  wieder.  (Dabei  macht  es  für  anderweitige  Unter- 
suchungen bei  einer  Fläche  jP^  mit  einem  Geschlechte  p  >  0  eine 
wichtige  Fallunterscheidung  aus,  ob  eine  solche  geschlossene  Linie  auf 
der  Fläche  ohne  Zerreissen  auf  einen  Punkt  zusammengezogen  werden 
kann  oder  nicht.) 

§  10.    Besondere  Ausführungen  fdr  die  ausgeseiolmeten  Unter- 
gruppen r^.    Begularität  und  Symmetrie  der  zugehörigen  Fläche  jP^. 

Während  die  bisherigen  auf  die  Flächen  Ff^  bezüglichen  Entwick- 
lungen ohne  Unterschied  fDr  ausgezeichnete  und  nicht-ausgezeichnete 
Untergruppen  f^  galten ,  folgen  nun  eine  Reihe  besonderer  Aus- 
führungen, welche  allein  die  in  der  Gesamtheit  f  ausgezeichneten 
Untergruppen  f^  betreffen.  Setzen  wir  vorerst  nur  voraus ,  die  Modul- 
substitution Vjt  (welche  man  als  eine  der  fi  Substitutionen 

denken  mag),  transformiere  f^,  in  sich  oder  sei  mit  fu  vertausch- 
bar. Für  die  Gestalt  des  Fundamentalpolygons  Fft  war  diese  That- 
Sache  gleichbedeutend  mit  der  anderen,  dass  dasselbe  durch  F», 
von  erlaubter  Abänderung  abgesehen,  in  sich  transformiert  wurde. 
Durch  diese  Transformation  erleiden  die  Dreiecke  des  Polygons  eine 
Permutation,  bei  deren  Ausführung  ersichtlich  benachbarte  Drei- 
ecke immer  wieder  im  gleichen  Sinne  benachbarte  Dreiecke  wer- 
den. Doch  müssen  wir,  wenn  dies  uneingeschränkt  gelten  soll,  auch 
zwei  am  Rande  des  Polygons  gelegene  Dreiecke  benachbart  nennen, 
wenn  ihre  auf  dem  Rande  liegenden  Seiten  relativ  äquivalent  sind. 
Dieses  letzteren  Zusatzes  sind  wir  nun  überhoben,  wenn  wir  das  Poly- 
gon zur  geschlossenen  Fläche  zusammengelegt  denken.  Wir  werden 
hier  den  Satz  aussprechen  dürfen:  Die  Vertauschbarkeit  der  StibstikUum 
Vk  fnü  Ffi  ist  gleichbedeutend  mit  der  Möglichkeit  einer  eindeutigen  Trans- 
formation der  Fläche  Ff,  odetj  noch  genauer,  der  auf  Ff^  befindlichen 


aas  den  Randeorven  des  Polygons  F  entspringend,  schon  vorhin  ein  Schnittsystem 
der  Fläche  JT  lieferten.  In  der  That  haben  wir  so  die  unendlich  vielen  Poly- 
gone  F^  F',  •  •  •  „über"  einander  gelagert,  welche  wir  oben  in  §  3  (p.  314) 
„neben"  einander  in  der  a>- Halbebene  einlagerten. 
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Dreiecksteilung  in  sich^  derjenigen  Transformation  nämlich,  hei  welcher 
Dreieck  1  in  Dreieck  V^,  übrigens  aber  benachbarte  Dreiecke  stets  wieder 
in  benachbarte  übergehen. 

So  konnte  die  Fläche  F^  des  vorigen  Kapitels  mit  ihrer  Ein- 
teilung in  sechs  Doppeldreiecke  derart  in  sich  transformiert  werden, 
dass  das  Doppeldreieck  1  in  ein  beliebig  unter  den  Sechsen  gewähltes 
Vk  überging,  während  die  übrigen  Dreiecke  dann  entsprechend  permu- 
tiert wurden*).  Diese  Transformationen  konnten  wir  sogar  durch  eine 
continuierliche  Verschiebung  der  Oberfläche  F^  in  sich,  d.  h.  durch 
eine  Drehung  der  Kugel  F^  um  ihren  Mittelpunkt  versinnlichen.  Zur 
Klarstellung  der  Verhältnisse  bemerken  wir  hier  nebenher,  dass  in 
allen  Fällen  einer  Fläche  P^  des  Geschlechtes  jp  «s  0,  sowie  zum  Teil 
auch  noch  bei  dem  Geschlechte  p  =  l  eine  jede  im  Sinne  des  eben 
ausgesprochenen  Satzes  etwa  eintretende  Transformation  der  Fläche 
in  sich  ebenfalls  durch  eine  continuierliche  Verschiebung  derselben  in 
sich  hergestellt  werden  kann;  für  alle  Flächen  Ff^  mit  j)>  1  ist  aber 
eine  derartige  Versinnlichung  einer  Transformation  derselben  in  sich 
Yon  vornherein  ausgeschlossen. 

Wenden  wir  uns  nun  sogleich  zum  äussersten  Fall  einer  in  der 
Gesamtgruppe  f  ausgezeichneten  Untergruppe  f^.  Für  eine  solche  Vft  ge- 
winnen wir  sofort  den  Satz:  Die  Vertaaschbarkeit  jeder  Modulsubstitution 
erster  Art  mit  der  Untergruppe  f^  ist  gleichbedeutend  mit  der  Möglich- 
keit y  die  bezügliche  Fläche  F^  auf  /i  verschiedene  Weisen  derart  in  sich 
mi  trafis formieren,  dass  die  Einteilung  derselben  in  (i  Doppeldreiecke  in 
sich  selbst  übergeführt  wird.  (Unter  diesen  ft  Weisen  zählt  die  iden- 
tische Transformation,  bei  der  jeder  Punkt  von  F^  sich  selbst  ent- 
spricht,  selbstverständlich  als  eine  solche  mit)  Wie  wir  das  Polygon 
F^  einer  ausgezeichneten  Untergruppe  f^  regulär  nannten,  so  wollen  wir 
nun  von  der  bezüglichen  geschlossenen  Fläche  Ff^  sagen,  sie  besitze  eine 
reguläre  Einteilung  in  ft  Doppeldreiecke  (cf.  Math.  Ann.  Bd.  14,  p.  459). 
Und  in  der  That  tritt  hier  die  volle  Bedeutung  des  Begriffs  der  Regu- 
larität  aufs  einfachste  hervor,  wie  denn  überhaupt  der  Ausdruck  „Regu- 
larität^'  von  hier  stammt  Wählen  wir  irgend  zwei  Doppeldreiecke  der 
regulär  geteilten  Oberfläche  JP^,  so  giebt  es  eine  zugehörige  Trans- 
formation, welche  JP^  derart  in  sich  überführt,  dass  das  eine  der  ge- 
wählten Doppeldreiecke  in  das  andere  übergeht  Indem  wir  hier  nur 
auf  die  Lagenbeziehungen  der  Doppeldreiecke  der  Fläche  F^i  achten  und 


*)  Demgegenüber  haben  wir  an  der  geschlossenen  Fläche  F^^  welche  im 
vorigen  Kapitel  aus  dem  Fundamentalbereiche  der  Tg  hergestellt  wurde,  dortselbst 
(p.  302)  ausführlich  gezeigt,  dass  dieselbe  eine  Trausformation  in  sich  von  der  im 
Texte  geforderten  Art  nicht  zulässt. 
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▼OD  metrischen  Beziehuiigen  gänzlich  absehen,  zeigt  sich  also  bei  der 
Aneinanderlagerung  der  Doppeldreiecke  zum  F^i  umspannenden  Dreiecks- 
netze eine  derartige  Regelmässigkeit,  dass  sich  die  (i  Doppeldreiecke  um 
eines  unter  ihnen  gerade  so  anordnen  wie  um  jedes  andere.  Im  spe- 
ciellen  muss  sich  die  Bpegularität  auch  in  der  Anordnung  der  Doppel* 
dreiecke  um  die  mit  Qj  i  und  ioo  äquivalenten  Punkte  der  Fläche 
zeigen.  Wir  haben  da  offenbar  den  Satz:  Bei  einer  regidä/ren  Fläche 
wird  jeder  Funkt  der  einzelnen  dieser  drei  Kategorien  immer  von  genau 
so  vielen  Elementardreiecken  umlagert  sein,  wie  jeder  andere  Punkt  der 
nämlichen  Kategorie. 

Wollen  wir  nach  zweckmässigen  Beispielen  für  die  Veranschaulichung 
unserer  allgemeinen  Erörterungen  suchen,  so  fassen  wir  den  Begriff 
einer  regulär  geteilten  geschlossenen  Oberfläche  in  völlig  independenter 
Weise.  Wir  werden  jede,  mit  einer  Einteilung  in  ft  Bereiche  ver- 
sehene, geschlossene  Oberfläche  so  b^enennen^  wenn  sich  dieselbe  auf 
solche  fi  Weisen  eindeutig  auf  sich  selbst  beziehen  lässt,  dass  jenen 
ft  Bereichen  dabei  gerade  die  Rolle  zufällt,  welche  soeben  im  spe- 
ciellen  die  ^  Doppeldreiecke  spielten.  Da  sind  uns  denn  vor  allem 
wichtigste  Beispiele  die  den  gewöhnlichen  regulären  Körpern  ent- 
sprechenden regulären  Einteilungen  der  Eugeloberfiäche.  Wähle  man 
z.  B.  die  Ikosaederteilung;  die  sechzig  Bereiche  derselben  sind  geradezu 
auch  Doppeldreiecke  und  die  nähere  Betrachtung  zeigt,  dass  dieselben 
sich  um  ihre  Eckpunkte  in  einer  Weise  schaaren,  welche  sich  den 
bei  unseren  Flächen  2^^  vorliegenden  Verhältnissen  direct  subsumiert*). 
Diese  regulären  Eugelteilungen  liefern  uns  selbstverständlich  nur  Bei- 
spiele regulär  geteilter  Oberflächen  des  Geschlechtes  j) «»  0,  und  man 
zeigt,  dass  diese  letzteren  hierbei  völlig  erschöpft  werden.  Was  die 
zunächst  weiter  in  Betracht  kommenden  Geschlechter  ^  <»  1,  2,  3  an- 
geht, so  verweisen  wir  hier  auf  die  diesen  Gegenständen  gewidmeten 
Abhandlungen  von  Hm.  Dyck,  die  wir  noch  häufig  zu  nennen  haben 
werden**).  In  denselben  sind  die  regulär  geteilten  Oberflächen  sogleich 
in  ihrer  vollen  functionen theoretischen  Bedeutung  in  Discussion  ge- 
zogen, die  wir  hier  (soweit  sie  überhaupt  für  uns  in  Betracht  kommt) 
erst  späterhin  kennen  lernen  werden« 

*)  Dasselbe  tritt  auch  für  die  übrigen  regal&ren  Engelteilungen  m^t  einer 
einzigen  Ausnahme  ein.  Wir  werden  diesen  Umstand  im  folgenden  Kapitel  weiter 
verfolgen. 

**)  Über  regulär  verzweigte  BiemanWache  Flächen  und  die  durch  sie  definierten 
IrrcAionaiiiäten  (Dissertation,  München  1879),  Über  Unterstuhung  und  Aufstellung 
von  Gruppe  und  Irrationalüät  regulärer  Biemann* scher  Flächen,  Math.  Ann.  Bd.  17 
p.  473  (1880),  GruppenOieoretische  Studien,  Math.  Ann.  Bd.  20  p.  1  (1881).  Weiter- 
gehende Litteraturaachweise  findet  man  namentlich  in  der  letztgenannten  Arbeit. 
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Indem  wir  jetzt  zu  unserer  regulär  geteilten  Fläche  Ffi  zurück- 
kehren,  bemerken  wir,  dass  die  /it  Transformationen  derselben  in  sich 
offenbar  eine  Gruppe  der  ft*^  Ordnung  bilden.  Diese  Gruppe  ist  nun 
holoedrisch  isomorph  mit  derjenigen  Gruppe  6r^,  welche  wir  eben  der  eu 
Grrunde  liegenden  ausgezeichneten  Untergruppe  f^  zuordneten^  wobei  dann 
der  durch  das  Symbol  Vh  bezeichneten  Operation  von  6r^  diejenige 
Transformation  von  F^  in  sich  zuzuweisen  ist,  bei  der  das  Doppel- 
dreieck 1  in  dasjenige  mit  dem  Namen  Vi  übergeführt  wird.  Den 
holoedrischen  Isomorphismus  bemerkt  man  in  der  That  aufs  leichteste, 
wenn  man  auf  die  den  beiderlei  Gruppen  zu  Grunde  liegenden  Modal- 
substitutionen und  Moduldreiecke  zurückgeht.  Wirklich  kommt  ja 
auch  die  isomorphe  Beziehung  von  Gfi  auf  f,  wie  sie  in  §  6  zur 
Aufstellung  kam,  genau  ü herein  mit  der  Beziehung  der  Doppeldreiecke 
der  geschlossenen  Fläche  Ffi  auf  die  Doppeldreiecke  der  o- Halbebene, 
indem  wir  Vh  das  eine  Mal  als  Operation  einer  Gruppe,  das  andere 
Mal  als  Doppeldreieck  interpretieren.  Unser  gefundenes  Resultat  wird 
um  so  wichtiger  erscheinen,  cds  wir  damit  eine  concrete  Bedeutung  für ^ 
die  Gruppe  G^  gewonnen  haben,  während  bislang  die  einzelne  Operation 
derselben  doch  nur  ein  Symbol  für  eine  gewisse  unendliche  Reihe  für 
identisch  geltender  Modulsubstitutionen  war*). 

Mit  sehr  viel  grösserer  Kürze  gehen  wir  jetzt  auf  den  Fall 
ein,  dass  die  vorgelegte  Untergruppe  f^  auch  in  der  erweiterten  Ge- 
samtgruppe r  ausgezeichnet  enthalten  ist.  Dann  geht  das  Funda- 
mentalpolygon F^  nicht  nur  durch  die  ft  Operationen  Ft,  sondern 
auch  noch  durch  die  ft  Operationen  zweiter  Art  ViA  von  erlaubter 
Abänderung  abgesehen  in  sich  über,  unter  welchen  Operationen 
sich  insbesondere  auch  die  Spiegelungen  an  den  jP^  durchziehenden 
Kreisen  der  Modnlteilung  finden.  Wir  nannten  in  diesem  Falle 
das  Polygon  F^i  regulär -symmetrisch  und  werden  jetzt  diese  Be- 
nennung auf  die  bezügliche  geschlossene  Fläche  F^i  übertragen,  in- 
dem wir  sagen,  dieselbe  trage  eine  regulär-symmetrische  Einteilung  in 
2 II  Elementardreiecke.  Abgesehen  von  den  bislang  besprochenen  ^i  Trans- 
formationen der  Fläche  F^,  in  sich  kommen  hier  noch  (i  neue  hinzu, 
die  wir  als  „Transformationen  mit  Umlegung  der  Winke?'  bezeichnen 
werden.  Auch  durch  sie  wird  das  Dreiecksnetz  der  Fläche  jP^  unter 
Aufrechterhaltung  seiner  Continuität  in  sich  Übergeführt,  doch  so, 
dass  schraffierte  und  nicht -schraffierte  Dreiecke  gegen  einander  ver- 


**)  Es  ist  empfehlenswert,  dass  man  diese  Verhältnisse  auch  noch  unter 
Heranziehung  der  unendlich  oft  überdeckten  Fläche  F  durchdenkt,  von  welcher 
in  der  Note  p.  332  u.  f.  die  Rede  war. 
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tauscht  werden.  Insbesondere  finden  sich  unter  diesen  fi  Trans- 
formationen auch  solche,  bei  denen  ganze  aus  Dreiecksseiten  be- 
stehende Linienzüge  der  Fläche  Punkt  für  Punkt  in  sich  selbst  über- 
gefährt  werden.  Derartige  Transformationen,  die  den  Spiegelungen 
der  (D -Halbebene  entsprechen,  werden  wir  symmetrische  Umformungen 
der  Fläche  jF^  in  sich  nennen;  überhaupt  aber  nennen  wir  jede  Fläche, 
die  eine  oder  mehrere  solche  Umformungen  in  sich  gestattet,  eine  sym- 
metrische*). Im  speciellen  wird  die  in  Rede  stehende  regulär-sym- 
metrische Fläche  Ffj,  längs  jeder  aus  Dreiecksseiten  .  ihrer  Teilung 
zusammengesetzten    Linie    Symmetrie    zeigen;    denn    die    zu    Grunde 

liegende,  in  der  erweiterten  Modulgruppe  f  ausgezeichnete  Unter- 
gruppe r^  ist  ja  als  solche  mit  allen  in  f  enthaltenen  Spiegelungen 
yertauschbar.  Dass  es  sich  bei  allen  diesen  geometrischen  Aussagen 
hier  allenthalben  nur  um  Lagenbeziehungen,  nicht  um  Massbeziehungen 
handelt,  brauchen  wir  kaum  noch  einmal  hinzuzusetzen. 

Letzten  Endes  bemerken  wir  noch,  dass  die  2(i  Transformationen 
unserer  regulär -symmetrischen  Fläche  in  sich  wieder  eine  Gruppe 
bilden  werden,  in  der  man  sofort  die  G^fi  des  §  6  erkennt. 

§  11.  Teilweise  Begnlarität  oder  Symmetrie  der  Flächen  F^  bei  relativ 

atLSgeseiohneten  Untergruppen  f^. 

Wir  haben  bislang  allein  den  äussersten  Fall  betrachtet,  dass  eine 

vorgelegte  Untergruppe  f^  in  der  Gesamtgruppe  f  bez.  f  ausgezeichnet 
ist  Unsere  gegebenen  Entwicklungen  lassen  sich  aber  auch  auf  die 
übrigen  Gruppen  f^  verallgemeinern.  Wir  müssen  da  auf  die  um- 
fassendste Gruppe  r^'  zurückgehen,  in  welcher  die  gerade  betrachtete 
^f^  ausgezeichnet  enthalten  ist.    Der  Index  ^'  derselben  ist  ein  Teiler 

von  ^  und  also  ist  A  =»  r  eine  ganze  Zahl.    Dieselbe  ergiebt  zufolge 

der  Entwicklungen  in  §§  7;  8  (p.  322  u.  f.)  den  Index,  welcher  T^  als 
einer  Untergruppe  von  f^'  zukommt.    Wir  können  das  aber  auch  dahin 

*)  Die  symmetrischen  Flächen  wurden  zum  ersten  Male  in  der  schon  oben 
(p.  381)  genannten  Schrift  von  Klein:  „Über  Biemann's  Theorie  etc.*'  in  all- 
gemeiner Weise  betrachtet;  hieran  sohliesst  sich  die  Abhandlung  von  6.  Wei* 
chold,  Über  symmetrische  Biemann'sehe  Flächen  und  die  Periodicitätsmodüln 
der  zugehörigen  AbeVschen  NormalintegrdU  erster  Gattung,  in  der  „Zeitschrift  für 
Mathematik  und  Physik**  Bd.  28  p.  S21  (1883).  Wir  werden  noch  mehrfach  Ge- 
legenheit haben,  auf  die  betreffende  Theorie  zurückzukommen,  bei  der  es  sich 
übrigens  zum  Unterschied  von  den  gegenwärtig  im  Texte  vorliegenden  Über- 
legungen um  „conforme**  symmetrische  Beziehungen  einer  Fläche  auf  sich  selbst 
handelt. 

Klein-Frioka,  Modnlfünctionen.  22 
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ausdrücken^  dass  es  im  Bepräsentantensystem  der  Untergruppe  f^  im 
ganzen  x  der  f^'  angehörende  Substitutionen  giebt.  Sie  mögen  durch 
h  ^17  ^29  "  'f  ^t  bezeichnet  sein. 

Die  %  gewonnenen  Substitutionen  1,  Fj,  Fj,  •  •  •,  F«  sind  die- 
jenigen unter  den  ft  Substitutionen  des  zu  f^  gehörenden  Reprasen- 
tantensystemS;  welche  mit  T^  vertauschbar  sind  und  eben  deshalb  das 
bezügliche  Polygon  2^^  von  erlaubter  Abänderung  abgesehen  in  sich 
Überföhren.  Wir  finden  so:  Unter  den  angeg^>enen  Verhältnissen  lässt 
die  zu  ffi  gehörende  geschlossene  Fläche  x  solche  TrcmsfornuUionen  in  sich 
0u,  bei  der  ihre  Einteilung  in  pu  Doppeldreiecke  mit  sich  selbst  zur 
Deckung  kommt  Hier  kommen  wir  nun  für  r  —  ^  und  also  f^'  =  F 
auf  den  im  vorigen  Paragraphen  abgehandelten  Fall  zurück,  während 
wir  für  t  <»  1  in  f^«  eine  nur  in  sich  selbst  ausgezeichnet  enthaltene 
Untergruppe  haben.  Im  letzteren  Falle  nennen  wir  die  Teilung  der 
zugehörigen  Fläche  jF^  irregulär^  während  wir  für  die  zwischenliegen- 
den Fälle  1  <  T  <  f^  von  einer  teilweisen  Begtilarität  der  bezüglichen 
Flächen  Ff^  sprechen*). 

An  dieser  Stelle  werden  wir  auch  noch  derjenigen  Untergruppen 

gedenken,  welche  der  Erweiterung  vermöge  einer  Spiegelung  F  fähig 
sind;  denn  das  heisst  offenbar,  f^  sei  in  der  solchergestalt  entspringenden 

erweiterten  Gruppe  f^  relativ  ausgezeichnet.  Wir  können  das  Polygon  Ffi 
so  gelegt  denken,  dass  der  Spiegelkreis  von  F  durch  F^t,  hindurchzieht. 
Man  sieht  so^  dass  die  geschlossene  Fläche  Ff^  eine  symmetrische  ist;  denn 

sie  lässt  jedenfalls  eine  V  entsprechende  symmetrische  Umformung  in  sich 

zu,  bei  welcher  die  aus  dem  Spiegelkreis  von  F  entspringende  Linie  der 
Fläche  Ffi  und  vielleicht  auch  noch  weitere  Linien  derselben**)  punkt- 
weise sich  selbst  entsprechen.  Dass  aber  unsere  Fläche  gar  nicht  be- 
züglich aller  Linien  ihrer  Teilung  mit  sich  selbst  symmetrisch  zu  sein 
braucht,  könnten  wir  etwa  dadurch  andeuten,  dass  wir  sie  im  gegen- 
wärtigen Falle  teilweise  symmetrisch  nennen.  Doch  würde  das  mit 
der  oben  (p.  337)  eingeführten  Begriffsbestimmung  der  „symmetrischen 
Fläche^'  nicht  in  Übereinstimmung  sein. 

*)  In  dieeem  Falle  geben  gewisse  il'  dem  Polygon  F    angehörige  Doppel- 

dreiecke  ein  Polygon  F..*  für  f^/.    Wir  fassen  dieselben  auf  der  Fläche  F    zum 

Bereich  F  .  zusammen  und  werden  durch  Ausübung  der  t  Transformationen  von 

F    in  sich  F  ,  im  ganzen  in  t  Bereiche  transformieren,  die  nun  unsere  Fläche  F 

ToUständig  umspannen.    Sie  bilden  dann,  für  die  Oberfläche  F    ersichtlich  wieder 

eine  regnl&re  Einteilung  im  allgemeinen  Sinne  des  vorigen  Paragraphen. 

**)  Zur   näheren   Erläuterung   müssen   wir   hier  durchaus   auf  die   späteren 
Einzelausführungen  verweisen. 
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Zweckmässige  Beispiele  liefern  hier  die  fj  des  vorigen  Kapitels. 
Die  ihnen  zugehörigen  F^  sind  irregulär  und  teilweise  symmetrisch, 
wie  man  leicht  bemerken  wird. 

§   12.     Begeln   zur   BereohnBng   des   Oesobleohtes  p   einer   Unter- 
gruppe r^.     Diophantisohe  Gleichung  für  ausgeBeichnete 

Untergruppen* 

Um  eine  hequeme  Formel  für  die  Berechnung  des  Greschlechts  p 
einer  vorgelegten  Untergruppe  f^  zu  gewinnen,  denken  wir  uns  die 
Elementardreiecke  der  zugehörigen  geschlossenen  Fläche  Ffi  um  der 
Einfachheit  willen  als  ebene  und  dementsprechend  als  geradlinig 
begrenzt.  Wir  haben  dann  in  Ffj,  ein  im  allgemeinen  mehrfach  zu- 
sammenhängendes Polyeder  vor  uns,  welches  wir  als  ein  solches  vom 
Gescldechie  p  bezeichnen  werden.  Die  einzelnen  Elementardreiecke  geben 
dessen  Flächen,  die  Dreiecksseiten  dessen  Kanten,  die  mit  q,  i,  ioo 
äquivalenten  Punkte  auf  Ff^  endlich  die  Ecken  des  Polyeders.  Die 
Anzahlen  dieser  drei  Elemente  unseres  Polyeders  bezeichnen  wir  bez. 
durch  fy  k  und  e  und  haben  dann  auf  Grund  des  verallgemeinerten 
Euler'schen  Satzes  fQr  Polyeder  unserer  Art  zwischen  diesen  Anzahlen 
und  dem  Geschlechte  p  von  JP^  die  Gleichung*): 

(1)  e  +  f^Jc-'2p  +  2. 


*)  Da  der  Beweis  der  Verallgemeinerang  des  £nler*8cben  Polyedersatzes  fSr 
p  ^  0  nicht  sehr  bekamit  zu  sein  scheint,  so  schalten  wir  hier  eine  karze  An- 
deutung über  denselben  ein.  Man  zerschneide  vorab  durch  2p  Querschnitte  die 
Fläche  F    derart  in  eine  einfach  zusammenhängende,  dass  die  Querschnitte  eine 

in  sich  zurücklaufende  Bandcurve  für  F  bilden.  (Man  vgl.  hier  die  in  Betracht 
kommenden  Erörterungen  im  ersten  Kapitel  des  folgenden  Abschnitts  und  nament- 
lich auch  die  dort  gegebene  Figur.)  Man  verfährt  nun  zunächst  genau  wie  beim 
elementaren  Beweis  fdr  p  >»  0,  indem  man  nach  und  nach  alle  nicht  von  den 
Querschnitten  durchzogenen  Dreiecke  des  Polyeders  abtragt  und  dabei  jedesmal 
die  rfickbleibenden  Zahlen  e,  f,  k  controliert.  Die  Überlegung  ist  in  der  That 
genau  die  elementare,  da  wir  einen  einfach  zusammenhängenden  Dreieckscomplex 
abtragen.  Sind  alle  von  Querschnitten  nicht  durchzogenen  Dreiecke  fort,  so 
bleiben  uns  nun  2p  einzeln  ringförmig  geschlossene  Ketten  von  Dreiecken,  die 
teils  direct,  teils  durch  weitere  als  Bänder  fungierende  Dreiecksketten  mit  ein- 
ander vereint  sind  und  solchergestalt  ein  zusammenhängendes  Gerippe  der 
Fläche  F    bilden.    Jetzt  trenne  man  jede  der  gedachten  2p  Dreiecksketten  längs 

einer  ihrer  Kanten  auf,  wodurch  die  gerade  erreichte  Anzahl  k  bei  unveränderten 
e,  f  einen  Zuwachs  um  2p  erfährt  Dergestalt  erhält  man  wieder  einen  einfach 
zusammenhängenden  Dreieckscomplex  und  bringt  den  Beweis  durch  die  bekannte 
elementare  Überlegung  zum  Abschluss.  Man  hat  also  in  der  für  p  >»  0  geltenden 
Formel  nur  k  um  2p  zu  vermindern,  um  die  allgemein  gültige  Formel  zu  er- 
halten, so  dass  sich  (1)  in  der  That  bestätigt. 

22* 
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um  diese  Formel  in  eine  für  uns  zweckmässigere  Gestalt  über- 
zuführen,  bemerken  wir  zuvörderst^  dass  f  mit  der  Anzahl  2fi  der 
Elementardreiecke  unserer  Fläche  Ffi  identisch  ist.  Formel  (1)  kann 
man  also  in  die  Gestalt  überführen: 

|)  =  _|x+  1  +  y  (Ä  — e). 

Des  weiteren  denken  wir  die  Ecken  des  Polyeders  d.  i.  die  mit  i,  q 
oder  ioo  äquivalenten  Punkte  auf  Ff^  in  irgend  einer  Reihenfolge  mit 
den  Nummern  1,  2,  3,  •  •  •,  c  versehen.  Möge  dann  die  v^  unter 
ihnen  von  2t}y  Elementardreiecken  umlagert  sein  (cf.  p.  330),  so  werden 
in  ihr  2n^  Kanten  des  Polyeders  zusammenlaufen.     Bilden  wir  jetzt 

die  Summe  ^  2n^y  so  ist  in  ihr  jede  Kante  offenbar  doppelt  gezählt, 

e 

SO  dass  wir  h  =  ^  fiv  erhalten.  Da  überdies  die  Gliederzahl  dieser 
Summe  gleich  e  ist,  so  haben  wir: 


er 


und  erhalten  demgemäss  als  endgültige  Formel  für  das  Geschlecht  p  unserer 
Untergruppe  f^: 

(2)  i>=-^  +  l+2'^- 

Insbesondere  verfolgen  wir  diese  Formel  für  den  Fall  einer  in  f 
ausgezeichneten  Untergruppe  f^.  Für  eine  solche  haben  äquivalente 
Ecken  immer  die  gleiche  Zahl  n^,  und  zwar  ist  für  die  mit  i  äqui- 
valenten Ecken  nach  §  9  u.  f .  n,  entweder  1  oder  2,  desgleichen  ist 
für  die  mit  q  äquivalenten  Ecken  n,  entweder  1  oder  3,  während 
für  die  dritte  Kategorie  d.  h.  für  die  mit  ioo  äquivalenten  Ecken  der 
eintretende  Zahlwert  nv  von  vornherein  noch  nicht  näher  bestimmt 
ist.  Nennen  wir  diese  drei  für  unsere  ausgezeichnete  Untergruppe  f^ 
in  Betracht  kommenden  Anzahlen  bez.  n^,  n^,  noo,  so  heisse  fortan  die 
Zusammenstellung: 

{n,-,    ng,    n»] 

das  zur  ausgezeichneten   Untergruppe  f^^  gehörige   Verzweigungsschema*). 
Nun  lässt  sich  die  Anzahl  der  Ecken  der  drei '  Kategorien  im  gegen- 


*)  Die  Bedeutung   dieser  Benennung  werden  wir   später  noch  eingehender 
erlüutem. 
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wärtigen  Falle  leicht  berechnen.  Das  einzelne  Elementardreieck  be- 
teiligt sich  mit  je  einer  Ecke  an  der  einzelnen  der  drei  Kategorien 
der  in  Rede  stehenden  Punkte  von  2^^.  Da  nnn  der  einzelne  z.  B. 
mit  (f  äquivalente   Punkt   von  2n^  Dreiecken   umlagert   ist^   so    wird 

r-^  die  Anzahl  der  Punkte  dieser  Kategorie  sein.    Entsprechend  finden 

sich  auf  Fft  im  ganzen  —  mit  i  und  endlich  —    mit  icx>  äquivalente 

Punkte«  Die  unter  (2)  gegebene  Formel  gestattet  demnach  für  eine 
ausgezeichnete  Untergruppe  folgende  specielle  Schreibweise: 

Formel  (3)  ist  eine  diophantische  Bedingung  für  Verzweigungs- 
schema,  Index  und  Geschlecht  einer  ausgezeichneten  Untergruppe,  die 
durch  jede  in  der  f  enthaltene  ausgezeichnete  Untergruppe  befriedigt 
wird.  Wir  dürfen  aber  keineswegs  diesen  Säte  ohne  loeiteres  umkehren. 
Einer  Lösung  von  (3)  in  ganzen  Zahlen  kann  möglicherweise  eine 
ausgezeichnete  f^  entsprechen;  es  können  aber  auch  ebenso  gut  mehrere 
oder  überhaupt  keine  ausgezeichnete  V^  existieren^  welche  einer  ge- 
fundenen Lösung  von  (3)  entsprechen. 

Wir  bringen  jetzt  die  Formel  (3)  sogleich  zur  Verwendung,  indem 
wir  fragen^  ob  es  ausgezeichnete  f^  vom  Yerzweigungsschema  { 1, 1,  n^  ) 
giebt.  In  diesem  Falle  nimmt  (3)  nach  leichter  Zwischenrechnung 
die  Gestalt  an: 


jp==l- 


2«« 


Bei  der  Bedeutung  von  Pj  fi  und  n^  folgt  notwendig  jp  <=  0  und 
li'{n^  +  1)  =  2n^y  woraus  sich 

=     ^ 

•  2  — fi 

berechnet.  Da  aber  n^  eine  ganze  positive  Zahl  sein  soll,  so  ist 
o£fenbar  fi  =  1,  n^  "==1;  woraus  man  sofort  schliesst,  dass  die  Ge- 
samtgrt*ppe  f  die  einzige  hiergehörige  Gruppe  ist. 

In   entsprechender  Weise    discutiere    man   die   beiden   Schemata 

{2,  1,  n^ }  und  {1,  3,  »^},  wobei  man  beachte,  dass  unter  den  sich 

einstellenden  Lösungen  von  (3)  in  ganzen  Zahlen  nur  die  brauchbar 

sein  können,  bei  denen  n^  Teiler  von  (i  ist.    Man  findet  so  nur  zwei 

Möglichkeiten: 

p  =  0,     ^  =  2,     Schema:  {2,  1,  2), 

p  =  0,    ^  =  3, {1,  3,  3}, 

denen,  wie  wir  beiläufig  anführen,  in  der  That  zwei  ausgezeichnete  Unter- 
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gruppen  f^  und  fj  entsprechen*).  Aüe  übrigen  amgemchneten  Unter- 
gruppen r^  besitzen  das  Vereweigungssdhema  {2,  3,  n]  und  genügen 
also  der  diophantischen  Gleichung : 

(4)  12np  +  n(6  —  n)  =  12w, 

in  der  wir  fortan  den  Index  bei  n^  unterdrücken. 

Discutieren  wir  (4)  sogleich  für  die  niedersten  Werte  von  p,  wo- 
bei wir  vorgreifend  immer  sogleich  anzeigen,  für  welche  der  entspringen- 
den Lösungen  Untergruppen  späterhin  wirklich  auftreten  werden. 

Erstlich  haben  wir  für  p  "^  0,  da  n  in  diesem  Falle  ersichtlich 
<  6  sein  muss,  folgende  vier  Möglichkeiten: 

|!t«=6   ,  Schema:  {2,  3,  2}, 

ft  =  12, {2,  3,  3}, 

^^^  ^  =  24, {2,3,4), 

f*  =  60, {2,  3,  5}, 

in  denen  uns  wohlbekannte  Zahlen  entgegentreten,  und  deren  jeder 
wir  im  folgenden  Kapitel  je  eine  entsprechende  Untergruppe  f^u  zu« 
ordnen  werden. 

Wir  setzen  ferner  p  =  1  und  jSnden  n  »s  6,  so  dass  die  aus- 
gezeichneten Untergruppen  f^  des  Geschlechtes  |?  =  1  diejenigen  vom 
Schema  {2,  3,  6}  sind]  ft  bleibt  zunächst  unbestimmt,  und  dem  ent- 
spricht der  Umstand,  dass  es  in  der  Modülgruppe  ausgezeichnete  Unter- 
gruppen mit  p  »>  1  in  unendlicher  Zähl  gid)L 

Für  alle  Geschlechter  p>  \  schreiben  wir  (4)  in  der  Form: 

(6)  fi^n-    ^_^    , 

wo  nun  12(p  —  1)  durch  (n  —  6)  teilbar  sein  muss,  da  n  Tpiler  von  ft 
ist.  Bei  gegebenem  p  giebt  es  hier  also  nur  eine  begrenzte  Zähl  von 
Lösungen  fi,  n.  Für  die  niedersten  Werte  von  p  und  n  stellen  wir 
hier  einige  Lösungen  tabellarisch  zusammen: 


0) 


p 

n 

f* 

2 

7 

84 

2 

8 

48 

2 

9 

36 

3 

7 

168 

3 

8 

96 

*)  Die  r,  ist  diejenige  üntergprappe,  welche  wir  uater  dieser  Bezeichnaog 
bereits  in  §  8  des  vorigen  Kapitels  (p.  288)  kennen  lernten. 
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Für  die  zweite,  vierte  und  fünfte  dieser  Losungen  werden  wir  später* 
hin  in  der  That  ausgezeiclinete  Untergruppen  r4g,  V^^^  f^^  kennen 
lernen. 

0 

Diese  letzten  Erörterungen  sind  hier  selbstrerständlich  nur  ganz 
vorläufige;  denn  sie  ergeben  uns  nur  die  Möglichkeit  der  Existenz 
gewisser  ausgezeichneter  Untergruppen,  nicht  schon  diese  selbst.  Um 
so  mehr  haben  wir  aber  nun  Veranlassung,  nach  Mitteln  zu  suchen, 
welche  uns  die  thatsächlich  existierenden  Untergruppen  der  Modul- 
grnppe  kennen  lehren. 


Sechstes  Kapitel. 

Definition  sämtlicber  Untergruppen  der  Hodnlgrnppe  dnrcb  die 

Flächen  F^. 

Im  vorigen  Kapitel  dachten  wir  uns  eine  beUebige  Untergruppe  der 
Modulgruppe  V  als  gegeben  und  haben  an  ihr  in  abstracter  Weise 
eine  Reihe  von  Begriffsbestimmungen  eingeübt.  Nun  ist  es  an  uns, 
die  Frage  nach  den  wirklich  existierenden  Untergruppen  von  f  auf- 
zuwerfeu  und  uns  also  nach  Mitteln  umzusehen,  vermöge  deren  wir 
diese  Untergruppen  zu  definieren  im  Stande  sind.  Wir  werden  in  diesem 
Sinne  zuvorderst  eine  allgemeine  Massnahme  zur  Bestimmung  sämtlicher 
Untergruppen  der  Modulgruppe  zu  entwickeln  haben.  Darüberhinaus  aber 
werden  wir  im  gegenwärtigen  und  den  nächst  folgenden  Kapiteln  einen 
Teil  der  Untergruppen  von  V  wirklich  bis  ins  einzelne  kennen  lernen, 
wobei  uns  dann  diese  besonderen  Untergruppen  die  allgemeinen  Erörte- 
rungen des  vorigen  Kapitels  in  schönster  Weise  veranschaulichen  werden. 

§  1.   Methode,  durch  Fundamentalpolygone  oder  Flächen  F^ 
Untergruppen  zu  definieren:  Der  Verzweigungssatz. 

Im  vorigen  Kapitel  haben  wir  einer  vorgelegten  Untergruppe  f^, 
von  endlichem  Index  ^  (denn  auch  hier  schieben  wir  die  Betrachtung 
des  Falles  ft  =  cx)  noch  hinaus)  ein  Fundamentalpolygon  F^  zugeordnet 
und  dieses  zur  geschlossenen  Fläche  F^i  zusammengebogen.  Die 
Eigenart  von  F^j^  in  der  einen  oder  anderen  Gestalt  müssen  wir  uns 
hier  noch  einmal  deutlich  vergegenwärtigen,  und  wir  knüpfen  etwa 
sogleich  an  das  Netz  der  2fc  abwechselnd  schraffierten  und  freien  Ele- 
mentardreiecke an,  welches  die  geschlossene  Fläche  F^  umspannt. 
Diese  Dreiecke  schaarten  sich  in  charakteristischer  Weise  um  ihre 
Eckpunkte,  welche  letztere  in  drei  Kategorien  zerfielen,  je  nachdem 
sie  in  der  o- Halbebene  mit  m  =  i^  q  oder  ioo  äquivalent  waren.  Da 
wir  diese  Eckpunkte  der  Dreiecke  auf  F^i  hinfort  sehr  häufig  zu 
nennen  haben  werden,  so  wollen  wir  die  mit  i  äquivalenten  kurz 
durch  ^1,  a^,  «3,  •  •  •  bezeichnen  und  zusammenfassend  als  die  Punkte  a 
von  F^i  benennen;  entsprechend  heissen  die  mit  q  äquivalenten  Eck- 
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punkte  kurz  die  Punkte  b  and  endlich  die  mit  i<x>  äquivalenten  die 
Punkte  c  yon  Ff^j  wobei  wir  in  beiden  Fällen  zur  Unterscheidung 
verschiedener  Punkte  derselben  Kategorie  wieder  untere  Indices  bei  b 
oder  c  zur  Verwendung  bringen.  Nun  sprach  sich  die  Eigenart  un- 
seres Dreiecksnetzes  vor  allem  in  folgenden  Lagenbeziehungen  aus: 
Ein  einzelner  Punkt  a  unserer  Fläche  war  entweder  von  zwei  oder  vier 
nAen  einander  liegenden  Elementardreiechen*)  umlagert;  ein  einzelner 
Punkt  h  war  desgleichen  von  zwei  oder  sechs,  ein  einzelner  Punkt  c  end- 
lich von  irgend  einer  geraden  Anzahl  neben  einander  liegender  Elementar' 
dreiecke  umlagert. 

Man  beachte  jetzt^  dass  umgekehrt  durch  Angabe  des  Funda- 
mentalpolygons Ffi  unsere  vorliegende  Untergruppe  f^«  hätte  definiert 
werden  können;  denn  die  auf  einander  bezogenen  Randcurven  dieses 
Polygons  bestimmen  ein  System  von  erzeugenden  Substitutionen  von 
r^  und  damit  diese  Untergruppe  selbst.  Ebenso  gut  konnten  wir 
aber  auch  f^  durch  die  geschlossene  Fläche  Ff,  definiert  denken^  wenn 
nur  dabei  noch  festgestellt  ist,  welches  Doppeldreieck  der  Fläche  dem 
Ausgangsdreieck  1  der  o- Halbebene  zugeordnet  ist.  Aufs  leichteste 
werden  wir  nämlich  die  Fläche  rückwärts  in  der  o- Halbebene  aus- 
breiten, indem  wir  zuvorderst  das  eben  gemeinte  Doppeldreieck  aus 
der  Fläche  ausschneiden  und  über  dem  Doppeldreieck  1  der  Halbebene 
ausbreiten,  sowie  dann  weiter  Elementardreieck  für  Elementardreieck 
von  der  Fläche  abtragen  und  in  der  o- Halbebene  an  richtiger  Stelle  an- 
lagern. Wir  werden  diese  Massnahme  noch  in  mannigfaltigster  Weise 
ausführen  können;  es  ist  aber  nach  den  Überlegungen  in  §  9  des 
vorigen  Kapitels  (p.  328  u.  f.)  sofort  deutlich,  dass  hierdurch  die  zu- 
gehörige Untergruppe  F^.  'keinerlei  Änderung  erfährt.  In  der  That 
lassen  sich  alle  Polygone  der  co-Halbebene,  welche  wir  durch  ver- 
schiedenartige Abtragung  der  Elementardreiecke  erhalten  mögen,  aus 
einem  unter  ihnen  z.  B.  dem  ursprünglichen  Polygon  Ff^  durch  erlaubte 
Abänderung  herstellen. 

Hätten  wir  übrigens  nicht  wie  soeben  das  Doppeldreieck  1  der  Fläche, 
sondern  vielmehr  ein  anderes,  etwa  F«,  dem  Ausgangsdreieck  1  der 
Halbebene  zugeordnet  und  dann  auf  Grund  dieser  Zuordnung  die  Fläche 
in  der  Halbebene  ausgebreitet,  so  würden  wir  ersichtlich  ein  Polygon 
F^  erhalten  haben,  welches  aus  obigem  Ffi  vermöge  der  Substitution 
VjT^  hergestellt  wird.     Dieses  Polygon  F^  ist  aber  zufolge  §  5  des 

*)  Es  ist  ein  nicht  völlig  strenger  Ausdruck,  wenn  wir  sagen,  dass  gegebenen 
Falls  zwei  „Dreiecke"  einen  Ponkt  a  umlagern.  Indessen  werden  wir  ihn  doch 
beibehalten  und  also  einen  solchen  Punkt  a  als  Eckpunkt  zweier  Dreiecke  an- 
sehen, die  dort  einen  Winkel  von  180^  haben. 
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vorigen  Kapitels  (p.  318)  dasjenige  der  mit  f^  gleichberechtigten  Unter- 
gruppe r^«*  Vk^^TfiYkj  und  also  haben  wir  den  Satz:  Durch  die  ge- 
schlossene Fläche  Ffi  ist  die  vorgelegte  üntergrtijype  f^  oder  eine  mit  ihr 
gleichberechtigte  definiert,  je  nachdem  wir  das  Doppeldreieck  1  der  Fläche 
oder  ein  anderes  dem  Doppeldreieck  1  der  Malbebene  jstwrdnen. 

Diese  Überlegungen  führen  uns  nun  mühelos  zu  dem  Hauptsatze 
hin,  um  welchen  es  uns  hier  zu  thun  ist.  Es  möge  jet^t  nämlich 
irgend  eine  völlig  beliebige  geschlossene  Fläche  gegeben  sein^  um- 
spannt von  einem  Netze  von  2(i  Dreiecken,  welche  diejenigen  charak- 
teristischen Lagerungsverhältnisse  darbieten,  die  wir  vorhin  als  bei  den 
Flächen  Ff^  vorhanden  erkannten:  Immer  definiert  uns  dann  im  Sinne 
unserer  vorhergehenden  Überlegung  diese  unabhängig  gegä>ene  geschlossene 
Fläche  vermöge  ihrer  Dreiecksteüang  ein  System  gleichberechtigter  Unier- 
gruppen  der  Modulgruppe  vom  Index  [i,  unter  denen  unr  dadurch  eine 
einzelne  charakterisieren,  dass  unr  ein  bestimmtes  Doppeldreieck  der  Fläche 
dem  Doppeldreieck  1  der  Hcdbebene  zuordnen.  Wir  benennen  den  so 
aufgestellten  Hauptsatz  fortan  als  ^^Yerzweigungssatz'^,  wobei  wir  die 
volle  Bedeutung  dieser  Benennung  erst  später  aufweisen  werden*).  Die 
unabhängig  gegebene  Fläche  heisse  sogleich  jP^;  die  Eckpunkte  ihrer 
Teilung  wird  man  im  Einzelfalle  leicht  in  die  drei  Kategorien  son- 
dern und  dann  in  obiger  Weise  wieder  als  Punkte  a,  b,  c  bezeichnen; 
endlich  denken  wir  uns  auch  sogleich  die  Elementardreiecke  der 
Fläche  in  richtiger  Folge  abwechselnd  schraffiert  und  frei  gelassen, 
wodurch  wir  nun  unsere  Fläche  JP^  in  zweckmässiger  Art  zum  Be- 
weise des  Verzweigungssatzes  vorgerichtet  haben. 

§  2.    Herstellung  einer  BeBiehiing  zwischen  der  geteilten  FlAohe  F/^ 

und  der  id- Halbebene. 

Bevor  wir  zum  eigentlichen  Nachweise  des  Verzweigungssatzes 
übergehen^  soll  durch  ein  schon  öfter  angewandtes  Verfahren  eine 
bestimmte  Beziehung  zwischen  der  gegebenen  Fläche  Ff^  und  der 
o- Halbebene  hergestellt  werden.  Wir  ordnen  zuvörderst  irgend  ein 
schraffiertes  Dreieck  der  auf  Ff^  gelegenen  Teilung  dem  schraffierten 
Ausgangsdreieck  der  ci- Halbebene  zu,  wobei  die  Ecken  a,  &,  c  des 
ersteren  Dreiecks  den  Punkten  cd  >=»  e,  q,  ioo  bez.  zuzuweisen  sind, 
und  auch  die  sonstigen  Punkte  der  beiderseitigen  *  Dreiecke  einander 
'  nach  irgend  einem  stetigen  Gesetze  wechselweise  eindeutig  entsprechen 
mögen.  Darüber  hinaus  sollen  ferner  in  analoger  Weise  benachbarten 
Dreiecken  auf  Ff^  stets  im  gleichen  Sinne  benachbarte  Dreiecke  der 


*)  Gf.  Math.  Ann.  Bd.  14,  p.  128  (Note). 
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ModulteiluDg  entsprechen  und  umgekehrt;  finden  sich  dabei  zwei  ver- 
schiedene Moduldreiecke  als  dem  nämlichen  Dreiecke  der  Fläche  jF^ 
entsprechend,  so  ordnen  wir  die  inneren  Punkte  wieder  derart  einander  zu^ 
dass  äquivalente  Punkte  der  beiden  Moduldreiecke  demselben  Punkte  der 
Fläche  entsprechen.  Da  sowohl  die  Fläche ,  wie  die  Halbebene  ,^u- 
sammenhängende'^  Dreiecksnetze  tragen,  so  werden  wir  solcherart  jedem 
Dreieck  von  Ff^  wenigstens  ein  Moduldreieck,  jedem  Moduldreiecke 
aber  umgekehrt  wenigstens  ein  Dreieck  der  Fläche  zugewiesen  finden. 
Seien  jetzt  m  und  p  irgend  zwei  einander  entsprechende  Punkte 
der  Halbebene  und  Fläche,  so  wollen  wir  genauer  nachsehen,  in 
welcher  Art  die  Umgebungen  unserer  beiden  Punkte  auf  einander  be- 
zogen sind.  Wir  werden  das  in  der  Weise  thun,  dass  wir  den  einen 
Punkt  auf  kleiner  kreisförmiger  Bahn  umschreiten  und  zusehen,  wie 
der  entsprechende  Umgang  um  den  anderen  Punkt  ausföUt.  Sind 
unsere  beiden  Punkte  m^  p  nicht  gerade  Ecken  der  bezüglichen  Tei- 
lungen, so  ist  die  Sache  sehr  einfach,  es  snekt  dann  einmalige  Um- 
kreisung von  m  einmalige  van  p  nach  sich  und  umgekehrt.  Das  Gleiche  gilt 
auch,  wenn  p  ein  Punkt  a  oder  b  ist,  wofern  nur  die  Zahl  der  p  um- 
gebenden Dreiecke  dieselbe  ist,  also  4  oder  6,  wie  die  Zahl  der  den 
zugeordneten  Punkt  m  umgebenden.  Dagegen  ändert  sich  die  Sach- 
lage in  diesem  Falle,  wenn  p,  was  ja  auch  vorkommen  kann,  von  nur 
zwei  Dreiecken  umgeben  ist:  Alsdann  hat  einmalige  Umkreisung  von  cd, 
je  nachdem  wir  in  p  einen  Funkt  a  oder  h  haben,  gwev-  hez.  dreimalige 
Umkreisung  von  p  eur  Folge.  Eine  besondere  Rolle  spielen  endlich 
die  Punkte  c  in  diesem  Betracht.  Ist  p  ein  solcher,  so  ist  der  zu^ 
geordnete   Punkt  oi   (um    nicht   gerade   von   dem    besonderen   Werte 

m  «=  ico  zu  sprechen)  ein  rationaler  reeller  Punkt  »«=»—.  Die  2n 
um  p  im  Cyclus  zusammenhängenden  Elementardreiecke  sind  alsdann 
den  Dreiecken   des   Bereiches   J5(~)  zugewiesen*),   welcher  nun  die 

Rolle  der  Umgebung  von  o  =  —  spielt    Indem  wir  auf  den  Wegen 

zu   den  Punkten  c  bez.  —   eines  der  2n  Dreiecke   um   c  einem   be- 

y 

stimmten  Dreieck  von  B\^)  zugewiesen  fanden,  erscheint  jetzt  die  Um- 

g^mg  von  c  auf  B(— )  ein-co-deutig  bezogen.  Jedem  Dreieck  von 
J?(-^)  finden  wir  nämlich  offenbar  ein  Dreieck  aus  der  Umgebung 
von  c  zugeordnet;  einem  der  letzteren  aber  unendlich  viele  von  J5(-^), 

*)  Hier  ist  die  Bezeichnongsweise  aus  U,  2  §  ll»  p.  286  wieder  aufgenommen 
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welche  immer  in  Intervallen  von  2n  Elementardreiecken  im  Dreiecks- 
facher  S\—)  auf  einander  folgen. 

Möge  nun  wieder  ein  beliebiger  Punkt  o  im  ^^Innern^^  der  Halb- 
ebene angenommen  sein,  während  p  ein  ihm  entsprechender  Punkt 
von  Ffi  ist.  Von  o  aus  wollen  wir  einen  kleinen  sich  nicht  selbst 
überkreuzenden  geschlossenen  Weg  bis  (o  zurückzeichnen,  der  vielleicht 
in  einem  einzigen  Moduldreieck  verlauft,  vielleicht  auch  in  benach- 
barte Dreiecke  übertritt  und  möglicher  Weise  auch  einen  mit  q  oder  i 
äquivalenten  Punkt  umgeht.  Dabei  denken  wir  uns  diesen  Weg  in 
der  Richtung  durchlaufen,  dass  er  den  kleinen  von  ihm  eingeschlos- 
senen Bereich  im  positiven  Sinne  umgeht.  «Wir  betrachten  den  ent- 
sprechenden Weg,  den  der  zugehörige  Punkt  auf  Fj^  beschreibt. 
Offenbar  wird  derselbe  zufolge  der  Überlegungen,  die  wir  gerade 
durchführten,  ebenfalls  geschlossen  sein  und  also  zu  p  zurückfuhren, 
mag  er  dabei  vorkommenden  Falls  einen  einzelnen  Punkt  a  oder  b 
der  Fläche  jF]u  mehrfach  umkreisen  oder  nicht.  Auf  unseren  beiden 
geschlossenen  Bahnen  mögen  nun  w'  und  p  irgend  zwei  einander  eni^ 
sprechende  Punkte  sein.  Da  machen  wir  jetzt  a'  zum  Ausgangspunkt 
einer  ähnlichen  geschlossenen  Bahn,  wobei  wir  anfangs  eine  kleine 
Strecke  des  schon  gezogenen  Weges  entgegen  der  damaligen  Fort- 
schreitungsrichtung  durchlaufen,  im  übrigen  aber  bis  zum  Endpunkt  o' 
hin  jene  erstere  Bahn  nicht  weiter  treffen  wollen.  Die  neue  Bahn 
schliesst  in  der  cd -Halbebene  einen  kleinen  Bereich  ein,  welcher  sich 
längs  der  nun  doppelt  durchlaufenen  Strecke  an  den  schon  eingegrenzten 
ersten  Bereich  anlegt.  Entsprechend  werden  wir  auf  jP^  von  p'  aus 
anfangs  eine  Strecke  lang  die  schon  gezogene  Linie  im  entgegengesetzten 
Siune  durchl^fen,  hernach  aber  abbiegen,  um  auf  geschlossenem  Wege 
nach  p'  zurück  zu  gelangen.  Indem  wir  nunmehr  in  der  Halb- 
ebene von  jenem  Punkte  o  aus  unter  Beibehaltung  der  bisherigen 
Bewegungsrichtung  in  ununterbrochenem  Zuge  die  beiden  geschlossenen 
Wege  durchlaufen,  können  wir  die  doppelt  beschriebene  Strecke  offen- 
bar sparen  und  gewinnen  einen  grösseren  von  co  entspringenden  ge- 
schlossenen Weg.  Wir  haben  dann  offenbar  demselben  entsprechend 
auf  Ffi  einen  von  p  entspringenden  und  gleichfalls  geschlossenen  Weg. 
Da  aber  die  co- Halbebene  einen  „einfach'^  zusammenhängenden  Bereich 
darstellt,  so  kann  man  durch  Fortsetzung  des  eingeschlagenen  Ver- 
fahrens überhaupt  zu  jedem  von  o  entspringenden  geschlossenen  Wege 
der  Halbebene  gelangen.  Wir  gewinnen  also  den  wichtigen  Satz: 
Bei  der  vorliegenden  Beziehung  zwischen  Fläche  Ffi  und  (o-H(übd)ene 
ist  jeder y  einem  gescMossenen  Wege  der  Halbebene  entsprechende  Weg  der 
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Fläche  Ffi,  gleichfails  geschlossen.  Setzen  wir  dabei  noch  ausdrücklich 
hinzu ;  dass  der  geschlossene  Weg  der  Halbebene  auch  beliebig  sich 
selbst  überkreuzen  darf.  Immer  lässt  er  sich  nämlich  in  einem  solchen 
Falle  aus  mehreren  sich  nicht  überkreuzenden  geschlossenen  Wegen 
zusammensetzen^  und  wenn  für  diese  einzeln  der  ausgesprochene  Satz 
gilty  so  gilt  er  offenbar  auch  für  den  ganzen  Weg,  den  sie  zu- 
sammensetzen. 

Wir  ziehen  nun  sogleich  eine  wichtige  Folgerung  aus  diesem  Re- 
sultate. Mögen  wir  auf  Grund  der  zu  Beginn  des  Paragraphen  ge- 
schehenen Festsetzung  einem  beliebig  herausgegriffenen  Moduldreieck 
ein  bestimmtes  Dreieck  auf  Ffi  zugeordnet  finden.  Wie  wir  dann  auch 
weiter  vermöge  des  verabredeten  Continuitätsgesetzes  den  sich  an- 
schliessenden Moduldreiecken  Dreiecke  von  JP^  zuweisen,  kommen  wir 
auf  irgend  einem  geschlossenen  Wege  in  der  oi -Halbebene  noch  ein- 
mal zum  eben  gemeinten  Moduldreieck  zurück,  so  finden  wir  ihm 
wieder  jenes  nämliche  Dreieck  auf  F,  zugeordnet;  denn  wir  haben 
dann  auf  F^t  notwendig  auch  einen  geschlossenen  Weg  beschrieben. 
Wir  haben  so  den  Satz  bewiesen,  der  die  Grundlage  aller  folgenden 
Entwicklungen  ist:  Bei  der  vorliegenden  Beziehung  zwischen  der  Fläche 
Ffi  und  der  m-Hcdbebene  ist  einem  Dreieck  der  letzteren  jederzeit  nur  ein 
einziges  Dreieck  der  Fläche  Ff^  zugeordnet 

Dass  umgekehrt  einem  Dreieck  von  JP^  unendlich  viele  Modul- 
dreiecke entsprechen,  und  dass  also  einem  geschlossenen  Wege  auf 
der  Fläche  keineswegs  stets  geschlossene  Wege  der  Halbebene  ent- 
sprechen,  brauchen  wir  nicht  erst  zu  beweisen. 

§  3.    Anfibreitung  der  Fl&ohe  Fu  in  die  o- Halbebene.     Beweis 
des  VerzweigongssatEes.     Nächste  Anwendungen. 

» 

Mit  Hilfe  der  so  gewonnenen  Einsicht  ist  es  nun  sehr  leicht,  den  in 
§  1  aufgestellten  Verzweigungssatz  zu  verificieren.  Zu  dem  Ende  wollen 
wir  jetzt  die  Fläche  J'^  auf  folgende  Weise  in  der  o- Halbebene  aus- 
breiten. Das  schraffierte  Elementardreieck  von  Ff^,  welches  wir  dem 
schraffierten  Ausgangsdreieck  der  Modulteilung  zuordneten,  schneiden 
wir  aus  der  Fläche  heraus  und  breiten  es  über  dieses  letztere  Dreieck 
aus.  Dann  tragen  wir  ein  weiteres  an  der  entstandenen  Öffnung  der 
Fläche  gelegenes  Dreieck  ab  und  lagern  es  dem  schon  übertragenen 
Dreieck  in  der  o-Halbebene  an.  Wir  fahren  so  fort,  bis  alle  2^ 
Dreiecke  der  Fläche  übertragen  sind.  Keine  zwei  verschiedene  Dreiecke 
von  Ff^  können  dabei  auf  das  nämliche  Moduldreieck  ausgebreitet  sein, 
denn  sonst  wäre  letzteres  bei  der  im  vorigen  Paragraphen  unter- 
suchten Beziehung  von  Fläche  auf  Halbebene  zwei  Dreiecken  von  i^ 
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zugeordnet.  Wir  gewinnen  sonach  in  der  HalM>ene  einen  zusammen- 
hängenden  Complex  von  2(1  neben  einander  liegenden  Elementardreiecken, 
der  übrigens  noch  in  sehr  verschiedener  Gestalt  auftreten  kann^  je 
nach  der  Reihenfolge,  in  der  wir  die  Dreiecke  von  F^  abtrugen.  Be- 
nennen wir  unseren  Dreieckscomplex  als  Polygon  F^^, 

Das  Polygon  Ff^  wird  eine  Anzahl  freier  Randcurven  haben,  die 
zu  Paaren  auf  einander  bezogen  sind;  in  der  That  werden  wir  immer 
solche  zwei  Randcurven  desselben  einander  zuordnen,  deren  Bilder  auf  jP^ 
coincidieren.  Denken  wir  uns  die  betreffenden,  die  Randcurven  des  Poly- 
gons liefernden  Linienzüge  der  Teilung  von  F^^,  stärker  markiert  oder 
geradezu  Fft  längs  dieser  Linienzüge  zerschnitten.  Irgend  einem  Mo- 
duldreieck, welches  hart  am  Rande,  aber  ausserhalb  des  Polygons  Ff^ 
liegt,  entspricht  jetzt  im  Sinne  des  vorigen  Paragraphen  ersichtlich  ein 
Dreieck  der  Fläche,  das  an  einem  gewissen  der  eben  ausgeführten  Schnitte 
der  Fläche  gelegen  ist,  und  dieses  wieder  ging  bei  der  nun  geschehenen 
Ausbreitung  der  Fläche  in  der  Halbebene  auf  ein  gewisses  hart  am  Rande, 
aber  innerhalb  des  Polygons  gelegenes  Dreieck  über.  Die  Modulsub« 
stitution  erster  Art,  welche  das  erste  dieser  Dreiecke  in  das  dritte  über- 
führt, ist  offenbar  gerade  diejenige,  welche  die  eine  hier  in  Betracht 
kommende  Randcurve  des  Polygons  Ffj^  in  die  andere  transformiert. 
Wir  stellen  uns  jetzt  auf  solche  Weise  das  ganze  System  der  Modal- 
substitutionen erster  Art  auf,  welche  die  Correspondenz  zwischen  den 
Randcurven  des  Polygons  ^^  zum  Ausdruck  bringen.  Seien  diese  Modnl- 
substitutionen  erster  Art  durch 

(1)  Vi,  Vj,  •••,  Vm^U  Vm 

bezeichnet 

Gehe  jetzt  ein  beliebiger  Punkt  (o  durch  Anwendung  einer  dieser 
Operationen  Vk  in  o>'<=  Vkip)  über,  so  denken  wir  uns  o)  mit  o'  durch 
eine  in  der  oi- Halbebene  verlaufende  Bahn  verbunden.  Diese  Bahn 
wird  sich  dann  stets  auf  eine  geschlossene  Linie  der  Fläche  übertragen. 
Denn  wie  wir  gerade  bei  der  Einführung  von  Vt  sahen,  sind  gewisse 
zwei  Moduldreiecke  V  und  F'  =  t;*F  auf  dasselbe  Doppeldreieck  der 
Fläche  Ffj  bezogen.  Bei  der  Art  unserer  Zuordnung  der  Fläche  Ff^ 
und  der  co-Halbebene  entspricht  dann  sofort  auch  den  beiden  Doppel- 
dreiecken V'ß  und  VS  das  nämliche  Doppeldreieck  der  Fläche  JP^, 
wie  denn  auch  VT  und  VT  einem  und  demselben  Doppeldreieck  der 
Fläche  zugeordnet  sind.  In  sehr  bekannter  Weise  schliessen  wir 
hieraus,  dass  überhaupt  je  zwei  Punkten  co  und  m'  «»  Vk(ai)  der  Halbebene 
ein  und  derselbe  Punkt  der  Fläche  Ff^  zugewiesen  ist. 

Wollen  wir  nunmehr  noch  durch  erlaubte  Abänderung,  die  wir 
offenbar  mit  unserem  Polygon  Ff^  gerade  so  gut  vornehmen  können^ 


durch  die  Flächen  F^.  351 

wie  frQher  mit  den  FundamentalpolygoneD  der  Untergruppen,  das  Poly- 
gon Ffi  derart  umgestalten,  dass  sich  die  2ft  Elementardreiecke  zu 
f&  Doppeldreiecken  der  Modulteilung  zusammenordnen*).  Diese  letzteren 
mögen  die  Doppeldreiecke  1,  F^,  V^^  -  •  •,  F^—i  der  Modulteilung  sein, 
Benennängen,  die  wir  sofort  auch  auf  die  Doppeldreiecke  der  Fläche  jP^ 
übertragen  denken. 

Jetzt  erzeugen  wir  durch  Gombination  und  Wiederholung  der 
Substitutionen  (1)  eine  Gruppe  f,  welche  als  Untergruppe  in  der 
Modulgruppe  V  enthalten  ist  (vielleicht  auch,  was  wir  einstweilen 
noch  als  Möglichkeit  zulassen  müssen,  mit  dieser  Gruppe  V  selbst  zu- 
sammenfallt). Seien  die  neu  hinzukommenden  Substitutionen  von  V'  (in- 
dem wir  auch  die  Identität  in  dieselben  mit  aufnehmen)  durch  1,  Vm+iy 
Vm+iy  ' ' '  bezeichnet  Da  jede  Randcurve  des  Polygons  jP^  auf  eine 
andere  bezogen  wurde  (vermöge  einer  Substitution  (1)),  so  ergiebt  die 
unveränderte  Wiederholung  der  p.  312  vorgenommenen  Überlegung, 
dass  zu  jedem  Punkte  (o'  der  Halbebene  wenigstens  ein  bezüglich  f 
äquivalenter  Punkt  o  im  Polygon  F^  nachgewiesen  werden  kann. 
Liege  jetzt  (o'  im  Doppeldreieck  V  der  Halbebene,  während  der  relativ 
äquivalente  Punkt  m  dem  innerhalb  JP^  gelegenen  Doppeldreieck  Vk 
angehöre.     Es  giebt  alsdann  für  V  eine  Darstellung: 

(2)  .  V^ViV,, 

da  doch  gerade  (o'  und  o  bezüglich  f  äquivalent  sein  sollten.  Aber 
eine  Bahn  von  cd  nach  co'  zieht  sich  auf  der  Fläche  JP^,  weil  einer  Ope- 
ration i;  entsprechend,  auf  einen  geschlossenen  Weg  zusammen.  Vk  ist  also 
dasjenige  wohlbestimmte  Doppeldreieck  von  2^^,  welches  wir  im  vorigen 
Paragraphen  eindeutig  dem  Moduldreieck  V  zugeordnet  fanden.  In  (2) 
erscheint  so  mit  gegebenem  V  auch  Vk  und  demnach  auch  Substitution 

Vi  =  VVir^  eindeutig  bestimmt.  Man  hat  so  den  wichtigen  Satz: 
Jede  ModidsubstiiuHon  erster  Art  gestattet  auf  eine  einzige  Weise  eine 
Darstellung  (2). 

Denken  wir  uns  jetzt  aus  unseren  hier  in  Rede  stehenden  Modul- 
substitutionen Viy  Vk  ein  Schema  construiert,  welches  der  äusseren  Form 
nach  mit  dem  Schema  (1),  p.  309,  übereinstimmt,  so  ist  in  demselben 
dem  Gesagten  zufolge  jede  Modulsubstitution  erster  Art  aufgeführt  und 
jede  nur  einmal,  wobei  die  Substitutionen  der  Gruppe  f  in  der  ersten 
Horizontalreihe  angeordnet  sind.  Diese  drei  Eigenschaften  des  aufge- 
bauten Schema  genügen,  um  in  ihm  das  zur  Untergruppe  V  im  Sinne 
von  §  1  des  vorigen  Kapitels  (p.  308)  gehörige  Schema  zu  erkennen.   So 

*)  Wir  denken  also  hier  mit  F^  diejenige  Umgestaltnng  vorgenommen,  der 
p.  881  das  dort  nntersnchte  Polygon  F^  unterworfen  wurde. 
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haben  wir  das  Resultat:  f'  ist  keineswegs  mit  der  Gesamigruppe  f  iden- 
tischy  sondern  eine  Untergruppe  f^  derselben  vom  Index  ^i.  Wir  erkennen 
in  1,  Fj,  Fj,  •  •  •,  F^-_i  ein  Bepräsentantensystem  derseJbenj  im  Polygon 
Ffjt  einen  Fundamentalbereich,  in  den  SubstittUionen  v^,  Vg,  •  •  -,  u>elche 
die  Kanten  des  Fundämentalbereichs  paarweise  msammenordneny  ein 
System  erzeugender  Substitutionen  und  endlich  in  der  Fläche  Ffi  die  f^« 
im  Sinne  von  %  9  des  vorigen  Kapitels  zugehörige  geschlossene  Fläche. 
Damit  aber  haben  wir  den  vollen  Beweis  des  Verzweigiingssatzes  ge- 
führt. Dass  wir  nun  die  sämtlichen  Entwicklungen  des  vorigen  Ka- 
pitels umkehren  können^  dass  wir  insbesondere  durch  eine  regulär 
geteilte  Fläche  Ffi  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  f^  definieren  u.  s.  w., 
sind  Folgerungen,  die  sich  jetzt  nach  §  1^  p.  344  u.  f.^  von  selbst  verstehen. 
Vor  allem  aber  ist  wesentlich,  dass  wir  auch  noch  der  einfachen  und 
lückenlosen  Bedeckung  der  (o -Halbebene  mit  unendlich  vielen  Be- 
reichen Ffiy  F^^^\  FfS^\  •  •  •  gedenken,  die  wir  nach  §  3  des  vorigen 
Kapitels  (p.  314)  den  Operationen  1,  v^,  Vg,  •  •  •  unserer  gewonnenen 
Untergruppe  f^  zuordnen.  Da  haben  wir  denn  für  die  im  vorigen 
Paragraphen  gegebene  l-oo- deutige  Beziehung  der  ,,Fläche''  Ff^  auf 
die  CO -Halbebene  die  bequemste  Anschauung  gewonnen,  indem  in  der 
That  die  Bereiche  Ff^,  FfS^\  •  •  •  alle  die  unendlich  vielen  Bilder  der 
Fläche  in  der  cd- Halbebene  darstellen. 

Im  Verzweigungssatz  besitzen  wir  hiernach  ein  völlig  allgemeines 
Mittel,  die  Untergruppen  der  Modulgruppe  zu  definieren;  wir  können 
solchergestalt  geradezu  zu  deren  Gesamtheit  gelangen.  Alle  Unter- 
gruppen z.  B.  eines  gegebenen  endlichen  Index  ft  aufzustellen,  bietet 
sich  nun  als  eine  durchführbare  Aufgabe  dar.  Wir  würden  übrigens  bei 
ihrer  Erledigung  statt  mit  den  geschlossenen  Flächen  sogleich  zweck- 
mässiger mit  den  Polygonen  Ff^  arbeiten.  Alle  möglichen  Complexe 
zu  fi  Doppeldreiecken  würden  wir  uns  zunächst  bilden,  die  man  etwa 
vom  Ausgangsdreieck  1  aus  aufbauen  kann.  Für  den  einzelnen  Com- 
plex  würden  wir  dann  eine  Zuordnung  der  Randcurven  festzustellen 
haben,  die  der  einzigen  Bedingung  genügt,  dass  beim  Fortgang  zur 
bezüglichen  geschlossenen  Fläche  Ff^  die  Anordnung  der  Dreiecke  auf 
der  letzteren  den  Vorbedingungen  des  Verzweigungssatzes  genügt 
Diese  Zuordnung  der  Randcurven  mag  für  den  einzelnen  Dreiecks- 
complex  noch  in  mannigfaltigster  Weise  herstellbar  sein.  Jedes  solcher- 
gestalt fertig  hergestellte  Polygon  Ff^  definiert  dann  eine  Untergruppe 
r^,  wobei  aber  alle  durch  erlaubte  Abänderung  aus  einander  ent- 
springenden Polygone  die  nämliche  f^  definieren.  Man  wird  auf 
Grund  des  eben  durchlaufenen  Gedankenganges  leicht  erkennen,  dass 
es  nur  eine  endlidie  Anzahl  von  Untergruppen  f^  des  endlichen  Index  /& 
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giebt]  aber  es  gebort  nur  ein  geringes  Mass  praktiscber  Eandbabung 
der  Modulteilang  daza,  um  einzusehen,  dass  bei  nicht  ganz  niederen 
Zahlwerten  von  fi  die  Anzahl  der  bezüglichen  Ffi  alsbald  eine  ausser- 
ordentlich beträchtliche  wird. 


§  4.    Die  Engelnetse  der  regulären  Körper  und  die  ansgezeiohneten 
Untergruppen  der  Modulgruppe  f  vom  Gesohlechte  p^=  0, 

Von  der  directen  nun  gewonnenen  Methode  zur  Aufstellung  von 
Untergruppen  von  f  wollen  wir  jetzt  diejenige  Verwendung  machen, 
die  im  Anschlüsse  an  unsere  früheren  Betrachtungen  besonders  nahe 
liegt.  Wir  betrachten  die  in  der  Theorie  der  regulären  Körper  auf- 
tretenden refftdär '  symmetrischen  Dreiecksteilungen  der  Kugeldberfläche. 
unter  denselben  erfüllen  offenbar  diejenigen  des  Dieders  mit  n  =  3 
(Fig.  13,  p.  72),  des  Tetraeders  (Fig.  29,  p.  104),  des  Oktaeders  (Fig.  15, 
p.  76)  und  des  Ikosaeders  (Fig.  31,  p.  106)  die  Vorbedingungen  des 
VerzweiguDgssatzes.  Jene  Teilungen  der  Kugel  definieren  uns  also  vier 
in  der  enoeiterten  Modulgruppe  f  a/usgezeichnete  Untergruppen  Tg,  V^^y  Fg^ 
'***^  Tß^  ^  Modulgruppe  f.  Bas  Geschlecht  dieser  vier  Untergruppen  ist 
p  =  0,  und  ihre  bezüglichen  Verzweigungsschemata  findet  man  bereits  in 
der  Tabelle  (5)  p.  342  vor.  Die  unseren  Gruppen  entsprechenden  end- 
lichen Gruppen  6?^,  G^^,  G^^  G^  sind  holoedrisch  isomorph  mit  den 
Gruppen  der  Drehungen  der  bezüglichen  regulären  Körper  in  sich*).  Es 
entspringt  also  die  Möglichkeit,  diese  vier  Gruppen  einzeln  auf  die 
Modulgruppe  in  bekannter  Weise  isomorph  zu  beziehen,  wie  denn 
auch  das  gleiche  Verhältnis  zwischen  den  zu  jenen  vier  regulären 
Körpern  gehörigen  durch  Spiegelungen  erweiterten  Gruppen  einerseits 

und  der  erweiterten  Modulgruppe  f  andrerseits  besteht.  Setzen  wir 
noch  hinzu,  dass  ausser  jenen  vier  Untergruppen  f^  nicht  noch  andere 
vom  Geschlecht  p  —  0  in  der  Modulgruppe  f  ausgezeichnet  enthalten  sind  (so 
dass  also  jeder  Nummer  des  p.  342  mitgeteilten  Schemas  immer  tiur  eine 
Untergruppe  entspricht).  Wir  werden  diesen  auf  §  12  des  vorigen  Kapitels 
beruhenden  Satz  im  folgenden  Abschnitt  noch  weiter  besprechen**). 

Vor  allem  wird  man  nun  auch  die  Fundamentalpolygone  für  unsere 
jetzt  gefundenen  Gruppen,  in  möglichst  zweckmässiger  Gestalt  fixiert, 
vor  sich  sehen  wollen.     Da  die  f^,  wie  wir  bereits  andeuteten,  durch 


*)  Die   hier  auftretende  f^   ist  mit  der  im  vorletzten  Kapitel  untersuchten 
Untergruppe  f^  identisch. 

^  Man  sehe  die  Erörterungen  über  Galois'sche  Hauptmoduln  im  nächsten 
Abschnitt  und  ziehe  daneben  die  Ent?ricklnngen  „Ikos/*  p.  117  u.  f.  heran.  Vergl. 
übrigens  auch  die  bezüglichen  Entwicklungen  in  Bd.  14  der  Math.  Ann.  p.  149  u.  f. 
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das  vorletzte  Kapitel  erledigt  ist,  eo  gehen  wir  sogleich  zur  T,;  nnd 
haben  in  Fig.  80  die   bereits  oben  in  Fig.  28,  p.  104,  mitgeteilte 
tetraedrischfl  Teilung  der  Ebene  in  etwas  geänderter  Lage  reproduciert. 
Diejenigen  Dreiecksseiten,   welche    beim   Fortgang   zum   Polygon  F^^ 
Raudcurven   desselben   geben   sollen,   haben   wir   stärker  ausgezogen. 
Ordnet    man    alsdann    etwa   das 
links   oberhalb    in   Fig.  80   sich 
nach  dem  unendlich  fernen  Punkte 
der   zu   Grunde    liegenden   com- 
plexen  Ebene  hinziehende  schraf- 
fierte Tetraederdreieck  dem  Aus- 
gangsdreieck    der    ModulteiluDg 
zu,  so  biegt  sich  die  tetraedrisch 
geteilte  Kugel  (oder  Ebene)  J^„ 
auf  das  in  Fig.  81  gegebene  Fun- 
damentalpolygon .F,j  der  Tu  zu- 
:  rQck.  Von  der  Zusammengehörig- 
keit der  Randcurren  dieses  Poly- 
gons ist  sogleich  in  der  Figur  Ver- 
pj^  ^  merk    genommen.      Auf    Grund 

dieser   Angaben    berechnen    sich 
als  ereeugende  Substilutionen  der  ausgeeeU^neten  Untergruppe  r,j: 

(J;?)'  ''-(-3;?)'  "'-(il;!)'  '--{-iJ^' 


(1) 


von  denen  wir  dann  auch  an  Ort  und  Stelle  in  der  Figur  81  Vermerk 

genommen  haben. 

Etwas  kürzer  werden  wir  die  beiden  zurückbleibenden  Gruppen  f^ 
und  r^  behandeln,  da  wir  hier 
offenbar  die  Oktaeder-  bez.  Iko- 
saederteilnog  einer  ganz  ana- 
logen Deformation  zu  untei> 
werfen  haben,  wie  soeben  die 
Tetraederteilung.  FOrdieff^fin- 
det  sich  so  als  möglichst  Qber- 
sichtlich  gestaltetes  Fundamen- 
talpolygon F^^  das  in  Fig.  82 
dargestellte.  Aus  der  bereits  in 
der  Figur  angedeuteten  '  Zu- 
sammengehörigkeit  der  Rand- 

curven  von  Fj«  finden  sich  dabei  folgende  Substitutiouen  als  Ereeugende 

der  Untergruppe  r^: 
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(^)  «.=C;t).;.-(-l;?).  "-tl:t).  ».-(il;1).  .=f:;?D 

Die   beiden   hiermit   gefundenen   Polygone   jFjg   und  2^24   können 
wir  aus  sechs  bez.  acht  abwechselnd  symmetrischen  und  congruenten 


? 


? 


? 


Fig.  82. 


Streifen  aufbauen,  deren  einzelner  zwischen  zwei  auf  einander  folgen- 
den Geraden  der  Modulteilung  eingelagert  erscheint.  Entsprechend 
findet  man,  dass  sich  das  aus  dem  Ikosaeder  entspringende  Polygon 


Flg.  83. 


Fqq  der  Untergruppe  fg^)  aus  zehn  an  einander  gereihten,  abwechselnd 
symmetrischen  und  congruenten  Streifen  aufbaut.  Es  wird  demnach 
genügen,  wenn  wir  dieses  Polygon  F^  der  Raumersparnis  wegen  nur 
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teilweise  aufzeichnen  ^  was  in  Fig.  83  geschehen  ist  Durch  Heran- 
ziehung der  oben  in  Fig.  30,  p.  105,  mitgeteilten  Ikosaederteilung  be- 
stimmt man  mühelos,  in  welcher  Folge  die  Bandcurven  von  F^q  auf 
einander  bezogen  sind,  und  findet  daraus  endlich  als  System  der  Er- 
zeugenden für  die  Untergruppe  V^: 

"^=(m)'  "^==(-5,^1)'  '^^^{-tfe)'  ^^=(-5; -4)' 

,^.  /-9,20\  /  11,    20\  /  —9,   5\  /     11,     5\ 

(^)  "^=1-5, 11>  ^«=U5,-9>  "'=V-20,11>  ^«=U20;-9> 

_/-29, 45\  _/     31,      45\  _ /49,  120\ 

^9- V- 20,  31/'    ^»«■^\-20, -29/'    ''"~\20,    49/' 


§  5.    Über  die  den  Fnnotionen  sl--}   öy  ~]  J)  entsprechenden 

Untergruppen  f  { » } . 

Die  Irrationalitäten  der  eben  betrachteten  regulären  Körper  bil- 
deten im  dritten  Kapitel  des  ersten  Abschnitts  die  vier  ersten  Glieder 

in  der  Reihe  der  s-Functionen  si^,  y,  — ;  JL    (n'^2y  3,  4,  — ). 

Sie  erschöpfen  zugleich  diejenigen  unter  diesen  s-Functionen,  welche  im 
Sinne  unserer  früheren  Erörterungen  der  ersten  Art  angehörten  (cf.  p.  102). 
Anschliessend  folgte  in  der  Reihe  als  fünftes  Glied  für  n  -»  6  eine 
5 -Function  zweiter  Art,  während  der  ganze  Rest  für  n>  6  der  dritten 
Art  angehörte.  Greifen  wir  jetzt  irgend  eine  5- Function  mit  n>6 
aus  der  Reihe  heraus  und  bezeichnen  ihre  Dreiecksteilung  kurz  als 
„Teilung  (2,  3,  n)".  Möge  ausserdem  um  der  einfachen  Ausdrucks- 
weise willen  das  schraffierte  Ausgangsdreieck  der  Teilung  (2,  3,  n) 
so   fixiert   werden,   dass   die   beiden  Schenkel  desselben,   welche   den 

Winkel  ~  einschliessen,  geradlinig  werden,  während  der  Scheitelpunkt 

dieses  Winkels  im  Nullpunkt  der  complexen  s- Ebene  liegi  Für  n>  6 
sei  dann  immer  die  dritte  Seite  des  Ausgangsdreiecks  so  gewählt, 
dass  der  in  diesen  Fällen  auftretende  Orthogonalkreis  der  Teilung 
(2,  3,  n)  mit  dem  Einheitskreise  der  complexen  s- Ebene  zusammenfällt. 
Endlich  «sei  unser  Ausgangsdreieck  noch  so  gerichtet,  dass  der  gemein- 
same Schenkel   seiner  Winkel  —  und  ^    ^^^  ^^^   negativ  imaginäre 

s-Axe  zu  liegen  kommt  Es  sind  dies  lauter  Bestimmungen,  welche 
wir  bereits  oben,  Fig.  33  (p.  109),  im  Falle  n  =  7  eingehalten  haben. 
Nun  ist  es  sehr  interessant,  dass  die  Anordnung  der  Dreiecke  in  der 
Teilung  (2,  3,  n)  genau  den  Vorbedingungen  des  Verzweigungssatees  genügt, 
und  dass  wir  in  der  Thai  diesen  Satz  auf  unsere  Teilung  (2,  3,  n)  gerade 
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SO  gut  anwenden  können,  tme  auf  jede  Fläche  Ff^  mit  einer  endlichen 
Zahl  von  Dreiecken.  Um  dies  des  näheren  zu  belegen,  soll  das  Aus- 
gangsdreieck der  Teilung  (2^  3^  n)  dem  Ausgangsdreieck  der  Modul- 
teilung entsprechend  gesetzt  werden.  Wir  können  dann  ferner,  zuüial 
da  wir  hier  sogar  beiderseits  mit  einfach  zusammenhängenden  Dreiecks- 
teilungen zu  thun  haben,  vermöge  der  Vorschrift  des  §  2  sicher  jedem 
Dreieck  der  einen  Teilung  wenigstens  eines  der  anderen  zugewiesen 
finden  und  denken  dabei  immer  im  Sinne  der  früheren  Erörterungen 
auch  die  inneren  Punkte  solcher  zwei  Dreiecke  einander  zugeordnet. 
Die  Punkte  a  und  b  der  Teilung  (2,  3,  n)  sind  von  vier  bez.  sechs 
Elementardreiecken  umlagert,  genau  wie  es  in  der  cd -Halbebene  der 
Fall  ist.  Finden  wir  also  einmal  auf  Grund  unserer  getroffenen  Vor- 
schriften in  4D  und  s  zwei  besondere  einander  entsprechende  Punkte 
der  beiden  Teilungen,  wobei  wir  nur  die  Punkte  c  für  s  und  also  die 
rationalen  reellen  Punkte  für  es  vorab  ausschliessen,  so  zeigt  sich 
nun  sofort,  dass  die  Umgebungen  dieser  beiden  Funkte  wechselweise  ein- 
deutig auf  einander  bezogen  sind.  Dabei  wollen  wir  unter  der  Um- 
gebung eines  Punktes  s  fortan  insbesondere  das  Innere  eines  Kreises 
um  s  verstehen,  der  bis  an  den  nächsten  Punkt  c  der  Teilung  gerade 
heranreicht,  und  denken  dann  die  Umgebung  des  entsprechenden 
Punktes  (o  in  solcher  Weise  fixiert^  dass  sie  derjenigen  von  s  eindeutig 
zugewiesen  ist. 

Anders   ist  die   Sachlage,    wenn   der   erste   der  beiden   in   Bede 
stehenden  Punkte  s,  o  ein  Eckpunkt  c  der  Teilung  ist,  wobei  dann  o 

ein  rationaler  reeller  Punkt  —  wird.    Da  betrachten  wir  als  Umgebung 

dieses  Punktes  s  den  Kranz  von  2n  Dreiecken,  der  ihn  umgiebt,  und 
finden  diesen,   wie  schon  früher  (p.  347)  ausführlich  erörtert  wurde, 

l-oo- deutig  auf  den  Bereich  -Bf— )  bezogen.  Findet  sich  in  der  That 
einmal  eines  jener  n  Doppeldreiecke  am  fraglichen  Punkte  c  dem  Modul- 
dreieck V  mit  der  Spitze  o  <=  —  zugewiesen,  so  führt  eine  einmalige, 

etwa  im  positiven  Sinne  ausgeführte  Umkreisung  jenes  Punktes  c 
zum   gerade  gedachten  Doppeldreiecke   der  Teilung  (2,  3,  n)  zurück, 

während  der  entsprechende  Weg  im  Bereiche  -Bf— )  vom  Doppel- 
dreieck V  nach  dem  neuen  VS^  hinführt.  Dieses  letztere  aber  ent- 
steht aus  dem  Doppeldreieck  V  einfach  dadurch,  dass  man  auf  V 
die  parabolische  Modulsubstitution  VS^V"^^  der  Amplitude  n  anwendet. 
Merken  wir  uns  also  den  Satz:  Ein  einmaliger  geschlossener  Umgang  um 
einen  Punkt  c  der  Teilung  (2,  3,  n)  giebt,  une  wir  ihn  auch  in  der 
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(o- Halbebene  übertragen  finden  mögen,  dort  einen  nicht  geschlossenen  Weg 

mit  einem  Anfangspunkt  m  und  dem  Endpunkt 

(1)  cö'  =  5j(a)), 

wobei  8k  eine  gewisse  parabolische  Substitution  der  Amplitude  -j-  1  ist, 

deren  Fixpunkt  jenem  umicreisten  Funkte  c  zugewiesen  ist. 

Nun  ergiebt  die  Erörterung  des  §  2  den  Satz,  dass  jeder  ge- 
schlossene Weg,  den  man  in  der  ai-Halbebene  ziehen  kann,  in  der 
Teilung  (2,  3,  «)  immer  wiedef  einen  geschlossenen  Weg  giebt.  Wir 
konnten  hier  sogar  mit  denselben  Mitteln  auch  umgekehrt  zeigen: 
Einem  geschlossenen  Wege  der  Teilung  (2;  3^  n),  der  sich,  ohne  über 
einen  Punkt  c  fortgezogen  zu  werden,  auf  einen  Punkt  zusammen- 
ziehen lässt,  kann  nur  wieder  ein  ,,geschlossener^^  Weg  der  Halbebene  a 
entsprechen.  Weiter  folgt  daraus  wie  oben:  Einem  Moduldreieck  ist 
immer  nur  ein  Dreieck  der  Teilung  (2,  3,  n)  ssugeordnet.  Einem  Dreiecke 
der  letzteren  ent^echen  aber  auch  hier  unendlich  viele  Modiüdreiecke. 

Des  weiteren  werden  wir  hier,  um  nicht  ganz  den  obigen  Gedanken- 
gang zu  reproducieren,  in  folgender  Art  die  Schlussweise  fortsetzen: 
Alle  linearen  Substitutionen  erster  Art  der  complexen  Variabelen  s, 
durch  welche  die  Teilung  (2,  3,  n)  in  sich  selbst  übergeführt  wird, 
bilden  eine  Gruppe  unendlich  hoher  Ordnung,  die  wir  6r{i,}  nennen 
wollen  und  deren  Substitutionen  wir  kurz  durch  1,  TF^,  W^,  TFj,  •  •  • 
bezeichnen.  Nach  ihnen  benennen  wir  in  gewohnter  Weise  die  Doppel- 
dreiecke  der  Teilung  (2,  3,  w),  genau  so,  wie  wir  die  Dreiecke  der 
Modulteilung  durch  die  Modulsubstitutionen  V  benennen.  Durch  die 
Beziehung  der  beiden  Teilungen  auf  einander  wird  so  eine  Zuordnung 
zwischen  G{n)  Qiid  der  Modulgruppe  V  hergestellt,  bei  der  jeder  Modul- 
substitution V  eine  bestimmte  Operation  Wy  umgekehrt  jeder  Ope- 
ration W  unendlich  viele  V  zugewiesen  werden.  Diese  Zuordnung  der 
beiden  Gruppen  6r{,,}  und  f  erkennt  man  dann  auf  Grund  der  Be- 
ziehung zwischen  den  beiden  Teilungen  aufs  leichteste  als  Isomorphis- 
mus. Demgemäss  entsprechen  der  identischen  Substitution  1  der  Gruppe 
G{n}  die  Operationen  1,  v^,  v^,  •••  einer  ausgezeichneten  Untergruppe 
der  Modulgruppe  vom  Index  cx>,  die  unr  durch  V {n)    bezeichnen  wollen. 

Übertragen  wir  die  Dreiecke  von  (2,  3,  n)  nun  thatsächlich  in  die 
C9- Halbebene,  so  werden  sie  dort  ein  Fundamentalpolygon  für  f  {n] 
zusammensetzen,  das  wir  entsprechend  F{n]   nennen*).    Möge  dabei 

*)  Diese  Operation  der  Ausbrei tuog  über  der  es -Halbebene  läset  sich  für  die 
Teilung  (2,  3,  6)  noch  leicht  explicite  durchfahren;  man  vergleiche  darüber  die 
Abhandlung  des  Herausgebers,  über  die  ausgezeichneten  Untergruppen  vom 
GescKUchle  p  s=  1,  welche  in  der  Gruppe  der  linearen  m  -  Stibstitutionen  enthcdten 
sind,  Math.  Ann.  Bd.  30,  p.  345  (1887). 
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das  Doppeldreieck  Wk  über  das  Doppeldreieck  Vk  gebreitet  seiu^  so 
werden  tmr  nun  in  den  Modtdsubstitutionen  ly  V^  V^,  •  •  •  ein  Be- 
präsentantensystem  ßr  f  { « )  hesiteen,  Thatsächlich  haben  wir  ja  in  der 
Teilung  (2,  3,  n)  für  unsere  Untergruppe  V {n\  vom  Index  oo  das^ 
was  für  eine  Untergruppe  von  endlichem  Index  ft  die  geschlossene 
Fläche  Fft,  ist,  und  es  reducieren  sich  die  Modulsubstitutionen  erster 
Art  auf  die  Substitutionen  des  eben  genannten  Systems  1,  Fj,  V^y  ••*, 
wenn  wir  die  Operationen  der  r{ii}  als  unter  einander  identisch  an- 
sehen. Übrigens  gestattet  die  Gruppe  G [n]  f  wie  der  blosse  Anblick 
der  Teilung  (2^  3;  n)  bestätigt,  Erweiterung  vermöge  der  Spiegelung 
an  einem  Kreise  der  Teilung  (2,  3,  n).  Wir  schliessen  sofort;  dass 
die  Untergruppe  f  { , )    vom  Index  oo  nicht  nur  in  f,  sondern  auch  in  der 

erweiterten  Modulgruppe  V  ausgezeichnet  ist*). 

Um  jetzt  für  unsere  Untergruppe  f  {%)  ein  System  von  erzeugen- 
den Substitutionen  zu  berechnen,  beachten  wir,  dass  ein  in  der  Halb- 
ebene CD  zwischen  zwei  bezüglich  f  { n }  äquivalenten  Punkten  gezogener 
Weg  in  der  Teilung  (2,  3,  n)  ein  geschlossener  Weg  wird,  dass  aber 
auch  umgekehrt  jeder  geschlossene  Weg  C  der  Teilung  (2,  3,  n),  wie 
wir  ihn  auch  übertragen  mögen,  in  der  Halbebene  zwei  relativ  äqui- 
valente Punkte  (D  und  (o'  *=  Vk(m)  verbindet.  Lässt  sich  nun  C  auf 
einen  Punkt  zusammenziehen,  ohne  dabei  über  einen  Punkt  c  der 
Teilung  hinweggezogen  zu  werden,  so  entspricht  ihm,  wie  wir  bereits 
oben  bemerkten,  die  identische  Substitution  Vt'^l»  Schliesst  C  da- 
gegen einen  Punkt  c  ein,  den  er  etwa  im  positiven  Sinne  umgeht,  so 

ist  Vk=8^  eine  parabolische  Substitution  der  Amplitude  -|-n;  schliesst  C 

zwei  Punkte  c  im  positiven  Sinne  ein,  so  ist  Vk  =  SiSl  etc.  etc.  Man 
folgert  sofort:  Ein  beliebiger  geschlossener  Weg,  der  die  Teilung 
(2,  3,  n)  durchzieht,  verbindet,  in  die  Halbebene  &  übertragen,  zwei 
Punkte  (0  und  o': 

(2)  a,'  =  S;<"ÄVS;'"...5V(a,), 

WO  unter  den  v  beliebige  ganze  positive  oder  negative  Zahlen  verstanden 
werden.  Demnach  stellt  eine  gewisse  Beihe  parabolischer  Substitutionen 
der  Amplitude  n  ein  System  von  Erzeugenden  für  V [n)  dar.  Nun  sind 
andrerseits  alle  parabolischen  Substitutionen  der  gleichen  Amplitude, 

*)  Läast  man  an  Stelle  der  Modiilteilang  die  zur  r^  gehörende  Dreiecks- 
teilong   (cf.  Fig.  66,  p.  278)   treten,   so   kann   man    überhaupt   alle   Functionen 

«(— ,   — ,   — ;   x\  genau  so  verwerten,  wie  im  Texte  «(      »  -«"»  — »  •^)'    ^och 

verfolgen  wir  diesen  (Gegenstand  nicht  weiter,  da  wir  dergestalt  su  aasgezeichneten 
Untergruppen  nur  von  f«,  nicht  aber  von  f  geführt  werden. 
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wie  wir  wissen,  mit  einander  gleichberechtigt.  Nehmen  wir  hinzu, 
dass  r {n)  in  r  ausgezeichnet  ist^  so  kommt  der  Satz,  dass  aUe  para- 
bolischen Substitutionen  der  Amplitude  n  in  f  {n)  enthalten  sind. 
Letfstere  Gruppe  f  { n }  werden  wir  also  sicher  durch  die  GesamOieit  dieser 
Substitutionen  Sj^  erzeugen.     Explicite   haben   die   in  Rede   stehenden 

Operationen  zufolge  leichter  Rechnung  die  Gestalt: 

t^\  <inC^\  _  (1  —  «yn)ai  +  ««n 

wobei  a^  y  alle  Paare  zu  einander  relativ  primer  Zahlen  durchlaufen 
sollen. 

§  6.     Bedeutung  der  V {n}   für  die  Ldsung  des  gruppentheoretiBOhen 
Grandproblems.     ClaBBeneinteüiing  der  Untergruppen. 

Die  Heranziehung  der  Untergruppen  r{«}  ist  für  eine  syste- 
matische Lösung  des  gruppentheoretischen  Grundproblems  von  grossem 
Nutzen,  was  wir  nunmehr  auseinanderzusetzen  haben.  Möge  irgend 
eine  Untergruppe  f^  des  endlichen  Index  f(  vorliegen,  so  denken  wir 
ein  Fundamentalpolygon  für  dieselbe  in  der  o- Halbebene  abgegrenzt, 
dieses  dann  aber  sogleich  zur  geschlossenen  Fläche  i^^  zusammen- 
gelegt. Die  Dreiecksteilung  dieser  Fläche  F^  wird  eine  bestimmte^ 
endliche  Anzahl  von  Punkten  c  aufweisen^  und  letztere  seien  bez.  von 
2n^y  2^2,  2n3,  •  •  •  Elementardreiecken  kranzförmig  umlagert.    Ist  jetzt 


a 


CO  s=»  —  ein  beliebig  aufgegriffener  rationaler  reeller  Punkt  der  o- Halb- 
ebene, so  möge  derselbe  bezüglich  f^  mit  dem  Punkte  Ci  von  Fft  äqui- 
valent sein,  welcher  letztere  Punkt  auf  der  geschlossenen  Fläche  von 
2ni  Elementardreiecken  umlagert  sei.  Leicht  finden  wir  dann  auf 
Grund  einer  Überlegung,  wie  wir  sie  auch  schon  im  vorigen  Para- 
graphen durchzuführen  hatten,  dass  die  parabolische  Substitution  S^i  der 

Amplitude  n,,  die  den  Punkt  —   zum   Fixpunkt   besitzt,    der   Unteiv 

gruppe  r^  angehört.  Wir  mögen  jetzt  die  gleiche  Überlegung  auf 
die  übrigen  rationalen  reellen  Punkte  m  anwenden.  Indem  wir  so- 
dann das  kleinste  gemeinschaftliche  Vielfache  der  oben  eingeführten 
Zahlen  n^,  n^^  n^y  •  -  •  durch  n  bezeichnen,  haben  wir  offenbar  das 
Resultat:  In  der  f^  sind  alle  parabolischen  Substitutionen  der  Amplitude  n 
enthalten.  Dieses  aber  heisst,  dass  f  [n)  iw  f^  als  Untergruppe  enthalten 
ist.  Da  zugleich  sämtliche  parabolischen  Substitutionen,  welche  der 
Einzelpunkt  c,-,  wie  wir  kurz  sagen  wollen,  für  F^  liefert,  durch  Wj  teil- 
bare Amplituden  haben,  so  ist  überdies  aufs  leichteste  zu  sehen,  dass 
nicht  schon  eine  frühere  Gruppe  f  { n-i } ,  f  { «-g } ,  •  •  •  in  f^  als  Unter- 
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gruppe  enthalten  sein  kann.  Um  für  die  hiermit  entwickelte  Sachlage 
einen  kurzen  Ausdruck  zu  besitzen,  wollen  wir  fortan  f^  als  eine 
Untergruppe  n^  Glosse  bezeichnen. 

Die  Gruppe  G{n)  der  Operationen  1,  W^  W^^  •••  des  vorigen 
Paragraphen  steht  znr  Modalgruppe  bekannter  Weise  im  Verhältnis 
des  Isomorphismus  von  unendlich  hoher  Meroedrie.  Dabei  entsprechen 
nun  ersichtlich  die  zur  n^^  Classe  gehörigen  Untergruppen  der  Modul- 
gruppe wechselweise  eindeutig  den  einzelnen  Untergruppen  der  Gruppe 
G{n)»  Statt  also  die  Untergruppen  n^'  Classe  der  Modulgruppe  direct 
aufzusuchen,  können  wir  unser  Problem  auch  dahin  formulieren,  dass 
wir  G{n)  in  die  Gesamtheit  ihrer  Untergruppen  zerlegen  sollen.  Wir 
haben  solchergestalt  unser  gruppentheoretisches  Grundpröblem  den  ver- 
schiedenen Werten  von  n  entdeckend  in  eine  unendliche  Beihe  analoger 
Frdblevne  von  einfacherem  Charakter  gerlegt.  Bei  jedem  einzelnen  dieser 
Probleme  ist  <]ie  Dreiecksteilnng  (2,  3,  n)  das,  was  für  das  Gesamt- 
problem die  Modulteilung  selbst  ist,  wie  wir  denn  auch  alle  Begriffs- 
bestimmungen und  Massnahmen,  die  wir  für  die  Untergruppen  der 
Modulgruppe  eingeführt  haben,  auf  die  Untergruppen  von  G{n)  über- 
tragen werden. 

Vornehmlich  gewinnen  die  gerade  durchgeführten  Überlegungen 
für  die  Fundamentalpolygone  der  Untergruppen  n^'  Classe  Bedeutung; 
gehen  wir  also  auf  diese  ein  wenig  näher  ein.  In  f^  möge  eine  zur 
n^^  Classe  gehörige  Untergruppe  des  endlichen  Index  ft  vorliegen, 
deren  in  der  a>- Halbebene  gelegenes  Fundamentalpolygon  i^^  sei. 
Dieses  Polygon  werde  jetzt  auf  Grund  der  zwischen  der  o- Halbebene 
und  der  Teilung  (2,  3,  n)  festgesetzten  Beziehung  in  die  letztere 
übertragen.  Keine  zwei  Doppeldreiecke  von  F^^  können  hierbei  über 
das  nämliche  Doppeldreieck  der  Teilung  (2,  3,  n)  gelagert  erscheinen; 
selbige  wären  nämlich  bezüglich  der  f  { » }  und  demnach  auch  bezüglich 
der  r^  äquivalent  und  als  solche  nicht  heide  dem  Polygon  F^  angeh^rig. 
Wir  gewinnen  also  ein  aus  fi  Doppeldreiecken  bestehendes  Polygon  i"'^ 
der  Teilung  (2,  3,  n),  dessen  Randcurven  durch  diejenigen  Operationen 
der  G{n)  auf  einander  bezogen  sind,  welche  durch  den  Isomorphis- 
mus gewissen  unter  den  Erzeugenden  von  f^  zugeordnet  sind.  Ff^  ist 
sonad^  das  Fundamental/polygon  derjenigen  Untergruppe  der  G(n)y  welche 
der  Tft  mgeordnet  ist.  Ganz  wie  in  der  cd -Halbebene  werden  wir  dem- 
gemäss  durch  wiederholte,  auf  Grund  der  Zuordnung  der  Kanten  aus« 
geführte  Reproduction  von  F^/  eine  einfache  und  vollständige  Bedeckung 
der  Teilung  (2,  3,  n)  mit  Polygonen  F^i  gewinnen.  In  der  That  wird 
man  bereits  bemerkt  haben,  dass  das  Polygon  F^/  den  Bedingungen 
eines  für  die  Teilung  (2,  3,  n)  geltenden  Verzweigungssatzes  Genüge 
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leistet.  Letzterer  wird  offenbar  hier  gerade  so  zu  formulieren  sein, 
wie  es  oben  für  die  Modulteilung  selbst  geschah^  nur  dass  auch  f&r 
die  Punkte  c  noch  eine  Bedingung  hinzukommt;  in  der  Thai  wird  ja 
die  Anealil  der  Doppeldreiecke  ^  die  auf  der  geschlossenen  Fläche  einen 
einzelnen  Punkt  c  umgeben,  notwendig  ein  Teiler  von  n  sein  müssen.  Unter 
diesem  Gesichtspunkte  hatten  wir  aber  gerade  die  Classeneinteilung 
der  Untergruppen  oben  eingeführt. 

Der  Wert  dieser  Überlegungen  ist  in  der  Verschiedenheit  der 
Gestalt  unserer  beiden  Polygone  jF)*  und  i^'  begründet.  Schon  wieder- 
holt haben  wir  bemerkt,  dass  für  die  Mehrzahl  der  Anwendungen, 
welche  wir  künftighin  von  den  Fundamentalpolygonen  zu  machen 
haben,  einzig  die  Lagenyerhältnisse  der  Doppeldreiecke  in  Betracht 
kommen.  Hier  leistet  also  Ff/  jedenfalls  dieselben  Dienste  wie  jF^. 
Das  Wichtige  ist  aber,  dass  das  in  der  Teilung  (2,  3,  n)  ausgebreitete 
Polygon  Ffi  stets  sehr  viel  übersichtlicher  gestaltet  ist  als  2^^.  In 
der  That  werden  mr  uns  desselben  an  Stelle  des  ursprünglichen  in  der 
a-HaXbebene  gelegenen  Polygons  bei  der  Mehrzahl  der  künftigen  Unter- 
suchungen  mit  Vorteil  bedienen.  Freilich  sollte  man  zuvörderst  meinen, 
dass  das  Operieren  mit  der  geschlossenen  Fläche  Ff^  überall  das  vorteil- 
hafteste sei,  weil  man  da  gar  nicht  mehr  mit  offenen  Bandcurven  zu 
thun  hat.  Dem  aber  steht  entgegen,  dass  die  directe  Anschauung  einer 
in  zahlreiche  Dreiecke  geteilten  geschlossenen  Fläche  höheren  Ge- 
schlechtes p  sich  nur  schwierig  bewerkstelligen  lässt.  Wie  leicht 
sich  dagegen  mit  den  in  der  Teilung  (2,  3,  n)  gelegenen  Polygonen 
arbeiten  lässt,  wollen  wir  in  den  folgenden  Paragraphen  an  ein  paar 
ausfuhrlich  zu  betrachtenden  Beispielen  durchführen.  Wir  werden  zu 
diesem  Ende  zweckmässig  ausgezeichnete  Untergruppen  heranziehen, 
welchen  wir  ja  überhaupt  bei  der  Aufzählung  der  Untergruppen  in 
erster  Linie  unsere  Aufmerksamkeit  zuwenden  wollten.  Schalten  wir 
daher  hier  vorerst  noch  einige  allgemeine  Bemerkungen  über  aus- 
gezeichnete Untergruppen  n^'  Glasse  ein. 

Man  weiss  aus  §  8  des  vorigen  Kapitels,  dass  jede  nicht-aus- 
gezeichnete Untergruppe  der  Modulgruppe  vom  endlichen  Index  {i  in 
sich  eine  Untergruppe  f^'  von  gleichfalls  endlichem  Index  fi'  enthält, 
die  in  der  Gesamtgruppe  f  ausgezeichnet  ist.  Ist  dabei  f^  von  n^'  ClassCy 
so  gilt  dasselbe  auch  für  f^'.  Da  nämlich  f  {n}  ausgezeichnet  ist,  so 
wird  diese  Gruppe  in  allen  mit  f^  gleichberechtigten  Untergruppen 
zugleich  enthalten  sein  und  demnach  auch  der  Gruppe  f^'  angehören. 
Dass  übrigens  jede  ausgezeichnete  Untergruppe  n*®'  Glosse  das  Verzweigungs- 
schema {2,  3,  n)  besitzty  dürfte  ohne  weiteres  einleuchten. 

Eine  planmässige  Erledigung  unserer  dem  ganzen  gegenwärtigen 
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Abschnitt  zu  Grunde  liegenden  Problemstellung  würde  die  sein^  dass  wir 
die  den  verschiedenen  Werten  ven  n  zugehörigen  Classen  der  Reihe  nach 
der  Einzeluntersuchung  unterwerfen.  Dabei  wurden  wir  dem  Gesagten 
zufolge  bei  der  einzelnen  Classe  vorerst  die  in  Betracht  kommenden 
ausgezeichneten  Untergruppen  namhaft  zu  machen  haben  und  dann 
wiederum  von  der  einzelnen  solchen  ausgezeichneten  Untergruppe  nach 
§  8  des  vorigen  Kapitels  zu  den  nicht- ausgezeichneten  vorgehen.  Die 
Fundamentalpolygone  der  ausgezeichneten  Untergruppen  n^'  Classe 
besitzen,  wie  wir  gerade  sagten,  durchgängig  das  Verzweigungsschema 
{2,  3,  n}.  Lagern  wir  sie  in  die  Teilungen  (2,  3,  n)  ein,  so  werden 
gegenüber  der  ursprünglichen  in  der  (o- Halbebene  gelegenen  Gestalt 
nur  noch  solche  offene  Randcurven  übrig  bleiben,  welche  in  jener 
ursprünglichen  Gestalt  durch  hyperbolische  Modulsubstitutionen  mit 
einander  correspondierten.  Hierin  ist  aber,  wie  wir  bald  sehen  werden, 
ein  ausserordentlicher  Vorteil  begründet 

Wollen  wir  hier  sogleich  betreffs  der  niedersten  Werte  von  n 
einige  besondere  Angaben  machen.  Für  die  ersten  Fälle  n  =  2,  3,  4,  5 
kommt  G{%)  auf  die  Gruppen  (Jg,  G^^,  O^^,  G^q  der  regulären  Körper 
zurück,  deren  Zerlegung  in  die  bezüglichen  Untergruppen  bereits  in 
den  Vorlesungen  über  das  Ikosaeder  geleistet  ist.  Für  sich  allein 
steht  die  Classe  n  =  6,  bei  der  wir  mit  der  Teilung  (2,  3,  6)  einer 
5- Function  zweiter  Art  zu  thun  haben.  Die  Verhältnisse  sind  für 
diesen  Fall  noch  leicht  zu  überblicken,  imd  man  kann  z.  B.,  wie  wir 
hier  nebenher  anführen,  ohne  besondere  Mühe  die  Gesamtheit  der 
hierher  gehörigen  ausgezeichneten  Untergruppen  charakterisieren  *). 
Dass  diese  Untergruppen  keine  anderen  sind,  als  diejenigen,  welche 
wir  sonst  die  ausgezeichneten  Untergruppen  des  Geschlechtes  p  =  l 
nannten,  ist  vom  Schluss  des  vorigen  Kapitels  (p.  342)  her  bekannt. 
Die  übrigen  Fälle  n  «=  7,  8,  •  •  •  bekommen  insofern  wieder  einen 
übereinstimmenden  Charakter,  als  ihnen  allen  Teilungen  (2,  3,  n)  von 
5- Functionen  dritter  Art  zu  Grunde  liegen.  Wir  werden  in  den  Schluss- 
paragraphen des  gegenwärtigen  Kapitels  in  dieser  Hinsicht  ein  zu 
n  =s  7  gehörendes  Beispiel  ausführlich  heranziehen. 

Wenn  wir  vorstehend  unsere  Betrachtung  immer  auf  Unter- 
gruppen Vft,  von  endlichem  Index  bezogen,  so  würde  dies  übrigens  gar 
nicht  hindern,  vorkommenden  Falls  auch  von  Untergruppen  n^'  Classen 


*)  Dieselben  sind  ?on  Hm.  Djck  teils  in  der  Arbeit  „Über  Aufstellung  und 
Untersuchung  von  Gruppe  und  Irrationalität  regulärer  Biemann' scher  Flächen", 
Math.  Ann.  Bd.  17  p.  473  (1880),  teils  in  den  „GruppentheoretiscJien  Studien", 
Math.  Ann.  Bd.  20  p.  1  (1881)  angegeben  worden,  und  wurden  späterhin  vom 
Herausgeber  ausführlich  untersucht;  vergleiche  die  schon  p.  858  genannte  Arbeit 
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vom  Index  oo  zu  handeln;  ersichtlich  werden  uns  ja  die  in  6r{n}  ^uir 
haltenen  Untergruppen  vom  Index  cx>  solche  liefern.  Desgleichen 
könnte  man  auch  den  Grenzfall  n  =  oo  heranziehen,  wo  wir  dann 
also  zuvorderst  die  Aufgabe  hätten,  die  ausgezeichneten  Untergruppen 
der  Classe  oo  namhaft  zu  machen.  Sie  alle  haben  ein  Verzweigungs- 
schema  {2,  3,  cx>},  und  es  coincidiert  &{ao}  mit  der  Gesamtmodul- 
gruppe r,  während  ff«}  nur  die  eine  Operation  «d' =  oi  umfasst. 
Doch  darf  man,  wie  wir  hier  zum  Schlüsse  und  ganz  beiläufig  an- 
führen, keineswegs  glauben,  dass  diese  nur  aus  der  Identität  bestehende 
r  { 00 }   die  einzige  ausgezeichnete  Untergruppe  der  Classe  cx)  ist*). 

§  7.     Bespreohitng   einer   besonderen   ausgezeiohneten   Untergruppe 

seohster  Olasse  vom  Index  72. 

Die  in  der  gj -Halbebene  gelegenen  Fundamentalpolygone  der  in 
§  4  (p.  353)  besprochenen  ausgezeichneten  Untergruppen  F [n]  für  die 
Werte  n  >»  2,  3,  4,  5  konnten  durchgehends  aus  2n  abwechselnd  sym- 
metrischen und  coDgruenten  Streifen  zusammengesetzt  werden.  Durch 
diese  Gestalten  der  Polygone  wurde  die  Vertauschbarkeit  der  bezüg- 
lichen Untergruppen  mit  den  Operationen  S  und  Ä  zur  Anschauung 
gebracht.    Wollen  wir  jetzt  bei  grösseren  Werfen  von  n  Untergruppen 

n^'  Classe,  die  in  der  erweiterten  Modulgruppe  f  ausgezeichnet  sein 
sollen,  durch  ihre  in  der  (o- Halbebene  gelegenen  Fundamentalpolygone 
definieren,  so  werden  wir  dieselben  zweckmässiger  Weise  entsprechend 
wählen,  d.  h.  ebenfalls  aus  2n  abwechselnd  symmetrischen  und  con- 
gruenten  Verticalstreifen  aufbauen.  Bei  der  zwischen  der  co-Halbebene 
und  der  $- Teilung  bestehenden  Beziehung  kommt  dies  darauf  hinaus, 
dass  wir  die  zugehörigen  Polygone  rings  um  den  Mittelpunkt  s  *»  0 
der  Teilung  (2,  3,  n)  derart  anordnen,  dass  sie  aus  2n  abwechselnd 
symmetrischen  und  congruenten  Ausschnitten  bestehen.  Wie  dies 
gemeint  ist,  erläutern  wir  sogleich  an  dem  für  n  =  6  in  Aussicht 
genommenen  Beispiele. 

Die  Teilung  (2,  3,  6),  welche  durch  die  dritte  Zeichnung  in 
Fig.  32  (p.  107)  versinnlicht  wurde,  hat  den  besonders  elementaren 
Charakter,  dass  sie  aus  geradlinigen  Dreiecken  besteht     Von  ihnen 


*)  Ausgezeichnete  Untergruppen  der  Classe  cx>  sind  vom  Herausgeber 
wiederholt  betrachtet  worden;  man  vergleiche  die  Arbeit  „Über  die  Substitutians- 
gruppen,  welche  zu  den  aus  dem  Legendre' sehen  Integrälmodul  k^{a))  gesogenen 
Wurzeln  gehören"  (namentlich  §  6),  Math.  Ann.  Bd.  28  p.  99  (1886),  ferner  „über 
ausgezeichnet  Untergruppen  in  der  Gruppe  der  elliptischen  Modülftmctionen"  (vergl. 
vornehmlich  die  Note  zu  p.  232  dortselbst)  Math.  Ann.  Bd.  31  (1887). 
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haben  wir  2-72  abwechselnd  sefarafBerte  und  freie  Dreiecke  in  Fig.  84 
zu  einem  regelmässigen  Sechseck  zusammengelegt,  das  um  den  Punkt 
s  -=  0  symmetrisch  angeordnet  ist.  Jedesmal  zwei  gegenüberliegende 
Seiten  dieses  Sechsecks  wollen  wir  jetzt  einander  zuordnen,  eine 
Bestimmung,  von  der  auch  neben  Fig.  84  Vermerk  genommen  ist. 
Wenn  wir  also  z.  B.  die  mit  1  bezeichnete  Seite  des  Sechsecks  parallel 
mit  sich  selbst  bis  zu  Seite  4  hinüber  verschieben,   bo   definieren  wir 


dadurch  im  Sinne  von  Kapitel  1  dieses  Abschnitts  eine  erzeugende 
Substitution  der  zu  unserem  Polygone  gehörigen  Untergruppe  von 
G{g|.  Die  gemeinte  Untergruppe  wird  also  aus  gewissen  drei  Ope- 
rationen erzengt  werden  können,  und  es  ist  hier  sogar  besonders  leicht 
za  sehen,  wie  durch  wiederholte  Anwendung  dieser  drei  erzeugenden 
Operationen  auf  unser  Sechseck  nach  und  nach  die  ganze  £-Ebene 
Ifickenlos  und  einfach  von  solchen  Sechsecken  bedeckt  wird.  In  der 
That  handelt  es  sich  ja  nar  nm  Zusammensetzung  von  paarweise  ver- 
tauschbaren  Operationen. 

Wir  wollen  ans  jetzt  denken,  dass  unser  Sechseck  auf  Grund  der 
Zuordnung  der  Randcnrven  zu  einer  geschlossenen  Fläche  F^^  zu- 
sammengebogen  wird*).     Diese  f,,   wird   dann   von  einer  Einteilung 

*)  Ea  ist  keineswegs  leicht  (and  im  Texte  ancb  nicht  erforderlich),  sich  eine 
■olcbe  geechloseene  F^,  lebhaft  vorznatellen.    Eben  hierin  liegt  der  schoD  oben 


366  n,  6.   Definition  sämtlicher  Untergruppen  der  Modalgmppe 

in  2  •  72  abwechselnd  schraffierte  und  freie  Dreiecke  bedeckt  sein. 
Dabei  werden  sich  die  Dreiecke  zu  je  vieren  uin  36  Punkte  a 
schaaren,  wie  das  zum  Teil  schon  in  der  ebenen  Figur  84  direct 
sichtbar  ist.  Nur  gewisse  sechs  Punkte  a  der  geschlossenen  Fläche 
sind  auf  denjenigen  Linien  derselben  gelegen ,  welche  bei  Wiederaus- 
breitung der  Fläche  in  der  s -Ebene  die  Seiten  des  Sechsecks  ergeben. 
Da  sind  dann  immer  zwei  von  den  vier  einen  solchen  Punkt  a  um- 
gebenden Dreiecken  von  den  zwei  anderen  getrennt,  und  alle  vier  im 
einzelnen  Falle  zusammengehörige  Dreiecke  kommen  so  an  die  Be- 
randung  des  Polygons  zu  liegen.  Des  ferneren  umlagern  die  2  •  72 
Dreiecke  zu  je  sechs  24  Punkte  b  der  geschlossenen  Fläche^  was 
übrigens  in  Fig.  84  ohne  Einschränkung  sichtbar  ist.  Endlich  finden 
sich  auf  der  Fläche  12  Punkte  c,  von  je  12  Elementardreiecken  der 
Teilung  umgeben.  Sieben  von  diesen  zwölf  Punkten  sieht  man  im 
Innern  des  Sechsecks  der  Fig.  84  vollzählig  von  ihren  12  Dreiecken  um- 
geben; drei  weitere  Punkte  c  entspringen  aus  den  drei  Paaren  einander 
gegenüberliegender  Seitenmittelpunkte  desselben;  endlich  liefern  die 
sechs  Ecken  des  Sechsecks  die  beiden  noch  fehlenden  Punkte  c,  und 
zwar  geben  die  in  Fig.  84  mit  c^;  O4,  Cg  bezeichneten  Ecken  den  einen 
unter  ihneU;  die  drei  Ecken  C2,  c^^  Cj  aber  den  anderen. 

Nunmehr  gilt  es,  in  möglichst  einfacher  Weise  zu  erkennen,  dass 
wir  es  bei  unserer  F,,  mit  einer  regulär  -  symmetrischen  Fläche  zu 
thun  haben.  Wir  bemerken  zunächst,  dass  im  Polygon  der  Fig.  84 
thatsächlich  ein  solches  vorliegt,  das  um  seinen  Mittelpunkt  s  =  0 
herum  aus  zwölf  abwechselnd  symmetrischen  und  congruenten  Aus- 
schnitten zusammengesetzt  ist.     Drehen  wir  dasselbe  also  um  ^  «=  0 

durch   den  Winkel  y,  so  geht  es  in  sich  über  und  es  sind  zugleich 

nach  Ausführung  der  Drehung  die  Kanten  in  derselben  Weise  zu- 
geordnet wie  vordem.  Desgleichen  wird  unser  Polygon  F^^  direct  in  sich 
selbst  übergeführt,  wenn  wir  die  s- Ebene  an  ihrer  imaginären  Axe 
spiegeln.  Denken  wir  uns  also  das  Polygon  F^^  ^^  ^^^  oi- Halbebene 
übertragen,  so  definiert  dasselbe  auf  Grund  des  Verzweigungssatzes 
eine  Untergruppe  fy^  sechster  Glasse  vom  Index  72,  welche  mit  den 
Substitutionen  8  und  A  vertauschbar  ist;  denn  diese  Substitutionen 
sind  ja  gerade  den  Operationen  zugeordnet,  durch  welche  wir  soeben 
das   Sechseck  in   sich   transformierten.     Auf  der   anderen  Seite  wolle 


bemerkte  Vorzug,  den  die  Betrachtung  des  in  die  Teilang  (2,  3,  n)  eingelagerten 
Polygons  vor  der  Betrachtung  geschlossener  Flächen  hat.  Der  gleiche  Umstand 
kommt  bei  den  anf  n  =^  7  bezfiglichen  Entwicklangen  des  folgenden  Paragraphen 
noch  entschiedener  zur  Geltung. 
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man  nun  mit  dem  Sechseck  F^^  eine  erlaubte  Abänderung  in  folgender 
Weise  vornehmen  (vgl.  Fig.  84,  in  der  diese  Abänderung  angedeutet  ist): 
Man  trenne  erstlich  das  Dreieck  mit  den  Ecken  c^,  c^;  C3  ab  und  hänge 
dasselbe  längs  der  Seite  6  als  Dreieck  c^c^c^  wieder  an;  in  gleicher  Weise 
trage  man  das  Dreieck  (\c^c^  in  die  neue  Lage  C5C7C9  hinüber.  Da  ist  nun 
aus  dem  Sechseck  ein  Rechteck  mit  den  Ecken  c^y  c^,  Cg,  c^  geworden, 
dessen  Mittelpunkt  der  zum  Ausgangsdreieck  gehörende  Punkt  a  ist. 
Zieht  man  auch  noch  die  für  dieses  Rechteck  geltende  Zuordnung  der 
Randcurven  in  Betracht,  so  ist  sofort  zu  sehen:  Drehung  des  Rechtecks 
um  seinen  Mittelpunkt  durch  den  Winkel  x  führt  dasselbe  mitsamt  der 
ursprünglichen  Zuordnung  seiner  Seiten  in  sich  selbst  über.  Aber  dieser 
Drehung,  als  einer  Operation  der  G[e),  ist  die  Modulsubstitution  T 
zugeordnet;  auch  diese  ist  sonach  mit  der  f^g  vertauschbar.  Damit 
aber  haben  wir,  was  wir  wollen:  Unsere  Gruppe  sechster  Classe  V^^  ist 

ausgezeichnet  in  der  erweiterten  Modulgruppe  f;  das  zugehörige  Funda- 
mentalpolygon 2^72  ^  sonach  ein  regulär-symmetrisches. 

Wir  wollen  jetzt  noch  die  erzeugenden  Substitutionen  der  r,, 
berechnen.  Zu  diesem  Zwecke  müssen  wir  das  Polygon  F^^  thatsäch- 
lich  irgendwie  in  der  (d- Halbebene  ausbreiten.  Wir  übertragen  zu 
dem  Ende  zuvorderst  einen  der  zwölf  Ausschnitte  der  Fig.  84,  etwa 
denjenigen,  welcher  sich  rechts  an  die  negativ  imaginäre  s-Axe  anlegt. 
In  der  cd -Halbebene  wird  daraus  ein  Gomplex  von  zwölf  Elementar- 
dreiecken entspringen,  der  sich  rechts  an  die 
imaginäre  co-Axe  anlagert.  Man  überzeugt 
sich  leicht,  dass  er  die  in  Fig.  85  darge- 
stellte Form  aufweist.  Aus  zwölf  solchen 
Streifen,  die  einander  abwechselnd  symme- 
trisch und  congruent  sind,  bauen  wir  das  ganze 
Polygon  2^72  ^  ^^^  o- Halbebene  auf;  sechs 
unter  ihnen  denken  wir  dabei  zur  rechten,  die 
anderen  sechs  zur  linken  Seite  der  imagi- 
nären o-Axe  an  einander  gereiht,  so  dass 
also  das  ganze  Polygon  zwischen  den  beiden 
durch  »«=+3  bez.  01  =  —  3  hindurchziehen- 
den Geraden  der  Modulteilung  eingelagert 
erscheint. 

Die  unteren,  halbkreisförmigen  Rand- 
curven des  so  erhaltenen  Fundamentalpoly- 
gons der  r72  können  wir  am  einfachsten  jedesmal  durch  Angabe  der 
beiden  rationalen  reellen  o -Werte  charakterisieren,  die  den  Puss- 
punkten zngehören,  in  denen  der  einzelne  solche  Kreisbogen  die  reelle 
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G)-Axe  tiiSL  So  werden  wir  z.  B.  sagen,  dass  der  eine  in  Fig.  85 
dargestellte  Parallelstreif  unseres  Polygons  die  beiden  Bandcurven 
(0,  Yj)  und  (y^,  y^)  habe.  Aus  Fig.  84  müssen  wir  jetzt  ablesen,  wie 
die  Zusammenordnung  der  Bandcurven  unseres  neuen,  in  der  (d- Halb- 
ebene gelegenen  Polygons  F^^  zu  treffen  sind. 

Wir  nehmen  eine  gewisse  Gattung  von  Randcurven  vorweg.  Zuerst 
sind  die  beiden,  J^^^  i^^ch  rechts  und  links  abschliessenden  verticalen 
Geraden  einander  zuzuweisen,  von  denen  die  eine  durch  die  Substitution 

(1)  i;i(gj)  =  S«(o)  =  (»  +  6 

in  die  andere  übergeht.  Dann  femer  gehört  die  Randcurve  ( — 3,  — %) 
mit  (^3,  3)  zusammen,  deren  erste  in  die  zweite  durch 

17a)  +  48 


(2)  «,(«) 


6fl)  +  17 


Übergeführt  wird.  Des  weiteren  gehören  jedesmal  die  beiden  Band- 
curven zu  einander,  welche  bez.  in  den  fünf  Punkten  0  =  0,  +1,  +2 
sich  berühren.  Die  fünf  Substitutionen^  deren  einzelne  immer  die  eine 
Bandcurve  eines  solchen  Paares  in  die  andere  Randcurve  desselben 
überführt^  sind  beziehungsweise: 


(3) 


/    V  €0  /    V  7(0  +  6  /    \  ß®  —  6 

^s(.^)=-—^^-+T'    ^*W  =  -6«,-6>     «'6("')  = -6<»^ry 

/    V  13a)  +  24  /    .         llo)  —  24 


Den  hiermit  erledigten  Bandcurven  unseres  Polygons  entsprechen 
nur  erst  solche  Linien  in  der  ursprünglichen  Form  von  F^^y  welche 
in  Fig.  84  im  Innern  des  Sechsecks  verlaufen  und  also  erst  bei  Fort- 
gang zur  0)- Halbebene  den  Charakter  als  Bandcurven  bekommen.  Es 
fehlt  noch  die  Betrachtung  der  Bandcurven,  die  den  Sechseckseiten 
der  ursprünglichen  Gestalt  von  F^^  entsprechen.  Die  Zusammengehörig- 
keit derselben  entnimmt  man  natürlich  sofort  aus  den  bezüglichen 
Bestimmungen  der  Fig.  84.  Wir  stellen  hier  sogleich  tabellarisch  je 
zwei  einander  zugeordnete  Bandcurven  neben  einander  und  schreiben 
jedesmal  diejenige  Modulsubstitution  daneben,  durch  welche  die  erste 
Bandcurve  in  richtiger  Weise  in  die  zweite  übergeführt  wird.  Man 
findet  so  die  Tabelle: 

(-  %,  -  %),  (%,  %);  ''8(«')  =  ä^ri' 
(4)    .  (-  %,  - %),  (%,  %);  «9H=  IUt^. 

(-%,  -%),  (%.  %);  V«)  =  ^^, 
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(Vs,  %),  (-%,  -'A);  %(«)=  -''"  +  '' 


12(0  —  5 
-17o  +  l 
12a) —  17 


(5)  (V.,  %),  (-%,  -y,);  %(«>)=  ^_^Y-' 

(%,  %),  (-%,  -V,);  «.s(")  =  ^^29-- 

In  dm  solchergestalt  gewonnenen  dreizßhn  Operationen  Vj,  ^2;  •  •  •»  ^is 
besitzen  wir  nun  ein  System  von  Erzeugenden  unserer  ausgezeichneten 
Untergruppe  f^g.  Wir  schliesaen  damit  vorläufig  die  an  Fig.  84  an- 
knüpfende Betrachtung,  indem  wir  uns  vorbehalten^  auf  die  gewonnene 
r^2  ^^^  insbesondere  auf  die  Gestalt  der  erzeugenden  Operationen  v^ 
im  nächsten  Kapitel  nochmals  zurückzukommen.  Wir  haben  die  Be- 
trachtung um  so  lieber  etwas  ausführlicher  gestaltet ,  weil  die  sämt- 
lichen von  uns  besprochenen  einzelnen  Überlegungen  allgemeine  Be- 
deutung haben  und  sofort  in  einem  complicierteren  Falle  zu  erneuter 
Anwendung  kommen  sollen. 

§  8.  Definition  einer  speoiellen  ansgeseiohneten  Untergruppe  siebenter 

Glasse  vom  Index  168*). 

Der  Best  des  gegen^iürtigen  Kapitels  ist  der  Aufstellung  und 
Untersuchung  einer  besonderen  Untergruppe  siebenter  Classe  gewidmet, 
welche  zu  den  interessantesten  Untergruppen  gehört,  denen  wir  über- 
haupt im  Laufe  unserer  Untersuchungen  begegnen.  In  Formel  (6) 
p.  342  haben  wir  eine  diophantische  Relation  kennen  gelernt,  welche 
das  Geschlecht  p  und  den  Index  [i  einer  ausgezeichneten  Untergruppe 
n^  Classe  verband.    Für  w  =  7  lautet  diese  Relation: 

fi  =  840-l). 

Da  |)  >  1  sein  muss,  so  ist  die  niederste  für  uns  in  Betracht  kommende 
Losung  dieser  Relation  |)  =  2,  fi  =  84;  sodann  folgt  l?  =  3,  ft=168. 
Wollten  wir  inzwischen  versuchen,  nach  Massgabe  der  ersten  dieser 
beiden  Losungen  um  den  Mittelpunkt  der  Fig.  33  (p.  109)  ein  Polygon 
aus  14  abwechselnd  symmetrischen  und  congruenten  Ausschnitten  auf- 
zubauen (dessen  einzelner  aus  zwölf  Elementardreiecken  bestehen  müsste), 
so  würden  wir  doch,  wie  wir  hier  nicht  ausführen,  mit  der  Zuordnung 
der  Randcurven  nicht  zurecht  kommen;  wir  verfolgen  also  gleich  den 
zweiten  Fall  p  =  3,  ^  =  168.  Da  muss  der  einzelne  unserer  14  Aus- 
schnitte   24  Elementardreiecke    umfassen,    und    nun    zeigt    sich    die 

*)  Betreffs  der  hier  über  die  G^q^^  gegebenen  ResDltate  vergleiche  man 
Kleines  Arbeit  „Über  die  Transformation  siebenter  Ordnung  der  elliptischen  Func- 
tionen", Math.  Ann.  Bd.  14  (1878).  Die  hier  in  den  §§  8  bis  12  anf  rein  geo- 
metriecher  Basis  gegebenen  Entwickinngen  Über  die  G^^^,  sowie  gleicher  Weise 
die  soeben  mitgeteilte  Untersuchung  der  f,,  rühren  vom  Herausgeber  her. 

Klein-Fricke,  Modolfunctionen.  24 
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interessante  Thatsache,  dass  sich  immer  2A ^kmentardreiecke  der  Teilung 
(2,  3,  7)  in.  gewisser  Folge  m  einem  grösseren  Kreisbogendreiecke  mit 

den  Winkeln  y,  -    ,  —  msammenlegen^  welches  letztere  nunmehr  den 

einzelnen  Ausschnitt  für  unser  sogleich  noch  näher  zu  definierendes 
Polygon  jFjeg  abgeben  soll.  Man  vergleiche  hierzu  Fig.  86,  in  welcher 
in  der  That  14  Ausschnitte  beschriebener  Art  abwechselnd  sym- 
metrisch und  congruent  an  einander  gelagert  sind. 


Fig.  86. 

Es  handelt  sich  nunmehr  weiter  darum,  in  welcher  Folge  wir  die 
14  Randcurven  des  so  gewonnenen  Dreieckscomplexes  zusammenordnen 
wollen.  Da  sind  nun  von  vornherein  viele  Fälle  denkbar;  aber  wir  führen 
hier  ohne  Beweis  an,  dass  nur  eine  einzige  Art,  die  Randcurven  zu- 
zuordnen, in  gewünschter  Weise  auf  eine  ausgezeichnete  figg  führt 
Diese  Zuordnung  vereinigt  jede  in  Fig.  86  mit  einer  ungeraden  Nummer 
bezeichnete  Begrenzungslinie  mit  derjenigen  geradzahligen  Linie,  deren 
Nummer  modulo  14  um  5  grösser  ist;  es  ist  dies  in  den  der  Fig.  86 
beigegebenen  Tabellen  noch  näher  ausgeführt.  Wir  werden  uns  so- 
gleich mit  dem  Nachweise  beschäftigen,  dass  solcherweise  wirklich  eine 
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regulär-symmetrische  F^q^  entsteht.  Vorab  beachte  man,  wie  sich  auf 
Grund  unserer  Festsetzungen  die  am  Rande  des  Polygons  gelegenen 
Ecken  der  Dreiecke  auf  der  entsprechenden  geschlossenen  Fläche  i^^^g 
zu  Punkten  a,  b,  c  zusammenordnen.  In  dieser  Hinsicht  verdient  ins- 
besondere bemerkt  zu  werden,  dass  sich  unter  den  14  Ecken  des  Poly- 
gons die  1**,  S^y  5**,  •  •  -,  13**»  auf  der  Fläche  Figg  zu  einem  Punkte  c 
vereinen,  desgleichen  die  2*®,  4**,  •  •  •,  14*®  zu  einem  zweiten.  Insgesamt 
giebt  es  auf  der  geschlossenen  Fläche  JP^gg  84  Punkte  a,  56  Punkte  6, 
24  Punkte  c,  Anzahlen,  denen  wir  noch  häufig  begegnen  werden. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  dem  Nachweise,  dass  unsere  F^^^  regulär- 
symmetrisch ist.  Das  Verfahren  ist  dabei  dasselbe,  wie  vorhin  bei 
der  jPfg.  Wir  sagen  zunächst:  Das  in  Fig.  86  dargestellte  Polygon 
geht  mitsamt  der  Zuordnung  seiner  Randcurven  in  sich  selbst  über, 

wenn  wir  es  um  seinen  Mittelpunkt   durch  den  Winkel  -=-  drehen. 

Durchaus  das  Gleiche  gilt,  wenn  wir  Fig.  86  an  der  verticalen,  durch 
ihren  Mittelpunkt  hindurchziehenden  Geraden  spiegeln.  Aber  jene 
Drehung  und  diese  Spiegelung  sind  Operationen,  welche  die  Teilung 
(2,  3,  7)  in  sich  überführen,  und  sie  entsprechen  als  solche  den  Modul- 
substitutionen S  und  A.  Wir  schliessen  sofort:  Die  durch  unser 
Polygon  F^^^^  definierte  Untergruppe  siebenter  Glosse  r^ßg  ist  mit  S 
und  A  vertauschhar.  Um  zu  zeigen,  dass  sie  auch  mit  T  vertauschbar 
ist,  nehmen  wir  mit  Fig.  86  eine  erlaubte  Abänderung  vor,  welche 
unser  Polygon  in  die  durch  Fig.  87  veranschaulichte  Form  überführt. 
Durch  Vergleich  der  beiderlei  Gestalten  wird  man  sich  leicht  übjer- 
zeugen,  welche  Abänderungen  den  Übergang  von  Fig.  86  zu  87  be- 
werkstelligen. Wir  haben  zuvorderst  am  Ausschnitt  6  der  Fig.  86 
einen  auch  in  die  Ausschnitte  5  und  7  übergreifenden  Complex  von 
21  Dreiecken  abgestreift  und  selbigen,  wie  es  dementsprechend  geschehen 
muss,  an  der  Randcurve  1  angetragen;  so  entspringt  die  in  Fig.  87 
durch  15  bezeichnete  Randcurve.  Des  ferneren  wurde  vom  4*®^  und 
5*®^  Ausschnitt  der  Fig.  86  ein  Complex  von  12  Dreiecken  abgetrennt 
und  übertragen,  wodurch  die  Randcurven  12  und  13  in  Fig.  87  ent- 
stehen. Endlich  wurden  auch  noch  vom  7*^^  Ausschnitt  6  Dreiecke 
fortgenommen  und  am  12*®°  angetragen.  Damit  wir  nach  wie  vor 
mit  einer  bezüglich  der  verticalen  Geraden  symmetrischen  Figur  zu 
thun  haben,  nehmen  wir  endlich  noch  an  den  Ausschnitten  9,  10 
8  u.  s.  w.  die  symmetrisch  entsprechenden  Übertragungen  von  Dreiecken 
vor.  So  entsteht  Fig.  87,  wo  man  sich  nun  überzeugen  wolle,  dass 
die  neben  der  Figur  tabellarisch  angegebene  Zuordnung  der  Rand- 
curve die  richtige  isi     Unser  Polygon  zeigt  jetzt  nicht  nur  bezüglich 
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der  verticalen  Geraden  Symmetrie,  sondern  es  geht  auch  Tollstäudig  in 
sich  über,  wenn  wir  es  an  dem  anderen,  durch  den  Punkt  a,  horizontal 
hindurchgehenden  Kreise  der  Teilung  (2,  3,  7)  spiegeln.  Aber  dieser 
Punkt  o^  entspricht  dem  Punkte  ra  =>  i,  und  die  eben  gemeinte  Spiegelung 
ist  daher  der  Modulsubstitution  C  zugeordnet.  Wir  finden  so,  dass  r,gg 
nicht  nur  mit  A,  sondern  auch  mit  C  und  also  endlich  aach  mit 
AG^  T  vertauschbar  ist.  So  entspringt  das  in  Äaseicht  genommene 
Resultat:   Die  durdi  Ftg.  86  definierte  üfUergruppe  r^g  siebenter  Glosse 


vom  Geschleckt  p  ^  S  ist  in  der  erweiterten  Modulgrwppe  V  ausge- 
zeichnet;  das  ettgehörige  I\mdamenia^lygon  F,gg  ist  sonach  r^ulär- 
symmetrisch. 

Um  jetzt  auch  in  der  m-Halbebene  ein  Fandamentalpoljgon  ftir 
r^gg  anzugeben,  werden  wir  zunächst  den  Ausschnitt  1  der  Fig.  86  in 
der  Modulteilung  in  möglichst  Sbersichtlicher  Weise  ausbreiten.  Wir 
erhalten  dabei  etwa  den  durch  Fig.  88  Tersinnlichten  Dreieckscomplex. 
Die  Bandcurve  1  des  Ausschnitts  hat  sich  bei  diesem  Übergange  in 
die  beiden  Halbkreise  (*/,,  Yg),  (Yj,  '/,)  übertragen;  zugleich  treten 
zwei  neue  Randcurven  (0,  %)  ^^^  (V?;  Vs)  *"fj  welche  bei  Vig.  86  im 
Innern  des  Polygons  mit  anderen  Randcurven  zusammengebogen  lagen. 


durch  die  Flächen  F 
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Lagern  T^ir  neben  den  so  gewonnenen  Parallelstreifen  etwa  nach 
rechts  hin  noch  13  weitere  mit  ihm  abwechselnd  symmetrische  und 
congruente  an,  so  haben  wir  einen 
Fundamental bereich  für  V^^^  herge- 
stellt. 

Zum  Schluss  wollen  wir  wieder 
ein  System  von  Erzeugenden  für  die 
Ties  berechnen. 

Wir  berücksichtigen  zu  dem 
*  Zwecke  zuvörderst  diejenigen  Rand- 
curven  des  Fundamentalpolygons,  die, 
wie  wir  gerade  entwickelten,  erst 
beim  Fortgang  zur  cd -Halbebene  ent- 
stehen. Da  haben  wir  zuerst  die  bei- 
den verticalen  Geraden  einander  zu- 
zuordnen, die  rechts  und  links  F^^^ 
abschliessen;  die  eine  geht  in  die 
andere  durch  die  Substitution: 

(1)  c'=ö,  +  7 

über.  Femer  sind  einander  zugeord- 
net die  Randcurven  (0,  %)  und  (^y,  >  7), 
und  ihnen  entspricht  in  derselben 
Weise: 

(2)  '      *«"-' 


^1._ 


W'O 


■T       J 


J 


'9 


fij       = 


7ü)-  1 


Pig.  88. 


Lassen  wir  v  der  Reihe  nach  die  Werte  1,  2,  •  •  •,  6  durchlaufen,  so 
sind  [y  —  7^,  v)  und  (v,  v  +  V?)  sechs  fernere  Paare  zugeordneter 
Randcurven;  die  bezüglichen  sechs  Substitutionen  sind: 

,oN  '        a4-7v)co  —  7y^ 


®         +7ai  +  (l— 7v) 


Desgleichen  haben  wir  für  v  =  0,  1,  •  •  •,  6  sieben  Paare  einander 
zugeordneter  Randcurven  in  (v  +  Vv,  v  +  V2)>  C^  +  Vi;  *'  +  V7))  ihnen 
gehören  die  sieben  Operationen  zu: 

(A\  ö'  =  (L^  HK28 v)03  -  7(1  +  210^ 

W  28  Q)  —  (13  +  28  v) 

Jetzt  bleiben  noch  diejenigen  Randcurven,  die  auch  bereits  in 
Fig.  86  als  solche  fungierten.  Wir  haben  da  erstlich  die  sieben  Paare 
iy  +  %,  V  +  Vs),  (v  +  %,  V  +  ^%)  für  v  =  0,  1,  . . .,  6  mit  den 
sieben  bezüglichen  Substitutionen: 

(113  +  42v)ffl  —  7(6  +  18v  +  6f») 


(5) 


(D 


4209  —  (13  +  42  y) 
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Wir  haben  dann  noch^  v  in  derselben  Bedeutung  beibehalten,  die  sieben 

Paare  (v  +  Vs;  ^  +  %);   (^  +  ^%)  ^  +  %)}   denen  wir  ebenso   viele 
Substitutionen  zuordnen: 

/n\  '  _  (5fi  +  21  v)  o  —  21(1  +  81/4-  V*) 

W  ®—  21a)^8+~2l7)" 

Diß  unter  (1)  &tö  (6)  namhafl  gemachten  Stibstitutionen,  insgesamt  29 
an  Zahl,  bilden  ein  System  von  Erzeugenden  für  unsere  Untergruppe  V^^^, 


§  9.  Die  endliohe  Gruppe  fi^ics-   ^^®  Untergruppen  G^  und  (rgi  ^®'  ^i 
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Sehen  wir  die  Operationen  von  r„  oder  V,^  als  unter  einander 
nicht  wesentlich  verschieden  an,  so  reduciert  sich  die  Modulgruppe  f 
auf  nur  72  bez.  168  verschiedene  Operationen ,  welche  in  bekannter 
Weise  eine  G^^  bez.  fi^^gg  bilden.  Die  letztere,  als  die  für  später  wich- 
tigere Gruppe,  wollen  wir  hier  noch  besonders  verfolgen  und  uns  spe- 
ciell  über  deren  Structur  unterrichten. 

Die  Gruppe  G^^^  der  Ordnung  168  haben  wir  als  eine  Grup{>e  ein- 
deutiger Transformationen  der  geschlossenen  Fläche  F^^  in  sich  zu 
deuten.  Man  wolle  also  bemerken,  dass  die  Zerlegung  dieser  ^^^g  in 
ihre  Untergruppen  eine  Aufgabe  ist,  die  sich  ihrer  Eigenart  nach  der 
Zerlegung  der  Ikosaedergruppe  an  die  Seite  stellt.  In  der  That,  wir 
fanden  in  §  4  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  Vqq  von  F,  deren  Funda- 
mentalpolygon, zweckmässig  zusammengelegt,  die  ikosaedrisch  geteilte 
Kugel  giebt.  Die  bezügliche  G^  konnten  wir  somit  als  die  Gruppe 
der  Ikosaederdrehungen  deuten  und  eben  durch  Zuhilfenahme  des  Iko- 
saeders  ihre  Structur  erfahren.  Entsprechend  werden  wir  nun  unsere 
(T|eg  in  ihrer  geometrischen  Form  als  Gruppe  der  Transformationen 
der  i^igg  in  sich  auf  ihre  Structur  untersuchen.  Dabei  haben  wir  Gelegen- 
heit, die  schon  wiederholt  betonte,  sehr  viel  grossere  Brauchbarkeit 
des  in  Fig.  86  dargestellten  Polygons  vor  der  geschlossenen  Fläche 
jFjgg  zu  erkennen*). 

In  der  Structur  unserer  G^^»  lässt  sich  interessanter  Weise  eine 
Analogie  zur  Structur  der  Ikosaedergruppe  bis  in's  einzelne  verfolgen. 
Wir  wählen  demgemäss  den  Vergleich  der  G^^  mit  der  Ikosaeder- 
gruppe bei  den  folgenden  Entwicklungen  zum  Ausgangspunkt. 

*)  Eine  solche  geBchloBsene  Fläche  F^^^  wird  hier  in  der  That  notwendig 
sehr  compliciert.  Vergleiche  übrigens  wegen  einer  anderweitigen  Versinnlichung 
einer  solchen  Fläche  die  Abhandlung  von  Hm.  Haskell,  über  die  zur  Curve 

im  prqjectiven  Sinne  gehörige  mehrfache  Überdechung  der  Ebene  (Göttinger  Disser- 
tation, 1889). 
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Auf  dem  Ikosaeder,  das  wir  kurz  als  F^  bezeichnen  werden^ 
lagen  zwölf  Punkte  c,  um  mit  ihnen  zu  beginnen.  Diesen  zwölf 
Punkten  c  waren  sechs  gleichberechtigte  cyclische  Untergruppen  65 
der  G^Q  zugeordnet;  deren  einzelne  zwei  Punkte  c  zu  Fizpunkten  besass, 
während  sich  bei  Ausführung  dieser  G^  die  übrigen  zehn  Punkte  c 
in  zwei  Reihen  zu  je  fünf  cyclisch  permutierten.  Ganz  analog  bei 
unserer  G^^^:  Da  haben  wir  24  Punkte  c  und  man  fasse  nun  zunächst 
insonderheit   denjenigen  in's  Auge,   der  im   Mittelpunkt  der  Fig.  86 

gelegen  ist.  Drehung  durch  den  Winkel  —  um  diesen  Punkt  trans- 
formiert das  Polygon  F^^  in  sich,  und  nun  entspringt  ersichtlich  durch 
Wiederholung  dieser  Drehung  eine  in  der  G^^^  enthaltene  cyclische  G^. 
Man  sehe  nach,  wie  sich  bei  Ausübung  dieser  G^  die  anderen  23  Punkte  c 
verhalten.  Zwei  Kränze  von  je  sieben  solchen  Punkten  erblickt  man 
direct  im  Innern  des  Polygons  Fig.  86;  die  7  Punkte  des  einzelnen 
Kranzes  vertauschen  sich  bei  der  G^  offenbar  cyclisch.  Ein  dritter 
Kranz  von  7,  sich  ebenso  verhaltenden  Punkten  liegt  in  denjenigen 
Punkten  c  von  F^^^  vor,  deren  Umgebungen  jedesmal  durch  die  Rand- 
curven  des  Polygons  in  zwei  Teile  zerlegt  erscheinen.  Endlich  bleiben 
auf  FiQ^  noch  zwei  Punkte  c,  diejenigen  nämlich,  welche  sich  bei  Zu- 
sammenlegung des  Polygons  aus  den  14  Ecken  desselben  zusammen- 
setzen; man  überzeugt  sich  sofort,  dass  diese  beiden  Punkte  c  Fixpunkte 
unserer  G^  sind.  Fassen  wir  zusammen,  so  haben  wir:  Die  gefundene  G^ 
hat  drei  Punkte  c  zu  Fixpunkten,  während  sich  die  übrigen  21  Punkte  c 
hei  Ausführung  der  G^  in  drei  Systemen  m  je  sieben  cyclisch  permutieren. 
So  führt  nun  überhaupt  jeder  der  24  Punkte  c  zur  Aufstellung 
einer  cyclisthen  6?^,  welcher  er  als  Fixpunkt  zugehört,  und  da  alle 
24  Punkte  c  bezüglich  der  G^^^  mit  einander  äquivalent  sind,  so  werden 
alle  so  entspringenden  G^  innerhalb  der  Gesamtgruppe  G^^  gleichberech- 
tigt sein*).  Inzwischen  gelangen  wir  auf  diese  Weise  keineswegs  zu 
24  verschiedenen  6!^,;  vielmehr  überzeuge  man  sich  etwa  durch  Heran- 
ziehung der  oben  besonders  betrachteten  (T7,  dass,  wenn  die  zu  c^  im 
eben  gemeinten  Sinne  gehörige  G.^  auch  noch  c^  und  c^  zu  Fixpunkten 
besitzt,  eben  diese  beiden  letzteren  Punkte  c^,  c^  von  sich  aus  gerade 
zu  der  nämlichen  (r^  führen.  Immer  drei  der  24  Punkte  c  geben  also 
dieselbe  G,,  so  dass  wir  schliessen:  In  der  G^^  giebt  es  8  gleichberech- 
tigte cyclische  Untergruppen  G^  der  Ordnung  7.  Diesen  acht  Gruppen 
entsprechend  ordnen  sich  die  24  Punkte  c  zu  je  drei  in  8  Tripel  zu- 


*)  Man  erinnere  sich  hier  des  „Ikos."  p.  12  angegebenen,  auch  bereits  oben 
in  n,  3  wiederholt  zar  Geltung  gekommenen  Frincips  über  Gleichberechtigung 
solcher  Operationen,  deren  Fixpunkte  äquivalent  sind. 
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sammen,  eine  Anordnung,  deren  wir  im  folgenden  Paragraphen  und 
späterhin  noch  häufig  zu  gedenken  haben.  Es  entspricht  diese  An- 
ordnung übrigens  der  Verteilung  der  12  Ikosaederecken  auf  6  Paare 
einander  gegenüberliegender. 

Jetzt  bringen  wir  sofort  die  in  §  7  des  vorigen  Kapitels  (p.  322) 
allgemein  entwickelten  gruppentheoretischen  Schlussweisen  in  Anwen- 
dung. Die  einzelne  G^  als  eine  unter  8  gleichberechtigten  Gruppen  ist 
im  ganzen  mit  168 : 8  «=»  21  Operationen  der  G^^g  vertauschbar,  die  eine 
G^i  bilden.  So  entspringen  acht  gleichberechtigte  Untergruppen  G^i  der 
Ordnung  21,  die  ersichtlich  den  6  gleichberechtigten  G^q  des  Ikosaeders 
entsprechen.  In  der  That  ist  diese  Analogie  auch  geometrisch  voll- 
ständig durchführbar^  was  im  folgenden  Paragraphen  geleistet  wird. 
Wir  beginnen  dabei  mit  einer  erneuten  Betrachtung  der  geometrischen 
Verhältnissei  und  führen  insbesondere  ein  neues  Element  der  An- 
schauung, die  28  Symmetrielinien  der  F^q^  ein.  Vermöge  derselben 
erfahren  wir  dann  auch  Näheres  über  die  Structur  der  gerade  ge- 
fundenen acht  G^i]  wir  lernen  zugleich  eine  Reihe  weiterer  Unter- 
gruppen der  G^ßs  kennen,  deren  Gesamtheit  wir  überhaupt  im  Laufe 
der  gerade  vorliegenden  Paragraphen  aufstellen  werden. 


§  10.    Die  28  Symmetrielinien  der  F^qq  und  die  Untergruppen  G 
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und  Gq  der  G^^. 


Wie  wir  die  Ikosaederteilung  in  Fig.  31  (p.  106)  darstellten^  wird 
sie  durch  15  grosste  Kreise  der  Eugel  bewerkstelligt,  welche  mit 
einander  bezüglich  der  G^  äquivalent  waren  und  durchgehends  Sym- 
metriekreise der  gemeinten  Teilung  darstellten.  Wollen  wir  die  ana- 
logen Verhältnisse  für  unsere  regulär-symmetrische,  geschlossene  Fläche 
jPjßg  untersuchen,  so  wird  auch  hier  jede  Linie  ihrer  Einteilung  eine 
Symmetrielinie  dieser  Teilung  sein;  tmr  werden  also  jede  solche  Linie 
Tiurz  als  eine  Symmetrielinie  der  Fläche  F^^^  bezeichnen.  Man  ver- 
folge nun  zuvorderst  an  der  ebenen  Fig.  86  eine  einzelne  solche 
Symmetrielinie ;  etwa  diejenige,  welche  vertical  durch  die  Mitte  dieser 
Figur  hindurchzieht.  Um  zu  beurteilen,  wie  sich  diese  Linie  über 
ihre  in  Fig.  86  eintretenden  beiden  Endpunkte  hinaus  auf  der  Fläche 
fortsetzt,  müssen  wir  vorab  mit  Hilfe  der  Zuordnung  der  Randcurven 
nachsehen,  wie  sich  die  an  den  Ecken  des  Polygons  gelegenen 
Dreiecke  zu  den  Umgebungen  der  beiden  bezüglichen  Punkte  c  der 
Fläche  zusammenfügen.  Da  ist  es  denn  unschwer  zu  erkennen,  dass 
sich  die  Bandcurven  5  und  10  (Fig.  86)  auf  der  geschlossenen  Fläche 
zu  einer  Linie  zusammenlegen,  die  im  Verein  mit  dem  unserer  verti- 
calen   Geraden  entsprechenden  Cnrvenstück  eine  auf  der  Fläche  Fj^^ 


dnrch  die  Flächen  F 
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geschlossene  Symmetrielinie  abgiebt.  Diese  Symmetrieliuie  besteht  im 
ganzen  aus  18  Dreiecksseiten.  Die  Reihenfolge  der  auf  ihr  liegenden 
Punkte  ayhjC  ist  in  Fig.  89  angegeben ^  die  einen  längs  der  Sym- 
metrielinie aus  der  geschlossenen  Fläche  ausgeschnittenen  Gürtel  in 
schematischer  Weise  versinulicht. 

Aus  der  in  Fig.  89  mitgeteilten  Zeichnung  wolle  man  nun  insbeson- 
dere entnehmen  y  dass  jede  der  drei  Arten  von  Dreiecksseiten ^  die  es 
giebt^  sich  mit  sechs  Seiten  an  der  Bildung  unserer  Symmetrielinie 
beteiligt.  Es  folgt  daraus  der  wich- 
tige Satz,  dass  alle  Symmetrielinien 
unserer  F^^^  mit  einander  äquivalent 
sind.  Auf  einer  beliebig  vorgegebenen 
Symmetrielinie  greife  man  nämlich 
irgend  eine  Dreiecksseite  auf.  Zu  letz- 
terer lässt  sich  auf  der  hierneben  dar- 
gestellten Symmetrielinie  sofort  eine 
äquivalente  Seite  auffinden.  Da  wird 
dann  diejenige  Operation  der  fi^ißg, 
welche  die  erste  dieser  Seiten  in  die 
zweite  transformiert,  zugleich  die  eine 
Symmetrielinie  in  die  andere  über- 
führen. Indem  also  alle  Symmetrielinien  die  durch  Fig.  89  versinnlichte 
Gestalt  besitzen,  werden  sie  insbesondere  alle  aus  je  18  Dreiecksseiten 
bestehen.  Aus  der  Gesamtzahl  der  3  •  168  Dreiecksseiten  entstehen  so- 
nach im  ganzen  3-168:18  =  28  Symmetrielinien.  Daher  das  wichtige 
Resultat,  welches  dem  zu  Anfang  angegebenen  Satze  von  der  Iko- 
saederteilung  entspricht:  Die  regulär-symmetrische  Teilung  unserer  I lache 
^168  ^^^  durch  28  unter  einander  äquivalente  Symmetrielinien  hewerh- 
steüigt    (Man  vgl.  Math.  Ann.  Bd.  14,  p.  465). 

Indem  die  einzelne  Symmetrielinie  durch  die  168  Operationen  der 
Gi^  nur  in  28  Symmetrielinien  übergeführt  wird,  muss  sie  durch 
168:28  «>  6  Operationen,  in  sich  transformiert  werden;  dieselben  bilden 
notwendig  eine  G^.  Gonstatieren  wir  also:  Den  28  unter  einander 
äquivalenten  Symmetrielinien  ent^echen  28  gleichberechtigte  Untergruppen 
G^  sechster  Ordnung  der  Gigg*).     Solches  wird  durch  Fig.  89  unmittel- 


Fig.  89. 


*)  Man  könnte  zunächst  glauben,  dass  die  einzelne  G^  immer  zugleich 
mehrere  Symmetrielinien  in  sich  überführen  möchte,  wobei  dann  die  Zahl  der  G^ 
ein  Teiler  Ton  28  wäre,  aber  nicht  28  selbst.  Das  würde  aber  wider  die  gleich  zu 
besprechende  Thataachc  streiten,  dass  die  in  der  einzelnen  G^  enthaltene  G^  nur 
gwei  von  den  66  Punkten  b  zu  Fixpunkten  hat. 
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bar  zur  Evidenz  gebracht,  und  wir  erkennen  dabei  zugleich  in  unseren 
Gq  Untergruppen  der  G^q^  vom  Diedertyptis.  In  der  That  wird  ja 
unsere  in  Fig.  89  dargestellte  Symmetrielinie  zuvörderst  durch  eine 
Operation  der  Periode  drei  in  sich  übergeführt ,  welche  sich  sche- 
matisch als  Drehung  durch  120^  um  den  Mittelpunkt  der  Figur 
darstellt.  Fürs  zweite  wird  die  gemeinte  Linie  ersichtlich  noch 
durch  drei  Operationen  der  Periode  zwei  in  sich  übergeführt^  die 
auf  dieser  Linie  in  a|^  a^  bez.  o^;  a^  und  a^,  a^  je  ein  Paar  von 
Fixpunkten  besitzen;  man  kann  sich  diese  Operationen  als  Um- 
klappungen der  Figur  um  drei  sich  in  ihrem  Mittelpunkte  kreuzende 
Durchmesser  denken. 

Den  Diedertypus  der  in  Rede  stehenden  Gg  können  wir  hier  an- 
schaulich sogar  noch  weiter  verfolgen ;  indem  wir  nämlich  in  unserer 
geteilten  Fläche  F^^  ein  der  Figur  13  (p.  72)  entsprechendes  Gerüst 
von  vier  Symmetrielinien  aufsuchen.  Die  Diederteilung  besitzt  drei 
äquivalente  Kreise,  die  gemeinsam  durch  zwei,  einander  diametrale 
Punkte  der  Eugel  laufen,  und  einen  vierten,  jene  orthogonal  schneiden- 
den Kreis  (cf.  Fig.  13).  Diesem  letzteren  Kreise  müssen  wir  offenbar  die 
Symmetrielinie  der  Fig.  89  entsprechend  setzen,  während  die  anderen 
drei  Kreise  der  Diederteilung  den  durch  die  Punkte  a  der  Fig.  89 
ziehenden  anderen  Symmetrielinien  gegenüber  zu  stellen  sind.  Wolle 
man  jetzt  diese  Symmetrielinien  in  Fig.  86,  p.  370,  verfolgen.  Da  wird 
man  das  interessante  Resultat  erblicken:  Die  Symmetrielinie  durch  a^  zieht 
auch  durch  a^,  diejenige  durch  a^  durch  a^,  die  durch  a^  durch  a^;  besagte 
drei  Symmetrielinien  geheti  überdies  gemeinsam  durch  die  beiden  mit  b^ 
und  &2  bezeichneten  Funkte  der  Fig.  86,  abgesehen  aber  von  b^  und  b^ 
haben  keine  zwei  unter  ihnen  einen  Punkt  gemeinsam.  Wir  haben  also 
in  der  That  der  Gq  entsprechend  auf  der  F^^  eine  Figur,  die  durch- 
aus an  die  Diederconfiguration  erinnert. 

Jetzt  aber  schliessen  wir  sofort  weiter:  Die  beiden  soeben  mit  &^ 
und  &2  bezeichneten  Punkte  müssen  Fixpunkte  der  in  der  betrachteten  G^ 
enthaltenen  cydischen  G^  sein.  Das  beweist  msm  vermittelst  der  Fig.  86 
auch  leicht  direct.  In  der  That  setze  man  in  derselben  das  Ausgangs- 
dreieck dem  an  der  gemeinsamen  Spitze  der  7^^^  und  8^  Randcurve 
liegenden  Doppeldreiecke  entsprechend  und  lasse  von  hier  aus  weiter 
benachbarten  Dreiecken  immer  im  gleichen  Sinne  benachbarte  ent- 
sprechen. Da  wird  man  finden,  dass  der  Punkt  b^^,  wie  b^,  sich 
selbst  zugeordnet  ist,  dass  aber  dies  auch  die  einzigen  Fixpunkte  der 
bezüglichen  G^  sind.  Merken  wir  uns  also  den  Satz:  In  der  G^^  giebt 
es  28  cydisdve  Untergruppen  63  von  der  dritten  Ordnung;  jede  derselben 
besitzt  zwei  zu  den  Punkten  b  gekorige  Fixpunkte.     Das  stimmt  denn 
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damit  überein,  dass  wir  auf  der  Fläche  F^^  in  der  That  56  unter 
einander  äquivalente  Punkte  h  zu  verzeichnen  hatten*). 

Kehren  vrir  nun  noch  kurz  zur  Betrachtung  der  im  vorigen  Para- 
graphen gewonnenen  acht  gleichberechtigten  G^i  zurück.  Die  sieben 
Geraden,  welche  in  Fig.  86,  p.  370,  durch  die  Mitte  des  Polygons  hindurch- 
ziehen,  vereinen  sich  mit  den  sieben  Paaren  von  Randcurven  zu  ebenso 
vielen  Symmetrielinien.  Diese  sieben  Symmetrielinien  gehen  allesamt 
durch  die  drei  Fixpunkte  (i,  o^,  c^  der  ursprünglich  studierten  G^y  haben 
aber  übrigens  keinen  Schnittpunkt  gemeinsam.  Hierin  liegt,  wie  man 
bemerkt,  eine  sehr  einfache  Definition  der  Tripel  zusammengehöriger 
Punkte  c**).  Da  ziehe  man  nun  die  G^  heran,  welche  zu  einer  dieser 
sieben  Symmetrielinien  im  soeben  dargelegten  Sinne  gehört.  Aus  Fig.  89 
sieht  man,  dass  die  Operationen  der  G^  die  drei  Punkte  c^,  c^y  c^ 
cyclisch'  permutieren,  und  aus  dem  Umstände  entnimmt  man  leicht 
das  Resultat,  dass  die  Operationen  der  G^  mit  der  zu  den  Fixpunkten 
Ci,  c^f  c^  gehörigen  G^  vertauschbar  sind.  Jene  sieben  Symmetrielinien 
liefern  also  7  G^  und  deren  von  der  Identität  verschiedene  14  Operationen 
bilden  im  Verein  mit  der  G^j  die  dieser  Gruppe  imgeordnete  G^i»  Die 
Structur  der  Gruppen  G^i  ist  damit  vollständig  aufgewiesen;  man 
könnte  dieselben  als  halbmetacyclische  Gruppen  bezeichnen  (cf.  unten  II,  9). 

§  11.   Die  21  kürsesten  Linien  der  F^q^  und-  die  Untergruppen 

Gq,  G^y  G^  in  der  G^q^. 

Um  eine  Reihe  weiterer  Untergruppen  der  (r^gg  aufzustellen,  haben 
wir  in  Fig.  86  eine  einzelne  Bahncurve  derjenigen,  übrigens  hyper- 
bolischen Substitution  von  s  durch  das  Polygon  gelegt,  welche  die 
Randcurve  10  in  die  zugeordnete  Randcurve  5  überführt.  Auf  der 
geschlossenen  Fläche  i^^^g  wird  die  eben  gemeinte  Bahncurve  eine 
geschlossene  Linie  liefern,  und  um  für  diese  einen  zweckmässigen 
Namen  zu  besitzen,  benennen  wir  sie  (auf  Grund  einer  nahe  liegen- 
den Überlegung)   als   eine  küreeste  Linie  auf  der  Fläche  F^qq.    Wie 


*)  Erinnern  wir  hier  wieder  knrz  an  die  entsprechenden  Untergruppen  der  G^^ . 
Den  28  G^  des  Textes  entsprechen  dort  15  (r, ,  bei  deren  Operationen  die  15  Symmetrie- 
kreise  des  Ikosaeders  bez.  in  sich  verschoben  werden.  Im  ganzen  aber  wird  die 
einzelne  Symmetrielinie  dnrch  die  4  Operationen  einer  Vierergmppe  G^  in  sich 
transformiert,  wobei  diese  G^  offenbar  den  obigen  G^  entsprechen.  Darin  freilich 
liegt  eine  Abweichung,  dass  eine  einzelne  dieser  G^  immer  zugleich  drei  Symmetrie- 
kreise  in  sich  überführt,  so  dass  die  Zahl  gleichberechtigter  G^  auf  15 : 3  »>  5 
znrfickgeht. 

**)  Man  ziehe  hier  nnd  weiterhin  immer  wieder  das  Ikosaeder  zum  Vergleich 
in  Betracht,  ohne  dass  wir  dies  ins  einzelne  stets  besonders  ausführen. 
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man  sieht^  durchzieht  diese  kürzeste  Linie  nur  acht  freie^  sowie  acht 
schraffierte  Dreiecke  des  Polygons*).  Wir  wollen  diese  acht  Drei- 
ecke jeder  Art  mit  den  Nummern  1^  2,  •  •  -,  8  belegen,  und  zwar 
nummerieren  wir  dabei  in  der  Reihe  von  links  nach  rechts.  Hier  ist 
nun  sofort  evident:  Wird  ein  von  der  kürzesten  Linie  durchzogenes 
Dreieck  in  eines  der  acht  anderen,  mit  ihm  gleichartigen  transformiert, 
so  geht  die  kürzeste  Linie  in  sich  über,  und  zugleich  giebt  es  in  der 
6rjg3  keine  andere  als  diese  acht  Operationen,  welche  die  betrachtete 
Linie  in  sich  transformieren.  Durch  oft  geübte  Schlussweise  folgt 
hieraus:  Es  giebt  auf  der  gescMosseHen  Fläche  überhaupt  168:8  =  21 
hUrjseste  Linien  beschriä>ener  Art;  dieselben  sind  alle  unter  einander 
äquivalent. 

Die  acht  Operationen,  welche  unsere  in  Fig.  86  gezogene  kürzeste 
Linie  in  sich  überführen,  bilden  eine  Untergruppe  G-^  vom  Dieder- 
typus.  Wolle  man  nämlich  das  oben  mit  der  Nummer  1  belegte  freie 
Dreieck  in  das  dritte  überführen,  so  hat  man  damit  eine  Operation 
der  Periode  4  charakterisiert,  wie  aus  der  Figur  immittelbar  ersicht- 
lich. Ausser  dieser  G^  gehören  der  G-^  noch  vier  Operationen  der 
Periode  zwei  an,  deren  einzelne  jedesmal  zwei  von  den  8  auf  der  kür- 
zesten Linie  gelegenen  Punkten  a  zu  Fixpunkten  hat;  in  der  That  wird 
z.  6.  diejenige  Operation  der  (r^gg,  welche  die  freien  Dreiecke  1,  2 
permutiert,  zugleich  auch  die  freien  Dreiecke  5,  6  austauschen,  wie 
man  aufs  leichteste  mit  Hilfe  der  kürzesten  Linie  selbst  darthut  u.  s.  w. 
Der  Diedertypus  der  6rg  ist  damit  zur  Evidenz  gebracht. 

Wird  durch  die  in  Rede  stehende  Gq  nur  die  eine  kürzeste  Linie 
in  sich  übergeführt,  von  deren  Betrachtung  wir  hier  ausgingen,  so 
giebt  es  in  der  G^qq  ersichtlich  21  gleichberechtigte  Diedergruppen  6rg. 
Dem  gegenüber  könnte  es  freilich  auch  eintreten,  dass  durch  die  frag- 
liche (?g  nicht  nur  eine,  sondern  immer  zugleich  mehrere,  etwa  drei 
kürzeste  Linien  in  sich  übergeführt  würden,  wobei  es  dann  nur  7  gleich- 
berechtigte 6rg  gäbe.  Um  hierüber  zu  entscheiden,  bemerke  man,  dass 
in  jeder  Gg  eine  cyclische  6r4,  in  jeder  solchen  G^  aber  eine  cyclische 
G^  ausgezeichnet  enthalten  ist;  können  wir  zeigen,  dass  die  Zahl  der 
gleichberechtigten  G^  ^°  ^®^  ^les  21  ist,  so  gilt  dasselbe  von  der  An- 
zahl der  G^  und  der  Gg. 

Als  Erzeugende  der  in  der  oben  besonders  betrachteten  G^  ent- 
haltenen G2   werden   wir   diejenige  Operation  bezeichnen,   welche  das 

*)  Will  man  etwa  bezweifeln,  dass  die  8  Punkte  a  dieser  Dreiecke  zugleich 
auf  einer  Bahncurve  der  Teilung  (2,  3,  7)  gelegen  sein,  so  setze  man  an  Stelle 
der  punktierten  Linie  die  in  die  Figur  gleichfalls  aufgfenommene  Zickzacklinie; 
diese  letztere  leistet  für  unsere  Zwecke  dasselbe,  wie  jene. 
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freie  Dreieck  1  unserer  kürzesten  Linie  in  das  freie  Dreieck  5  über- 
führt. Durch  diese  Operation  wird  aber  ganz  offenbar  diejenige  Sym- 
metrielinie in  sich  übergeführt,  die  yertical  durch  die  Mitte  der 
Figur  86  zieht.  Demgemäss  wissen  wir  schon  aus  vorigem  Para- 
graphen^ dass  besagte  G^  auf  dieser  Symmetrielinie  zwei  Fizpunkte  a 
hat;  unsere  G^  gehört  also  zu  den  Gruppen,  bei  deren  Operationen 
Punkte  a  erhalten  bleiben.  Die  Gesamtzahl  dieser  Punkte  war  84. 
Möge  also  jede  unserer  G^  m  Fixpunkte  a  besitzen,  so  wird  die  An- 

zahl  gleichberechtigter  Untergruppen   G^  dieser  Art  offenbar  —  sein. 

Zur  Bestimmung  von  m  ist  nun  die  in  Fig.  87,  p.  372,  gegebene  An- 
ordnung des  Polygons  sehr  brauchbar.  Diese  Figur  setzt  sich  aus  vier 
abwechselnd  indirect  und  direct  kreisverwandten  Quadranten  zusammen, 
welche  von  den  beiden  durch  den  Punkt  a^  der  Fig.  87  gehenden  Sym- 
metriekreisen  begrenzt  werden.  Betrachten  wir  nun  diejenige  der  hier 
gemeinten  Operationen  der  Periode  zwei,  welche  a^  zum  Fixpunkt  hat. 
Dieselbe  permutiert  den  ersten  und  dritten,  sowie  auch  den  zweiten 
und  vierten  unserer  Quadranten.  Jetzt  wollen  wir  direct  zusehen, 
welche  Punkte  a  bei  dieser  Operation  sich  selbst  zugeordnet  sind. 
Offenbar  kann  ausser  a^  kein  Punkt  a,  der  im  Innern  des  Polygons 
Fig.  87  liegt,  sich  selbst  entsprechen.  Weitere  etwa  vorhandene  Fix- 
punkte der  gedachten  Operation  haben  wir  also  auf  der  Berandung 
unseres  Polygons  zu  suchen.  Da  ist  zuvörderst  deutlich,  dass  die  vier  in 
Fig.  87  mit  a^  bezeichneten  Ecken  für  die  geschlossene  Fläche  in  der 
That  einen  Fixpunkt  o  unserer  G2  liefern,  während  alle  übrigen  Ecken 
Punkte  b  oder  c  liefern.  Der  Rest  der  in  Betracht  kommenden  Fix- 
punkte ist  unter  den  von  den  Ecken  verschiedenen  Bandpunkten  a  zu 
suchen.  Nun  geht  bei  Fig.  87  die  Randcurve  mit  der  Nummer  v 
durch  Ausführung  der  zu  Grunde  liegenden  Operation  in  die  (v  -{-  16)^ 
Randcurve  über.  Soll  also  eine  Randcurve  einen  Fixpunkt  a  der  ge- 
suchten Art  tragen,  so  muss  sie  ersichtlich  durch  die  für  Fig.  87 
geltende  Zusammengehörigkeit  der  Ränder  der  (y  -f-  16)^^^  Rand- 
curve zugewiesen  sein.  Wolle  man  demnach  in  der  Tabelle  der 
Fig.  87  nachsehen,  wie  oft  die  Differenz  der  Nummern  einander 
zugewiesener  Randcurven  16  ist  Das  trifft  zweimal  ein,  nämlich 
bei  5 — 21  und  12  —  28.  Wir  finden  so  in  a^  und  a^^  noch  zwei 
weitere  Fixpunkte,  ausser  welchen  nun  aber  noch  andere  nicht  exi- 
stieren. Es  ist  sonach  m  =  4  und  wir  gewinnen  zusammenfassend 
das  Resultat:  Den  21  kürjsesten  Linien  entdeckend  gid>t  es  in  der  G^^ 
im  gcmzen  21  gleichberechtigte  cydische  G^  und  in  ihnen  Aenso  viele 
cydische  G^]  bei  den  Operationen  der  Periode  4  bleibt  selbstverständlich 


382  n,  6.    Definition  sämtlicher  Untergruppen  der  Modulgruppe 

kein  Punkt  der  F^^^g  fest,  die  eingelne  G^  aber  besitzt  je  vier  von  den 
84  Punkten  a  m  Fixpunkten.  Als  eine  unter  21  gleichberecktigten  ist 
die  einzelne  G^  vertauschbar  mit  acht  Operationen  einer  6rg,  und  wir 
kommen  so  zurück  zu  den  21  gleichberechtigten  Diedergruppen  G^,  die  wir 
bereits  oben  kennen  lernten^*). 

Berechnen  wir  jetzt  die  Gesamtzahl  der  yerschiedenen^  nun  zur  Gel- 
tung gekommenen  Operationen  der  G^^^,  Die  8  G^  enthielten  8-6  ver- 
schiedene Operationen  der  Periode  7,  die  28  G^  desgleichen  28  •  2  Ope- 
rationen der  Periode  3,  die  21  G^  endlich  21  -3  Operationen  der  Periode  4 
bez.  2.  Fügen  wir  ihnen  hinterher  noch  die  Identität  hinzu^  so  sind  das 
zusammen  8  •  6  -f  28  •  2  -f  21  •  3  -f  1  =  168  Operationen.  Im  Vorher- 
gehenden  haben  wir  also  alle  Operationen  der  Gy^^  berücksichtigt  und 
daher  aUe  cyclischen  Untergruppen  der  G^^  kennen  gelernt  An  nicht- 
cyclischen  Untergruppen  der  (r^^g  finden  sich  ausser  den  schon  ge- 
nannten (tji,  (rg  und  (tq  aber  noch  zwei  weitere  Arten,  zu  deren  Auf- 
stellung wir  sehr  leicht  von  den  21  gleichberechtigten  G^  aus  ge- 
langen, wie  wir  im  folgenden  Paragraphen  zeigen  wollen**). 

§12.     Die  Vierergruppen  G^  und  Oktaedergruppen  G^  in  der  G^^. 

Nennen  wir  v^^  die  Erzeugende  einer  cyclischen  6?^,  die  wir  beliebig 
aus  der  Zahl  der  21  gleichberechtigten  Gruppen  dieser  Art  auswählen; 
Vg  sei  eine  von  v^  verschiedene,  mit  G^  vertauschbare  Operation  der 
Periode  zwei.    Alsdann  haben  wir  in 

Vj,    VgVi,    r^t?!*,    v^v^ 

die  Operationen  einer  der  21  gleichberechtigten  Diedergruppen  G^. 
Hier  stehen  in  der  zweiten  Reihe  lauter  Operationen  der  Periode  zwei, 
und  es  ist  z.  B.  v^v^v^Vy  =  1,  was  wir  auch 

(2)  v^-^v,v^  =  v^-i 

schreiben  können;  die  Operation  v^  wird  also  durch  v^  in  ihre  inverse 
Operation  transformiert. 

Bemerke  man  jetzt,  dass  innerhalb  unserer  G^  die  vier  Operationen 

(3)  Vi*,    Vj,    v^Vi^     1 


*)  Den  21  C?4  der  G^jgg  entsprechen  in  der  Ikosaedergmppe  ö^g  die  10  G^ 
und  den  21  Diedergruppen  G^  der  G^^^  die  10  Diedergruppen  G^  der  G^^^  wie 
wir  sp&ter  noch  nälier  auf  arithmetischem  Wege  darthun  wollen. 

**)  Es   schien  zweckmässig,  dabei  an   Stelle   der  bisherigen   geometrischen 
Überlegungen  nunmehr  ein  abstractes  Schlussverfahren  zu  verwenden. 
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für  sich  eine  Untergruppe  G^  vom  Vierertypus  bilden,  wie  aus  (2) 
leicht  folgt.  Da  man  des  weiteren  aus  (2)  leicht  v~^V2V^  =  v^Vj^  und 
^^"■^(vgt?!*)^^  =  Vj  ableitet,  so  wird  diese  6r^  durch  v^  und  sonach  über- 
haupt durch  alle  Operationen  der  G^  in  sich  transformiert.     In  ganz 

analoger  Weise  bilden  die  vier  Operationen 

• 

(4)  V7    ^'2*^1;    «^2^1*;     1 

ebenfalls  eine  Yierergmppe  (r/,  die  wiederum  mit  allen  Operationen 
der  Gq  vertauschbar  ist*). 

Ohne  weiteres  steht  hiemach  fest,  dass  wir  innerhalb  jeder  der 
21  Gg  zwei  Vierergruppen  finden,  von  denen  die  eine  mit  6r4,  die  andere 
mit  (7/  gleichberechtigt  sein  wird.  Aber  es  ist  sehr  zu  betonen,  dass 
wir  solchergestalt  nicht  21  verschiedene  mit  6?^  gleichberechtigte  Vierer- 
gruppen erhalten,  sondern  nur>  sieben.  Bei  Gewinnung  der  durch  (3) 
gegebenen  G^,  gingen  wir  nämlich  von  derjenigen  Gg  aus,  die  v^^  als  aus- 
gezeichnete Operation  der  Periode  zwei  enthielt.  Gehen  wir  ein  anderes 
Mal  von  der  G^  aus,  die  v^  in  solcher  Weise  enthält,  so  werden  wir 
innerhalb  dieser  G^  zwei  Vierergruppen  finden,  von  denen  eine  gerade 
wieder  die  G4,  der  Operationen  (3)  ist,  und  ebenfalls  gelangen  wir  zur 
nämlichen  G^  von  der  G^  aus,  die  v^v^*  ausgezeichnet  enthält.  Daher 
geht  in  der  That  die  Zahl  der  solcher  Weise  entstehenden  gleich- 
berechtigten Vierergruppen  auf  21:3  =  7  zurück. 

Indem  übrigens  dieselbe  Bemerkung  auf  (r/  Anwendung  findet, 
gewinnen  wir  zwei  Systeme  von  je  7  Vierergruppen,  wobei  dem  ersteren 
Systeme  G^^y  dem  anderen  Cr/  angehört.  Die  sieben  Gruppen  des  einzelnen 
Systemes  sind,  wie  wir  schon  bemerkten,  unter  einander  gleichberech- 
tigt; es  tritt  aber  hierüber  hinaus  die  Frage  ein,  ob  die  Gruppen  des 
einen  Systems  mit  denen  des  anderen  gleichberechtigt  sein  mögen  oder 
nicht.  Sicher  sind  ja  innerhalb  der  einzelnen  G^  die  beiden  in  ihr 
nachgewiesenen  Vierergruppen  nicht  gleichberechtigt;  aber  es  konnte 
sein,  dass  dieselben  doch  mit  einander  gleichberechtigt  würden,  so- 
bald man  von  der  G^  zur  Gesamtgruppe  G^^g  aufsteigt.  Solches  ist 
indes  nicht  der  Fall.  Gäbe  es  nämlich  14  gleichberechtigte  Vierer- 
gruppen, so  müsste  deren  einzelne  mit  den  168 :  14  =:  12  Operationen 
einer  G^  vertauschbar  sein.  Nun  wissen  wir  aber  bereits,  dass  die 
einzelne  Vierergruppe  mit  den  8  Operationen  einer  sie  enthaltenden 
Gq  vertauschbar  ist;  selbige  G^  wäre  somit  in  einer  Gj^^  enthalten,  was 


*)  Wir  kommen  hiermit  anf  die  Sätze  über  Gleichberechtigung  der  ünter- 
grappen  zweiter  Ordnung  einer  Diedergruppe  von  geradem  n  zurück;  man  vergl. 
darüber  „Ikoa."  p.  10,  11. 
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unmöglich  ist  Wir  haben  solchergestalt  das  Resultat  gewonnen:  Es 
gid)t  in  der  G^^  ewei  Systeme  von  je  sieben  gleichberecktigten  Vierer' 
gruppen  (r^;  diese  beiden'  Systeme  sind  unter  einander  nicht  gleich- 
berechtigt. 

Als  eine  nnter  sieben  gleichberechtigten  Untergruppen  ist  die  ein- 
zelne Yierergruppe  mit  24  Operationen-  der  G^q^  vertauschbar^  die  eine 
6r24  bilden.  Wollen  wir  hier  zum  Schluss  noch  die  Structur  dieser  G^ 
ein  wenig  näher  untersuchen.  Dass  sie  eine  Vierergruppe  ausgezeichnei 
enthalt,  ist  gerade  nur  die  Umkehrung  des  vorletzten  Satzes.  Sie  wird 
überdies  di^enigen  drei  cydischen  G^  enthalten,  welche  die  drei^  in  jener 
Yierergruppe  auftretenden  Operationen  der  Periode  zwei  in  sich 
schliessen.  Die  gemeinten  drei  cyclischen  G^  enthalten  zusammen  zehn 
verschiedene  Operationen  der  G^,  und  es  bleiben  also  noch  14  weitere 
zurück^  deren  Eigenart  wir  noch  zu  bestimmen  haben.  Nun  wird  die 
einzelne  unserer  7  (7,4  sicher  wenigstens  eine  G^  enthalten*).  Solcher 
6rs  haben  wir  28  gleichberechtigte  und  nehmen  jetzt  an,  dass  sich 
jede  derselben  an  v  verschiedenen  unter  den  7  G^  beteilige.  Dann 
werden  sich  ofißenbar  28 1/  Cr,  auf  unsere  7  (T24  verteilen  (jede  G^  so 
oft  gezählt,  als  sie  in  den  G^  auftritt),  so  dass  auf  die  einzelne  G24,  im 
ganzen  28i/:7  =  4i/  Gruppen  G^  entfallen.  Diese  liefern  Sv  Opera- 
tionen der  Periode  drei,  welche  sonach  unter  jenen  14  noch  nicht  be- 
stimmten Operationen  der  (t^^  Platz  finden  müssen.  Es  ist  demgemäss 
Sv  <  14,  d.  i.  V  =  1,  so  dass  die  G^  vier  cydische  Untergruppen  G^ 
enthiUL  Nunmehr  bleiben  nur  noch  6  Operationen  der  G21  unbekannt; 
diese  können  aber  nur  solche  der  Periode  zwei  sein,  da  die  G^q^  ander- 
weitige Operationen  für  die  G^^  nicht  mehr  zu  liefern  vermag.  Merken 
wir  uns  also,  dass  in  der  G24,  endlich  noch  6  cyclische  Untergruppen  G^ 
enthalten  sind. 

Die  in  der  G24,  nachgewiesenen  cyclischen  Untergruppen  stimmen 
nun,  was  Zahl  und  Ordnung  angeht,  bis  ins  einzelne  mit  den  cyclischen 
Untergruppen  der  Oktaedergruppe  überein,  und  auch  der  Umstand, 
dass  unsere  G24,  eine  Vierergruppe  ausgezeichnet  enthält,  kommt  auf 
eine  wohlbekannte  Eigenschaft  der  Oktaedergruppe  zurück.  In  der 
That  haben  wir  in  unserer  G^^  eine  Untergruppe  vom  Oktaeder- 
typus vor  uns,  wie  wir  später  sehen  werden,  übrigens  auch  hier 
ohne  Mühe  beweisen  könnten.  Indem  wir  uns  vorbehalten,  diesen 
Nachweis  später  zu  erbringen,  formulieren  wir  hier  sogleich  das  Re- 
sultat:  Es  giebt  in  der  Gi^g  jswei  Systeme  von  je  sieben  gleichberech- 


*)  Zufolge  des  za  den  Elementen  der  Gruppentheorie  gehörenden  Canchy^schen 
8atzea. 
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tigten  Untergruppen  G21  vom  OJcktedertypus.  Damit  sind  nun  aber^  wie 
wir  gleichfalls  hier  vorgreifend  anführen^  alle  in  der  G^^^  über- 
haupt enthaltenen  Untergruppen  thatsächlich  erschöpft*);  es  ist  also 
das  Problem^  mit  dem  wir  uns  in  den  letzten  Paragraphen  beschäf- 
tigteU;  thatsächlich  zu  Ende  geführt. 


Nunmehr  würde  sich  die  Aufgabe  anschliessend  zur  Modulgruppe 
selbst  wieder  zurückzugehen^  um  den  gefundenen  Untergruppen  der 
(t|^3  entsprechend  ebenso  viele  Untergruppen  siebenter  Classe  der 
Modulgruppe  zu  definieren  und  des  näheren  der  Untersuchung  zu  unter- 
werfen. Hier  werden  aber  keineswegs  alle  den  Untergruppen  der  G^^^ 
entsprechenden  Gruppen  das  gleiche  Interesse  verdienen.  Behalten 
wir  uns  also  vor^  die  gekennzeichnete  Aufgabe  späterhin  nur  für  die- 
jenigen der  hier  in  Rede  stehenden  Untergruppen  explicite  durch- 
zuföhren,  für  welche  der  Gang  unserer  weiteren  Entwicklung  dies 
wünschenswert  erscheinen  lässt. 

Überhaupt  aber  brechen  wir  hier  die  geometrischen  Betrachtungen 
der  letzten  Kapitel  ab.  Der  Yerzweigungssatz  hat  uns  in  dem  jetzt 
zu  Ende  geführten  Kapitel  auf  Grund  genauer  Betrachtung  der  Figuren 
zur  Kenntnis  einer  Reihe  von  Untergruppen  geführt^  deren  Gewinnung 
auf  dem  durchlaufenen  Wege  deshalb  keinen  besonderen  Schwierig- 
keiten begegnete,  weil  die  bezüglichen  Fundamentalpolygone  noch  über- 
sichtlich genug  gestaltet  waren.  Vermöge  derselben  Methodik  könnten 
wir  hier  auch  noch  einige  weitere  ausgezeichnete  Untergruppen  vor- 
legen und  der  näheren  Untersuchung  unterziehen.  Aber  wir  dürfen 
nicht  verschweigen,  dass  diese  concrete  Art  der  geometrischen  Be- 
trachtungsweise zur  expliciten  Aufstellung  von  Untergruppen  der  Modul- 
gruppe nur  einen  äusserst  beschränkten  Spielraum  der  Anwendung 
'  besitzt,  da  sich  in  der  That  die  Polygone  bei  nicht  mehr  ganz  niederen 
Anzahlen  der  sie  zusammensetzenden  Dreiecke  nicht  mehr  direct  über- 
blicken lassen. 

Wollen  wir  also  in  der  expliciten  Aufstellung  der  Untergruppen 
der  Modulgruppe  vorwärts  kommen,  so  werden  wir  noch  andere,  über 
die  unmittelbare  geometrische  Anschauung  hinausgehende  Hilfsmittel 


*)  Die  im  letzten  Paragraphen  betrachteten  Untergruppen  stellen  sich  offen- 
bar in  Parallele  mit  den  fünf  Yierergrnppen  nnd  den  bezfiglichen  fünf  Tetraeder- 
gmppen,  die  in  der  Ikosaedergruppe  enthalten  sind.  Bemerke  man  übrigens  auch 
noch,  dass  die  ^leg,  wie  die  G^q,  einfach  ist,  d.  i.  keine  ausgezeichnete  Unter- 
gruppe enthält,  ein  für  später  besonders  wichtiger  Umstand,  den  wir  hier  indessen 
nur  erst  beUäufig  erwähnen  können. 
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zur  Definition  von  Untergruppen  heranziehen  müssen.  Solche  ent- 
springen für  uns  aus  der  arühmetisdMn  JSetrackbwng  der  Modulsubsti- 
tutionen^  zu  welcher  wir  nun  übergehen  wollen.  Freilich  bleibt  auch 
da  eine  erschöpfende  Theorie  zunächst  ausgeschlossen;  wir  gewinnen 
aber  mit  grosser  Leichtigkeit  eine  Reihe  bemerkenswerter  neuer  Re- 
sultate. In  der  That  werden  wir  auf  dem  bezeichneten  Wege  in  den 
nächsten  Kapiteln  zu  einer  ganzen  Gattung  wichtiger  ausgezeichneter 
Untergruppen  geführt^  als  deren  niederste  Specialfalle  wir  die  f^,  T^^j 
^2\}  r^Q,  r^^  und  fi^  des  gegenwärtigen  Kapitels  wiedererkennen  werden. 


Siebentes  Kapitel. 

Von  den  In  der  Modnlgrnppe  enthaltenen  Congrnenzgrnppen  der 

n^  Stufe. 

Durch  die  bisherigen  Erörterungen  ist  das  gruppentheoretische 
Grundproblem  in  gewisser  Weise  zur  Losung  gebracht  Wir  können 
die  Untergruppen  durch  ihre  Fundamentalpolygone  und  damit  jeweils 
durch  ein  System  von  erzeugenden  Substitutionen  definieren^  und  es 
ist  z.  B.  die  Aufzählung  aller  Untergruppen  eines  gegebenen  endlichen 
Index  |[t  auf  eine  ausfuhrbare  Kette  von  Operationen  zurückgeführt 

Haben  wir  solchergestalt  einmal  eine  Untergruppe  f^  gewonnen,  so 
wird  man  doch  nun  sicher  auch  die  tiefer  gehende  Frage  aufwerfen 
konneD,  welche  arithmetischen  Merkmale  die  besonderen  in  der  r,  ent- 
haltenen  Modulsubstitutionen  vor  den  übrigen  voraus  haben ,  denen 
zufolge  jene  Substitutionen^  unter  sich  combiniert,  immer  nur  wieder 
eine  Substitution  aus  ^^ihrer^'  Reihe  erzeugen  und  also  eine  ^^Gruppe'^ 
Vfi  bilden.  Gewiss  würde  eine  erschöpfende  Behandlung  dieser  arith- 
metischen Seite  des  gruppentheoretischen  Grundproblems  ein  not- 
wendiges Glied  in  der  vollständigen  Losimg  dieses  Problems  sein; 
aber  die  Umstände  bringen  es  mit  sich,  dass  wir  in  diesem  Betracht 
zunächst  noch  weit  von  einer  abschliessenden  Behandlung  unseres 
Problems  entfernt  sind.  In  der  That  bleibt  in  dem  hiermit  gekenn- 
zeichneten Gebiete  für  künftig  durchzuführende  Untersuchungen  noch 
ein  weiter  Spielraum.  Versuchen  wir  hier  immerhin^  wenigstens  für  die 
im  vorigen  Kapitel  explicit  aufgestellten  Gruppen  die  arithmetische 
Fragestellung  zu  erledigen.  Wir  werden  auf  dem  Wege  wenigstens 
eine  erste  Classe  von  Untergruppen  der  Modulgruppe  gewinnen^  die 
wir  auch  arithmetisch  zu  beherrschen  vermögen. 

§  1.    Die  HanpteongraenBgrnppe  rf^  Stufe. 

Die  erste  in  der  Reihe  der  Untergruppen  f  { « }  war  die  im  vierten 
Kapitel  p.  270  u.  f.  untersuchte  fg.  Wir  hatten  dieselbe  gleich  anfangs 
auf  arithmetischem  Wege  eingeführt;   indem  wir  sie  durch  die  For- 

25* 
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derung  festlegten^  dass  die  Goefficienten  ß,  y  ihrer  Substitutionen 
gerade  sein  sollten,  oder  dass  sie  also  alle  den  Congruenzen 

a  =  8^  +  l,    ß  =  y  =  0,    (mod.  2) 

genügenden  Modulsubstitutionen  erster  Art  enthalten  sollte.  Von  hier 
aus  gewinnen  wir  leicht  einen  ersten  Gesichtspunkt  für  die  yorgelegte 
Frage  nach  dem  arithmetischen  Charakter  der  Untergruppen,  den  wir 
etwa  zuYorderst  für  die  Gruppe  f  { « }  zu  erforschen  versuchen.  Ein  Blick 
auf  die  erzeugenden  Substitutionen  der  F  { „ }  (Formel  (3)  p.  360)  über- 
zeugt uns,   dass  dieselben  ohne  Ausnahme  den  Congruenzen  genügen: 

(1)  a  =  d  =  +  l,    ß  =  y  =  0,     (mod.  n); 

und  nun  bemerkt  man  sofort,  dc^  ganz  allgemein  zwei  ModtdsubstUur 
turnen  erster  Art: 

®  "-(;■?).  -"-(/;?:). 

dk  beide  den  Congruenzen  (1)  genügen,  mit  einander  conibiniert  in 


\ya'  +  dv\       yß'  +  dd/ 


.ya'+Äy',       yß' + 

eine  SuhstiUdion  liefern,  die  tviederum  den  Congruenzen  (1)  genügt.  Alle 
Modtdsubstitutionen  erster  Art,  welche  (1)  befriedigen,  bilden  sonach  eine 
Untergruppe,  die  wir  als  Hauptcongruenzgruppe  n^'  Stufe  benennen  und 
durch  Vfi^n)  bezeichnen  wollen^). 

Die  Gruppe  T  { 2 }  "=  T^  ist,  wie  wir  sehen,  mit  der  Hauptcongruenz- 
gruppe 2^  Stufe  ohne  weiteres  identisch.  Allgemein  ist  vorerst  nur 
zu  schliessen,  dass  f  {n)  eine  Untergruppe  der  Hauptcongruenzgruppe 
n^  Stufe  ist;  es  bleibt  aber  noch  zu  entscheiden,  ob  r {n)  direct  mit 
r^(ny  identisch  ist  oder  nicht.  Trifft  ersteres  zu,  so  haben  wir  den 
arithmetischen  Charakter  von  f  {n)  erschöpfend  gekennzeichnet,  indem 
wir  in  ihr  die  Hauptcongruenzgruppe  n^  Stufe  erkennen;  föllt  indessen 
r{n}  mit  dieser  Hauptcongruenzgruppe  nicht  zusammen,  so  haben  wir 
den  arithmetischen  Charakter  der  Substitutionen  von  r  {n)  vermöge  der 
Congruenzen  (1)  nur  erst  teilweise  aufgewiesen.  Welcher  von  beiden 
Fällen  für  das  einzelne  n  zutrifft,  wollen  wir  jetzt  dadurch  zur  Ent- 
scheidung bringen,  dass  wir  vor  allen  Dingen  die  Hauptcongruenz- 
gruppe n^'  Stufe  der  näheren  Betrachtung  unterziehen.  Überhaupt  ist 
es  diese  Untergruppe,  welche  fortan  im  Mittelpunkt  der  Untersuchung 
stehen  wird. 


*)  Indem  wir  hier  von  einer  Hauptcongraenzgrappe  n*^  Stufe  sprechen,  ist 
schon  durch  den  Ausdruck  angedeutet,  dass  wir  späterhin  noch  andere  Congmenz- 
gruppen  n^^^  Stufe  gewinnnen  werden ;  man  vgl.  darüber  §  6  dieses  Kapitels  p.  899. 
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Zur  Ableitimg  eines  ersten  wichtigen  Satzes  transformiere  man  die 
beliebige  Modulsubstitution  erster  Art  V  vermöge  der  Spiegelungen 
A,  B,  C,    Eine  leichte  Zwischenrechnung  ergiebt: 

Gehört  V  der  Hauptcongruenzgruppe  n^'  Stufe  an,  so  gilt  ersichtlich 
ein  Gleiches  von  jeder  dieser  drei  Operationen ,  und  somit  folgt  aus 
früheren  Sätzen:   Die  Hauptcongruenzgruppe  n**^'  Stufe  r^(n)   ist  in  der 

erweiterten  Modulgruppe  T  ausgezeichnet,  dieselbe  erscheint  demnach 
der  Erweiterung  durch  irgend  eine  beliebig  gewählte  Spiegelung  fähig. 
Dass  sie  übrigens  im  Sinne  des  vorigen  Kapitels  der  n^^  Glosse  angehört 
und  also  ein  Yerzweigungsschema  {2^  3,  n]  besitzt^  brauchen  wir  nicht 
erst  noch  ausführlich  zu  beweisen. 


§  2.    Die  ModTÜsubstitutionen  modnlo  n  betrachtet.    Die  zur  r^(„) 

gehörende  Gruppe  6r/<(f»). 

Zur  ferneren  Discussion  treffen  wir  hier  die  Verabredung^  dass 
ii^end  zwei  Modulsubstitutionen  einander  modulo  n  congruent  heissen 
sollen,  wenn  die  Gongruenzen  der  ersten  oder  zweiten  na.chfoIgenden 
Reihe  zutreffen: 

W        .__       ^      ^._       ^        /_  .._       .    (mod.  n). 

Wir  drücken  solches  hinfort  kurz  durch  die  Formel 

F'  =  F,    (mod.  n) 

aus.  Unter  Gebrauch  dieser  Bezeichnungsweise  wird  man  sagen  können, 
dass  r^(„)  aus  allen  mit  der  identischen  Substitution  1  modulo  n  con- 
gruenten  Substitutionen: 

(2)  F=l,    (mod.  w) 

besteJU. 

Die  somit  definierte  Congruenz  der  Modulsubstitutionen  erster  Art 
ist  von  folgenden  Sätzen  beherrscht:  Ist  eine  von  irgend  zwei  Sub- 
stitutionen V,  V  (immer  mod.  n  gedacht)  der  Identität  congruent, 
so  ist  VV  mit  der  anderen  congruent.  Sind  ein  ander  Mal  zwei 
Substitutionen  F,  F'  unter  einander  congruent,  so  ist  F'F~^^1; 
sind  aber  F  und  F'  incongruent,  so  ist  F'  F""*  nicht  mit  der  Identi- 
tät congruent.  Von  den  aufgestellten  Sätzen  gelten  zugleich  die  üm- 
kehrungen,  wie  man  alles  aufs  leichteste  durch  Rechnung  zeigt 
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Auf  Grund  dieser  Verhältnisse  folgt  betreffs  des  zur  Vfiin)  im  Sinne 
von  11^  5  §  1  gehörenden  Schemas:  Alle  in  der  einzelnen  HorizonUür&he^ 
angeordneten  Substitutionen  sind  modtdo  n  einander  congnient,  und  um- 
gekehrt sind  keine,  zwei  verschiedenen  Horizontalreihen  angehörende  Stdh 
stitutionen  modulo  n  congruent.  Und  weiter:  Die  Anzahl  [i(n)  der 
HorizonUüreihen  ist  gleich  der  Anzähl  modtdo  n  incongruenter  Modul- 
stibstiüUionen  erster  Art.  Nehmen  wir  demnach  die  Substitutions- 
coefficienten  einer  Modulsubstitution  nur  noch  modulo  n  oder^  wie  wir 
kurz  sagen  wollen^  unterscheiden  wir  die  Modulsubstitutionen  nur  noch 
mod.  n,  so  reduciert  sich  die  Gesamtgruppe  f  auf  eine  Gruppe  Cr^,), 
welche  der  Hauptcongruenzgruppe,  als  einer  ausgezeichneten  Unter- 
gruppe, in  bekannter  Weise  zugeordnet  ist*).  Diese  Ofi^n)  ist  durch  Ver- 
mittlung der  Hauptcongruenzgruppe  r^(„)  auf  die  Gesamtgruppe  der  Modul- 
Substitutionen  isomorph  bezogen. 

Um  aber  noch  eine  sehr  viel  bequemere  Definition  für  die  Ope- 
rationen der  Gruppe  6r^(n)  zu  gewinnen,  denken  wir  die  Goefficienten 

einer  beliebigen  Modulsubstitution  erster  Art  (    ^  A  mod.  n  auf  ihre 

kleinsten  nicht  negativen  Beste  reduciert.  Mögen  auch  diese  Reste 
wieder  a,  ß,  y,  d  heissen,  wo  aber  nun  diese  ganzen  Zahlen  im 
allgemeinen  nur  noch  eine  modulo  n  mit  der  Einheit  congruente  Deter- 
minante haben: 

(3)  ad  —  ßy  =  l,    (mod.  n). 

Reducieren  wir  jetzt  die  erste  Horizontalreihe  des  gedachten  Schemas 
mod.  n,    so   erhalten   wir   nur   die  zwei  verschiedenen  Zahlquadrupel 

bezeichneter  Art  ( ^ '    .  j  und  (  '        j ;   reducieren    wir   ent- 

sprechend irgend  eine  andere  Horizontalreihe,  so  erhalten  wir  bestimmte 
zwei  der  Congruenz  (3)  genügende  Zahlquadrupel: 


^^)und(^-«'^-;), 


die  mod.  n  stets  verschieden  sind.  Überdies  ist  ersichtlich,  dass  sich 
keine  zwei  verschiedene  Reihen  auf  dasselbe  Paar  von  Zahlquadrupeln 
reducieren  können.     Nun  aber  gelingt  es  auf  der  anderen  Seite  (wie 


*)  Die  erweiterte  Modolgruppe  f  reduciert  sich  in  entsprechender  Weise  auf 
eine  ^2/4(n)  ^^  ^^^  ^uin)  ^^^^  dnrch  Zasats  der  Operation  Ä  entspringt  Wir 
werden  späterhin  diese  ^s»(„)  wieder  mit  in  Betracht  ziehen;  bei  den  nächsten 
grundlegenden  Betrachtungen  wird  es  indes  zweckmässig  sein,  0^/^)  allein  im  Auge 


zu  behalten. 
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wir  sogleich  ausführen)  leicht,  umgekehrt  zu  irgend  einem  der  Con- 
gruenz  (3)  genügenden  Zahlquadrupel  eine  mod.  n  congruente  Modul- 
suhstitution  nachzuweisen.  Wir  haben  also  das  Resultat:  Der  Index 
der  Hauptcongruenzgruppe  n^'  Stufe  ist  halb  so  gross,  als  die  AnzaM 
modulo  n  incongruenter  Lösungen  der  Congruems  (3).   Die  diesen  Lösungen 

,  entsprechenden  Zahlquadrupel  (    '  ^ )  können    wir   als   Operationen  der 

Gruppe  Gftiu)  ansprechen.  Mit  ihnen  werden  wir  dann  gerade  wie  mit 
Modulsubstitutionen  rechnen,  nur  dass  wir  nach  Combination  zweier 
Operationen   die  Coefficienten  jedesmal  wieder  modulo  n   reducieren; 

dabei  ist  natürlich  stets  zu  beachten,   dass  je  zwei  Quadrupel  (    '  ^1 

und  (  '  vi j,  die  sich  also,  mod.  n  genommen,  nur  im  Vor- 

zeichen ihrer  Zahlen  unterscheiden,  ein  und  dieselbe  Operation  der 
Gft(n)  darstellen.  Wir  werden  die  Bezeichnung  1,  Fj,  F,,  •••,  Vf^(n)—i 
für  die  solchergestalt  definierten  Operationen  vom  Gf^^n)  beibehalten  und 
merken  uns  endlich  noch  an,  dass  die  Gruppe  Gfi{n)  (x>us  ihren  beiden 
Operationen: 

(h  iW    0    ,  i\ 

Vo,  1/'  Vm  — 1,  0/' 

die  wir  als  Operationen  der  G^^n)  durch  S  und  T  bezeichnen  werden^ 
erzeugt  werden  kann.  In  der  That  sind  ja  beim  Isomorphismus  der 
Gruppe  6r/i(»)  und  der  Modulgruppe  f  diese  beiden  Operationen  den 
Modulsubstitutionen  S  bez.  T  zugeordnet,  welche  letztere  erzeugende 
Substitutionen  der  Modulgruppe  f  waren. 

Ergänzend  haben  wir  noch  den  soeben  als  richtig  angenommenen 
Satz  zu  zeigen:  Sind  a,  ß,  y,  d  irgend  vier  ganze,  die  Gongruenz  (3) 
befriedigende  Zahlen,  so  lassen  sich  inmier  vier  weitere  ganze  Zahlen 
a,  b,  Cj  d  derart  bestimmen,  dass 

der  Gleichung  a'd'  —  ß'y'  »=  1  Genüge  leisten.  Zum  Beweise  nehmen 
wir  einfach  a  =  0  und  können  dann  b  jedenfalls  so  bestimmen,  dass 
ß'  relative  Primzahl  gegen  a'  ist.  Ist  nämlich  a'  prim  gegen  n,  so 
kann  man  b  so  bestimmen,  dass  die  Gongruenz  ß'  ^^  ß  -{-  nb^l, 
(mod.  a')  erfüllt  ist,  worauf/)'  jedenfalls  relativ  prim  zu  a'  ist.  Haben 
aber  a'  und  n  Primfactoren  gemein,  so  wird  infolge  (3)  ß'  sicher 
durch  diese  nicht  teilbar  sein.  Wolle  man  alsdann  diese  Primfactoren 
aus  a'  abstreifen,  wonach  die  gegen  n  relativ  prime  Zahl  a^  rück- 
bleiben möge.  Dann  können  wir  offenbar  durch  passende  Wahl  von  b 
die  Gongruenz  ß'  =^  ß  '[•  nb^l,  (mod.  a^)  befriedigen  und  finden  so 
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ein  gegen  a  primes  ^'.  Für  die  nun  gefundenen  a\  ß'  ist  nach  wie 
vor  a'd  —  ß'y^  1,  (mod.  n)  und  wir  setzen  dementsprechend: 

a'ö  —  ß'y  =  1  +  en. 

Ersetzt  man  in  dieser  Gleichung  y  und  d  durch  y'  und  d\  so  ist 

a'd'  —  ß'y'  —  n{ad  —  ß'c)  =  1  +  en, 

und  wenn  hier  endlich  noch  c  und  d  der  Bedingung  ad  —  ß'c  =  — e 
gemäss  gewählt  werden,  was  bei  relativ  primen  a',  ß'  keine  Schwierig- 
keiten hat,  so  entspringt  in  der  That,  was  wir  wollten: 

a'8'  -ß'y'  =  1, 

§  3.     Von  den  homogenen  Modnlsnbstitationen  und  ihren  Gmppen. 
Die  homogene  Haupteongmenzgruppe  n^'  Stufe. 

In  den  voraufgehenden  Kapiteln,  wo  die  Betrachtung  der  Modal- 
teilung und  der  in  ihr  abgegrenzten  Fundamentalpolygone  durchaus 
im  Vordergründe  stand,  war  der  Gebrauch  der  nicht -homogenen  Modul- 
substitutionen allein  am  Platze.  Für  den  Rest  des  gegenwärtigen 
Abschnitts  nimmt  indessen  die  Untersuchung,  wie  wir  bereits  sagten, 
einen  vorwiegend  arithmetischen  Charakter  an,  wodurch  es  zweck- 
mässig wird,  fortan  auch  wieder  die  homogenen  Modulsubstitütionen 

(1)  €0^  =  «©1  -f-  /Sog,     ca/  =  y<öi  +  S(o^ 

» 

heranzuziehen.  In  dieser  Gestalt  lernten  wir  unsere  Substitutionen  ja 
allererst  kennen  (cf.  p.  57  u.  f.),  und  wir  haben  bereits  im  vierten 
Kapitel  des  ersten  Abschnitts  (p.  143)  die  Gesamtheit  der  Substitu- 
tionen (1)  als  homogene  Modulgruppe  bezeichnet  und  deren  hemiedrischen 
Isomorphismus  zur  nicht- homogenen  Modulgruppe  aufgewiesen.  Her- 
nach (Note  zu  p.  219)  erkannten  wir  in  den  beiden  Substitutionen 

Sl  CDi    =  Oj  -|-  ©2 ,       d^    =  Oj , 

T:  ©1  =  —  (Dg      )     ©2  ^  ^1 

ein  System  von  Erzeugenden  für  die  homogene  Modulgruppe,  um  auch 

hieran  noch  kurz  zu  erinnern. 

Auch  noch  weiter  hätten  wir  im  Verlaufe  des  gegenwärtigen  Ab- 
schnitts an  einigen  Stellen  der  homogenen  Modulsubstitutionen  ge- 
denken können«  Direct  zu  ihnen  wurden  wir  z.  B.  in  Kap.  3  geführt, 
als  es  sich  um  Transformation  und  Äquivalenz  der  quadratischen 
Formen  handelte  (cf.  p.  244).  Vor  allem  aber  hätten  wir  auch  im 
ersten  Kapitel  die  homogenen  Modulsubstitutionen  heranziehen  können, 
um  von  den  cyclischen  Gruppen  zu  handeln,  die  durch  Wiederholung 
der  einzelnen  unter  jenen  Substitutionen  erzeugt  werden.  Stellen  wir 
hier  nachträglich  in  dieser  Hinsicht  einige  Sätze  zusammen. 


\ 
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Durch  den  Isomorphismus  unserer  beiden  Gruppen  ist  der  Identi- 
tät 1  der  nicht-homogenen  Modulgruppe  eine  ausgezeichnete  Untergruppe 
zweiter  Ordnung  der  homogenen  Modulgruppe  zugeordnet^  die  ersicht- 
lich die  Substitutionen  (  ^'  i  ) '  (n'  l )  ®°*^^^*>  welche  als  homo- 
gene Substitutionen  gedacht  in  der  That  von  einander  verschieden 
sind.   Indem  wir  also,  so  oft  f    '  v!  j  die  homogene  Modulsubstitution  (1) 

bedeuten  soll,  einen  gleichzeitigen  Zeichenwechsel  der  vier  Coefficienten 
a,  ß,  y,  d  nicht  mehr  vomehmen  dürfen,  schliessen  wir  übrigens  durch 

leichteste  Rechnung,  dass  (  ^'  i  )  ^^®  einzige  homogene  Modul- 
substitution der  Periode  zwei  ist.  Es  folgt  daraus  sogleich  der  Satz, 
dass  es  in  der  homogenen  Modulgruppe  Jceine  Untergruppe  vom  Index 
0wei  geben  kann^  die  der  nicht-homogencn  Modulgruppe  holoedrisch  iso- 
morph wäre;  denn  es  fehlen  ja,  wie  wir  gerade  sagten,  in  der  homogenen 
Gruppe  die  cyclischen  Untergruppen  zweiter  Ordnung*). 

Den  cyclischen  Untergruppen  2**'  und  3*^  Ordnung  der  nicht- 
homogenen Gruppe  sind  in  der  homogenen  Gruppe  Untergruppen  der 
vierten  bez.  sechsten  Ordnung  zugeordnet.  Auch  diese  beiden  Arten 
von  Untergruppen  müssen  cyclisch  sein,  wie  wiederum  aus  dem  Um- 
stände folgt,  dass  (      /%'       h)  die  einzige  homogene  Modulsubstitution 

der  Periode  zwei  ist.  In  der  That  bestätigt  man  den  cyclischen  Cha- 
rakter der  gedachten  Untergruppen  4^®'  und  6^'  Ordnung  aufs  leichteste 
durch  Bechnung,  wobei  sich  nebenher  noch  der  Satz  zeigt:  Eine 
homogene  ModulsubstüuHon  mit  a  -f  d  =  -{- 1  ist  von  der  Periode  sechs; 
sie  ist  dagegen  von  der  Periode  drei,  wenn  a  +  *  =  —  1  ist. 

Einer  cyclischen  Untergruppe  aus  parabolischen  Substitutionen 
der  nicht-homogenen  Gruppe  ist  in  der  anderen  hemiedrisch  iso- 
morph eine  Untergruppe  zugeordnet,  die  nicht  mehr  die  Structur  der 
cyclischen  Gruppe  besitzt.  Man  benutze  z.  B.  die  aus  S  entspringende 
nicht-homogene  Gruppe.  Die  entsprechende  homogene  Gruppe  enthält 
dann  neben  einander  (und  zwar  als  nicht  gleichberechtigt)  zwei  um- 


*)  Die  ausgezeichnete  aus  nicht-homogenen  Modnlsnbstitutionen  bestehende 
r,,  von  der  p.  288  die  Bede  war,  enthält  die  elliptischen  Substitutionen  der 
Periode  zwei  nicht.  Ihr  ist  nun  in  der  That  dnrch  den  Isomorphismus  eine 
,,homogene"  f,  zugeordnet,  innerhalb  deren  eine  mit  der  nicht-homogenen  f,  „holo- 
edrisch** isomorphe  Untergrappe  enthalten  ist,  die  in  der  gesamten  homogenen 
Gruppe  eine  r4  ist;  wir  können  das  hier  nur  nebenher  anfahren.  Vergl.  übrigens 
das  entsprechende  Problem  in  „Ikos."  p.  44  u.  f. 


aus 
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fassendste  cyclische  Untergruppen,  deren  eine  aus  f  ^^     j,  deren  andere 

V      o'        1 )  ^"^^^^8*  wird.    Jedesmal  das  zweite  Glied  haben  diese 

beiden  cyclischen  Gruppen  gemeinsam. 

Ahnlich  wie  bei  den  parabolischen  gestalten  sich  die  Dinge  för  die 
aus  hyperbolischen  nicht-homogenen  Substitutionen  entspringenden  cy- 
clischen Untergruppen  der  Modulgruppe;  wir  verfolgen  das  nicht  weiter*). 

Um  jetzt  zur  Hauptcongruenzgruppe  n^'  Stufe  zurückzulenken^  so 
erweist  sich  dieselbe  auf  Grund  der  soeben  gegebenen  Entwicklungen 
hemiedrisch  isomorph  mit  einer  ausgezeichneten  Untergruppe  der 
homogenen  Modulgruppe   vom   Index  ii(n),    welche    alle   homogenen 

Modulsubstitutionen  enthält^  die  mod.  n  mit  (    '      1  oder  (      ^'        .) 

congruent  ausfallen.  Aber  es  ist  sehr  wichtig,  dass  innerhalb  der  so 
gefundenen  homogenen  Gruppe  eine  Untergruppe  enthalten  ist,  die 
mit   der   Hauptcongruenzgruppe   n^'  Stufe    holoedrisch   isomorph   ist. 

In  der   That  bestätigt  man  sofort,  dass  aile  mit  l'  ^j  congruenten 

homogenen  Modulsubstitutionen,  d.  i.  alle  den  Congruensen 

(2)  «  =  *  =  +!,    /J  =  y  =  0,     (mod.  n) 

genügenden  eine  Untergruppe  bilden,  die  in  sofort  verständlicher  Weise 
holoedrisch  isomorph  auf  die  nicht-homogene  Hauptcongruenzgruppe  n^^  Stufe 
bezogen  ist  Die  so  gefundene  ausgezeichnete  Untergruppe,  welche  wir 
fortan  ,ydie  homogene  Hauptcongruenzgruppe  n^  Stufe''  nennen,  besitzt  er- 
sichtlich in  der  homogenen  Modulgruppe  den  Index  2(i{n).  Indem  wir 
sie  in  der  weiteren  Betrachtung  zu  Grunde  legen,  haben  wir  den  be- 
deutenden Vorteil,  dass  sich  die  Operationen  der  bezüglichen  homogenen 
G-tjuin)  direct  ohne  Einschränkung  von  den  2ft(n)  incongruenten  Losungen 
der  Congruenz 

(3)  ad  —  ßy  =  ly    (mod.  n) 

hernehmen  lassen,  während  vordem,  bei  der  nicht-homogenen  Haupt- 
congruenzgruppe, immer  zwei  verschiedene  solche  Lösungen  je  dieselbe 
Operation  von  G^(a)  bestimmten**). 

*)  Auch  die  Modnlsnbstitutionen  zweiter  Art  hätten  wir  homogen 

schreiben  können,  wo  sie  mit  den  homogenen  Modulsnbstitutionen  erster  Art  zu- 
sammen „die  homogene  erweiterte  Modulgruppe*^  gebildet  hätten.  Es  hat  natürlich 
keine  Schwierigkeit,  auch  auf  sie  unsere  Untersuchungen  auszudehnen. 

**)  Wir  haben  hier  die  bei  den  nicht-homogenen  Untergruppen  massgeblich 
gewesenen  Begriffe,   als  lad  ex  u.  s.  w.,   sofort  auch   auf  die  homogenen  Unter- 
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§  4.  Bereolmnng  des  Index  (i(n)  der  Hauptoongraenzgnippe  n^'  Stufe. 

Die  Berechnung  des  Index  der  Hauptcongruenzgruppe  n^'  Stufe 
beginnen  wir  mit  der  Ableitung  einer  wichtigen  Eigenschaft  der 
Zahl  fi(n).  Mögen  n^  und  n^  zwei  relative  Primzahlen  sein  und  liege 
eine  Losung  der  Gongruenz 

(1)  ad  —  /Sy  E^  1,     (mod.  n^  •  »,) 

vor.  Reducieren  sich  die  vier  ganzen  Zahlen  a,  ß^  y,  d  mod.  n^  auf 
die  kleinsten^  nicht  negativen  Reste  o^,  ß^^  y^,  d^,  mod.  tij  aber  auf 
cc^j  ß^f  Y2}  ^27  ^^  gewinnen  wir  in  diesen  beiden  Zahlquadrupeln  zwei 
bestimmte  Lösungen  der  Gongruenzen  bez. 

«1*1  — /Si^i^l,     (mod.  n,), 
\  >  a^d^  —  ß^y^  FE  1 ,     (mod.  n,) . 

Umgekehrt  aber  können  wir  unter  den  2^(nJ  und  2ii(n^  Lösungen 
dieser  beiden  Gongruenzen  (2)  völlig  willkürlich  zwei  auswählen,  die  wir 
nun  tc^f  ßij  yif  d^  bez.  a^^  ß^,  y^^  d^  nennen,  und  können  dann  immer 
eine  bestimmte  Lösung  a,  ßj  y^  S  von  (1)  ausfindig  machen,  die  sich 
mod.  n^  bez.  n,  auf  diese  beiden  gewählten  Lösungen  reduciert.  In 
der  That  haben  wir  nichts  weiter  zu  thun,  als  den  vier  Forderungen: 

ß^ß^  +  nA^ß^ 


(mod.  n,) 


zu  genügen,  was  bei  relativ  primen  n^  und  n^  durch  zweckmässige 
Wahl  von  a^j  b^,  c^,  d^  leicht  geschieht.  Wir  finden  solchergestalt 
den  Satz:  Bei  relativ  primen  n^^  n2  ist  die  Zahl  incongruenter  Lösungen 
von  (1)  das  Product  der  leiden  Anzahlen  incongruenter  Lösungen  der 
Congrueneen  (2).     Wir  haben  also  die  Formel: 

(3)  2^(ni  •  ng)  =  2^(n^)  •  2^{n^). 

Für  die  Modulsubstitutionen  hat  dieses  Resultat,  worauf  wir 
später  zurückkommen,  wichtige  Sätze  im  Gefolge.  Wenn  wir  uns  des 
Ausdrucks  bedienen,  dass  es  mod.  n  2ft(n)  Typen  homogener  Modul- 
substitutionen giebt,  so  entspringt  u.  a.  das  Resultat:  In  der  einzelnen 
Horizontalreihe  des  zur  Hauptcongruenzgruppe  n^  Stufe  gehörenden  Schemas 
giebt  es  modulo  n  noch  Substitutionen  jedes  Typus,  vorausgesetzt  dass 
n  prim  gegen  n  ist  Insbesondere  folgt:  Wenn  wir  die  Substitutionen 
der  homogenen  Hauptcongruenzgruppe  tC^  Stufe  modulo  n   reducieren,  so 


grappen  in  Anwendung  gebracht.  Das  ist  in  der  That  znfolge  leichter  Über- 
legung statthaft.  Es  handelt  sich  bei  diesen  Begriffen  nm  gnippentheoretische 
Beziehungen  ganz  allgemeiner  Art,  die  nicht  an  der  Modulgrnppe  als  solcher  haften. 
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kommen  wir  auf  die  gesamten  Operationen  der  G%^{n')  eurück.  Dasselbe 
gilt  entsprechend  auch  für  die  nicht-homogenen  Gruppen. 

Kehren  wir  nunmehr  zur  Bestimmung  der  Anzahl  2ft(n)  zurück. 
Offenbar  ist  es  zweckmässig,  n  in  seine  Primfactoren  zu  spalten: 

(4)  w  —  g/^-g/^-äg"»  ••.; 
wir  haben  dann  auf  Grund  von  (3) 

(5)  2,i(n)  =  2ft(g,-0  •  2fi(fc^0  ..-. 

Unsere  Aufgabe  der  Bestimmung  von  ^(n)  ist  hiermit  auf  den  Fall 
zurückgeführt,  dass  n  eine  Primzahlpotenz  ^  ist.  Aber  letztere  Auf- 
gabe kann  selbst  weiter  reduciert  werden.  Aus  der  Entwicklung  am 
Schluss  des  vorletzten  Paragraphen  folgert  man  nämlich  vermöge  einer 
kurzen  Zwischenbetrachtung  den  Satz:  Sind  a  und  ß  irgend  zwei  nicht 
zugleich  durch  q  teilbare  Zahlen,  so  kann  man  stets  zwei  Zahlen  y^  8 

finden,  die 

ad  —  /3y=  1,  (mod.  g^) 

befriedigen,  und  zwar  berechnet  sich  das  allgemeinste  Losungssystem 
^,  8  aus  einem  speciellen  y^^  Öq  durch  die  Gleichungen 

y  =  yo  +  «<,    d  =  8o  +  ßt, 

wo  t  eine  beliebige  ganze  Zahl  ist.  Da  nun  a  und  ß  nicht  zugleich 
durch  q  teilbar  sind,  so  zählt  man  sofort  ab,  dass  es  hier  im  ganzen 
q^  mod.  q^  incongruente  Lösungen  y,  d  giebt.  Demgemäss  ist  2fi(g*') 
das  g^-fache  der  Anzahl  incongruenter  Zahlenpaare  a,  /3,  für  welche 
a  und  ß  nicht  zugleich  durch  g  teilbar  sind. 

Um  jetzt  diese  letztere  Anzahl  zu  bestimmen,  wählen  wir  zu- 
vörderst für  a  einen  der  (g*'  —  g""^)  durch  g  nicht  teilbaren  Beste 
mod.  g^;  alsdann  kann  für  ß  ein  ganz  beliebiger  Rest  gewählt  werden, 
was  q^(q^  —  Q^"^)  brauchbare  Zahlenpaare  a,  ß  giebt.  Ist  dagegen  a 
einer  der  g*""^  durch  g  teilbaren  Reste  von  g*',  so  haben  wir  ß  auf  die 
(if  —  g*"0  Jiictt  durch  g  teilbaren  Reste  einzuschränken,  was  noch 
g*— i(g*  —  g''"'^  weitere  Paare  a,  ß  ergiebt.  Lisgesamt  ist  also  die 
Anzahl  brauchbarer  Zahlenpaare  a,  ß 

Somit  kommt  für  2(i(g'')  der  Wert: 

Der  Index  der  homogenen  Hauptcongruenggruppe  w*®'  Stufe*)  aber  wird: 


*)  Vgl.  die  Entwicklungen  p.  93  u.  f.  in  C.  Jordan^  Traitd  des  sübatüutions 
et  des  equations  algebriques,  Paris  (1870)  [oder  auch  Oeuvres  de  Galois,  Lion- 
ville's  Journal  Bd.  11  (1846;]. 
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(6)  2K«)  =  «'(l-^)(l-^)(l-^)-- 

Wenn  wir  von  hier  aus  zur  nicht -homogenen  Hauptcongruenz- 
gruppe  n^  Stufe  zurückkehren  wollen,  so  werden  wir  zuvörderst  zur 
homogenen  Hauptcongruenzgruppe  dieser  Stufe  die  homogene  Sub- 
stitution (      ^'       h)  hinzusetzen  und  erhalten  durch  Combination,  wie 

das  oben  des  näheren  ausgeführt  wurde,  diejenige  homogene  Unter- 
gruppe, welche  durch  den  hemiedrischen  Isomorphismus  der  nicht- 
homogenen Hauptcongruenzgruppe  n^'  Stufe  zugeordnet  war.  Es  findet 
sich  demnach  als  Index  der  nicht-homogenen  Hauptcongruenssgru^ppe  r^(n): 

P)  K.)-^(i-^)(i-^)(i-^)-. 

Hierbei  tritt  aber  ein  Ausnahmefall  ein,  den  wir  bislang  der  Kürze 
wegen  übergingen:  Für  n  ==>  2  ist  (  ^  A  bereits  in  der  homo- 
genen Hauptcongruenzgruppe  enthalten,  so  dass  hier  nicht  etwa  durch 
Zusatz  derselben  eine  Erniedrigung  des  Index  auf  die  Hälfte  erzielt 
würde.  Ber  Index  der  nicht-homogenen  Hauptcongruenegmppe  2^'  Stufe 
ist  also  demjenigen  der  homogenen  direct  gleich  und  findet  sich  aus 
Formel  (6)  dls  sechs]  solches  ist  uns  ja  von  Kapitel  4  her  seit  lange 
bekannt. 

§  5.     Vergleich   der   V {n)    nnd   der    Hauptoongmenzgruppen   r^(ii). 
Hanptoongmenzgruppen  des  vorigen  Kapitels. 

Vo^  allen  Dingen  folgt  aus  den  Abzahlungen  des  vorigen  Para- 
graphen das  wichtige  Resultat,  dass  die  Hauptcongruerusgruppe  eine 
Untergruppe  der  Modulgruppe  von  endlichem  Index  ist.  Damit  ist  denn 
sogleich  gegeben,  dass  für  alle  Fälle  n  ^  6  die  früher  untersuchte 
Gruppe  r  [n]  wohl  eine  Untergruppe  der  Hauptcongruenzgruppe  n^'  Stufe 
ist,  aber  mit  dieser  selbst  nicht  coincidiert;  in  der  That  waren  ja  alle 
Gruppen  r{6},  r{7),  •••  Untergruppen  vom  Index  oo.  In  Ansehung 
dieser  Gruppen  f  { « }  für  n  ^  6  ist  sonach  die  in  §  1  des  gegenwärtigen 
Kapitels  aufgeworfene  arithmetische  Fragestellung  durch  unsere  bis- 
herigen Betrachtungen  nur  erst  teilweise  gelöst  Wir  werden  am 
Schlüsse  dieses  Kapitels  noch  einige  sich  hier  anschliessende,  übrigens 
wesentlich  negative  Resultate  entwickeln.  Indessen  wird  auch  durch  sie 
die  für  die  Gruppen  r{6},  r{7}*-*  noch  bleibende  Hauptfrage  nach 
dem  arithmetischen  Charakter  ihrer  Substitutionen  nicht  erledigt. 

Wir  stellen  jetzt  eine  Tabelle  zusammen,  in  welche  wir  für  einige 
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der  niedersten  Stufenzahlen  n  Index  (l  und  Geschlecht*)  p  der  bezüg- 
lichen Hauptcongruenzgruppen  aufnehmen.    Man  berechnet: 


(1) 


n 

f* 

P 

2 

6 

0 

3 

12 

0 

4 

24 

0 

5. 

60 

0 

6 

72 

1 

7 

168 

3 

n 


/* 


8 

192 

5 

9 

324 

10 

10 

360 

13 

11 

660 

26 

12 

576 

25 

16 

1536 

81 

Da  ist  nun  zuvorderst  das  wichtige  Resultat  evident:  Für 

n  =  2,  3,  4,  5 

sind  die  Untergruppen  V {n)  mit  den  hemglichen  Hauptcongruenzgruppen 
identisch'^  in  der  That  ist  ja  stets  V {n)  in  der  r^(«)  enthalten,  für  die 
genannten  vier  Werte  ist  aber  der  von  früher  bekannte  Index  von 
r  { A }  in  der  Gesamtgruppe  V  beziehungsweise  in  Übereinstimmung  mit 
demjenigen  von  r^(»).  Für  n  =  2,  3,  4,  5  sind  wir  also  über  den  arith- 
metischen Charakter  der  Untergruppen  f  {n}   vollständig  aufgeklärt. 

Des  weiteren  aber  liefert  uns,  wie  obige  Tabelle  zeigt,  die  Haupt- 
congruenzgruppe  6^'  Stufe  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  sechster  Classe 
vom  Index  72,  sowie  diejenige  der  1^°^  Stufe  eine  ausgezeichnete  Unter- 
gruppe siebenter  Classe  vom  Index  168.  Da  drängt  sich  die  Ver- 
mutung auf,  ob  vielleicht  diese  Untergruppen  f^g  und  f^gg  identisch  sein 
mögen  mit  den  beiden  Untergruppen  dieser  Indices,  welche  für  die 
sechste  bez.  siebente  Classe  im  vorigen  Kapitel  auf  Grund  des  Yer- 
zweigungssatzes  definiert  wurden.  Um  hierüber  zu  entscheiden,  müssen 
wir  auf  die  erzeugenden  Substitutionen**)  jener  beiden  Untergruppen 
des  vorigen  Kapitels  zurückgehen.  Wir  constatieren  aufs  leichteste: 
Alle  Erzeugenden  der  ersten  dieser  beiden  Gruppen  sind  mod.  6,  aUe  Er- 
zeugenden der  zweiten  sind  mod.  7  mit  der  Identität  congruent.  Jene  beiden 
Gruppen  werden  somit  jedenfalls  bez.  in  den  Hauptcongruenzgruppen 
der  Stufen  6  und  7  enthalten  sein.  Nun  besassen  aber  die  ge- 
nannten Gruppen  dieselben  Indices  72,  168,  wie  diese  Hauptcongruenz- 
gruppen; wir  folgern  also,  dass  sie  mit  ihnen  coincidieren  müssen. 
Daher  das  Resultat:  Die  durch  die  Polygone  Fig.  84  p.  365  und  Fig.  86 


*)  Dasselbe  bestimmt  man  aus  fi  und  n  auf  Grund  von  Formel  (6)  p.  342. 

**)  Man   Tgl.  Formel  (1)  bis  (5)  in  §  7 ,    bez.  Formel  (1)  bis  (6)  in  §  8  des 
vorigen  Kapitels. 
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p,  370  definierten  ausgezeichneten  Untergruppen  sechster  und  sid>enter 
Classe  sind  mit  den  Hauptcongruenssgruppen  der  Stufen  sechs  hee.  siAen 
identisch. 

Aber  über  die  nun  berücksichtigten  Gruppen  hinaus  gewannen  wir 
ja  im  vorigen  Kapitel  durch  Zerlegung  der  G-^^  in  ihre  Untergruppen 
auf  Grund  vorher  entwickelter  Sätze  noch  eine  ganze  Reihe  weiterer 
Untergruppen  siebenter  Classe  und  hätten  in  ähnlicher  Weise  auch 
durch  Zerlegung  der  (772;  G-^  u.  s.  w.  Untergruppen  der  sechsten^ 
der  fünften  u.  s.  w.  Classe  definieren  können.  Wie  werden  wir  diesen 
Untergruppen  an  gegenwärtiger  Stelle  gerecht  werden  können?  Um 
das  zu  entwickeln;  ziehen  wir  hier  sogleich  ganz  allgemein  die  der 
Hauptcongruenzgruppe  r^(n)  zugeordnete  endliche  (r^c»)  heran  und  werden 
bei  der  Gelegenheit  zur  Bestimmung  des  allgemeinen  Begriffs  der  Con- 
gruenzgruppen  n^  Stufe  aufsteigen^  auf  welche  wir  bereits  oben  in  der 
Note  p.  388  Bezug  nahmen. 

Auf  die  Angaben  unserer  Tabelle  (1)  für  n  >  7  werden  wir  erst 
später  zurückkommen. 

§  6.    Allgemeines  über  Oongraensgmppen  n^  Stufe. 

Der  nicht-homogenen  Hauptcongruenzgruppe  n^  Stufe  entspricht, 
wie  wir  wissen^  eine  Gruppe  G^(»),  auf  welche  sich  die  Gesamtgruppe  f 
reducierty  wenn  wir  die  modulo  n  congruenten  Modulsubstitutionen  als 
nicht  verschieden  ansehen.  Die  Bedeutung^  welche  die  Zerlegung  dieser 
Gruppe  (t^(„)  in  ihre  Untergruppen  für  die  Lösung  unseres  gruppen- 
theoretischen Problems  besitzt,  ist  in  §  8  des  vorletzten  Kapitels  (p.  325) 
allgemein  zur  Erörterung  gekommen.  Die  Zerlegung  der  G^(n)  führt 
in  dort  geschilderter  Weise  zur  Kenntnis  aUer  Untergruppen  von  f, 
welche  ihrerseits  die  Hauptcongruenzgruppe  r^(»)  in  sich  enthalten. 
Nehmen  wir  wieder  den  Ausdruck  auf,  dass  es  ft(n)  mod.  n  ver- 
schiedene Typen  nicht -homogener  Modulsubstitutionen  V  giebt,  so 
werden  wir  in  angezeigter  Weise  offenbar  zu  Untergruppen  gefuhrt, 
die  aus  allen  Substitutionen  bestehen,  welche  modulo  n  auf  eine  be- 
stimmte Beihe  von  Typen  zurüclzkommen\  die  diesen  letzteren  Typen 
entsprechenden  Operationen  der  ©^(n)  bilden  alsdann  eine  Untergruppe 
der  Gf,{n)y  eben  diejenige,  welche  uns  zur  Kenntnis  der  gerade  ge- 
meinten Untergruppe  von  V  hingeleitet  hat. 

Die  nun  gefundene  Art  von  Untergruppen  der  Modulgruppe,  die 
sich  in  arithmäischer  Hinsicht  offenbar  vollständig  durch  Congruenten 
modulo  n  charakterisieren  lassen,  sollen  jetzt  überhaupt  als  Congruene- 
gruppen  w*®'  Stufe  bezeichnet  werden.  Die  Hauptcongruenzgruppe  n**'  Stufe 


400  11)  7-    Von  den  in  der  Modnlgrappe 

ist  dann  gemeinsame  Untergruppe  von  allen  übrigen  zu  dieser  Stufe 
gehörigen  Gongruenzgruppen,  und  wir  gelangen  zur  Kenntnis  der 
Gesamtheit  dieser  letzteren  durch  Zerlegung  der  Gruppe  Gfjt^n)  in  die 
Gesamtheit  ihrer  Untergruppen.  Haben  wir  insbesondere  einmal  eine 
Untergruppe  Gy  der  Ordnung  v  in  der  Gf^^n)  ausfindig  gemacht,  so 
wird  ihr  eine  solche  Congruenzgruppe  n^  Stufe  entsprechen,  innerhalb 
deren  die  Hauptcongruenzgruppe  den  Index  v  besitzt,  die  also  ihrer- 
seits in  der  Gesamtgruppe  f  den  Index  ~—  haben  wird.    In  der  That 

würde  ja  auch  der  in  Rede  stehenden  Gv  innerhalb  der  Gf^^n)  dieser  Index 
zukommen.    Diese  Beziehung  der  Hauptcongruenzgruppe  r^(»}  zur  eben 

gemeinten   Congruenzgruppe  n*"  Stufe  f  ,.  vom  Index  -- --   werden 

wir  dann  wieder  geometrisch  durch  die  bezüglichen  Fundamental- 
polygone erläutern  können.  Das  Polygon  Ff^^n)  der  Hauptcongruenz- 
gruppe r^(n)  wird  sich  in  v  bezüglich  der  f  , .  relativ  äquivalente  Teil- 

bereiche  zerlegen,  von  denen  ein  beliebiger  zum  Fundamentalbereich  F  .^^ 

der  r  ,.  gewählt  werden  kann. 

V 

Man  sieht,  dass  es  sich  in  letzterem  Betracht  um  Verhältnisse 
handelt,  deren  allgemeine  Gültigkeit  wir  schon  im  vorletzten  Kapitel 
erörterten.  Das  wesentlich  Neue  aber  ist,  dass  wir  hier  specielle 
Gruppen  Gfi{n)  in  einer  Gestalt  definiert  haben,  welche  der  Unter- 
suchung mit  arithmetischen  Hilfsmitteln  in  hohem  Grade  zugänglich 
sind.  Indem  wir  also  in  der  Zerlegung  der  G^^n)  in  ihr^  Untergruppen 
unsere  nächste  und  wichtigste  Aufgabe  sehen,  mögen  die  ihnen  ent- 
sprechenden Congruenggruppen  selbst  und  deren  Fundamentalpolygone  in 
der  (o- Halbebene  euvörderst  ausser  Betracht  bleuten.  Den  Rückgang 
zu  ihnen,  der  ja  hernach  keine  Schwierigkeiten  zu  bieten  vermag, 
schieben  wir  vielmehr  bis  dahin  zurück,  wo  wir  in  anderweitiger  Ge- 
dankenverbindung die  Polygone  als  solche  unmittelbar  zu  brauchen  haben. 

Verabreden  wir  hier  sogleich  noch  eine  geringe  Verschärfung 
unserer  Ausdrucksweise.  Haben  wir  zusammengesetzte  Stufenzahlen 
z.  B.  n  «=»  6,  so  wird  die  bezügliche  Hauptcongruenzgruppe  f^g  z-  B. 
auch  in  allen  denjenigen  Untergruppen  enthalten  sein,  die  wir  schon 
für  die  zweite  Stufe  kennen  gelernt  haben,  so  dass  die  Zerlegung 
der  G^2  ^^^^  ^^^^  ^^^^  ^^  diesen  hinführen  würde.  Gleichwohl 
werden  wir  diese  letzteren  Untergruppen  nicht  der  sechsten,  viel- 
mehr der  zweiten  Stufe  zuerteilen,  da  bereits  Congruenzen  mod.  2 
zu   ihrer   vollen  Charakterisierung   hinreichen.     Allgemein  wöUen   wir 
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daher  eine  Congruenggruppe  der  w*®°  Stufe  metieilen,  wenn  sie  sich  voll- 
ständig durch  ny  aber  nicht  schon  durch  einen  Teiler  von  n  als  Zahl- 
modul  charcikterisieren  lässt. 

Besonders  interessant  ist  es^  noch  auf  die  Gruppen  des  vorigen 
Kapitels  z,  B,  die  r^Qg  zurückzukommen.  Letztere  ist  uns  jetzt  die  Haupt- 
congruenzgruppe  7^  Stufe,  und  demnach  fassen  wir  die  bezügliche  6rigg 
als  die  Gruppe  der  mod.  7  incongruenten  Substitutionen.  Bei  ihrer 
Zerlegung  müssen  wir  also  alle  diejenigen  Untergruppen  wiederfinden, 
deren  Existenz  wir  in  der  G^^g  des  vorigen  Kapitels  durch  geometrische 
Überlegungen  erschlossen.  Betrachten  wir  z.  B.  die  parabolischen  Sub- 
stitutionen S(a))  =  cö  +  1?  S^(ai)  =  ci  +  2,  u.  s.  w.  mod.  7,  so  werden 
sie  sich  auf  nur  sid}en  verschiedene  Operationen  S,  S*,  •••,  S%  S'  ?^  1 
reducieren,  die  offenbar  eine  cyclische  Gj  innerhalb  der  Gi^  bilden. 
Thatsächlich  fanden  wir  ja  seinerzeit  solche  G^  und  bewiesen  damals, 
dass  die  einzelne  unter  ihnen  vertauschbar  war  mit  21  Operationen 
der  GiQgj  die  eine  G21  bildeten.  Wollen  wir  jetzt  arithmetisch  die 
Gestalt  dieser  21  Operationen  V  aufstellen,  so  müssen  wir  der  Be- 
dingung Ausdruck  verleihen,  dass  die  Operation  F=(  '  ^j  die  Er- 
zeugende S  jener  G^  in  eine  wieder  der  (r,  angehörende  Substitution 
transformiert;  stets  und  nur  unter  dieser  Bedingung  wird  die  Ope- 
ration V  der  gemeinten  G^i  angehören.  Die  in  Rede  stehende  Be- 
dingung heisst  aber  explicite: 

WO  V  irgend  eine  ganze  Zahl  ist.  Man  sieht  sonach,  dass  }/^0,  (mod.  7) 
sein  muss;  zugleich  genügt  jede  Operation  mit  yLi£0  unserer  Forderung. 
Und  in  der  That  giebt  es  mod.  7  von  incongruenten  Operationen  dieser 
Art  gerade  21;  es  sind  dies  ausser  den  Operationen  der  G,  selbst 
diejenigen  der  Typen: 

Beide  Male  durchläuft  ß  ein  Restsystem  modulo  7,  so  dass  wir  hier 
wirklich  noch  14  neue  Operationen  V  vor  uns  haben.  Aufs  leichteste 
zeigt  man  dabei  auch  direct,  dass  die  gekennzeichneten  21  Operationen 
für  sich  eine  G21  bilden.  Dass  übrigens  die  14  zuletzt  genannten  Ope- 
rationen ohne  Ausnahme  der  Periode  drei  angehören  (was  wir  auch 
schon  von  früher  her  wissen),  berechnet  man  gleichfalls  ohne  weiteres; 
in  der  That  entspringt  durch  Wiederholung  der  einzelnen  Operation 

r=  Q'  J)  sofort  ^*  =  (q'  ~"  ^;  F»  HZ  1,  so  dass  wir  in  F  die  Er- 
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zeugende  einer  cycliachen  G^  gewonnen  liaben.  Wir  unterlassen^  die 
Betrachtung  hier  noch  weiter  fortzuführen;  denn  wir  würden  auf  solche 
Art  doch  nur  Entwicklungen  vorgreifen^  wie  wir  sie  in  den  nächsten 
Kapiteln  noch  in  ausgiebigster  Weise  durchzuführen  haben. 

Zum  Schluss  müssen  wir  hier  auch  noch  auf  die  homogenen 
Modulsubstitutionen  Bezug  nehmen.  Dieselben  reducieren  sich,  wie 
wir  wissen,  mod.  n  auf  2fi(n)  incongruente  Operationen^  welche  die 
homogene  Gruppe  G^inin)  bilden.  Die  Untergruppen  dieser  G^fi^n)  liefern 
uns  dann  offenbar  die  homogenen  Congruenzgruppenn^'  Stufe^  und  das 
Verhältnis  derselben  zur  homogenen  Hauptcongruenzgmppe  n^  Stufe 
gestaltet  sich  ganz  analog,  wie  das  entsprechende  Verhältnis  bei  den 
nicht-homogenen  Gruppen.  Hat  man  übrigens  bereits  die  nicht-homogene 
Gfi(n)  in  ihre  Untergruppen  zerlegt,  so  kann  man  die  Zerlegui^g  der  homo- 
genen Giften)  auf  Grund  des  zwischen  den  beiderlei  Gruppen  bestehenden 
hemiedrischen  Isomorphismus  leicht  leisten.  Jedesmal  ist  einer  nicht- 
homogenen Untergruppe  G^  eine  homogene  Giv  der  doppelten  Ordnung 
zugeordnet,  und  man  hat  dann  im  Einzelfall  nur  zu  untersuchen,  ob 
in  dieser  Giy  sich  etwa  homogene  Untergruppen  G^  finden  lassen,  die 
zur  nicht-homogenen  Gv  holoedrisch  isomorph  sind.  Auch  hierfür 
werden  wir  im  folgenden  Kapitel  ausführliche  Beispiele  beibringen. 

§  7.    Ober  ein  wichtiges  Frinoip  der  €hrappentheozie. 

Bevor  wir  weitergehen,  müssen  wir  hier  eine  Erörterung  von 
allgemein  gruppentheoretischer  Bedeutung  einschalten,  die  dann  so- 
gleich für  unsere  fernere  Besprechung  der  Congruenzgruppen  verwertet 
werden  soll*).  Es  mögen  zwei  Gruppen  gleichartiger,  aber  nicht 
näher  definierter  Operationen  Gs  und  Gt  der  endlichen  Ordnung  s  bez.  t 
gegeben  sein.  Die  Operationen  der  einen  sollen  1,  v^,  v^,  •  •  *,  Vs-.i 
heissen,  die  der  anderen  1,  tc^f  w^,  ' '  -,  tOt-^i,  nnd  es  soll  die  Bedingung 
bestehen,  dass  jede  Operation  aus  der  ersten  dieser  beiden  Reihen 
mit  jeder  aus  der  zweiten  vertauschbar  ist,  was  wir  symbolisch  durch 

(1)  ViWk  =  WkVi 

ausdrücken.    Unter  dieser  Voraussetzung  entspringt  durch  Combination 


*)  Die  folgenden  Entwicklungen  wurden  vom  Herausgeber  hinzugefngt 
Übrigens  ist  das  im  Texte  benutzte  gmppentheoretische  Princip  als  solches  nicht 
neu,  sondern  ist  jeden&lls  in  speciellen  Fällen  bereits  verschiedentlich  zur  Geltung 
gekommen.  Einer  bekannten  Eigenschaft  der  Flächen  zweiten  Grades  entsprechend 
stellt  sich  dasselbe  sofort  ein,  wenn  man  Gruppen  orthogonaler  Substitutionen  bei 
vier  Veränderlichen  untersucht  Vergl.  z.  B.  Goursat,  Sur  Us  substUutuyM  ordho- 
gonaiea  et  Us  divisions  regulibres  de  Vespctce^  Annales  de  TEcole  Normale,  s^r.  3, 
t.  VI  (1889). 
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von  Gs  und  Gt  eine  Gruppe  Gst  der  Ordnung  st,  deren  Operationen  wir 
zweckmässig  in  dem  Schema  anordnen: 


(2) 


1  , 

fl 

9 

»»  ,  •  •  • 

V,-l       , 

to,  , 

Ü.W, 

f 

»jWi,   ••• 

V*-lW^l    , 

•             •             ■ 

•           • 

• 

•           ■           •           • 

■       •       •      • 

«<;,_i,     ViWi^i,  v^Wt^x,  •••  !;,_iW7<_i 


Innerhalb  dieser  G^t  bilden  die  beiden  vorgegebenen  Gruppen  6r, 
und  Gt  ausgezeichnete  Untergruppen.  Wir  nehmen  an,  dass  wir  die 
Zerlegung  dieser  letzteren  Gruppen  G,,  Gt  in  ihre  Untergruppen  voll- 
standig  geleistet  haben.  Es  soll  gelten,  die  Hilfsmittel  zu  entwickeln,  um 
von  hieraus  die  Untergruppen  von  Gst  in  einfachster  Weise  zu  gewinnen. 

Ist  Ga  eine  beliebig  herausgegriffene  Untergruppe  von  &,,  Gt  eine 
ebensolche  von  Gtj  so  wird  durch  Combination  von  Ga  und  Gt  er- 
sichtlich eine  Gat  entspringen.  Denken  wir  uns  die  6  Operationen 
der  Ga  in  der  ersten  Horizontalreihe  von  (2)  an  erster  Stelle  an- 
geordnet, und  entsprechend  die  t  Operationen  von  Gt  in  der  ersten 
Verticalreihe  von  (2),  so  werden  die  6t  Operationen  von  Gat  ein 
Rechteck  von  6  Vertical-  und  r  Horizontalreihen  füllen,  das  an  der 
linken  oberen  Ecke  im  Schema  (2)  eingelagert  ist.  Ncuih  der  Art  ihrer 
Herstethmg  nennen  wir  Gat  eine  combinierte  Untergruppe  von  Ggf  Die 
Sachlage  ist  nun  die,  dass  es  ausser  den  combinierten  Untergruppen 
von  Gst  im  allgemeinen  auch  noch  weitere  giebt,  deren  Eigenart  nun 
festzustellen  ist. 

Sei  zu  dem  Ende  G  irgend  eine  noch  gar  nicht  näher  specificierte 
Untergruppe  von  (r,^.  Möge  diese  Untergruppe  G  mit  6r,  eine  Unter- 
gruppe gemein  haben,  die  wir  wieder  Ga  nennen,  und  deren  Ope- 
rationen 1,  t?!,  v^y  •  •  •,  Va—i  seien;  desgleichen  habe  G  mit  Gt  eine 
Untergruppe  Gt  mit  den  Operationen  1,  «?!,  w^,  •  •  •,  Wt^i  gemeinsam. 
Dann  tvird  notwendig  die  aus  diesen  beiden  Gruppen  Ga  und  Gt  ent- 
springende combinierte  Gruppe  Gat  in  G  enthalten  sein^  und  man  sieht 
zugleich^  das§  Gat  die  umfassendste  in  G  enthaltene  combinierte  Gruppe  ist 

Jetzt  erhärten  wir  durch  elementare  gruppentheoretische  Be- 
trachtungen den  folgenden  Satz:  G  enthält  aus  der  einzelnen  Horizontal- 
reihe (2)  entweder  6  oder  keine  Operation,  entsprechend  aus  der  einzelnen 
Verticalreihe  entweder  r  Operationen  oder  gar  keine.  Giebt  es  dem- 
nach in  G  ausser  den  Operationen  der  Gat  noch  eine  weitere,  so 
können  wir  diese  unter  zweckmässiger  Anordnung  des  Schemas  (2) 
VaWt  nennen  und  finden  dann  sogleich  in  G  noch  6%  neue  Operationen, 
die  durch  Combination  von  VaWt  mit  der  Ggt  entspringen.    Denken  wir 

26* 
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diese  0t  Operationen  im  Schema  (2)  an  den  Krenzungspunkten  der  Hori- 
zontalreihen (<y  +  1),  (<y  +  2),  •  •  •,  2<y  mit  den  Verticalreihen  (r  +  1), 
(r  +  2),  •  •  •,  2r  angeordnet.  Sind  auch  nun  die  Operationen  von  G 
noch  nicht  erschöpft^  so  komme  noch  Vta^^t  und  damit  wieder  so- 
gleich 6x  neue  Operationen  hinzu^  die  wir  uns  auf  entsprechende  Weise 
in  (2)  als  drittes  Rechteck  angeordnet  denken.  Möge  dann  weiter  noch 
Vza^st  und  so  fort  hinzukommen,  bis  endlich  mit  V{x—i)aW(x—i)t  und 
den  bezüglichen  6r  durch  Combination  von  V(x— i)(tW'(x~i)*  und  Gai 
entspringenden  Operationen  die  ganze  Gruppe  G  erschöpft  ist.  Die 
letztere  wird  alsdann  x  -  6r  yerschiedene  Operationen  enthalten  und 
wir  bezeichnen  sie  sonach  fortan  als  Gxat»  Nach  Analogie  unserer 
gewohnten  Ausdrucksweise  werden  wir  Gax  als  eine  Untergruppe  des 
Index  X  von  Gxat  heeeichnen  und  haben  in  den  x  Operationen 

(3)  1,   VaWty   V2aW2t,   '  "y   V(x-1)(7W?(x-1)t 


xat- 


ein  Repräsentantensystem  für  Gat  als  Untergruppe  von  G 

Die  hier  aufgetretenen  x6  Operationen  1,  v^,  t?2,  •  •  •,  t?(x— i)a,  die 
teils  als  solche^  teils  mit  Operationen  w  combiniert  sich  in  Gxar 
finden ;  werden  nun  eine  Untergruppe  Gx^  von  G»  formieren.  In  der 
That,  sind  t?.  und  Vk  zwei  beliebige  unter  diesen  x6  Operationen^  so 
finden  sich  in  G^at  notwendig  zwei  Operationen  ViWgy  VkWn  und  mit 
ihnen  auch  {vivC)  *  (WgWh),  so  dass  auch  (ViVk)  zu  den  genannten 
x0  Operationen  v  gehört.  In  entsprechender  Weise  werden  die  xt  Ope- 
rationen 1,  M'i,  w^2;  •  • ";  w;(x— D*  eine  Untergruppe  Gxt  von  Gt  her- 
stellen, und  da  bilden  wir  nun  aus  Gxa  und  Gxt  die  combinierte 
Gruppe  Gx^at'  Diese  wird  dann  die  kleinste  combinierte  Untergruppe 
von  Gst  sein,  in  der  Gxat  enthalten  ist.  Indem  wir  aber  Gxat  solcher- 
gestalt zv?ischen  den  beiden  combinierten  Untergruppen  Gar  und  Gx^ot 
gelegen  finden,  werden  wir  unsere  fragliche  Gruppe  Gxat  zur  Unter- 
scheidung von  den  combinierten  Gruppen  als  eine  intermediäre  Unter- 
gruppe von  Gtt  bezeichnen. 

Um  unsere  Überlegung  noch  weiter  fortzusetzen,  haben  wir  jetzt 
den  wichtigen  Satz,  dass  die  mit  Ga  bezeichnete  Untergruppe  innerhalb 
Gxa  ausgegeuAnet  ist,  Ist  nämlich  Vi  eine  Operation  der  Ga,  also  i  <  6, 
Vk  aber  irgend  eine  Operation  der  Gxa,  so  giebt  es  in  Gxat  eine  Ope- 
ration WiVky  und  damit  ist  auch  («?fV*)~*t?,(wi«?t)  «=  vr'^ViVk  in  Gxat 
enthalten.  Zugleich  gehört  aber  diese  letztere  Operation  ihrer  Gestalt 
nach  zur  6r«,  und  ist  also,  als  in  Gs  und  Gxat  gemeinsam  enthalten,  eine 
Operation  von  Ga'-  Thatsächlich  ist  somit  überhaupt  Vk~^GaVk'^  Ga- 
Analog  ist  Gt  ausgezeichnete  Untergruppe  von  Gxt,  und  wir  schliessen 
hieraus  auf  Grund  vou  (1)  sofort,  dass  auch  Gat  ausgezeichnete  Ureter- 
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gruppe  von  G^at  und  also  selbstverständlich  auch  von  G^at  ist  Ein 
Repräsentantensystem  für  Ga  als  Untergruppe  von  Gxa  werden  wir  in 

(4)  1,   Va,   Via,    '  '  •;   t;(;e-l)a 

besitzen,  während  ein  ebensolches  fQr  Gt  als  Untergruppe  von  G^t  aus 
den  Operationen 

(5)  1,     Wty    WtX,    -   ',     W(X-1)T 

gebildet  wird. 

Man  sehe  jetzt  die  Operationen  der  Gat  als  nicht  wesentlich  von 
einander  verschieden  an^  eine  Massnahme^  die  wir  bei  ausgezeichneten 
Untergruppen  ja   bereits  des  öfteren   getroffen    haben.     Da  reduciert 

sich  denn  die  Gxa  auf  eine  gx\  die  wir  als  die  Gruppe  der  Ope- 
rationen (4)  ansprechen  können;  desgleichen  wird  aus  Gxt  die  g^^^  der 
Operationen  (5),  während  unsere  intermediäre  Gruppe  G^at  selbst 
auf  die  g^  der  Operationen  (3)  zurückgehen  wird.  Hier  besteht  nun 
als  Hauptsatz  unserer  Erörterung  der  folgende:   Die  soeben  eingeführten 

Gruppen  g^^  und  g^  lassen  sich  holoedrisch  isomorph  auf  einander  he- 
ziehen,  dadurch  nämlich^  dass  man  die  v^  Operation  der  Reihe  (4)  der 
1/*®°  in  der  Eeihe  (5)  mordnet,  wobei  v  die  Zahlen  1,  2,  3,  •  •  •,  x  su 
durchlaufen  hat.  Combinieren  wir  nämlich  irgend  zwei  Operationen  VaaWax 
und  VßaWßt  der^x,  so  entspringt  wieder  eine  Operation  dieser  Gruppe  ^x. 
Es  ist  also  unter  Gebrauch  eines  schon  früher  (p.  321)  bei  analoger  Ge- 
legenheit verwendeten  Aquivalenzzeichens  VaaU)at  •  VßaW^tCOVyaWyt,  eine 
Gleichung^  die  sich  sofort  in  die  beiden  spaltet: 

^aaVßa  OO  Vya  ,      Wax Wßt  OJ  Wya , 

womit  unsere  Behauptung  zur  Evidenz  gebracht  ist. 

Das  soeben  gewonnene  Resultat  *  können  wir  nunmehr  auch  um- 
kehren und  gewinnen  so  den  hier  in  Aussicht  genommenen  Hauptsatz 
über  die  Existenz  der  intermediären  Untergruppen.  Wir  setzen  voraus^ 
dass  die  Zerlegung  der  6r«  auf  zwei  Untergruppen  Ga  und  Gxa  geführt 
habe^  von  denen  die  erstere  in  der  letzteren  ausgezeichnet  enthalten 
sei;  in  der  nämlichen  Beziehung  zu  einander  mögen  die  beiden  in 
der  Gt  aufgefundenen  Untergruppen  Gt  und  Gxt  stehen.  Indem  wir  die 
Operationen  der  Ga  als  von  einander  nicht  wesentlich  verschieden  an- 
sehen,  gehe  Gxa  auf  eine  gx    zurück,  deren  Operationen  wir  sogleich 

wieder  durch  (4)  bezeichnet  denken.  Analog  gehe  Gxt  auf  eine  ^x*^  der 
Operationen  (5)  zurück,  sofern  wir  die  Operationen  der  Gt  nicht  mehr 
von  einander  verschieden  ansehen.  Jeder  möglichen  holoedrisch  isomorphen 
Zuordnung  der  Gruppen  g^^^  und  g^^^  entspricht  dann  eine  intermediäre 

Untergruppe  Gxot,  welche  ewischen  den  aus  Ga,  Gt  hez.  Gxaj  Gxt  entsprin- 
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genden  conibinierten  Untergruppen  Gat  und  Gx^ar  von  Ggt  eingeschlossen 
ist  Ist  nämlich  jener  holoedrische  Isomorphismus  etwa  dadurch  za 
Wege  gebracht,  dass  man  Va  mit  Vt,  v^a  mit  Vit  u.  s.  w.  entsprechend 
setzt,  so  combiniere  man  diese  Operationen  zu  den  x  neuen  1,  VgWt, 
VtaWit^  •  •  •,  V(x—i)atVi^y.  —  \yt,  die  dann  eine  Untergruppe  gx  in  der  durch 
Combination  von  gx  und  gx  entspringenden  ^x«  bilden.  Von  dieser 
gx  aus  schliessen  wir  nun  vermöge  einer  wiederholt  angewandten  Über- 
legung rückwärts  auf  die  Existenz  einer  intermediären  Gxatf  welche 
durch  Combination  der  Gat  mit  den  1,  VaWt,  v%aW%t,  •  •  •,  V{x—\)aW{^X'-i)x 
entspringt,  wofern  wir  letztere  Operationen  nun  wieder  als  solche  der 
Gruppe  Gx^at  deuten,  ohne  noch  die  Operationen  der  Gat  ^Is  unter 
einander  identisch  zu  denken. 

Inwiefern  diese  Entwicklungen  bei  den  Gongruenzgruppen  An- 
wendung finden,  wollen  wir  jetzt  des  näheren  auseinandersetzen. 

§  8.    Erläuterung  der  Entwicklungen  des  vorigen  Paragraphen  durch 

die  aur  sechsten  Stufe  gehörende  G^^. 

Vorstehende  allgemeine  Erörterungen  finden  nun  auf  unsere  Fragen 
Anwendung,  wenn  es  gilt,  die  bei  zusammengesetzten  Stufenzahleu 
n  eintretenden  endlichen  Gruppen  6/4  (»)  in  ihre  Untergruppen  zu  zer- 
legen. Es  wird  zweckmässig  sein,  dass  wir  die  Art  dieser  Anwendung 
vorerst  an  einem  Beispiele  erläutern,  bevor  wir  dieselbe  für  den 
allgemeinsten  Fall  einer  zusammengesetzten  Stufenzahl  erörtern.  Wir 
wählen  die  Stufe  ns=  6,  bei  der  es  sich  um  die  Zerlegung  derjenigen 
6^72  handelt,  welche  wir  bereits  im  vorigen  Kapitel  auf  geometrischem 
Wege  definiert  hatten.  Auf  Grund  der  eben  entwickelten  Sätze  werden 
wir  die  Zerlegung  der  G^j^  ohne  Mühe  leisten,  wenn  wir  die  Zerlegung 
der  zu  «  =  2  und  n  =  3  gehörenden  G^  bez.  G^^  zuvor  bereits  aus- 
führten. Aber  diese  G^  ist  ja  eine  Diedergruppe,  während  G^^  dem 
Tetraedertjpus  angehört;  beiderseits  ist  also  von  den  „Vorlesungen 
über  das  Ikosaeder'^  her  die  Structur  bekannt. 

Die  Hauptcongruenzgruppe  sechster  Stufe  r^^  ist  in  derjenigen 
der  dritten  Stufe  enthalten.  Da  letztere  in  der  Gesamtgruppe  V  vom 
Index  zwölf  ist,  so  wird  es  in  der  zur  sechsten  Stufe  gehörenden  (r^^ 
im  ganzen  72 :  12  :=  6  mit  der  Identität  modulo  3  congruente  Ope- 
rationen geben,  die  wir 

(1)  1,    Vi,    Vg,    V3,   ^4,    t?5 

nennen  wollen.  Diese  Substitutionen  werden  innerhalb  der  G^^  eine 
ausgezeichnete  G^  bilden,  weil  nämlich  die  Hauptcongruenzgruppe  dritter 
Stufe  ihrerseits  in  der  Gesamtgruppe  V  ausgezeichnet  ist.     Unter  den 
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sechs  Substitutionen  (1)  können  keine  zwei  modulo  2  congruent  sein. 
Wäre  nämlich  v,-  ^  v*,  (mod.  2),  so  würde  sofort  ViVjT^  EZ^  1,  (mod.  2) 
folgen,  während  doch  alle  sechs  Substitutionen  (1)  mod.  3  unter 
einander  congruent  sind: 

(2)  1  ^  »1  ^  Vg  ^ '  "  ^  *^6  >    (mod.  3). 

Demgemäss  wäre  ViVk~^  sowohl  modulo  2  als  modulo  3  mit  der  Identität 
congruent^  und  also  auch  modulo  6,  wie  man  sofort  zeigt.  Daraus 
aber  ergäbe  sich  v,-  ^  v*,  (mod.  6),  so  dass  Vi  und  v*  dieselbe  Operation 
der  ©72  darstellen  müssten.  Wir  bemerken  solcherart,  dass  wir  in  (1) 
ein  System  modulo  2  incongruenter  Substitutionen  besitzen,  und  können 
sonach  die  aus  ihnen  bestehende  Gq  als  die  mr  Hauptcongruenzgruppe 
zweiter  Stufe  Tg  gehörende  endliche  Gq  ansprechen. 

In  völlig  entsprechender  Weise  wird  es  in  der  G^2  zwölf  modulo  2 
mit  der  Identität  congruente  Substitutionen 

(3)  1,  «Ti,  w^,  ...,  w,^ 

m 

geben,  die  eine  in  der  G^^  ausgezeichnete  6|2  bilden.  In  (3)  haben 
wir  dann  ein  System  modulo  3  incongruenter  Substitutionen  vor  uns, 
so  dass  die  eben  genannte  G^^  ois  die  mr  Hauptcongruenzgruppe  dritter 
Stufe  gehörende  endliche  6r^2  cmgesehen  u^erden  kann  und  als  solche  den 
Tebraedertypus  besitzt 

Da  unsere  G^^^  in  der  G^^  ausgezeichnet  ist,  haben  wir  jedenfalls 
vr'^WjeVi^E2iviy  (mod.  6).  Indem  wir  aber  letztere  Congruenz  nur  mod.  3 
nehmen,  heisst  sie  infolge  Yon  (2)  Wk^Wi,  (mod.  3),  woraus  sich  die 
Identität  von  Wk  und  Wi  ergiebt.     Wir  haben  also: 

(4)  ViWk  =  WkVi,    (mod.  6), 

d.  h.  innerhalb  unserer  G^^  ist  jede  Substitution  Vi  aus  der  Beihe  (1) 
mit  jeder  Substitution  Wk  am  der  Reihe  (3)  vertauschbar.  Durch  Combi- 
nation  von  Gq  und  G^^  entsteht  jetzt  die  G^2  selbst;  wir  haben  ihre 
Operationen  in  dem  Schema 

1  ,      ^1      7     ^2      ;     •  •  •,     «^5 

vor  Augen. 

Wie  man  sieht,  sind  die  den  Entwicklungen  des  vorigen  Para- 
graphen zu  Grunde  liegenden  Voraussetzungen  bei  unserer  G^2  völlig 
erfüllt;  ziehen  wir  also  nun  auch  für  dieselbe  die  Folgerungen,  welche 
oben  ganz  allgemein  für  die  Gst  galten. 

Zunächst   werden   wir   eine   grössere   Reihe   combinierter   Unter- 
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grappen  der  G^^  unmittelbar  angeben  können,  indem  wir  die  Unter- 
gruppen der  6rg  einzeln  mit  denen  der  (r^g  combinieren.  Darüber 
hinaus  treten  aber  auch  noch  intermediäre  Untergruppen  auf  und 
wenigstens  eine  derselben  wollen  wir  hier  etwas  ausführlicher  be- 
trachten. In  der  Gq  giebt  es  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  G^, 
deren  Substitutionen  1,  v^,  t;^  seien.  Wählen  wir  diese  G^  für  die 
oben  allgemein  mit  Ga  bezeichnete  Untergruppe,  wobei  dann  Gxa  unsere 
jetzige  Gq  sein  soll.  In  der  G^^  giebt  es  eine  Vierergruppe  G^  und 
in  dieser  drei  G^,  welche  einzeln  innerhalb  der  G^  ausgezeichnet  sind. 
Die  Operationen  der  G4  seien  1,  10^,  «?,,  w^]  eine  besonders  heraus- 
gegriffene G2  enthalte  1  und  w^.  Wir  nehmen  dann  diese  G^  als  die 
oben    durch  Gt    bezeichnete    Gruppe,    während    die    G^t  nun    unsere 

Vierergruppe  G4  sein  wird.  An  Stelle  der  g^^  und  ^fiT^  treten  hier 
zwei  Gruppen  zweiter  Ordnung  ^g.  Diese  bezieht  man  nun  in  der 
That  sofort  auf  eine  bestimmte  Weise  holoedrisch  isomorph  auf  ein- 
ander, wie  sich  denn  überhaupt  stets  zwei  cyclische  Gruppen  gleicher 
Ordnung  in  diese  Beziehung  zu  einander  setzen  lassen.  Man  sieht,  hier 
sind  alle  Bedingungen  für  die  Existenz  einer  intermediären  G^.^.z  erfüllt; 
wollen  wir  deren  Substitutionen  jetzt  auch  noch  explicite  kennen  lernen. 
Durch  Combination  der  Vierergruppe  G4,  und  der  Gg  der  Sub- 
stitutionen (1)  entspringt  eine  Gg4,  deren  Operationen,  in  gewohnter 
Weise  angeordnet,  diese  sind: 


G 


6 


G. 


G. 


G, 


^'        \3,  4)'  W,  5/ 
\2,  5/'  \6,  2/'  \1^  1) 

/1,4\     /1,1\     /2,5\ 
\4,  5/'  Vi,  2/'  \5,  1/ 

/3,  2\     /3,  5\     /O,  1\ 
\4,  3/'  Vi,  0/'  Vö,  3/ 

(1 

3\    (1, 

ir  Vs, 
5)'  W, 

0\  /2,3\ 
1/'  V3,  2/ 

5)'  Vi'  4) 

4\  /2,5\ 
5/ '  Vö,  4/ 

2\  /O,  1\ 
3/ '  Vö,  0/ 

Indem  für  uns  x  ==  2  ist,  wird  y ^  -  j  die  oben  mit  VaWt  bezeichnete 

Operation.     Die   combinierte   Untergruppe  G^ .  $  ist,   wie   man   sofort 
berechnet,   eine   cyclische  Gg,   und   die   Vereinigung  von  deren  sechs 

Substitutionen  mit  ( j^'  p- )  führt  auf  die  sechs  im  letzten  Rechteck  des 

eben  aufgestellten  Schemas  angeführten  Operationen,  die  man  übrigens 
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ohne  Mühe  als  solche  der  Periode  zwei  erkennt.  Die  intermediäre  G^ij 
aus  diesen  letzten  sechs  Substitutionen  und  der  combinierten  6r2.3  be- 
stehendj  erweist  sich  dergestalt  als  eine  Grtifpe  G^^  vom  Diedertyptis, 

§  9.     Beduotion   des  Froblema   der  Zerlegung   der  Gruppen  6r^(n)9 

bez.  6r3/i(n)'     HistoriBOhes. 

Die  Entwicklungen  der  vorigen  Paragraphen  haben  allgemeine 
Bedeutung  für  diejenigen  Stufenzahleu  n  =  n^  -  n^,  die  aus  zwei  gegen 
einander  relativ  primen  Zahlen  n^,  n^  zusammengesetzt  sind.  Um  dies 
in  Allgemeinheit  zu  erörtern,  müssen  wir  uns  indessen  der  homogenen 
Substitutionen  bedienen,  was  für  den  Fall  n  =^  6  des  vorigen  Para- 
graphen noch  nicht  unbedingt  nötig  war. 

Zwei  homogene  Modulsubstitutionen  sind  stets  und  nur  dann 
modulo  n  congruent,  wenn  sie  einander  mod.  n^  und  mod.  n^  einzeln 
genommen  congruent  sind*).  Es  wird  nun  in  der  6r2/,(n)  der  mod.  n 
incongruenten  Substitutionen  eine  gewisse  Reihe  modulo  n^  mit  der 
Identität  congruenter  Substitutionen  sich  finden.  Unter  den  Substitu- 
tionen dieser  Reihe  können  keine  zwei  modulo  n^  congruent  ausfallen, 
während  andrerseits  in  derselben  noch  alle  2ft(ti|)  modulo  n^  incon- 
gruenten Typen  auftreten  müssen,  letzteres  deshalb,  weil  nach  §  4,  p.  395 
auch  in  der  Hauptcongruenzgruppe  n^^^  Stufe  noch  alle  Typen  mod.  n^ 
vorkommen.  Die  Zahl  der  mod.  n^  mit  der  Identität  congruenten  Sub- 
stitutionen der  Gift(n)  ist  sonach  2^(%).  Letztere  werden  dabei  eine  in 
der  6^8yu(ii)  ausgezeichnete  Untergruppe  Gif^^n^)  bilden]  möge  sie  aus 

(1)  1,  Vi»  v„  •..,  Vi^M-l 

bestehen.  Diese  2/t(ni)  Operationen  können  wir  auf  der  anderen  Seite 
als  ein  Repräsentantensystem  der  homogenen  Hauptcongruenzgruppe 
r%fi(n^)  in  Bezug  auf  die  Gesamtgruppe  f  ansehen;  besagte  Gi^^^n^)  ist 
sonach  die  zur  Stufe  n^  gehörige  endliche  Gruppe  2ft(wi)*®'  Ordnung,    In 

*)  Man  zeigt  leicht,  dass  dieser  Sats  bei  den  nicht- homogenen  Sabstitationen 
nicht  gilt.  Da  giebt  es  vielmehr  stets  zwei  modulo  n  incongruente  Operationen, 
die  beide  modulo  n^  und  modulo  tt,,  einzeln  genommen,  ~  1  sind;  z.  B.  sind  die 

beiden  modulo  12  verschiedenen  Typen  (   '     j,  (    '     j  doch  beide  sowohl  mod.  3 

wie  mod.  4  der  Identität  congruent.  Eben  dieser  Sachlage  wegen  müssen  wir 
im  Texte  die  homogenen  Substitutionen  heranziehen.  Eine  Ausnahme  findet 
übrigens  wieder  fSr  den  Fall  statt,  dass  eine  der  Zahlen  n^,  n^  gleich  2  ist;  als- 
dann gilt  der  Satz  für  die  nicht-homogenen  Substitutionen  genau  in  der  Form, 
wie  er  im  Texte  für  die  homogenen  aufgestellt  wurde.  Hierher  gehört  das  im 
vorigen  Paragraphen  betrachtete  Beispiel  n  «»  6,  weshalb  wir  auch  dort  mit  den 
nicht-homogenen  Substitutionen  unbeschadet  arbeiten  konnten. 
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ganz  entsprechender  Weise  bilden  die  modulo  n^  mit  der  Identii^t 
congruenten  Substitutionen  eine  ausgezeichnete  (^^/^(n,)  in  der  G%ft{n)t 
welche  als  die  zur  Stufe  n^  gehörige  endliche  Gruppe  2fi(n2)^  Ordnung 
aufgefasst  werden  kann.    Die  Substitutionen  derselben  sollen  heissen: 

(2)  1,  w'i,  w;^,  ...,  w;2^^„o-l. 

Da  die  G^^iin,)  ausgezeichnet  in  G^8^(n)  enthalten  ist^  so  haben 
wir  jedenfalls 

WjT^ViWk  ^  Viy  (mod.  n^  •  n^). 

Betrachten  wir  diese  Congruenz  aber  nur  mod.  Hj,  so  kommt  Vir^.Vi 
(mod.  Wj),  da  Wk~^\,  (mod.  n^)  ist.  Inzwischen  sind  doch  die  Sub- 
stitutionen (1)  mod.  n^  alle  verschieden;  wir  haben  also  notwendig 
i  =  i,  50  dass  jede  Operation  (1)  mit  jeder  einzelnere  Operation  (2)  ver- 
tauschbar  ist: 

(3)  ViWk^WkVi,  (mod.  n). 

Die  Gnippe  G^^in)  entsteht  jetzt  offenbar  durch  Cothbination  ihrer 
beiden  Untergruppen  6f2^(n,),  G2fi{H^]  in  der  That  ist  ja  auch  (cf.  3  p.  395): 

2ii(n)  =  2^(ni)  •  2/x(nj) . 

Man  sieht,  dass  wiederum  alle  Vorbedingungen  für  die  Entwick- 
lungen von  §  7,  p.  402  erfüllt  sind,  und  dass  demgemäss  die  dort  durch 
Ggt  bezeichnete  Gruppe  nun  direct  mit  der  (^«^(n)  identificiert  werden 
kann.  Man  wird  also  auf  Grund  der  an  der  gemeinten  Stelle  entwickelten 
Regeln  die  Gesamtheit  aller  in  G2f,{n)  enthaltenen  Untergruppen  durch 
einfache  Massnahmen  aufstellen  können,  wenn  wir  zuvor  die  Gruppen 
Gifi(ni)  und  Gifi{n^)  einzeln  vollständig  in  ihre  Untergruppen  zerlegt 
denken.  Wir  haften  solchergestalt  das  Problem  der  Zerlegung  der  6^2^  (n) 
im  u^esentlichen  auf  die  beiden  einfacJieren  Probleme  der  Zerlegung  der 
Gruppen  G^f^^m)  und  G2fi(n^  zurückgeführt  Wie  wir  nun  die  Reduction 
unserer  Aufgabe  noch  weiterführen  werden,  liegt  auf  der  Hand.  Möge 
die  Zerlegung  der  Zahl  n  in  ihre  Primfactoren  auf  n  =  3"  •  3/*  •  jj**  •  •  • 
führen,  so  werden  wir  zuvörderst  die  Gruppen  G2U (?»'),  Gif^iq^i),  ••  •  einzeln 
zerlegen,  worauf  nun  die  Kegeln  von  §  7  zu  wiederholten  Malen  an- 
zuwenden sein  würden.  Bei  dieser  Sachlage  brauchen  wir  also  gar 
nicht  die  Gruppe  6r2 /u(n)  für  alle  möglichen  Werte  von  n  zu  zerlegen; 
vielmehr  hai  sich  unser  Problem  im  weserUlichen  darauf  reduziert,  dass 
wir  für  aUe  Primzahlpotenzen  (f  die  Zerlegung  der  bezüglichen  G^ftiq^) 
thatsächlich  ableisten.  Alsdann  aber  würden  wir  für  jedes  uns  vor- 
gelegte n  die  vielleicht  umfänglichen,  aber  doch  im  Princip  elemen- 
taren Massnahmen  des  §  7  auszuüben  haben,  um  auf  Grund  der  ge- 
leisteten Zerlegung  der  Gruppen  G2fi(q^)  nun  auch  die  Zerlegung  vou 
Gifiin)  ZU  erledigeil. 
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Wir  wollen  nun  sogleich  mitteilen,  in  wie  weit  die  hier  vor- 
gelegten Probleme  heutzutage  ihre  Auflösung  gefunden  haben.  Die 
Zerlegung  der  nicht-homogenen  Gft^q"^)  für  eine  beliebige  Primzahl- 
potenz ist  in  der  That  durch  Hrn.  Gi erster  geliefert  worden*).  (Nur 
blieb  dabei  vorerst  der  Fall  g  =  2  ausser  Betracht,  der  sich  nicht  ohne 
weiteres  unter  den  allgemeinen  Fall  subsumiert).  Nehmen  wir  hinzu, 
dass  von  hier  aus  der  Fortgang  zu  den  homogenen  Gruppen  G^^{qy) 
ohne  besondere  Mühe  geleistet  werden  konnte,  so  wird  man  zufolge 
der  gerade  vorausgeschickten  Bemerkungen  das  Problem  der  Zerlegung 
der  Gruppen  G^2/*(n)  und  damit  zugleich  das  Problem  der  Aufstellung 
aller  Congruenzgruppen  als  ein  im  wesentlichen  gelöstes  ansehen 
dürfen  und  wird  in  diesem  Sinne  die  grosse  Bedeutung  der  genannten 
Gierster'schen  Arbeit  anerkennen. 

Freilich  wird  es  für  uns  im  folgenden  der  Kürze  halber  nicht 
statthaft  sein,  Hm«  Gierster  bis  zum  allgemeinen  Fall  der  Primzahl- 
potenz q*  zu  folgen.  Wir  werden  vielmehr  in  ausführlicher  Weise  nur 
den  niedersten  hierbei  in  Betracht  kommenden  Fall  der  einfachen 
Primzahl  q  berücksichtigen.  In  der  That  soll  eben  dieses  in  den 
beiden  folgenden  Kauteln  unsere  Aufgabe  sein:  Die  vollständige  Zer- 
legung der  nictit-homogenen  Gruppe  G^^q)  zu  entunckeln  (womit  wir  uns 
dann  die  Mittel  zur  Aufstellung  aller  Congruenzgruppen  von  Primzahl- 
stufe verschafft  haben  werden).  Auch  für  diesen  Fall  der  Primzahl- 
stufe q  ist  eine  Arbeit  von  Hrn.  Gierster  grundlegend  gewesen**), 
indem  in  derselben  zum  ersten  Male  die  Gft(q)  vollständig  zerlegt 
und  zugleich  der  Beweis  dieser  Vollständigkeit  beigebracht  wurde.  Ein 
grosser  Teil  der  in  der  G^t(q)  enthaltenen  Untergruppen  ist  freilich  schon 
früher  von  J.  A.  Serret***)  aufgestellt  und  untersucht  worden.  Das 
gilt,  wie  wir  hier  zum  Schluss  vorläufig  anführen,  insbesondere  von 
den  cyclischen  Untergruppen  der  Gfi(q),  die  im  nächstfolgenden  Kapitel 
zur  Aufstellung  gelangen  sollen.  Auf  die  ersten  Untersuchungen,  welche 
Galois  über  die  hier  in  Betracht  kommenden  Fragen  ausgeführt  hat, 
werden  wir  noch  verschiedentlich  zurückkommenf). 


*)  Man  sehe  die  Arbeit:  „Über  die  Galois' sehe  Gruppe  der  Modulargleichung, 
toenn  der  Transformationsgrad  die  Potenz  einer  Primzahl  >>  2  istf',  Math.  Ann. 
Bd.  26,  p.  309  (1886). 

**)  Man  sehe  Gierster^s  Abhandlung  „Die  Untergruppe  der  Galois'sehen 
Gruppe  der  Modulargleichung  für  den  Fall  eines  primzähligen  TransformationS' 
gradeS"',  Math.  Ann.  Bd.  18,  p.  319  (1881). 

***)  Man   ?ergl.  die  bezüglichen  Mitteilungen  von   Serret  in   den  Gomptes 
Rendus  von  1869  und  1860,  sowie  deseen  Gours  d^alghhre  supiriev/re  t.  II  p.  363  u.  f. 
t)  Oeuvres  de  Galois  1.  c.  (Lettre  ä  Mr.  Chevalier  vom  29.  Mai  1832). 
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§  10.    Das  Verzweigaligssohema  ausgezeichneter  Congruenzgrnppen. 

Am  Schlüsse  des  gegenwärligen  Kapitels  fügen  wir  noch  einige 
Entwicklungen  an,  vermöge  deren  wir  die  Tragweite  unserer  Methode, 
durch  Congruenzen  modulo  n  Untergruppen  der  Modalgruppe  zu  defi- 
nieren, bezeichnen  wollen.  Wir  handeln  dabei  zweckmässiger  Weise 
vorerst  vom  Yerzweigungsschema  einer  ausgezeichneten  Congruenz- 
gruppe  der  w**"  Stufe,  die  wir  H")  nennen  wollen.  Da  n*>  die  Haupt- 
congruenzgruppe  n^'  Stufe  als  Untergruppe  in  sich  enthält,  so  wird 
sich  das  Polygon  der  letzteren  durch  eine  bestimmte  Anzahl  von 
Polygonen  der  f^")  einfach  und  vollständig  bedecken  lassen.  Es  ent- 
springt daraus  insbesondere  der  Satz,  dass  das  Yerzweigungsschema 

der  ausgezeichneten  H"^  l2,  3,  —  |    sein   wird,    wo  r  ein    Teiler   der 

Zahl  n  ist.  Dass  hier  nun  r  notwendig  1  ist,  d.  h.  dass  jede  im  Sinne 
van  §  6,  p.  401,  eigentlich  mr  n*^  Stufe  gehörige  Congruemgruppe  stets 
das  Yerzweigungsschema   {2,  3,  n]  besitzt,  wollen  wir  jetzt  zeigen. 

Wir  zerlegen  zu  dem  Ende  die  Stufenzahl  n  in  ihre  Primfactoren 
n  =  ^y .  gr^'i  .  jg*» . . .  und  greifen  einen  derselben,  etwa  q,  heraus,  wo- 
bei wir  voraussetzen,  dass  der  ihm   zugehörige  Exponent  i^  >  1   sei. 

Da  zufolge  (7)  p.  397  unter  diesen  Umständen  f*(»)  ~  4^  •  f*  (— )  ist, 

so  wird  es  in  der  Gf^^n)  der  mod.  n  incongruenten  Substitutionen  im 

ganzen  g^  mit  der  Identität  mod.  —  congruente  Substitutionen  geben. 

Die  Gestalt  derselben  bestimmt  man  sofort  zu: 


(1)  r={  «  M,    (mod. «), 


wobei  a,  b,  c  unabhängig  von  einander  Restsysteme  modulo  q  durch- 
laufen sollen.  Diese  q^  Operationen  bilden  innerhalb  der  (r^c»)  eine 
ausgezeichnete  Untergruppe  Gq*\  denn  es  ist  die  Hauptcongruenzgruppe 

ter 

Stufe,  die  sich  modulo  n  genommen  auf  die  in  Rede  stehende 


(t' 


9 

Gq»  reduciert.  Die  Structur  dieser  Gq»  ist  aufs  leichteste  in  Erfahrung 
zu  bringen.  Bezeichnen  wir  die  einzelne  Operation  (1)  kurz  durcli 
(a,  b,  c),  so  hat  man  auf  Grund  leichter  Rechnung  für  die  Combi- 
nation  zweier  unter  ihnen  die  Formel: 

(a,  6,  c)  •  (a',  b\  c)  «=  (a  -^  a',  6  +  fc',  c  +  c'). 

Wir  entnehmen  daraus,  dass  erstlich  jede  Substitution  (1),  die  Identi- 
tät ausgenommen,  die  Periode  q  besitzt,  dass  aber  weiter  je  zwei  Sub- 


enihalieneD  GongroenzgruppeD  n^'  Stufe. 
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stitutionen  (1)  mit  einander  vertauschbar  sind.  Es  giebt  demzufolge 
in  der  Gq*  im  ganzen  (^*  +  ff  +  1)  cyclische  Gqj  während  je  zwei 
unter  ihnen  combiniert  eine  &,.  liefern.  Eine  solche  Gq.  haben  wir 
z.  B«  in  den  q^  Operationen  (0,  b,  c)  vor  uns,  welche  sich  aus  den 
beiden  (0,  1,  0)  und  (0,  0,  1)  erzeugen  lassen.  Ziehen  wir  hieraus 
noch  die  Folgerung,  dass  sich  die  Gq*  erzeugen  lässt  aus  den  drei 
Operationen: 


(2)  r, 


in   welchen   wir   übrigens   drei   mit   einander   gleichberechtigte   para- 
bolische Modulsubstitutionen  der  Amplitude  l—j  erkennen. 


—  I     Stufe  wird  sich  modulo  n  stets  auf 

eine  solche  Untergruppe  der  Gft^n)  reducieren,  welche  unsere  Gq^  in 
sich  enthält.  Aber  auch  der  umgekehrte  Satz  gilt  offenbar:  Reduciert 
sich  eine  durch  Congruenzen  modulo  n  vollständig  definierbare  Unter- 
gruppe r^'  der  Modulgruppe  modulo  n  auf  eine  solche  Untergruppe  der 
Gfi{n)f  welche  die  Gqt  in  sich  enthält^  so  enthält  f^'  bereits  die  Haupt- 

—  I      Stufe   in   sich   und   ist   der  I  —  I      oder  einer 

noch  niedrigeren  Stufe  zuzuerteilen.  Bei  Anwendung  dieses  Satzes  kann 
man  sich  offenbar  damit  begnügen,  in  der  mod.  n  reducierten  f^'  die 
drei  Operationen  (2)  nachzuweisen;  gelingt  dies,  so  wird  sich  in  der 
reducierten  V^'  die  ganze  Gqt  finden.  Ist  überdies  f^«'  in  der  Gesamt- 
gruppe r  ausgezeichnet,  so  wird  in  der  mod.  n  reducierten  f^'  mit  der 
einzelnen  Substitution  (2)  auch  jede  der  beiden  anderen  auftreten.  Hier- 
nach vereinfacht  sich  unser  Satz  dahin,  dass  wir  sagen:  Eine  in  der 
Modtdgruppe  f  atisgezeichnete  Untergruppe  ^  die  sich  durch  Congruenzen 
mod.  n  vollständig  definieren  lässt,  in  der  sich  aber  eine  mod.  n  mit 


CD 


congruente  Substitution  findet,  wird  sich  auch  bereits  durch  Con- 


gruenzen mod.  —  vollständig  definieren  lassen. 

Ein  entsprechender  Satz  gilt  auch  für  den  Fall,  dass  nur  die 
erste  Potenz  der  Primzahl  $  in  n  aufgeht;  inzwischen  liegen  die  Ver- 
hältnisse hier  in  mehrfachem  Betracht  etwas  anders.  Wir  schreiben 
w  =  g  •  n',  wobei  also  n  eine  durch  q  nicht  mehr  teilbare  Zahl  sein 
wird,  und   gehen  übrigens  zweckmässig  für  einen  Augenblick  auf  die 


414  n,  7.   Von  den  in  der  Modnlgrappe 

homogenen  Modulsubstitutionen  zurück.  In  der  homogenen  G^^tin)  giebt 
es  2fi(g)  mit  der  Identität  modulo  n  congruente  Operationen,  die  eine 
ausgezeichnete  G^^^q)  bilden.  In  dieser  G%fi^q)  haben  wir  die  Gruppe 
modulo  q  incongruenter  homogener  Modulsubstitutionen  vor  unS;  und 
wir  wissen  von  dieser  Gruppe^  dass  sie  sich  z.  B.  aus  denjenigen 
beiden  in  ihr  enthaltenen  Operationen  herstellen  lässt,  die  modulo  q 
mit  S  bez.  T  congruent  sind.  Gehen  wir  zu  den  nicht-homogenen  Sub- 
stitutionen  zurück,   so   werden  sich  dabei  alle  diejenigen  homogenen 

Untergruppen  der  G%^{nh  welche  die  mit  (  /^'  ^)  modulo  n  con- 
gruente homogene  Substitution  enthalten,  auf  nicht-homogene  Unteiv 
gruppen  der  G^(n)  jeweils  der  halben  Ordnung  reducieren;  alle  (      /n'       A 

mod.  n  nicht  enthaltende  homogene  Untergruppen  behalten  beim  Rück- 
gang zur  nicht-homogenen  G^{n)  ihre  Ordnung  bei.  Zu  den  Unter- 
gruppen letzterer  Art  gehört  nun  auch  die  G2/i(g),  und  in  der  That 
giebt  es  2(i{q)  verschiedene,  mit  der  Identität  modulo  n  congruente 
Operationen  in  der  6^;<(»).  Es  liegt  also  zwischen  der  nicht-homogenen 
Gi^i{q)  und  der  homogenen  G^juiq)  holoedrischer  Isomorphismus  vor,  bei 
dem  eine  Operation  der  letzteren  Gruppe  nicht-homogen  geschrieben 
direct  die  entsprechende  Operation  der  ersteren  Grappe  giebt^  während 
umgekehrt  eine  Operation  der  ersten  nur  unter  bestimmter  Fixierung 
des  Vorzeichens  ihrer  Coefficienten  in  die  entsprechende  homogene 
Substitution  gespalten  werden  kann.  Immerhin  ist  offenbar,  dass  den 
beiden  mit  S  und  T  mod.  q  congruenten  Operationen  der  homogenen 
Gifi^q)  die  beiden  mit  den  nicht -homogenen  Substitutionen  S  bez.  T 
modulo  q  congruenten  Operationen  der  nicht-homogenen  G^^^q)  zu- 
gewiesen sind;  letztere  sind  also  erzeugende  Operationen  der  nicht- 
homogenen  Ö2^(j)*). 

Liege  jetzt  wieder  eine  (nicht -homogene)  Untergruppe  f^»  der 
Modulgruppe  f  vor,  die  sich  durch  Congruenzen  modulo  n  völlig 
charakterisieren  lässt.  Finden  sich  alsdann  in  der  mod.  n  reducierteu 
r^'  zwei  Operationen,  die  modulo  n'  mit  der  Identität,  modulo  q  aber 
bez.  mit  S  und  T  congruent  sind,  so  umfasst  f^'  die  Hauptcongruenz- 
gruppe  der  Stufe  n'  in  sich  und  lässt  sich  bereits  durch  Congruenzen 

mod.  —  vollständig  charakterisieren.  Ist  insbesondere  f^^  eine  aus- 
gezeichnete Untergruppe,  und  ist  V  diejenige  Operation  der  r^,»,  die 
mod.  n    mit  1^  mod.  q  aber  mit  S  congruent  ist,  so  wird  neben  V  in 


"")  Man  vergl.  hier  auch  die  Note  anf  der  folgenden  Seite. 
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der  Untergruppe  T^'  auch  T-^VT^TVT  und  also  auch  VirTV^V' 
vorkommen;  offenbar  aber  ist  F'^1,  (mod.  n)  und  V  ^STSTS 
(mod.  g),  welche  letztere  Substitution  8  TS  TS  keine  andere  ist  als  T*). 
Daher  endlich  das  Resultat:  Findet  sich  in  der  ausgezeichneten  TJnter^ 
gnippe  f^',  die  sich  vollständig  durch  Congrtienjsen  modulo  n  charakterir 

M. 

sieren  lässt^  eine  SubstitiUion,  die  modtdo  —  mit  1,  modulo  q  aber  mit  S 

congruent  ist,   so   lässt   sich   f^'  bereits   vollständig  durch  Congrttenzen 

modulo  —-  definieren. 

Die  durchgeführte  Betrachtung  bringen  wir  nun  in  Anwendung 
auf  die  im  Eingang  des  Paragraphen  mit  f^")  bezeichnete  ausgezeich- 
nete Congruenzgruppe.  Dieselbe  sollte  zur  n^  Stufe  gehören  und 
damit  haben  wir,  wie  wir  hier  nochmals  betonen,  bereits  zum  Aus- 
druck gebracht,  dass  H")  nicht  schon  durch  Congruenzen  bezüglich 
eines  Teilers  von  n,  der  von  n  selbst  verschieden  ist,  definiert  werden 
kann.      Man    setze   jetzt,    es    sei    das    Yerzweigungsschema   von   f^**) 

|2,  3,  — },  so  werden  alle  parabolischen  Modulsubstitutionen,  deren 
Amplitude  durch  —  teilbar  ist,  in  V^*^  enthalten  sein.  Teile  jetzt  die 
Primzahl  g,  welche  in  n  in  der  Potenz  v>  1  enthalten  sei,  —  nur  in 


der  Potenz  v'  <  v.  so  ist  —  sicher  durch  —  teilbar,  und 

« 
eine  in  f^")  enthaltene  Substitution.    Unter  diesen  Umstanden  könpte 

H"^  nicht  zur  n*®"  Stufe  gehören.    Sei  zweitens  q  nur  in  erster  Potenz 

AB. 

in  n  enthalten,  finde   sich  aber  in  —  überhaupt  nicht  mehr.     Dann 
teilt  ~  jedenfalls  die  Zahl  —  =  n';  in  n">  finden  sich  also  die  para- 

fj   H    )}  und  hier  kann  man  die  ganze 
Zahl  b  leicht  so  wählen,  dass  bn'  ^  1,  (mod.  q)  wird,  da  n    relativ 

*)  Man  bemerke  übrigens,  daBS  Substitution  F'  =  (    '  U  >   obachon  sie  ~-  1 

(mod.  n)  ist  und  modulo  q  die  Periode  zwei  besitzt,  dennoch  als  Operation  der 
^..f^\  ^-  li«  modulo  n  betrachtet  von  der  Periode  vier  ist.    Ist  nämlich 

so  berechnet  man  sofort  P'  ~  y'  =0,  (mod.  n),  aber  a'  =  d'  ZI  —  1,  (mod.  q) 

unda'~d'  =  +^»  (mod.  — j;  mod.  n  genommen  können  also  a    und  d*  weder 

mit  -f~  1  noch  mit  —  1   congruent  sein.    Wohl  aber  zeigt  man  leicht  F'^  =  1, 
(mod.  n). 
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prim  gegen  q  ist  Die  so  in  f^")  nachgewiesene  Operation  V  würde  aber 
^  1,  (mod.  n')  und  ^S,  (mod.  q)  sein,  so  dass  auch  unter  diesen 
Umstanden  f^")  nicht  zur  n^*^  Stufe  gehören  könnte.    Zusammenfassend 

finden  wir  also,  dass  q  in  —  auf  alle  Fälle  ebenso  oft  enthalten  sein 
muss  als  in  n.    Da  die  nämliche  Überlegung  fOr  alle  in  n  enthaltenen 

Primzahlen  passt,  so  entspringt  die  Identität  von  —  und  n  und  damit  # 

das  Resultat,  um  welches  es  uns  hier  zu  thun  war:  Eine  ausgezeichnete 
Congruensynippe  der  n*®°  Stufe  besitzt  das  Verzweigungsschema  {2,  3,  «}. 

§11.    Congruenseharakter  der  Untergruppen  n^'  Olasse.    Tragweite 

der  Congmenzgruppen. 

Aus  dem  Schlusssatze  des  vorigen  Paragraphen  wollen  wir  jetzt 
endlich  eine  Reihe  von  Folgerungen  ziehen,  auf  die  wir  bereits  im 
Anfang  des  §  5,  p.  397  hindeuteten.  Im  Anschluss  an  den  damaligen 
Gedankengang  knüpfen  wir  an  die  zur  Zahl  n  gehörige,  oben  durch 
r(„}  bezeichnete  ausgezeichnete  Untergruppe  vom  Index  oo  an*).  Die 
Substitutionen  derselben  wollen  wir  bezüglich  des  beliebig  gewählten 
Zahlmoduls  m  reducieren.  Dabei  werden  wir  entweder  alle  |tt(w) 
Typen  mod.  m  incongruenter  Substitutionen  erhalten,  oder  es  finden 
sich  nicht  alle,  sondern  nur  einige  von  ihnen,  die  alsdann  innerhalb 
der  G^(m)  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  abgeben;  man  entnimmt  letz- 
teres leicht  aus  dem  Umstände,  dass  f  ( n }  in  f  ausgezeichnet  enthalten 
ist.  Im  ersteren  dieser  beiden  Fälle  ist  f  { n }  durch  Congruenzen  mod.  m 
in  keiner  Weise  eingeschränkt,  im  letzteren  ist  sie  Untergruppe  einer 
ausgezeichneten  Congruenzgruppe  m**'  Stufe.  Diese  Untergruppe  besitzt 
nun  ein  Verzweigungsschema  {2,  3,  m},  und  andrerseits  muss  sich  das 
zugehörige  Fundamentalpolygon  nach  früheren  Sätzen  nicht  nur  glatt 
in  die  Teilung  (2,  3,  n)  einlagern  lassen,  sondern  auch,  durch  die 
bezüglichen  erzeugenden  Substitutionen  reproduciert,  zu  einer  einfachen 
Bedeckung  der  Teilung  (2,  3,  n)  hinführen.  Es  ist  demnach  not- 
wendig m  ein  Teiler  der  Zahl  n.  Nun  wissen  wir  aber  bereits,  dass 
r{„}  Untergruppe  der  Hauptcongruenzgruppe  n*"  Stufe  ist.  Daher 
gewinnen  wir  den  Satz:  f  { „ }  ist  freilich  Unter gru^ppe  der  Ilauptcongrtienz- 
gruppe  r^i(n)  und  damit  überhaupt  Untergruppe  der  Congruenzgruppen  der 

Stufe  n  oder  —,  wo  t  ein  belidnger  Teiler  von  n  ist;  sie  ist  aber  nicht 

Untergruppe  irgend  einer  anderen  Congruenzgruppe  irgend  weldier  Stufe. 
Wir  können  das  auch  dahin  aussprechen:  Die  Substitutionen  v  der  T {n} 

*)  Wobei  wir  also  w  ^  G  nehmen. 
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sind  an  die  Bedingung  v^l,  (mod.  n)  geknüpft;  alle  übrigen  darüber 
hinaus  noch  hinzvkommenden  arithmetischen  Merkmale  dieser  Substitu- 
tionen sind  solche,  die  sich  nicht  in  unserer  Weise  durch  Congruenzen 
bezüglich  fester  Zahlmoduln  m  charakterisieren  lassen*). 

Liege  jetzt  irgend  eine  Untergruppe  f^  von  endlichem  Index  fi 
vor,  80  wollen  wir  zuvörderst  deren  Classe  bestimmen^  welche  sich 
als  die  n^  finde.  Alsdann  ist  ffn)  Untergruppe  von  Vft^  und  es  finden 
sich  selbstverständlich  in  P^^  mod.  m  betrachtet,  alle  diejenigen  Typen 
von  Modulsubstitutionen,  die  auch  schon  in  r(n}  enthalten  sind.  Mit 
Rücksicht  auf  den  soeben  für  r {n}  gefundenen  Satz  entspringt  daher 
hier  das  wichtige  Resultat:  Ist  eine  Untergruppe  n*®'  Classe  der  Modul- 
gruppe in  einer  Congruenzgruppe  enfhaHten,  so  ist  deren  Stufe  n  oder  ein 
Teiler  von  n. 

Haben  wir  die  Untergruppe  f^  etwa  auf  Grund  des  Verzweigungs- 
satzes definiert,  und  sollen  wir  alsdann  entscheiden,  ob  sich  ihre  arith- 
metische Eigenart  vollständig  oder  auch  nur  zum  Teil  in  unserer 
Weise  durch  Congruenzen  charakterisieren  lässt,  so  ist  das  einzu- 
schlagende Verfahren  nach  dem  soeben  gewonnenen  Satze  das  folgende: 
Wir  reducieren  die  erzeugenden  Substitutionen  von  f^  mod.  n,  wo  n 
die  Classe  von  f^  ist,  eine  Reduction,  die  auf  die  Operationen  Fj,  Fg, 
F3,  •  •  •  fähren  möge.  Durch  Combination  und  Wiederholung  derselben 
gewinnen  wir  eine  bestimmte  Untergruppe  der  (T^(n)  und  haben  nun 
folgende  Fälle  zu  unterscheiden:  Entweder  coincidiert  die  ^haitene  Unter- 
gruppe von  Gft(j^)  mit  (?^(n)  selbst,  und  dann  ist  f^  auch  mod.  n  dtwch 
keine  Congruenzen  eingeschränkt,  oder  wir  haben  eine  eigentliche  Unter- 
gruppe von  G^{n)i  ^^  diese  charakterisiert  dann  die  Einschränkung,  welche 
man  für  f^  durch  Congruenzen  angeben  kann,  Ergiebt  insbesondere  die 
fragliche  Untergruppe  von  Gft(n)  eine  Congruenzgruppe  n**'  Stufe,  deren 
Index  mit  dem  Index  (i  der  anfänglich  vorgelegten  f^«  übereinstimmt,  so 
ist  ff^  geradezu  identisch  mit  jener  Congruenzgruppe  und  kann  sonach  durch 
Congruenzen  modulo  n  vollständig  definiert  werden.  Im  ersten  dieser 
Fälle  hat  man  übrigens  gar  nicht  nötig,  alle  Operationen  der  (t^(„) 
aus  den  F^,  F^,  •  •  wirklich  herzustellen;  vielmehr  genügt  es,  zwei 
mit  S  bez.  T  mod.  n   congruente   Substitutionen   aus  den  V^,  V^,  ■  * 


*)  Dieser  den  Congruenzcharakter  der  Untergruppen  T  <  ^  1   betreffende  Satz 

wurde  von  Hm.  Pick  gelegentlich  einer  Correspondenz  desselben  mit  dem  Heraus- 
geber (Sommer  1886)  ohne  Beweis  geäussert.  Die  im  Texte  gerade  vorliegenden 
Entwicklungen,  sowie  überhaupt  die  principielle  Verwertung  der  Uhtergruppen  T  .    . 

gehen  auf  anderweit  nicht  veröffentlichte  Untersuchungen  des  Herausgebers 
zurück. 

Klein-Frioke,  ModulAxnctionen.  27 
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herzustellen;    diese   beiden  werden  dann,   wie  wir  wissen^   sicher  die 
gesamte  Cr^{n)  erzeugen*). 

Angesichts  der  gewonnenen  Resultate  charakterisiert  sich  die  Trag- 
weite der  im  folgenden  fast  ausschliesslich  zur  Verwendung  kommen- 
den Methode,  durch  Gongruenzen  modulo  n  Untergruppen  der  Modul- 
gruppe r  zu  definieren,  dem  Gesamtumfange  des  gruppentheoretischen 
Problems  gegenüber  als  eine  äusserst  geringe**).  Indem  man  für 
die  Untergruppen  n^'  Classe  sogleich  die  bezügliche  Dreiecksteilung 
(2,  3,  n)  zu  Grunde  legt  und  in  ihr,  dem  Verzweigungssatze  folgend, 
Fundamentalpolygone  für  die  Untergruppen  n*®'  Classe  absondert, 
zeigt  sich  die  Anzahl  von  Untergruppen  n^'  Classe  als  unbegrenzt 
gross;  aber  immer  nur  eine  endliche  Anzahl  unter  ihnen  lässt  sich 
vollständig  durch  Congruenzen,  und  zwar  mod,  w,  definieren.  Welche 
Merkmale  arithmetischer  Art  für  die  Substitutionen  der  übrigen  Unter- 
gruppen n^'  Classe  zur  Geltung  kommen,  ist  uns  zur  Zeit  noch 
unbekannt;  aber  es  scheint,  dass  sich  hier  der  künftigen  Forschung 
noch  ein  weites  Feld  wichtiger  zahlentheoretischer  Entdeckungen  dar- 
bietet. 


*)  Dieser  für  praktische  Zwecke  äasserst  wichtige  Kunstgriff,  yon  dem  anch 
bereits  im  Torigen  Paragraphen  aasgedehnter  Gebrauch  gemacht  wurde,  ist  zuerst 
von  Pick  auf  eine  im  Texte  späterhin  noch  explicite  Torkommonde  Gattung  von 
Untergruppen  angewendet;  vgl.  dessen  Arbeit:  Über  gewisse  ganzzahlige  lineare  Sab- 
stitutumen,  welche  sich  nicht  dttrch  algebraische  Congruenzen  erklären  lassen,  Math. 
Ann.  Bd.  28,  p.  119  (1886). 

**)  Dass  nicht  jede  Untergruppe  der  Modulgrnppe  eine  Congruenzgruppe  ist, 
wurde  von  Klein  in  ausdrücklicher  Weise  zuerst  in  der  schon  p.  308  genannten 
der  Münchener  Akademie  im  Dec.  1879  vorgelegten  Note:  Zur  Theorie  der  ellip- 
tischen Moditlfunctionen  (abgedruckt  Math.  Ann.  Bd.  17}  angegeben.  Dortselbst 
ist  denn,  auch  das  Wort  Congruenzgruppe  zuerst  gebraucht.  Man  vergl.  hier 
übrigens  auch  noch  die  bereits  bei  Gelegenheit  genannte  Arbeit  des  Heraus- 
gebers: Übir  die  SitbstittUionsgruppen,  welche  zu  den  aits  dem  Legendre'sdien 
Integralmodul  gezogenen   Wurzeln  gehören,  Math.  Ann.  Bd. ^8  (1886). 


Achtes  Kapitel. 

Die  cyclischen  Untergruppen  in  den  znr  Primzahlstnfe  q  gehörenden 

Ornppen  Cr^f^i—i),  Gq(^%^\)  und  (r^c,«— i). 

2 

Bereits  im  §  9  des  letzten  Kapitels  wurde  das  Thema  der  Entwick- 
lungen angegeben,  welche  den  Rest  des  gegenwärtigen  Abschnitts  aus- 
füllen sollen.  Wir  wollen  fQr  den  allgemeinen  Fall  der  Primzahlstufe  q 
die  zugehörige  endliche  Gruppe  G  .  ,_jv  in  ihre  Untergruppen  zerlegen 

und  uns  so  die  Mittel  zur  Aufstellung  aller  Congruenzgruppen  von  Prim- 
zahlstufe schaffen.  Indem  wir  gelegentlich  auch  die  homogenen  Sub- 
stitutionen mit  in  Betracht  ziehen,  fassen  wir  aber  namentlich  unsere 
Aufgabe  in  dem  Sinne  etwas  weiter,  dass  wir  auch  die  Modulsubstitu- 
tionen zweiter  Art  zwischendurch  mit  verfolgen.  Die  erweiterte  Modul- 
gruppe r  reduciert  sich,  modulo  q  genommen,  auf  eine  Gq{^^^i)y  in 
welcher  die  G  .  ,__jj  ausgezeichnete  Untergruppe   vom  Index  zwei  ist; 

auch  diese  erweiterte  Gq^q-^^i)  wollen  wir  also  mit  in  Betracht  ziehen. 
*  Indem  wir  g  =s  2,  3  bei  Seite  lassen,  sind  die  niedersten  Special- 
werte ga=5  und  7.    Für  beide  Fälle  ist  uns  die  Zerlegung  wenigstens 
der    G  (,a_i)   bereits   vollständig   bekannt;   für   g  =  5   von   den   Vor- 

8 

lesungen  über  das  Ikosaeder  her,  f ür  g  =  7  auf  Grund  der  letzten 
Entwicklungen  im  vorletzten  Kapitel.  In  der  Structur  der  beiden  für 
g  =  5  und  7  eintretenden  Gruppen  G^^  bez.  G^^  erkannten  wir  bereits 
oben  mannigfache  Analogien;  das  kommt  jetzt  darauf  hinaus,  dass 
eben  g «»  5,  7  Specialfalle  der  allgemeinen  Primzahlstufe  q  sind,  und 
dass  eben  deswegen  in  den  Gruppen  G^^  und  G^^^  die  Structur  der  all- 
gemeinen  Cr  (»_,j    in   entsprechender  Weise    zum  Ausdruck   kommen 

muss.  Auf  der  anderen  Seite  können  wir  die  früheren  Entwicklungen 
über  2  e=»  5,  7  sehr  zweckmässig  zur  Illustrierung  unserer  weiter  fol- 
genden allgemeinen  Erörterungen  verwerten;  da  werden  uns  nament- 
lich die  geometrischen,  das  Polygon  JF^^g  betreffenden  Entwicklungen 

27* 
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von  grossem  Werte  sein,  wenn  es  sich  darum  handeln  soll;  entsprechende 
Überlegungen  für  die  allgemeine  Primzahlstute  durchzufahren,  was  wir 
uns  doch  auch  zum  Ziele  stecken  werden.  Die  Behandlung  der  somit 
bezeichnetfn  Aufgaben  teilen  wir  jetzt  so  ein^  dass  wir  im  gegenwär- 
tigen achten  Kapitel  die  cyclischen  Untergruppen  von  O  ,  ,_ix,  G-  /^t_i) 

und  G  .  «_^.  behandeln,  im  folgenden  aber  die  nicht-cyclischen.     Zu^ 

Yorderst  handelt  es  sich  also  um  Untersuchungen,  die,  wie  wir  schon 
oben  des  näheren  angaben,  zuerst  von  J.  Ä.  Serret  durchgeführt  sind*). 
Ein  bei  Durchführung  der  in  Aussicht  genommenen  Untersuchungen 
sehr  zweckmässiges  zahlentheoretisches  Hilfsmittel  müssen  wir  hier 
Yorab  (in  den  beiden  ersten  Paragraphen)  besprechen,  da  man  es  zu- 
meist in  den  Elementen  der  Zahlentheorie  nicht  zu  behandeln  pflegt. 

§  1.    Die  Gkilois*BOhen  imaginfiren  Zahlen. 

Möge  eine  Congruenz  zweiten  Grades  mit  einer  Unbekannten 
a^  ^  Ny  (mod.  q)  vorgelegt  sein,  in  welcher  N  ein  beliebig,  aber  fest 
gewählter  quadratischer  Nichtrest  von  q  ist.  Dieser  Congruenz  kann 
durch  keine  reelle  ganze  Zahl  genügt  werden.  Das  veranlasst  uds 
dazu,  mit  Galois^  eine  dem  Gebiete  der  reellen  Zahlen  nicht  an- 
gehörige  imaginäre  Zahl  s  dadurch  zu  definieren,  dass  wir  festsetzen, 
es  solle 
(1)  «*  =  N,     (mod.  q) 

sein.  Die  Schöpfung  dieser  imaginären  Zahl  e  wird  man  sofort  als 
einen  Schritt  erkennen,  der  sich  völlig  analog  der  Einführung  der  ima- 
ginären Einheit  i  vermöge  der  Gleichung  x*  =  —  1  an  die  Seite  stellt. 
So  werden  wir  nun  auch  vermittelst  der  reellen  ganzen  Zahlen  m,  n,  -" 
und  unserer  imaginären  Zahl  £  die  complexen  ganzen  Zahlen 

aufbauen,  deren  es  leicht  erweislich  mod.  q  im  ganzen  g^  incongruente 
giebt,  die  reellen  Zahlen  hierbei  mit  eingerechnet. 

Sollen   wir   sogleich   die  Tragweite   der  Einführung   dieser   com- 


*)  Die  erweiterte  G  ,^_-^^^  sowie  die  geometrischen  Vorstellungen,  mit  denen 

wir  hier  arbeiten,  kommen  bei  Serret  natürlich  nicht  Yor. 

*^)  Man  Yergl.  hierzu  Galois*  Originalarbeit:  Sur  la  theorie  des  nofnbres^ 
Bulletin  des  Sciences  Math^matiques  de  F^mssac,  Bd.  13  p.  428  (1880),  oder  auch 
Serret,  Ckmrs  d'älg^e  supirieure,  Bd.  2  p.  179  oder  endlich  Camille  Jordan, 
TraiU  des  substitutions  et  des  iqwxtions  alg^briqt^es,  p.  14.  Im  Texte  kommt  übrigens 
die  Galois'sche  Schöpfung  nicht  in  ihrer  vollen  Allgemeinheit  in  Betracht 
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plezen  Zahlen  m  -f-  n£  charakterisieren^  so  sei  uns  eine  beliebige  Gon- 
gruenz  zweiten  Grades  mit  ganzzahligen  reellen  Coefficienten 

ax^  +  26rc  +  c  ^  0,     (mod.  q) 

vorgelegt.     Dieselbe  führen  wir  sofort  auf  die  andere  Gestalt  über: 

(2)  (ax  +  by  ^6*  —  aCy    (mod.  q). 

Ist  nun  hier  (b* — ac)  quadratischer  Best  Yon  q  oder  durch  q  teilbar^ 
so  können  wir  sofort  zwei  bez.  eine  reelle  Zahl  x  angeben ^  welche 
unserer  Congruenz  genügt.  Ist  demgegenüber  6*  —  ac^  N'  Nichtrest 
Von  q,  so  können  wir  eine  Zahl  d  finden,  welche  der  Congruenz 
N'^cPN  genügt;  unter  N  den  bestimmten  in  (1)  enthaltenen  Nicht- 
rest verstanden.     Dann  aber  besitzt  (2)  offenbar  die  beiden  Wurzeln*) 

x  =  -^±±.$  =  m±ns,    (mod.q). 

Zwei  complexe  Zahlen  dieser  Art,  die  sich  also  nur  im  Vorzeichen  des 
imaginären  Bestandteiles  unterscheiden,  sollen  fortan  conjugiert  complex 
heissen.  Wir  merken  uns  also  den  Satz:  Eine  im  Gebiete  der  reellen 
gangen  Zahlen  irreducibele  Cangruensf  zweiten  Grades  wird  im  Gebiete 
unserer  compleocen  Zahlen  redudbd  wnd  besitzt  dann  zwei  conjugiert  com- 
plexe Wurzeln  m  +  ne. 

Eine  Congruenz  höheren,  etwa  v^*^  Grades  mit  einer  Unbekannten 
fvix)  ^  0,  (mod.  })  wird  in  dem  Falle  eigentliche  complexe  Wurzeln 
m-^-  nsy  d.  i.  solche  mit  nicht  durch  q  teilbaren  n,  besitzen,  wenn 
fr{x)  im  Gebiete  der  reellen  ganzen  Zahlen  Factoren  zweiten  Grades 
enthält,  die  im  gewöhnlichen  Sinne  irreducibel  sind*  Es  ist  aber  hier 
vor  allem  zu  betonen,  dass  die  Gesamtzahl  incongruenter  reeller  oder  com- 
plexer  Wurzeln  (m  +  *»«)  ^  Congruenz  ft(x)  ^  0  den  Grad  v  derselben 
nickt  iiberschreiten  kann.  Dieser  Satz  folgt  unter  Zugrundelegung  des 
Gebietes  äer  q^  incongruenten  Zahlen  m  -f-  n£  genau  in  derselben 
Weise  aus  der  Primzahleigenschaft  von  q,  wie  man  ihn  in  den  Ele- 
menten der  Zahlentheorie**)  allein  für  das  Gebiet  der  reellen  ganzen 
Zahlen  nachweist. 

Ist  fii^a  m  -{-  ns  irgend  eine  der  (j^  —  1)  nicht- verschwindenden 
Zahlen  unseres  Systems,  so  sei  A  ihre  conjugiert  complexe:  A  »s  m  —  ne. 
Es  gilt  alsdann  stets  die  wichtige  Congruenz: 

(3)  Ä  =  A',    (mod.  g). 

*}  Unter  —  meinen  wir  hier  diejenige  reelle  ganze  Zahl,  welche  mit  a  malti- 

pliciert  ein  mod.  q  mit  b  congmentes  Product  bildet. 

**)  Man  vergleiche  hier  und  in  der  nächsten  Folge  den  zweiten  Ahschnitt  der 
DificHUf  sehen  Vorlesungen  über  ZMeniheorie,  herausgegeben  von  Dedekind. 
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Entwickeln  wir  nämlich  (m  -f  ^^^^  J^ach  dem  binomischen  Lehrsatz^ 
so  bekommen  alle  Glieder  der  Entwicklung  mit  Ausnahme  des  ersten 
und  letzten  durch  q  teilbare  Coefficienten: 

(w  +  nc)«  ^  m^  +  n*?  •  £^  ^^  m«  +  W  •  £  •  ^  *    . 

Hier  ist  nun  nach  dem  Fermat'schen  Lehrsatze  für  die  reellen  Zahlen 
w«  EE  fw,    n«  EiE  w,    sowie    für    N  als   quadratischen   Nichtrest   von  q 

N  ^  ~zr'E  —  1 .     Wir  haben  also  in  der  That 

(m  +  wa)'  ^  m  —  n«, 

womit  die  Congruenz  (3)  verificiert  ist. 

Sofort  folgt  nun  aus  (8)  weiter  A  ^  A'  ^  A' ,  (mod.  g),  welche 
Congruenz  wir^  insofern  A  von  Null  verschieden  ist,  auf  die  Form 
reducieren  können: 

(4)  A9'-i  =  l,    (mod.  g). 

In  dieser  Congruenz  haben  wir  die  Verallgemeinerung  des  FemuWschen 
Lehrsatzes  für  unsere  complexen  Zahlen  vor  uns.  Da  die  Zahl  A  tiur 
der  einen  Bedingung  genügen  soll,  nicht  mit  0  (mod.  q)  congruent  zu 
sein,  so  hat  Congruenz  (4)  die  wichtige  Eigenschaft,  gerade  soviele  in- 
congruente  Wurzeln  m  -}-  ns  zu  besitzen,  als  ihr  Grad  anzeigt.  Wir 
folgern  daraus  in  bekannter  Überlegung:  Ist  t  irgend  ein  Teiler  von 
2*  —  1,  so  besitzt  die  Congruenz 

a;*  —  1  ^  0,     (mod.  q) 

gerade  r  incongruente  Wurzeln  w  +  n«.  Ist  A  eine  unter  ihnen  und 
besitzt  dieselbe  zugleich  die  Eigenschaft^  nicht  schon  einer  Congruenz 
a;*'  —  1  ^  0  mit  r'  <  r  zu  genügen,  so  wollen  wir  sagen,  A  gehöre 
zum  Exponenten  x.  Es  ist  dabei  besonders  wichtig,  dass  es  auch  Zahlen 
giebt,  die  in  diesem  Sinne  zum  Exponenten  (q*  —  1)  gehören,  und  die  wir 
also  innerhalb  des  hier  vorliegenden  Zahlgebietes  als  die  primitiven 
■Wurzeln  der  Primzahl  q  zu  bezeichnen  haben. 

Der  Existenzbeweis  dieser  Primitivwurzeln,  um  denselben  hier 
etwas  näher  auszuführen,  gelingt  genau  durch  dieselbe  Überlegung,  wie 
bei  ausschliesslich  reellen  Zahlen.  Wir  zerlegen  erstlich  {q^  —  1)  in 
seine  reellen  Primfactoren: 

und  beweisen  die  Existenz  einer  zum  Exponenten  p^^^  gehörenden 
Zahl  A.     Gehörte  nämlich  von  den  p/»    incongruenten  Wurzeln    von 

x^^*'  ^=^  1   keine  zum  Exponenten  Pi"»,   so  würden  sie  alle  schon  der 

Congruenz  x^*'"^  ^  1  genügen,  was  bei  ihrer  Anzahl  ft*»  undenkbar 
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erscheint.  In  gleicher  Weise  sieht  man  die  Existenz  einer  zu  p^**  u.  s.  w. 
gehörenden  Zahl  ein.  Mögen  nun  andrerseits  z^  und  t^  zwei  gegen 
einander  relativ  prime  Teiler  von  (j*—  1)  sein,  und  möge  A^  zum  Ex- 
ponenten ti,  Ag  zum  Exponenten  r^  gehören;  alsdann  gehört 

zum  Exponenten  TiiTg.  Soll  in  der  That  A*^l  sein,  so  würde 
Ai*  ^  Ag*  folgen.  Aber  eine  Potenz  von  A^  kann  nur  zu  einem  Ex- 
ponenten gehören,  der  t^  teilt,  gleichwie  eine  Potenz  von  Ag  zu  einem 
tj  teilenden  Exponenten  gehört.  Sonach  muss  Aj*  ^e  Ag*  zum  gemein- 
samen Teiler  1  von  r^  und  t^  als  Exponenten  gehören,  d.  h.  es  ist 

Ai*  ^  Ag*  ^  1 ,     (mod.  q) . 

Zufolge  dieser  Gongruenz  ist  t  Multiplum  von  t^  und  tj,  also  wenig- 
stens r  =  T^Tg,  für  welchen  Wert  aber  auch  sicher  A*  ^  1  wird.  Hier 
sieht  man  nun,  dass  sich  thatsächlich  aus  den  zu  den  einzelnen  Ex- 
ponenten |)i*»,  p^^^y  '  •  •  gehörenden  Zahlen  direct  eine  Primitivwurzel 
von  q  herstellen  lässt.    Nennen  wir  dieselbe  sogleich  selbst  wieder  A, 

so  gehört  ersichtlich  A  *  zum  Exponenten  r;  tvir  können  also  für 
jeden  Teiler  t  von  (g^  —  1)  eugehörige  Zahlen  A  wirklich  angehen. 

Hier  ist  endlich  der  Ort,  wo  wir  noch  mit  wenigen  Worten  auf 
die  zum  Exponenten  {q  -|-  1)  gehörenden  Zahlen  eingehen.  Sei  j  eine 
unter  ihnen,  so  sind  die  {q  -f-  1)  incongruenten  Wurzeln  der  Congruenz 

(5)  a;9+i  =  l,     (mod.g) 

durch  j,  j*,  f,  ' ' '}  j^^  1  dargestellt.     Unter  ihnen  ist,  wie  man  leicht 

sieht,  j  ^  ^  —  1,  und  also  unterscheiden  sich  hierbei  immer  zwei  solche 

Wurzeln  ^*^,  j^',  für  welche  die  Differenz  von  ^  und  ft'  den  Wert  ^^ 

besitzt,  nur  durch  das  Vorzeichen.  Auf  der  anderen  Seite  ist  j  con- 
jugiert  complex  mit  ßE^j~^j  so  dass  wir  in  (j  +  j"~^)  eine  reelle^  in 
(j  — j~^yeine,  wie  wir  sagen  werden^  rein  imaginäre  Zahl  vor  uns  haben; 
letzteres  in  dem  Sinne,  als  das  Quadrat  von  (J  — j""^)  ein  reeller  quadra- 
tischer Nichtrest  von  q  sein  wird.  Da  wir  für  N  in  (1)  eine  particuläre 
Wahl  noch  nicht  getroffen  haben,  so  setzen  wir  fortan  geradezu 

(6)  £=j— j-i. 

Merken  wir  uns  hier  noch  die  beiden  sich  anschliessenden  sofort 
ersichtlichen  Sätze:  Soll  das  Troduct  von  A  und  ihrer  conjugiert  com- 

plexen  Zahl  A  modulo  q  mit  1  congruent  sein,  so  ist  A  eine  Potenz  von  j. 
Wollen  wir  unsere  q^  incongruenten  Zahlen  statt  durch  e  lieber  durch 
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j  darstellen,  so  werden  sie  die  Gestalt  (a  +  bj)  erhalten,  wo  a  und  6 
reelle  ganze  Zahlen  sind;  conjugiert  complex  sind  alsdann  jedesmal  die 
beiden  (a  +  bj)  und  (a  +  6j""0. 

§  2.   Imaginäre  Gestalt  der  Gruppe  G  .^_^y 

2 

Es  mögen  jetzt  A  und  B  zwei  aus  der  Reihe  unserer  q^  incon- 
gruenten  Zahlen  sein,  zwischen  denen  die  Bedingung  besteht: 

(1)  AA  — BB  =  1,     (mod.  g), 

unter  A  und  B  die  zu  A  bez.  B  conjugiert  complexen  Zahlen  verstanden. 
Wir  bauen  dann  aus  diesen  Zahlen  A,  B  die  Substitution  auf: 

Tr(|)  =  ^|±|,    (mod.2), 

wobei  wir  durch  das  Congruenzzeichen  andeuten  wollten,  dass  hier 
überall  die  Goefficienten  der  Substitutionen  nur  mod.  q  gerechnet  werden 
sollen.  Zugleich  erlauben  wir  auch  wieder  den  vier  Goefficienten  der 
einzelnen  Substitution  W  einen  gleichzeitigen  Zeichenwechsel.  ÄUe 
der  Bedingung  (1)  entsprechenden  Substitutionen  W  bilden,  wie  man 
durch  directe  Rechnung  aeigt^  eine  Gruppe  G'\  von  derselben  wollen  wir 

nachweisen^  dass  sie  sich  auf  unsere  Gruppe  G  ,  ,___^j  der  ^^  T'  ^  moduh  q 

incongruenten  Modulsubstitutioneni 

F(ß,)  =  ^^,    (mod.j), 

holoedrisch  isomorph  beziehen  lässt 

In  der  That,  schreiben  wir  die  einzelne  Substitution  W  explicit: 

(2)  mi^^f^r^-seH  +  im^in)^     (mod.  g), 

so  haben  wir  in  m,  n,  r,  s  vier  reelle  ganze  Zahlen,  die  der  Be- 
dingung genügen: 

w*  —  n*8^  —  r*  +  5*«*  ^  1>     (mod.  q). 

Letztere  Gongruenz  wollen  wir  in  die  Form  setzen 

(m  —  r){m  +  y)  —  (n  +  s)  •  N{n  —  s)  ^  1 

und  auf  Grund  derselben  vier  reelle  ganze  Zahlen  a,  ß,  y,  d  durch 
die  Gongruenzen  definieren: 

(3)  a^m—r,  d^m+r,  /S^  — (n  +  5),  y^'-N{n—s),  (mod.g), 

wo  nun  ersichtlich  die  Determinante  dieser  vier  ganzen  Zahlen  mod.  q 
mit  1   congruent  ist:   ad  —  /5y  ^  1,  (mod.  q).    Letzterem  Umstände 
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znfolge  giebt  es  in  der  G  .._^^  eine  Operation  V{(o)  ^  "^  T  ^;  welche 

i 
gerade  die  in  (3)  gewonnenen  Zahlen  zu  Coefficienten  besitzt.    Der  ein- 
zelnen Operation  W  der  G'   ist   solchergestalt  stets   eine   bestimmte 
Operation  V  von  G  .  ,_j.  zugeordnet   Aber  die  Congruenzen  (3)  lassen 

sich  sofort  eindeutig  umkehren^  wodurch  wir  jedem  Zahlquadrupel  a^ 
ßf  yj  d  der  Determinante  1  vier  ganze  Zahlen: 

(4)     w  =  -f-,    r= —,    n=--^^ ,    s  =  -^— ^ 

eindeutig  zuordnen^  die  zur  Bildung  einer  bestimmten  Substitution  (2) 
Anlass  geben.  Da  überdies  noch  zufolge  (3)  und  (4)  ein  gleichzeitiger 
Zeichenwechsel  von  a,  ß,  y,  d  einen  ebensolchen  von  m,  n,  r,  s  nach 
sich  zieht;  so  erkennen  wir:  Die  Operationen  der  beiden  Gruppen  G  /  «.^ 

8 

und  G'  sind  wechselweise  eindeutig  einander  zugeordnet;  die  letztere 
Gruppe  G'  nennen  wir  dementsprechend  fortan  G'  .^_^.^  da  sie  doch 

..0  -.h  di.  OH«.g  'J^  hak«.  ».».  '^ 

Durch  die  begründete  Zuordnung  der  beiderlei  Gruppen  G^^^_^^  und 

i 
G'(  «^D  ^  ^*^^  holoedrischer  Isomorphismus  sndschen  denselben  hergestellt. 

Wir  beweisen  das  hier  in  einfachster  Weise  dadurch,  dass  wir  die  eine 
Gruppe  geradezu  in  die  andere  transformieren,  die  Ausdrucksweise 
^^Transformation''  einer  Substitution  bez.  einer  Gruppe  Yon  Substitu- 
tionen dabei  in  dem  Sinne  gebraucht,  wie  wir  sie  allgemein  p.  261 
definierten.     Man  setze  nämlich 

(5)  5-e(«>)=-;-j^ 

und  f&hre  die  hierdurch  angezeigte  Transformation  der  Cr'  ,_^.  aus. 

i 

Die  einzelne  Operation  (2),  5'  ^  ^(S);  g^t*  dann  über  in 

o'  =  Q-^  WQ{p),     (mod.  q). 

Indem  wir  dieselbe  explicite  ausrechnen,  lassen  wir  sogleich  den  sich 
einstellenden  gemeinsamen  Factor  —  2  b  der  vier  Coefficienten  fort, 
um  eine  Substitution  der  Determinante  1  zu  erhalten,  und  gewinnen 
solcherweise: 

(m  —  r) »  —  (n  4" «) 


m 


0-^  WO(m)  =     y^-^J-'-K^-r^j    . 
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Das  ist  nun  wirklich  zufolge  (3)  diejenige  Operation  V  der  G  ^^^ly 

die  wir  der  gerade  vorliegenden  Operation  W  zugewiesen  hatten. 

Holoedrisch  isomorphe  Gruppen  können  im  abstracten  Sinne  für 
identisch  gelten,  insofern  man  dabei  nur  auf  die  Structur  der  Gruppen 
sieht^  die  Form  ihrer  Darstellung  aber  als  nebensachlich  betrachtet. 
In   diesem   Sinne   wollen   wir   fortan   sagen,    Cr'   ,_j.   sei  die  Gruppe 

8 

C?  ( ,_i)  in  imaginärer  Gestalt.    Man  überblickt  sofort,  dass  sich  auch 

die  homogene  Gq^qt^i)  in  imaginäre  Gestalt  setzen  lässt.  In  der  That 
haben  wir  ja  zu  dem  Ende  weiter  nichts  zu  thun,  als  die  einzelne 
nicht-homogene  Substitution  (2)  bekanntermassen  in  zwei  homogene 
zu  spalten.  Gleichzeitiger  Zeichenwechsel  der  vier  Goefficient^n  filhrt 
dann  die  eine  von  beiden  in  die  andere  über. 

Etwas  vorsichtiger  müssen  wir  bei  Umsetzung  der  erweiterten 
Gqiq'i^i)  in  imaginäre  Form  verfahren.  Bei  dieser  Massnahme  ist  es  nämlich 
wesentlich,  dass  wir  |  als  eine  dem  Gebiete  der  complexen  Zahlen  des 
vorigen  Paragraphen  angehorige  veränderliche  Grösse  auffassen.  Als- 
dann wird  die  zu  cd  =     ^  ^     conjugiert  complexe  Zahl  5  = =?^ — 

sein,  und  es  entspricht  der  Modulsubstitution  iö'  =  —  o  offenbar  die  Ope- 
ration |'  =  |,  die  wir,  ebenso  wie  bisher  die  Operation  o' «=  —  o, 
durch  Ä  bezeichnen   wollen.    Die  Operationen  zweiter  Art  in  der  er- 

toeiterien  ^^(^a— i)  gewinnen  damit  die  Form 

(6)  w{i) = wA{i)  ^_  f+";^^  ±ii; , 

und  wir  haben  insonderheit  noch  für  die  Operation  'erster  Art  A  WA 
die  Gestalt: 

Dass  die  solchergestalt  getroffene  Erweiterung  die  richtige  ist,  lehrt 
übrigens  direct  Formel  (7).  Wir  entnehmen  aus  derselben  zuvörderst, 
dass  G^'(  »__jv  thatsächlich  mit  der  Operation  -4(5)  vertauschbar  ist,  und 

dass  also  der  Zusatz  der  letzteren  zur  G'  ,^    ,.   zu  einer  erweiterten 

G^(,i__i)  hinführt.    Des  weiteren  aber  ist  AWA  durch  (4)  thatsächlich 

der   Operation   AVA(g})  =  -^ nr>   zugeordnet,    und   daraus   folgert 

man  leicht,  dass  (?5(,?_i)  auf  die  erweiterte  Gruppe  6rg(3*_i)  holoedrisch 
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isomorph  bezogen  ist.  Wir  dürfen  demnach  wieder  Gq(qi-.i)  als  ima- 
ginäre Gestalt  von  Gq^q^^i)  bezeichnen. 

Bei  der  Zerlegung  unserer  Gruppen  ist  es  der  grosse  Vorteil  der 
hier  Yorab  gegebenen  Erörterungen,  dass  wir  für  die  Darstellung  der 
Operationen  der  Gruppen  nicht  mehr  auf  die  gewöhnlichen  eo-Sub- 
stitutionen  allein  angewiesen  sind.  Je  nach  dem  yorliegenden  Zwecke 
werden  wir  vielmehr  bald  mit  der  reellen ,  bald  mit  der  imaginären 
Gestalt  der  Gruppen  erfolgreicher  operieren.  (Der  Gebrauch  der  letzteren 
Gestalt  ist  übrigens  von  J.  A.  Serret  1.  c.  eingeführt.) 

« 

§  3.   Die  oyoliBChen  Untergruppen  Gq  der  Ordnung  q. 

Jetzt  greifen  wir  unsere  Aufgabe,  die  Gruppe  der  ^-^-^ mod.  q 

incongruenten  Modulsubstitutionen  in  ihre  Untergruppen  zu  zerlegen, 
wirklich  an.  Es  sollte  sich  hier  zuvörderst  darum  handeln,  deren 
cyclische  Untergruppen  namhaft  zu  machen,  und  wir  gehen  bei  diesem 
Unternehmen  einen  rein  inductiven  Weg.  Indem  wir  uns  zunächst  der 
reellen  Form  der  Gruppe  bedienen,  unterwerfen  wir  die  Operation 
S{ci)  ^  (o  -|~  1  ^u<l  ^^^  ^^^  ibf  durch  Wiederholung  entspringende 
cyclische  Gruppe  der  Untersuchung.  Dabei  bedienen  wir  uns  gerade 
wie  auch  schon  bei  der  G^^^  des  vorletzten  Kapitels  weiterhin  in  aus- 
giebiger Weise  der  Grundsätze,  die  für  Gruppenzerlegungen  unserer 
Art  allgemein  im  §  8  des  fOnffcen  Kapitels  (p.  325)  entwickelt  wurden. 
Aus  der  Operation  S  entspringt  durch  Wiederholung  eine  cyclische 
Untergruppe  ^  Ordnung  G^,  welche  die  Operationen  umfasst: 

(1)  5,  5»,  S\  ...,  5«-S  5^=1. 

Diese  Gruppe,  als  von  Primzahlordnung,  kann  durch  jede  ihrer  Sub- 
stitutionen, die  Identität  1  allein  ausgenommen,  erzeugt  werden.  Wir 
wählen  jetzt  aus  der  Gq  die  von  der  Identität  verschiedene  Operation 

5"  und  transformieren  dieselbe  durch  V{€ai)  = ^-|.     Es  entspringt 

nach  kurzer  Rechnung: 

(2)  7-isvp.(„)=  a.+i£g?_±^ 

Soll  V-'^S^V^S"  sein,  so  haben  wir  ersichtlich  für  V  die  beiden 
Bedingungen  j>^0,  d^+  1,  (mod.  q),  durch  welche  wir  gerade  zu 
den  q  Operationen  (1)  zurückgeführt  werden.  Es  ist  demnach  S*  im 
ganzen   nur   mit   q  Operationen   der    G  .^_^^   vertauschbar,   und   wir 

2 

schliessen  auf  Grund  der  soeben  citierten  Entwicklungen  des  fünften 
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Kapitels:   Die  Operation  8^  ist  eine  van  ^^^  7"   ^  :  q  «■  ^  J"     gleich' 

berechtigten. 

Soll  die  in  (2)  dargestellte  Operation  V^^S^V  wieder  der  aus  8 
entspringenden  Gq  angehören,  so  muss  V  nur  der  Bedingung  ^^  ^  0 
genügen  9  während  8  beliebig  bleibt.  Von  den  Substitutionen  der  Gq 
sind  also  8*^  8^^,  8^^,  •  •  •  mit  8^  in  der  Gesamtheit  gleichberechtigt 
Wir  werden  sonach  die  (q  —  1)  Ton  der  Identität  yerschiedenen  Ope- 

rationen  (1)  zu  je  ^  in  zwei  Classen  yerteilen,  je  nachdem  der  Ex- 
ponent der  einzelnen  Operation  (1)  quadratischer  Best  oder  Nichtrest 
von  q  ist  Die  ^"7  Operationen  der  einssdnen  dieser  beiden  Classen 
sind  dann  innerhalb  der  Gesamtheit  mit  einander  gleichberechtigt 

Die  ^— r —  mit  8^  gleichberechtigten  Operationen    verteilen   sich 

hiemach  zu  je  ^  auf  die  mit  Gq  gleichberechtigten  cyclischen  Unter- 
gruppen. Da  zwei  beliebige  unter  diesen  Gruppen^  als  Yon  Prim- 
zahlordnung q^  nur  die  Identität  gemeinsam  haben  können,  so  folgt 

ohne  weiteres:   In  der  G  ,^_^^  giebt  es  ^--^  *  ^-y-  =  (s  +  1)  glddir 

berechtigte  cydische  Untergruppen  Gq  der  Ordnung  q,  von  denen  die  Gruppe 
der  Operationen  (1)  ein  Beispiel  ist. 

Insgesamt  enthalten  diese  (q  -|-  1)  Untergruppen  Gq,  abgesehen 
von  der  Identität,  (g  +  l)(q  •—  1)  «=  g*  —  1  verschiedene  Operationen, 

die,  wie  wir  soeben  sahen,  auf  zwei  Systeme  von  je  ^— ^ —  unter  einander 

gleichberechtigten  zu  verteilen  sind.     Jetzt  beachte  man  noch,   dass 

et  A-  S 

für  die  Operationen  (1)  Ä;  =  — y—  =  +  1  ist    Aber  die  Summe  des 

ersten  und  vierten  Substitutionscoefficienten  ist^  vom  Vorzeichen  ab- 
gesehen, für  gleichberechtigte  Substitutionen  stets  die  nämliche.  Sprechen 
wir  also  zum  Schluss  den  Satz  aus :  Für  die  {q^  —  1)  soä>en  namhaft 
gemachten  Operationen  der  Periode  q  genügt  die  gerade  mit  k  bezeichnete 

Zahl      "^     der  Bedingung  &*  —  1  ^  0,    (mod.  q). 

§  4.    Die  oyoliBOhen  Untergrappen  G^_^  der  Ordnung  ^-g— ' 

s 

Um  eine  zweite  Art  cyclischer  Untergruppen  namhaft  zu  machen, 
verstehen  wir  unter  a  eine  im  Sinne  des  §  1  zum  Exponenten 
iSL-^^)  gehörende  Zahl,  die  also  reell  sein  wird  und  im  Gebiete  der 
reellen  Zahlen  Primitivwurzel  der  Primzahl  q  heisst  Es  giebt  als- 
dann in  der  G  ,  ,_i)  eine  Operation  der  Gestalt 
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8 

am 
a' 


(1)  t;(a>)  =  -^::^,     (mod.  g), 

a 

*    aus  welcher  durch  Wiederholung  zufolge  leichter  Rechnung 

(2)  t;'(a,)  =  ^,     (mod.3) 


9-1 


entspringt.    Unter  den  successiven  Potenzen  von  a  ist  a       die  erste^ 
welche  mit  +  1  congruent  ausfallt,  indem  nämlich 

9-1 

a      ^  —  1 ,   (mod.  q) 

g-i 

wird.    Demgemäss  ist  unter  den  Operationen  (2)  v       die  erste,  welche 
mod.  q  mit  der  Identität  congruent  ausfällt.     Es  entspringt  also  aus  v 

durch  Wiederholung  eine  cyclische  Untergruppe  O  ^^der  Ordnung  , 

8 

u?elche  die  Substitutionen  umfasst: 

£-1 

(3)  V,  v^,  v^,  '  ",  V  ^  E^l,    (mod.  g). 

Diese  ^  _^  betreffend  fügen  wir  hier  gleich  noch  zwei  Bemerkungen 

8 

an.     Soll  erstlich   eine  Operation  der  Gqu^^i)  n^it  Null  congruentes  ß 

8 

und  y  haben^  so  hat  dieselbe  offenbar  die  Form  (2),  so  dass  wir  die  Ope- 
rationen der  Cr^,_i  auch  durch  die  Congruenzen  /S  ^  0,  y  ^  0  definieren 

8 

können.     Fürs  zweite  wollen  wir  untersuch en,  wann  6r  _^  Operationen 

8 

der  Periode  zwei  enthält.  In  diesem  Falle  müsste  offenbar  die  Prim- 
zahl q  die  Form  g  »s  4^  -^  1  haben ^  und  es  ist  dann  —  1  quadra- 
tischer Rest  Yon  q.  Soll  unter  diesen  Umständen  die  Operation  (2) 
die  Periode  zwei  besitzen,  so  muss  a*"  ^  +  1  sein;  es  folgt  a*  ^  +  1 

oder  a*  ^  +  Y—  1-,  wenn  wir  unter  dem  Symbol  }/—  1  die  eine  der 
beiden  Zahlen  verstehen  wollen,  deren  Quadrate  mod.  q  mit  —  1  con- 
gruent sind.  Man  überblickt  hier  sogleich  das  Resultat:  Für  Prim- 
ecJüen  der  Form  g  «»  4ä  -f-  1  giAt  es  in  der  G     ^  eine  Operation  der 

8 

Periode  iswei,  nämlich: 

9-1 


(4)  ^*(«,)  =  ^^,     (nioAg). 

Eine  beliebige  unter  den  Substitutionen  v^  der  G  ^^y  die  Identität 
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allein  ausgenommen,   soll  jetzt  durch  eine  Operation  V  der  G  (^l^) 

transformiert  werden.  Wir  gelangen  zu  der  mit  v^  gleichberechtigten 
Operation 

und  knüpfen  an  die  Gestalt  derselben  wieder  die  Fragestellungen,  die 
wir  an  analoger  Stelle  im  vorigen  Paragraphen  aufwarfen.  Soll 
y—i^ty  selber  der  G  __^  angehören,  so  haben  wir  für  die  Operation  V 

die  Bedingungen 

(6)  /Jd  -i  0,     ay  Z3  0,     (mod.  q), 

da  man  leicht  nachweist,  dass  (a"  —  a"^)  nicht  durch  q  teilbar  ist. 
Zufolge  der  ersten  Congruenz  ist  entweder  ß  oder  d  durch  q  teilbar. 
Wählen  wir  die  erste  Möglichkeit  ^  FE  0,  so  müssen  wir  der  zweiten 
Congruenz  (6)  durch  ^  ee  0  genügen.  In  diesem  Falle  ist  also  V 
wieder  eine  Substitution  der  Form  (2),  und  wir  haben  dann  in  der  That 
direct  V~^v^V^3v*,  Genügen  wir  dagegen  der  ersten  Congruenz  (6) 
durch  dEz.iO,  so  erfordert  die  zweite  «eeO,  und  wir  erhalten 

(7)  y(p)^-~,    ßy-^'-h     (mod.«). 
In  dem  Falle  wird 

F-»v'  V{a)  -:E^  ^^  ,      (mod.  q), 


a 


SO  dass  V*  durch  eine  Operation  (7)   in   ihre  inverse  Operation  t; 
transformiert  wird.     Wir  erhalten   auf  Grund  dieser  Entwicklung  die 
nachfolgenden  Resultate:   Die  einjselne,  von  der  Identität  verschiedene 

O^aiion  v"  der  ö      ^  ist  nur  mit  den  ^-r —  Operationen  dieser  cyclischen 

Untergruppe  vertauschbar]  durch  die  Operationen  der  Form  (7),  deren  Anzahl 

gleichfalls  ^— —  sein  muss*\  wird  v*  in  ihre  inverse  Operation  v*  trans- 

formiert.    Eine  besondere  Stellung  nimmt  hierbei  natürlich  die  eine  für 
g'=4A+ 1  in  der  G  ^^  enthaltene  Operation  der  Periode  zwei  ein.  Diese 

s 
ist  nämlich  mit  ihrer  inversen  identisch  und  wird  sonach  im  ganzen  durch 

die  2  •  Operationen  (2)  und  (7)  in  sich  transformiert.    Umgekehrt 


*)  Deun   die  Gesamtsahl    der  Operationen,   die  v    in  eine  mit  ihr  gleich- 
berechtigte Operation  transformieren,  ist  bekannt ermaesen  gerade  so  gross,  wie 

die  Anzahl  der  mit  v*  vertauschbaren  Operationen. 


gehörenden  Gruppen  (^gj^^^,  ^«(?»-i)  ^^^  ^«(s'-D*  ^31 

2 

entnehmen  wir  daraus:  Die  Operation  t?"  ist  eine  unter  q{q  +  1)  gleich- 
berechtigten ^  wofern  ihre  Periode  >  2  ist;  die  möglicherweise  eintretende 

Operation  v^  der  Periode  zwei  gehört  einem  System  von  ^-^^—^  gleich- 

berechtigten  Operationen  an. 

Ist  v'  eine  mit  v  gleichberechtigte  Operation,  die  jedoch  weder 
mit  V  noch  v^  identisch  sein  soll,  so  entspringt  durch  Wiederholung 
von  v'  eine  mit  G  _i  gleichberechtigte  cyclische  Untergruppe  Cr  _j. 

~2~  2 

Wir  behaupten,  diese  beiden  Gruppen  können,  die  Identität  abgerechnet, 
keine  Operation  gemein  haben.  Sollte  nämlich  eine  von  der  Identität 
verschiedene  Operation  i;'^^t?%  (mod.  q)  sein,  so  würde  daraus  sofort 
v'~'^v*v'i22v*  entspringen,  und  es  müsste  alsov'  eine  mitv*  vertauschbare 

Operation  der  Periode      ^      sein.    Da  die  Operationen  (7)  ausnahmslos 

zur  Periode  zwei  gehören,  wie  man  durch  directe  Rechnung  bestätigt, 
so  müsste  zufolge  der  oben  gefundenen  Verhältnisse  v'  eine  in  der  G  _^ 

~2~ 

enthaltene  Operation  der  Periode  ^- —  sein;   denn  nur  diese  Opera- 

tionen  der  Periode  ^-^ —  sind  mit  i?*'  vertauschbar.     Wir  finden  so  das 

Resultat:  Sollte  G'     .  mit  G     ,  ausser  der  Identität  noch  eine  weitere 

g— 1  g— ^ 

2  2 

Operation  gemeinsam  haben,  so  müsste  die  erzeugende  Operation  v' 
der  G  _j  notwendig  in  der  Gruppe  G^_^  enthalten  sein,  und  damit 

2  2 

würden  die  beiden  Gruppen  G  _^  und  G'^  überhaupt  identisch  aüs- 

~2~  2 

fallen.  Man  folgert  daraus  mühelos  weiter,  dass  irgend  zwei  verschie- 
dene mit  G  _^  gleichberechtigte  Untergruppen  ausser  der  Identität  1 

2 

eine  gemeinsame  Operation  nicht  besitzen  können. 

Nehmen  wir  zu  den  soeben  erkannten  Verhältnissen  die  bereits 
oben  bewiesene  Thatsache  hinzu,  dass  von  den  q(q  -{-  1)  mit  v^  gleich- 
berechtigten Operationen  je  uwei  auf  die  einzelne  G     ^^  entfallen,  so 

2 

entspringt  das  Hauptresultat:  In  der  G  .^__^^  giebt  es       T     *wÄ  einander 

2 

gleichberechtigte  cyclische   Untergruppen  G  _^  der  Ordnung  ^T"   .     Ab- 

2 

gesehen  von  der  Identität  sind  in  diesen  Gruppen  im  ganzen  —        !/ 

verschiedene  Operationen  enthalten ;  für  dieselben  ist  durchgängig  (k^  —  1) 
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quadratischer  Best  von  q,  Je  in  derselben  Bedeutung  wie  am  Schlüsse 
des  vorigen  Paragraphen  gebraucht.  In  der  That  tritt  diese  Eigen- 
schaft an  den  Operationen  (2)  nach  kurzer  Rechnung  in  Evidenz; 
damit  gilt  sie  aber  allgemein  für  die  hier  in  Rede  stehenden  Operationen. 

§  5.    Die  oyolisohen  Untergruppen  G^^  i  ^  der  Ordnung  ■  -|— • 

Wir  haben  weiter  eine  dritte  Gattung  von  cyclischen  Untergruppen 
zu  besprechen,   welche   zu  den   soeben  gefundenen   G  _^  die  grösste 

Analogie  zeigen.  Inzwischen  tritt  dieselbe  nur  erst  dann  in  die  Er- 
scheinung, falls  wir  uns  der  imaginären  Gestalt  unserer  Gruppe 
bedienen.     Es  giebt  in  der  &'/,_ij;  wenn  wir  die  Bezeichnungen  der 

beiden  ersten  Paragraphen  wieder  aufnehmen  sollen ,  eine  Operation 
der  Gestalt: 

(1)  «;(|)  =  i^,  ,(mod.3), 
aus  der  durch  r- malige  Wiederholung 

(2)  w^a)  =  Q;,     (mod.q) 

entspringt.     Die  erste  unter  den  Potenzen  von  j,  die  mit  +  ^  ^^^' 

gruent  ausfallt,  ist  j      ,  indem  in  der  That  j      E£E  —  1  wird.     Dem- 

gemäss  ist  die  erste  unter  den  Substitutionen  (2),  die  mod.  q  mit  der 

«+i 


2 


Identität  congruent  ist,  to  ,  und  es  entspringt  aus  (1)  eine  cyclische 
Untergruppe  ö  _,  ^  der  Ordnung     1^    - 

8 

Die  gewonnene  G  ,  ^  umfasst  alle  Operationen  der  G ,  ,__jx,  welche 

durch  q  teilbare  zweite  und  also  auch  dritte  Coefficienten  haben;  denn 
wir  fanden  ja  oben,  dass  jede  dem  Zahlgebiete  des  §  1  angehörige 
Zahl,  die  mit  ihrer  conjugiert  complexen  Zahl  multipliciert  ein  mit  1, 
mod.  q  congruentes  Product  liefert,  eine  Potenz  der  Zahl  j  ist.  Die 
G  ,^  besitzt  femer  eine  Operation  der  Periode  zwei  in 

s 

«+i  /^ 


(3)  ti;*(6)^^^_, 

falls  die  Primzahl  q  die  Form  4h  —  1  hat  und  also  —  1  quadratischer 
Nichtrest  von  q  ist. 


gehörenden  Gruppen  G^^_^,  ^«(2»-i)  ^^  ^qiq'-iy  ^^^ 

Jetzt  transformieren  wir  (2)  durch  eine  beliebige  Operation 

^  ^        B£  +  A 
der  Gesamtgruppe  und  erhalten  als  mit  (2)  gleichberechtigt  die  Operation 

(4)      TT-^t.' W(i)  =  __{il+Bl(/ - i-Q } { +  bäCj- - i-Q    . 

W        www  t6)  -  _  ^ ß (^.  _  -,)^  ^  {  -,  _  B  B(^.  _  ^._,) ) 

Soll  diese  Operation  wieder  der  G  ,  ^  angehören^  so  muss  der  zweite 

2 

und  dritte  Coefficient  mit  Null  congruent  werden,  was  fQr  W  die  beiden 
Bedingungen  giebt: 

(5)  BÄ(/-i--)  =  0,     ABO''-i-0  =  0,     (mod.q). 

Wir  überzeugen  uns  nun  vorab  schnell  von  der  Richtigkeit  des 
folgenden  Satzes:  Ist  das  Product  von  zweien  unserer  complexen  ganzen 
Zahlen  A^,  A,  modulo  q  mit  Null  congruent,  so  ist  wenigstens  einer 
der  Factoren  A^,  A^  mit  Null  congruent.     Ist  nämlich  etwa  A^  nicht 

congruent  Null,  so  gilt  dasselbe  auch  von  der  conjugierten  Zahl  A^,  und 

man  erkennt  aufs  leichteste  in  A^  A^  eine  reelle,  nicht  durch  q  teilbare  Zahl. 

Jetzt  aber  folgt  aus  A^Ag  ^^  0  sofort  Aj  A^  •  A^  ^  0  und  also  ist,  wenn 

wir  mit  der  reellen  ganzen  Zahl  (AA)"~^  multiplicieren^  Aj  ^  0,  was 
wir  beweisen  wollten. 

Nun  ist  in  (5)  jedenfalls  (J* — j"^)  von  Null  verschieden,  da  wir 
doch  die  zu  transformierende  Operation  w^  von  der  Identität  verschieden 
wählen  wollen.     Genügen  wir  alsdann  den  Congruenzen  (5)  durch  die 

Wahl  B  i^  0,  so  kommen  wir  für   W  auf  die  ^^     Operationen  (2) 

zurück,  die  auch  in  der  That  ausnahmslos  mit  w^  vertauschbar  sind. 
Soll  aber  B  nicht  durch  q  teilbar  sein,  so  erfordern  die  Congruenzen  (5) 
notwendig  A  f^  0,  was  auf 

(6)  ^(5)  =  i.     BB--1,      (mod.ä) 

führt.    Diese  Operationen  transformi^en  u;*  in  ihre  inverse  Substitution 

Tr-»«;'TF(|)  =  ^,     (mod.q), 

80  dass  insbesondere  die  Anzahl   der  verschiedenen  Operationen  (6), 

o  -4-  1 
die  übrigens  durchgehends  die  Periode  zwei  besitzen,  wieder  ^-~~  sein 

muss*).     Zusammenfassend  sprechen  wir  hiemach  die  Resultate  aus: 

*)  Wir  machen  im  Texte  nicht  jedesmal  besonders  auf  die  fortwährend  statt- 
findende Analogie  zur  Entwicklung  des  vorigen  Paragraphen  au  t merksam. 

Klein-Frioke,  Modulfunctionen.  28 
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Die  eineeine  von  der  Identität  verschiedene  Operation  der  gefundenen 
cyclischen  Untergruppe  ist  mit  --^-  Operationen  der  (r'     _^j  vertauschbar 

und  also  eine  von  q{q  —  1)  in  der  Gesamtheit  gleichberechtigten  Operationen. 
Doch  gut  dies  nur,  falls  die  betrachtete  Operation  nicht  von  der  Periode 
zwei  ist;  trifft  letzteres  eu,  so  ist  sie  im  ganzen  mit  (q  +  1)  Operationen 

vertauschbar  und  also  eine^  von       T     gleichberechtigten  Operationen, 

Die  weiter  folgenden  Überlegungen  gestalten  sich  Wort  für  Wort 
genau  so  wie  im  vorigen  Paragraphen.  Wir  erkennen  auch  hier^  dass 
zwei   mit  0-  ,^   gleichberechtigte  Untergruppen   ausser   der   Identität 

keine  Operation  gemeinsam  haben  können.     Da  nun  unter  den  ^"1 

Operationen  (2)  in  der  Gesamtheit  gleichberechtigt  immer  nur  je  zwei 
iuyerse  w^  und  w^  sind,  so  folgt  aus  der  eben  getroffenen  Ab- 
zahlung der  hier  in  Betracht  kommenden  Operationen:  In  der  Gruppe 

G-  ( i_i)  ffi^^  ^        T      ^^^  einander  gleichberechtigte  cydische  Unter- 

s 
gruppen  G  ^^  der  Ordnung  ^-y— .     In  diesen  ^  sind  von  der  Identität 


2 

1         1 


bgesehen  im  ganzen  — —  verschiedene  Operationen  enthalten.  Für 

dieselben  ist  durchgängig  (k^  —  1)  quadratischer  Nichtrest  von  q.  In  der 
That  beweist  man  solches  wieder  direct  leicht  an  den  Operationen  (2); 
damit  ist  unsere  Behauptung  dann  gleich  allgemein  verificiert. 


§  6.    Von  der  Gesamtheit  der  oyolisohen  Untergruppen.     Vorlttoflge 

Beiugnalime  auf  die  TUohen  F^^^,_,y 

s 

Die  Anzahlen  der  in  den  drei  voranfgehenden  Paragraphen  zur 
Geltung  gekommenen  Operationen  waren,  immer  von  der  Identität  ab- 

gesehen,  q  —  l,  .- -,   ^    . .    Im  ganzen  haben  wir  nun 

also  unter  Einrechnung  der  Identität 

g  —  1  H -^ h        4 h  1  =   —"2 

Operationen^  d«  i.  die  gesamten  Operationen  der  G  .^_^^  in  Rücksicht 

gezogen.     Wir  schliessen  daraus  insbesondere,  dass  wir  die  sämtlichen 
cyclischen  Untergruppen  der  G  .^__^^  kennen  gelernt  haben,  sobald  wir 


gehörenden  Gruppen  G^^^^_^^,  ^«(««-D  ^^^  ^q{q'-iy  ^^^ 

2 

hier   noch   derjenigen  Untergruppen  gedenken,    die  in  den   6r  ^^   der 

beiden  letzten  Paragraphen  enthalten  sind.  Diese  werden  leicht  er- 
ledigt sein. 

Ist  6  irgend  ein  Teiler  von  -        ,  jedoch  von  ^-^ —  selbst  ver- 

schieden,  ist  ferner  v  die  Erzeugende  irgend  einer  der  im  vorletzten 
Paragraphen  aufgestellten  G  ^^f  so  wird  ersichtlich  if  eine  Operation 

2 

der  Periode  ^-r —  sein.  Andrerseits  überzeugt  man  sich  durch  ele- 
mentare zahlentheoretische  Überlegung,  dass  jede  in  dieser  G  _^  ent- 

2 

haltene  Operation  der  Periode  ^ —  in  der  Gestalt  r"^  darstellbar  ist 
Es   giebt   demgemäss   in   6r     j  eine   und  nur   eine   cyclische  ünter- 

2 

gruppe  der  Ordnung  ^ — .     Zusammenfassend  haben  wir  also  das  Re- 

sultat:  In  der  G  ^^^^^  sind  ßr  jeden  Teiler  tf  <— ~     der  ZM  ^-5— 

"2 

im  ganzen  ?^  tJ  gleichberechtigte  cyclische  Untergruppen  G  _^  der  Ord- 

nung  ^- —  enthcUten.    Durch  eine  ganz  analoge  Überlegung  entspringt 

der  Satz:  In  der  G  .  ,__jj  giä>t  es  für  jeden  Teuer  x  <  ^T^     der  Zahl 

-  -j 

^"T     im  ganzen  ^^^v"    gleichberechtigte  cyclische  Untergruppen  G  ,^  der 

Ordnung  ^^ — 

Unter  den  nun  gefundenen  Untergruppen  kommen  stets  solche  der 
Ordnungen  zwei  und  drei  vor.  Bedeutet  nämlich  \~\  das  in  der 
Theorie  der  quadratischen  Reste  gebräuchliche  Legendre'sche  Zeichen^ 
80  ist  (— j  =  +  1  oder  —  1,  je  nachdem  g,  durch  3  geteilt,  den  Rest 

»-(I) . 

+  1  oder  —  1-  lässt.     Immer  ist  also t— —  eine  garme  Zahl,  und 

zwar  haben  wir  in  ihr  entweder  einen  Teiler  von  ^  oder  'l  • 
Indem  wir  diesen  Teiler  für  6  bez.  t  in  den  gerade  erhaltenen  Satz  sub- 
stituieren, entspringt  das  Resultat:  In  der  G,^_^^  giebt  es  Yg'[g+  (-|-)J 

ä 

28* 
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gleichberechtigte  cyclische  Untergruppen  G^  der  Ordnung  drei.  In  ent- 
sprechender  Weise   erhält   man   unter   Gebrauch    des    Legendre'schen 

Zeichens  (—- )  =  ( —  1)  *    den  weiteren  Satz:  In  der  G  (^»_i)  gi^t  es 

Y^L^  +  (~")J  gleichberechtigte  cyclische  Untergruppen  G^  der  Ordnung 

zwei.  Hierüber  hinaus  giebt  es  aber  nicht  noch  weitere  Untergruppen 
dieser  Ordnungen  zwei   und   drei    in  der  G  /^_i).     Wir  merken   uns 

2 

Übrigens  noch  den  durch  directe  Rechnung  leicht  beweisbaren  Satz: 
Die  hier  gefundenen  g[^g  +  (  3  )J  gleichberechtigten  Operationen  der  Periode 
drei  sind  diejenigen,  für  welche  a  +  d  ^  +  1,  (mod.  q)  ist.  Des- 
gleichen decken  sich  die  y  g  [2  +  ("~) J  gleichberechtigten  Operationen 
der  Periode  zwei  mit  denjenigen  Operationen  der  G  ^^__^.,  für  welche 

a  +  d  =  0  ist. 

Diese  letzten  Gruppen  setzen  wir  nun  gleich  wieder  in  Be- 
ziehung mit  dem  zur  T  /  t_jv  gehörigen  Polygon  F  .._^.  bez.  der  zu- 

8  8 

gehörigen  geschlossenen  Fläche.    Ganz  allgemein  hatten  wir  doch,  um 

hier  kurz  zu  recapitulieren,  die  ^^^-^ — -  Operationen  unserer  <?  ,  ,_j. 

a 
durch  ebenso  viele  eindeutige  Transformationen  der  geschlossenen  Fläche 

F ,  ,_^.  in  sich  anschaulich  gedeutet.     Diese  eindeutigen  Transforma-- 

8 

tionen  der  Fläche  in  sich  waren  solche^  bei  deren  Ausführung  die 
Einteilung  der  F  ,._^.  in  ^^^^ — -  Doppeldreiecke  mit  sich  selbst  zur 

8 

Deckuns  kam,  und  zwar  ging  dabei  ein  einzelnes  Elementardreieck 
jedesmal  wieder  in  ein  Dreieck  gleicher  Art  über.  Die  Lagerung  der 
Dreiecke  auf  der  geschlossenen  Fläche  war  aber  so  beschaffen;  dass 

sich  um  die  7"  Punkte  a  je  vier  Elementardreiecke  lagerten,  des- 
gleichen um  die       7^     Punkte  b  je  sechs,  endlich  um  die  ^-I—  Punkte  c 

jedesmal  2q  Elementardreiecke. 

Nachdem  wir  solches  in  Erinnerung  gebracht  haben,  gehen  wir 
auf  die  in  der  Modulgruppe  enthaltenen  cyclischen  Untergruppen  der 
Ordnung  drei  zurück,  um  etwa  mit  ihnen  zu  beginnen.  Zu  jedem  in 
der  CO 'Halbebene  mit  q  äquivalenten  Punkte  war  wechselweise  eindeutig 
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eine  Untergruppe  der  Ordnung  drei  aus  elliptischen  Modulsubstitutionen 
zugeordnet.    Keducieren  wir  die  Modulgruppe  mod.  q,  so  werden  diese 

Untergruppen    der   Ordnung    drei    die    obigen   y Ö^ lö'  ^"  ("f") J   8^®^^" 

berechtigten  G^  liefern ,  da  eine  elliptische  Modulsubstitution  der 
Periode  drei  mod.  q  nicht  mit  der  Identität  congrnent  sein  kann.  Es 
wird  also  zu  jedem  Punkte  b  der  geschlossenen  Fläche  F  .  ,_j.  eine 

(r,  derart  zugeordnet  sein^  dass  bei  den  dieser  Gruppe  G^  entsprechen- 
den Transformationen  der  Fläche  in  sich  der  in  Rede  stehende  Punkt  b 
in  sich  selbst  übergeht.  Aber  es  ist  gar  nicht  nötig,  dass  zwei  yer- 
schiedenen  Punkten  b  auch  zwei  verschiedene;  der  G    ,_jv  angehörige 

i 
Gtj  zugeordnet  sind.     Es  tritt  vielmehr  der  Fall  ein,   dass  zwei  ver- 
schiedene in  der  Modulgruppe  enthaltene  cyclische  Untergruppen  dritter 
Ordnung  mod.  q  congruent  ausfallen,  auch  ohne  dass  die  zugehörigen 
Fixpunkte  bezüglich  der  Hauptcongmenzgruppe   q^^  Stufe  äquivalent 

sind.  In  der  That  haben  wir  ja  nur  y 2 [ff  +  \s)j  gleichberechtigte 
Gj  lind  demgegenüber  -  7^  Punkte  b.  Da  aber  alle  G^  gleich- 
berechtigt sind,  so  entnehmen  wir  daraus  sofort  den  Satz:  Jede  der 
Y  ?  [2  +  (y  )J  0^3  besitzt  y  [2  —  (-|-)J  Fixpunkte  b  cmf  der  geschlossenen 

Fläche,  Als  Fixpunkte  der  G^  bezeichnen  wir  dabei  natürlich  die- 
jenigen Pxmkte,  welche  durch  die  zur  G^  gehörigen  Transformationen 
der  Fläche  F  .^_^.  sich  selbst  zugewiesen  sind. 

ä 
Auf  die   cyclischen  Untergruppen   zw^eiter   Ordnung   der   Modul- 
gruppe,  sowie  auf  diejenigen   aus   parabolischen  Modulsubstitutionen 
sind  genau  die  nämlichen  Überlegungen  anwendbar.    Wir  werden  sofort 

die  bezüglichen  Resultate  hier  angeben  dürfen:  Jede  der  ysI  ?  -f-  (~~")J 
gleickberecktigten  Untergruppen  G^  der  G  ,^_^^  besittft  ^[9.  —  (""/J  -^^ 

punicte  auf  der  geschlossenen  Fläche,  welche  Punkte  a  dieser  letzteren  sind. 
EncUich  besitzt  jede  der  (q'\-  l)  gleichberechtigten  Gq  an  Fixpunkten  auf 

^«(g*— 1)  *^  ganzen  ^-y-  Punkte  c  dieser  Fläche.  —  Derartige,  die  Fläche 

jF  .  ._jj  betreflFende  geometrische  Überlegungen  werden  wir  auch  weiter- 

ä 
hin  immer  zwischendurch   ausführen,   um   dadurch   die   arithmetische 

Betrachtung  unserer  Gruppen  in  zweckmässiger  Weise  zu  versinnlichen. 
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sowie  auch  die  früheren  auf  die  Fälle  q  =  6,  1  bezQglichen  geo- 
metrischen Entwicklungen  zu  Yerallgemeinern*). 

Specialisieren  wir  nunmehr  die  gewonnenen  allgemeinen  Resultate 
für  q^  b,  so  müssen  wir  auf  die  cyclischen  Gruppen  der  Drehungen 
des  Ikosaeders  in  sich  zurückkommen.  In  der  That  liefern  die  {q  -{- 1) 
Gq  des  §  3  nunmehr  sechs  cyclische  G^j  und  entsprechend  kommen  aus 
den  §§  4  und  5  fünfzehn  gleichberechtigte  G^  und  zehn  gleichberechtigte 
(tj.  Zu  diesen  beiden  letzteren  Arten  cjclischer  Untergruppen  fuhren 
übrigens  auch  unsere  letzten  allgemeinen  Erörterungen  über  die  G^ 
und  G^.    Die  Fixpunkte  der  cyclischen  Untergruppen  der  G^  anlangend, 

so  ergiebt  sich  als  gemeinsamer  Wert  von  -^-^ — ,   y  |_2  —  ( — )\  und 

Y I  ?  +  (■f")J  ^r  g  «^  5  die  Anzahl  2.    Alles  das  ist  bekanntermassen 

in  Übereinstimmung  mit  der  Ikosaedergruppe  und  der  Figur  des  Iko- 
saeders. Besonders  interessant  ist  es  auch  noch,  zu  beobachten,  wie 
unsere  nun  auf  arithmetischem  Wege  erzielten  allgemeinen  Resultate 
für  9  =  7  wirklich  in  voller  Übereinstimmung  mit  dem  sind,  was 
wir  im  vorletzten  Kapitel  auf  rein  geometrischem  Wege  über  die 
cyclischen  Untergruppen  der  G^^  erfahren  haben;  man  wird  das  sofort 
ins  einzelne  verfolgen.  Mit  der  allgemeinen  Angabe  der  cyclischen 
Untergruppen  der  G  ^_j^.  ist  augenscheinlich  der  Grund  für  die  früher 

bemerkten,  zwischen  den  Gruppen  G^q  und  G^q^  bestehenden  Ana- 
logien aufgewiesen. 

§  7.    Die  oyolisohen  Untergruppen  der  homogenen  Gg{qt^i). 

Äusserst  einfach  erledigt  sich  jetzt  die  Aufzählung  der  cyclischen 
Untergruppen,  die  in  der  homogenen  Gq^q^^t)  enthalten  sind.  Da  diese 
Gruppe   hemiedri£(th   isomorph  auf  die  6r  .._j.  bezogen  ist,  so  wird 

i 
zuvörderst  der  identischen  Operation  der  letzteren  eine  ausgezeichnete  G^ 
der  ersteren  entsprechen.  Dieselbe  umfasst  ausser  der  Identität  die 
Operation  der  Periode  zwei  co/ =  —  (Dj,  ©2'  =  —  cog,  welche  wir 
als  Operation  der  (Tg(gi_i)  in  der  Gestalt  61'  =  —  617  la'  =■  —  £2  z« 
schreiben  haben.    Die  in  Rede  stehende  Operation,  welche  übrigens  aus 


*)  Wir  nennen  schon  jetzt  hierauf  bezügliche  Überlegungen  der  Hm.  Klein 
und  Dyck,  auf  die  wir  übrigens  hernach  noch  zurückkommen  müssen;  siehe 
Dyck,  Veraw^  einer  übersichüichen  Darstellung  der  Eiemann' sehen  Fläche,  welche 
der  Galois'schen  Besolvente  der  Modidargleichung  für  PrimsaMtransformation  der 
elliptischen  Functionen  entspricht,  Math.  Ann.  Bd.  18,  p.  507  (1881). 
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der  homogen  geschriebenen  Substitution  T  durch  einmalige  Wieder- 
holung entsteht,  ivird  mit  jeder  Operation  der  (r^^^i^^j  vertauschbar  sein, 

da  die  aus  ihr  entspringende  G^  in  der  Gesamtgruppe  ausgezeichnet  ist. 
Wir  haben  nun  ganz  allgemein  den  Satz:   Jeder  cyclischen  Unter- 
gruppe der  G  ^  ,_j^  ist  eine  cyclische  Untergruppe  der  doppelten  Ord- 

nung  in  der  Gq^q^^i)  durch  den  Isomorphismus  der  beiden  Gruppen 
ssugeordnet.  Das  galt  soeben  schon  für  die  aus  der  Identität  allein 
bestehende  Untergruppe  G^  der  ff  /,__ij,  insofern  derselben  die  homo- 

2 

gene  G^  entsprach.  Die  allgemeine  Gültigkeit  des  gerade  ausgesprochienen 
Satzes  ergiebt  sich  aus  der  folgenden  Überlegung. 

Die  homogene  Operation  S:  <  =  a>,  +  d,,  <  •«  o,  erweist 
sich  gerade  wie  die  nicht-homogene  Operation  S  als  von  der  Periode  q. 
Combinieren  wir  jene  aber  mit  T*,  so  werden  wir  in  5T*  zufolge  der 
Yorausgeschickten  Bemerkungen  über  T^  eine  Operation  der  Periode  2$ 
vor  uns  haben,  indem  in  der  That  (ST*)«  =  T«,  aber  erst  (ST*)««  =  1 
wird.  Es  giebt  sonach  in  der  Gq^q-^^t)  im  ganeen  (q  +  1)  gleichberechtigte 
cyclische  G^q  der  Ordnung  2q\  innerhalb  derselben  finden  sich  ebenso 
viele,  d,  i.  {q  +  1)  gleichberechtigte  Gq,  aber  nur  eine  G^. 

Nehmen  wir  femer  die  homogene  Operation  t;: 

(O^    =  a  (D| ,      O^    =  a     ^  IDji 

heran,  die  2ahl  a  in  der  Bedeutung  des  §  4,  d.  i.  als  reelle  Primitiy- 
wurzel  von  q  gebraucht,  so  erweist  sich  selbige  sofort  als  von  der 
Periode  (g  —  1).    Daher   erfahren   wir:    Es  giebt  in  der  Gqi^^i)  im 

ganzen  ^^^-^--  mit  einander  gleichberechtigte  cydische^Untergruppen  Gq^i 

der  Ordnung  (g  —  1).  Wir  schliessen  sogleich  weiter  an,  was  man 
leicht  bestätigt:   Innerhalb  der  jetzt  gefundenen  Gq^i  giebt  es  für  jeden 

Teiler  6  <  ^-s—  ^on  {q  —  1)  ebenso  viele,  d  i.  ^^^     gleichberechtigte 

cyclische  G  __^,  vxihrend  überdies  noch  die  schon  wiederholt  genannte  G^ 


«— 

a 


allen  Gq^i  gemeinsam  ist. 

Endlich  ist  die  homogene  Substitution  w:  6/^jli,  ^s' ^i""^6i 
eine  solche  der  Periode  {q  -f-  1),  und  man  erkennt,  dass  bei  den  hier 
in  Betracht  kommenden  Gruppen  die  Verhältnisse  wieder  ganz  ähnlich 
liegen,  wie  bei  den  soeben  besprochenen.    Es  giebt  in  der  Gqiqt^t)  im 

ganzen        7^      gleichberechtigte  cyclische  Gq^i  und  innerhalb  derselben 
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fü/r  jeden   Teuer  %  <  ^  "^      von  (g  +  1)  im  ganzen        T      gleichbe- 

rechtigte  cyclische  Untergruppen  G-  x^'t  ausserdem  ist  den  G^+i  natürlich 

*~ 
uneder  die  ausgezeichnete  G^  gemeinsam. 

Hiermit  sind  alle  cyclischen  Untergruppen  der  homogenen  ffg(j»_i) 
namhaft  gemacht. 

§  8.    Oyolisohe  Untergruppen  der  6?^  (,»_!)  für  den  Fall  g  =  4Ä+  !*)• 

Wenn  wir  jetzt  endlich  noch  die  Qq^^^^D  in  Betracht  ziehen ^  so 
werden  wir  die  cyclischen  Untergruppen  auch  dieser  Gruppe  im  engsten 
Anschluss   an  diejenigen  der  G^^_^.  charakterisieren   können.     Ent- 

springt    nämlich    aus    der    einzelnen   Operation    F(o)  ^  ^= — ^  eine 

cyclische  G%tt,  so  ist  innerhalb  derselben  eine  cyclische  Gu  enthalten, 
die  aus 

(I)        F.(„)  -  r(.)  ^  i,-;:-y.v,;i-^ 

erzeugt  wird.    Von  den  bekannten  Gruppen  G,t  der  letzteren  Art  werden 

wir  leicht  zu  deo  G,»  vordringen  können. 

Sei  zuvörderst  x  =  1,  so  wird  es  sich  um  die  cyclischen  G^  in 

der  6rg(g»_i)  handeln.    Ist  F  Erzeugende  einer  solchen,  so  wird  F*ee1, 

(mod.  q)  sein  müssen.     Solches  ist  erstlich  für  alle  Substitutionen  F 

mit  a^8  der  Fall,  und  deren  giebt  es  im  ganzen        7^     \  in  der 

That  bestimmt  man  die  Zahl  incongruenter  Lösungen  von  a^  —  ßy^l 

sehr   leicht   zu  g(2  +  1).    Die  gefundenen  ^^J"      Operationen ,  unter 

denen  sich  auch  A(cd)  =  —  5  findet,  sind  nun  in  der  6?g(3»— ^  mit 
einander  gleichberechtigt.  Um  das  zu  zeigen,  bestimmen  wir  die  An- 
zahl der  mit  Ä  vertauschbaren  Operationen  erster  Art  F^(  '  ju' 
Da  müssen  wir  fordern  A  VA  ^  F  oder  explicite: 


(-;rS)-C;j)-(-^«). 


d.  i.  ausführlich  geschrieben: 


*)  Die  in  den  beiden  folgenden  Paragraphen  gegebenen  Entwicklungen  sind 
erst  neuerdings  vom  Herausgeber  durchgeführt  worden  nnd  werden  hier  sum 
ersten  Male  mitgeteilt. 
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WO  entweder  die  vier  oberen  oder  die  vier  unteren  Zeichen  gelten. 
Durch  Conibination  der  ersten  und  dritten ^  sowie  der  zweiten  und 
rierten  dieser  Congruenzen  folgt 

ay  =  0,     /3*  =  0,  (mod.  3), 

Congruenzen,  die  gerade  mit*  den  unter  (6)  p.  430  genannten  in  Über- 
einstimmung sind.  In  der  That  erweisen  sich  die  {q  —  1)  damals  aus 
diesen  Bedingungen  hergeleiteten  Operationen  V  und  nur  diese  mit 
A  vertauschbar.  Neben  V  wird  dann  immer  auch  noch  VA  mit  A 
vertauschbar  sein,  und  zugleich  muss  sich  jede  mit  A  vertauschbare 
Operation  zweiter  Art  unter  diesen  (g  —  1)  Operationen   VA    finden. 

A  ist  demnach  innerhalb  der  Gqiqi^i)  mit  2(q  —  1)  Operationen  ver- 
tauschbar und   also  eine   unter        T  -  gleichberechtigten.     Da  man 

nun  leicht  durch  Rechnung  zeigt,  dass  für  gleichherechtigie  Operationen 
eweiter  Art  der  Wert  von 

(2)  P  +  l-(!^)'+l 

derselbe  istj  so  verificiert  man  damit  sofort^  dass  wirklich;  wie  wir  be- 

n  (il  Jim    \\  — 

haupteten,  jene  ?"  Substitutionen  V  mit  a^d  ein  System  gleich- 
berechtigter Operationen  der  Gq^^^i)  bilden. 

Soll  es  noch  eine  weitere  G^  geben,  so  muss  auf  Grund  von  (1) 
fQr  ihre  Erzeugende  ß^y^O  und  a*  ^  d*  ^  +  1  sein.  Das  obere 
Zeichen  führt  hier  zur  Operation  A  zurück.  Soll  aber  das  untere 
gelten,  so  mttös  offenbar  q  die  Form  (4Ä  +  1)  AaJen,  tvas  mr  demnach 
hier  bis  auf  weiteres  annehmen  wollen.    Alsdann  finden  wir  noch  eine 

isoliert  auftretende  und  demnach  ausgezeichnete  G^j  die 


(3)  F(«)  =  ?^,  (mod.  3) 


zur  Erzeugenden  hat,   das   Symbol  "j/—  1  dabei  in  dem  schon  früher 
(p.  429)  erläuterten  Sinne  gebraucht. 

Für  die  rückständigen  Operationen  F  ist  («  ■—  *)<0,  (mod.  q). 
Berechnen  wir  sonach  aus  (1)  für  F*  die  früher  (p.  428)  mit  (Ä*  —  1) 
bezeichnete  Zahl,  so  findet  sich,  k  in  der  Bedeutung  von  (2)  gebraucht: 

Die  Periodicität  einer  Operation  V  hängt  also  in  erster  Linie  vom  quadra- 
tischen Charakter  von  (ä*  -f"  l)  ^^?  gerade  wie  sie  für  die  Operationen  F 
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darch  den  quadratischen  Charakter  von  (k^  —  1)  bedingt  ist.  So  er- 
halten wir  durch  Rückgang  auf  die  bezüglichen  Sätze  über  die  G  .._^^: 

__         _  s 

Die  Periode  einer  Operation  V  mit  A?*  +  1  ^  0,  {mod.  q)  ist  ein  Teiler 

von  2q]  des  ferneren  ist  die  Periode  von  V  ein  Teiler  von  {q  —  1)  oder 

(?  +  1)>  j^  nachdem  Qc^  +  l)  quadratischer  Best  oder  Nichtrest  von  q 
ist  Indem  wir  diese  drei  Fälle  jetzt  nacheinander  durchsprechen^ 
greifen  wir  immer  eine  einzelne,  in  Betracht  kommende  Operation  V 

auf  und  suchen  für  dieselbe  diejenigen  Operationen   V  zu  bestimmen, 

welche  in  V^  eben  jene  herausgegriffene  Operation  erster  Art  V  er- 
geben.    Gemeinsam  werden  wir  die  so  gemeinten  Operationen  zweiter 

Art  durch  das  Symbol  YV  bezeichnen. 

Setzt  man  zunächst  in  (1)  für  V  im  speciellen  die  Operation  S 
ein,   so  zeigt  eine  leichte  Zwischenbetrachtung,  dass  es  für  unseren 

Fall  9  es  4%  -|~  1  ^^^^  ^^^^  ^^^  ^üie  Operation  YS  giebt,  nämlich  : 

W  ys(cD)  = ^—  ,  (mod.  q) . 

Dieselbe  ist  Erzeugende  einer  cyclischen  G^qy  und  solcher   Untergruppen 

wird  es  in  der  6rj(j»_i)  im  ganzen  (q  +  1)  gleicJiberechtigte  gd)en.  Sollen 
zwei  unter  diesen  Gruppen  eine  Operation  gemeinsam  haben,  so  kann  dies 

abgesehen  von  der  Identität  nur  eine  Operation  V  der  Periode  zwei  sein, 

da  doch  auch  die  bezügliche  Operation  erster  Art  F*  beiden  Gruppen 

gemeinsam  sein  müsste.    Unter  den  Operationen  (YSY  ist  aber  allein 

von  der  Periode  zwei,  eine  Operation,  die  wir  als  eine  in  der  Gg^g^^i) 
ausgezeichnete  erkannten,  und  die  also  thatsächlich  allen  {q  -j-  1)  Gig 
gemeinsam  ist.  Ausser  dieser  Operation  sind  in  den  Gtq  im  ganzen 
(q*  —  1)  verschiedene  Operationen  V  enÜiaUen;  dieselben  sind  aUe  von 
der  Periode  2q  und  haben  i?  -^  I^eeeO,  (mod.  g). 

Wir  wenden  uns  nun  sogleich  zu  den  Operationen  F  mit  quadra- 
tischem Nichtrest  (]k^  -{-  l),  da  diese  sich  nämlich  im  gegenwärtigen 
Falle  einer  Primzahl  g  *»  4%  -f- 1  leichter  erledigen  lassen,  als  die  Ope- 
rationen mit  quadratischem  Reste  (P  +  l) .  Wir  werden  hier  die 
imaginäre  Gestalt  unserer  Gruppe  benutzen  müssen  und  gehen  insbeson- 

dere  auf  die  in  §  5  (p.432)  durch  w  bezeichnete  Operation  w{i)  ^  ~7i  der 
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Periode      "l       zurück.     Derselben   gesellt  sich  als  Operation  "j/w   die 
nachfolgende  zu: 


1±8     

(6)  V^ii)  =   Jj/''     ,  (mod.  g), 

und  wir  bemerken  im  voraus,  dass  weiterhin  nicht  noch  eine  andere 
Operation  Yw  eintritt.     Da  ]/m?  die  Periode  (g  +  1)  besitzt,  so  finden 

sich  in  der  (t,(,>— d  im  ganaen  T  gleichberechtigte  cyclische  Unter- 
gruppen Oq^i.  Die  aus  (5)  entspringende  Gq+i  enthält  die  (j  +  1) 
Operationen: 

(6)  r=^.,  r=  j"j^    (mod.  g). 

Sollen  zwei  verschiedene  unter  den  Gq^i  ausser  der  Identität  noch 
eine  weitere  Operation  gemeinsam  haben,  so  kann  selbige  bekanntlich 
keine  Operation  erster  Art  sein,  müsste  vielmehr  eine  solche  zweiter 
Art  der  Periode  zwei  sein.    Aber  unter  den  Substitutionen  (6)  ist  nur 

i'  ^  -7——^  allein  von  dieser  Periode:   letztere  Substitution  muss  in 

der  That  allen  Gq^i  gemeinsam  sein,  denn  wir  haben  in  ihr  wieder 
die  uns  bereits  bekannte  in  der  Gesamtgruppe  Gqi^^t)  ausgezeichnete 
Operation   V  der  Periode  zwei  vor  uns.     Wir  zählen  daraufhin  leicht 

ab,  dass  in  den  G,+i  im  gangen  ~7  verschiedene  Operationen  smeiter 
Art  enthalten  sind. 

Indem  wir  endlich  zu  den       T      gleichberechtigten  G     ^  gehen, 

brauchen  wir  v  wieder  in  der  Bedeutung  des  §  4:  v(ai)  ^  -^.    Schon 

am  Anfang  des  Paragraphen  fanden  wir^  dass  sämtliche  Operationen 
der  aus  v  entspringenden  G  ^^  mit  A  vertauschbar  waren,  eine  That- 

Sache,  die  fQr  die  sämtlichen  Operationen  keiner  anderen  G  __^  zutrat. 
Wir  finden  so  den  wichtigen  Satz:   Die  ^-  ^^  Gruppen  G  _,  sind 

den  ^-^-g —  mit  A  gleichberechtigten  Operationen  wechsdumse  eindeutig 

zugeordnet,  und  zwar  in  dem  Sinne,  dass  mit  der  einzelnen  der  letzteren 
Operationen  jede  einzdne  Operation  der  zugeordneten  6r        vertauschbar 
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ist.  Indem  wir  jedesmal  die  mit  Ä  gleichberechtigte  Operation  zar 
bezüglichen  G     j  hinzusetzen ,  gewinnen  wir  insgesamt       T —  gleich- 

herechtigte  erweiterte  Gq^ij  welche  den  Best  der  noch  nicht  genannten 

Operationen  zweiter  Art  enthalten.  Biese  ff^-i  sind  nun  nickt  etwa 
cyclisch,  vielmehr  sind  die  umfassendsten  in  denselben  enthaltenen  cydischen 

Untergru^fpen  solche  von  der  Ordnung  ^-5 — .    Durch  Iteration  von  v^Ä 

entspringt  nämlich  die  Operation  v^^,  so  dass  v^Ä  in  der  That  höchstens 

die  Periode  ^-5 —  haben  kann.     Wir  erblicken  zugleich,  dass  nur  den 

Operationen  v^^  der  in  der  Cr     1  enthaltenen  G-     i  Operationen  "j/t^  jsur 

2  4 

geordnet  sind  und  zwar  immer  zwei,  indem  thatsäcMich  jede  der  beiden 

Operationen 

Yi^(a))  =  v'A{a})  =  -^ , 
(7)  ^_^  ""*  "       ^ 

Y^(^a>)  =.  v'-'-^Äia.)  ^  ^^^^ 

a      y —  1 

iteriert  auf  v*"  führt  An  Operationen  zweiter  Art  der  Periode  zwei 
sind  in  jeder  Gq^i  zwei  verschiedene  enthalten;  z.  B.  haben  unter  den 

Substitutionen  (7)  die  beiden  Ä  und  v  ^  Ä  diese  Periode,  deren  letztere 
man  sogleich  als  die  ausgezeichnete  V  der  Periode  zwei  erkennt  Die 
Gesamtzahl   der   übrigen,   ausserdem   noch   in  den  Gq^i  enthaltenen 

Operationen  zweiter  Art  ist  ^^^       l  ]  deren  Perioden  sind  ^ — , 

wo  0  ein  Teiler  von  ^-r — ,  und  zwar  6  <  ^-r — ,  ist. 

Mit  den  nun  vollständig  beschriebenen  cjclischen  Untergruppen 

der  erweiterten  Gruppe  Gq(q'i^i)  haben  wir  zugleich  die  Gesamtheit  der 

in  dieser  Gq(q*^i)  enthaltenen  Operationen  zweiter  Art  kennen  gelernt^ 
da  in  der  That 

1  +  g(g  +  ^)  ^  r^2  _  1)  +  g(g  -  ^)'  _|_  g(g  +  ^)(g-5)  _  g(g'-^) 

ist.  Wir  unterlassen,  nun  auch  noch  die  in  den  Gq±i  enthaltenen 
cycliBchen  Untergruppen  in  erschöpfender  Weise  zu  charakterisieren*). 


*)  Bei  den  &^j.i  hätte   dies   keine   Schwierigkeit;   bei  den  Cfq^i  müaeten 

aber  immer  emeate  Falinnterscheidangen  getrofPen  werden,  je  nach  den  Kesten, 
welche  q  mod.  16,  82,  64,  u.  8.  w.  läflst. 
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§  9.    Cyolisohe  Untergruppen  der  6r^(9«_i)  für  den  Fall  q=*4:h — 1. 

Ungleich  viel  einfacher  gestaltet  sich  die  Structur  der  (Tj(,t— d 
im  nun  noch  zu  erledigenden  Falle  einer  Primzahl  q  der  Form  4th — 1. 
Da  giebt  es  zuvörderst  ausser  den  am  Anfang  des  vorigen  Para- 
graphen namhaft  gemachten  ^^^^—^  gleichberechtigten  G^  nicht  noch 

weitere  O^-     Ferner    kommen    überhaupt    keine    Operationen   V   der 
Periode  2g  vor,  da  (fc*  +  l)  nicht  durch  q  teilbar  sein  kann. 

Nach  wie  vor  sind  die  Operationen  v''{(si)  :^iE:  — ^^^^  mit  A  vertausch- 


bar.   Jetzt  aber  ist  die  entsprechende  erweiterte  G^—i  cyclisch,  indem 

wirklich  v       A,  mit  sich  selbst  combiniert,  die  Operation  v  giebt  und 
sonach  die  Periode  (q  —  1)  haben  muss.     Wir  finden  demgemäss  in  der 

Gg(j«— 1)  jetist  ^    ?"      gleichberechtigte  cyclische  Gq—i,  in  denen  dann  die 

oben  genannten  G^  enthalten  sind.    Insgesamt  sind  in  diesen  Gruppen 

^      — -  verschiedene  Operationen  zweiter  Art  enthalten^  für  welche 

durchgehends  (P  -f-  l)  quadratischer  Rest  ist,  nnd  mit  denen  die  Ge- 
samtheit der  Operationen  von  Restcharakter  erschöpft  ist. 

Um  jetzt  die  Operationen  mit  quadratischem  Nichtrest  (Ä^  -j-  l) 
zu  erledigen^  betrachten  wir  eine  besondere  Operation  der  Gestalt: 

a)  ^(5)  =  |?|,  (mod.  g), 


in  welcher  also  B  der  Bedingung  BB^ — 1  genügen  muss.     Durch 


Iteration  von  (1)  entspringt  w*(6)  ^^^^ — ,  worin  wir  eine  Operation 


derjenigen  G  .^  vor  uns  haben,  die  aus  i«?(5)  ^  "zrf  entspringt.    Sei 

etwa  B^  ^i^;  (mod.  $),  so  behaupten  wir^  dass  fi  eine  ungerade  Zahl 

ist;  anderenfalls  wäre  nämlich  offenbar  BB^B^+^^zl,  was  doch 
gegen  die  über  B  gemachte  Voraussetzung  streitet.  Setzen  wir  also 
B*  ^j^"*^,  so  wird  {Bßy  ^j  sein,  und  damit  ist  offenbar 

(2)  yg(6)^       B^,  (mod.  a) 

eine  Operation  der  Periode  (g  -f"  1)-     ^^^  getvinnen  solchergestalt       Z^ 
gleichberechtigte  cyclische  Untergruppen  G^^i,  denen  evmdne  eine  cyclische 
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G  ,  ^  in  sich  enthält    Unter  den  Operationen  erster  Art  «i;^  sind  nur 

denjenigen  mit  ungeraden  Exponenten  v  Operationen  zweiter  Art  j/i^ 
zugeordnet  und  zwar  jedesmal  iswei.  So  führt  z.  B.  auf  w  ausser  der 
Operation  (2)  durch  Iteration  auch  noch: 


Da  keine  zwei  Gq+i  ausser  der  Identität  eine  Operation  gemeinsam 

haben  können,  so  sind  in  den  G-q^i  im  ganzen  ^^^-r Operationen 

zweiter  Art  enthalten,  d.  i.  gerade  der  ganze  Rest  der  von  den  (?^-i 
her  noch  bleibenden  Operationen  dieser  Art. 

§  10.     Von  den  symnietriBolien  Umformungen  der 

FlSohe  jP  , .    ,,  in  sich. 

8 

Unter  den  Operationen  der  erweiterten  Gruppe  Gq(q'^^t)  sind  für 
die  geometrische  Betrachtung  der  geschlossenen  Fläche  namentlich 
diejenigen  von  der  Periode  zwei  von  Wichtigkeit.  Sie  bedeuten  der- 
artige eindeutige  Transformationen  der  F  .._^.  in  sich,  bei  denen  die 

i 
Winkel  umgelegt  werden,  und  die,  ein  zweites  Mal  angewandt,  jeden 

Punkt  der  Fläche  wieder  an  seine  ursprüngliche  Stelle  zurückverlegen. 
Nennen   wir   eine   solche  Transformation  der  Fläche  F  ,._j^^  in  sich 

kurz  eine  symmetrische  Umformung  derselben.  Schon  oben  haben 
wir  ganz  allgemein  geschlossene  Flächen  mit  symmetrischen  Um- 
formungen in  sich  als  symmetrische  Flächen  bezeichnet*)  und  haben 
nunmehr  eine  wichtige  Fallunterscheidung  zu  kennzeichnen,  welche  man 
für  symmetrische  Umformungen  beschriebener  Art  eingeführt  hat. 
Es  kann  sein,  dass  bei  Ausführung  einer  solchen  eine  oder  mehrere 
geschlossene  Linien  der  Fläche  Punkt  für  Punkt  in  sich  übergeführt 
werden,  Linien,  welche  wir  dann  als  Übergangs-  oder  Symmetrielinien 
bezeichnen  werden;  es  kann  zweitens  sein,  dass  kein  einziger  Punkt 
der  Fläche  in  sich  transformiert  wird.  Im  ersten  Falle  sprechen  wir 
von  einer  symmetrischen  Umformung  mit  Übergangscurven  und  teilen 


*)  Man  Tergl.  hier  die  bereits  p.  337  genannten  Abhandlungen  über  sym- 
metrische Flächen. 


gehörenden  Grappen  0^^^^_^,  ^«(««-i)  "^^  ^«te^-i)*  ^47 

weiter  nach  Anzahl  derselben  ein;  im  zweiten  Falle  haben  wir  eine 
symmetrische  Umformung  ohne  Übergangscurve*). 

Unter  den  symmetrischen  Umformungen,  wie  sie  für  die  F  .^_^^ 

von  den  G^  geliefert  werden,  steht  nun  zuvörderst  im  Falle  q  =  ih-\-l 
die  der  ausgezeichneten  G^  entsprechende  isoliert  Bei  Ausführung  der- 
selben kann  kein  Punkt  der  geschlossenen  Fläche  in  sich  übergehen. 

Sollte  nämlich  die  G^  auf  dem  Eande  irgend  eines  der  ^(^  ~  1) 
Elementardreiecke  von  F  .,__^^  einen  Fixpunkt  haben,  so  müssten  alle 

zu  letzteren  homologen  Punkte  der  übrigen  Dreiecke  gleichfalls  Fix- 
punkte der  G2  sein,  da  diese  G^  in  Gq{q*—i)  ausgezeichnet  ist;  solches 
erkennt  man  aufs  leichteste  als  unmöglich.  Wir  schliessen:  Für 
Pnmzahlstufen  q  der  Form  j  =  4ä  +  1  lässt  F  ,  ,__j^  eine  ausgezeich- 

äi 
nete  symmetrische  Umformung  euy  hei  welcher  keine  übergangscurve  auf- 

tritt  Für  g  =  5  erkennt  man  hierin  sofort  diejenige  Transformation 
der  ikosaedrisch  geteilten  Eugel  in  sich,  bei  der  der  einzelne  Punkt  in 
den  diametral  gegenüberliegenden  übergeführt  wird. 

Hierüber  hinaus  kommen  für  jede  Primmhlstufe  q  noch  tueitere       7^ 

gleichberechtigte  symmetrische  Umformungen  der  F  .^_^.  hinjsu,  welche  Sym- 

_ 

metridinien  haben^*).  In  der  That  haben  wir  ja  hier  mit  denjenigen  Ope- 
rationen der  Gq{q'i^i)  zu  thun,  die  bei  der  Reduction  mod.  q  aus  den 
Spiegelungen  der  erweiterten  Modulgrnppe  entspringen.     Wollen  wir 

also  die  hier  in  Rede  stehenden   —T      symmetrischen  Umformungen 

kurz  wieder  als  Spiegelungen  bezeichnen.  Solcher  Spiegelungen  hatten 
wir  in  der  That  für  g  =  5  im  ganzen  fünfzehn,  den  fünfzehn  Sym- 
metriekreisen der  Ikosaederteilung  entsprechend.  Auch  für  g  *»  7 
kommen  wir  auf  bekannte  Verhältnisse  zurück;  da  haben  wir  28  Spiege- 
lungen, und  ihnen  entsprechen  offenbar  die  28  Symmetrielinien  der 
■^168  >  ^^^  denen  wir  oben  (p.  376)  bereits  ausführlich  handelten. 

Im   allgemeinen   Falle    sind    die   Verhältnisse   durchaus   den   be- 


*)  Der  weiteren  Einteilong  der  symmetrischen  Flächen  in  orthosymmetrische 
nnd  diasymmetrische  (cf.  die  Weichold*8che  Arbeit)  können  wir  im  Texte  nicht 
nachgehen  nnd  bemerken  in  diesem  Betracht  nur  noch,    dass  unsere  F  1%^^^.^ 

2 
sofern   nur  ihr  Geschlecht  p  ]>  0  ist,   d.  i.    für  ^  ]>  5,   stets   diasymmetrische 
Flächen  sind. 

**)  Man  Tergl.  hier  das  anf  S.  438  ansfÜhrUch  gegebene  Citat. 
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sonderen  für  ^  «»  7  analog  gebildet,  so  dass  unsere  damaligen  Über- 
legungen Schritt  für  Schritt  auch  hier  Anwendung  finden.  Indem  wir  den 
Elementardreiecken  auf  der  geschlossenen  Fläche  in  ihren  Ecken  durch- 

gehends  die  Winkel  Y'  T'  —  geben,  setzt  sich  jede  Dreiecksseite  über 

ihre  Endpunkte  hinaus  in  stetiger  Krümmung  in  bestimmte  andere 
fort  Die  einzelne  Dreiecksseite  erscheint  so  als  Glied  in  einer  ganzen 
Kette  solcher  Seiten,  die  zusammen  eine  geschlossene,  stetig  ge- 
krümmte Linie  auf  der  Fläche  F  ^_^.  abgeben.     Man  überzeugt  sich 

i 
sofort   an  der   Hand  der  Dreiecksteilung  (2,  3,  q),   dass   auf  dieser 

geschlossenen  Linie  die  Abfolge  der  Punkte  a,  b,  c  gerade  dieselbe 
ist,  wie  sie  schon  bei  g  =  7  hervortrat;  immer  haben  wir,  wie  dort 
(cf.  Fig.  89,  p.  377),  Perioden  zu  je  sechs  Punkten  in  der  Reihenfolge 
Cy  a,  c,  b,  a,  b,  so  zwar,  dass  die  sechs  Dreiecksseiten  zwischen 
dem  einzelnen  Punkte  c  und  dem  an  sechster  Stelle  in  der  Reihe  auf 
ihn  folgenden  Punkte  (der  wieder  ein  Punkt  c  ist)  gerade  aus  eioei 
Symmetriekreisen  der  Modulteilung  entspringen,  welche  letztere  uns 
übrigens  je  einen  einzelnen  aus  den  beiden  Gattungen  dieser  Kreise 
darstellen. 

Da  die  F  ,  ,__j.  regulär  ist,  so  schliessen  wir  genau  wie  oben  bei  der 

2 

-^168;  ^^  ^^^  fraglichen  geschlossenen  Linien  der  Teilung  der  F  .^_^^  mit 

einander  äquivalent  sind*^  sie  werden  also  insbesondere  alle  aus  gleich- 
viel   Dreiecksseiten    bestehen.      Da   femer  F  .^_^^  regulär-sywm^^tscA 

2 

ist,  so  wird  jede  unserer  Linien  eine  Symmetridinie  für  F  .^__^.  sdn  und 

ais  Übergangscurve  zu  einer  unserer  ^--^—^  Spiegelungen  gehören.  Be- 
sitzt nun  eine  dieser  Spiegelungen  im  ganzen  etwa  d  Obergangslinien, 
so    gilt   dasselbe    auch   von   den   übrigen,   da   sie    alle    mit   einander 

gleichberechtigt   sind.     Wir   haben   dann   also   im   ganzen      '  ^^^       ■ 

Symmetrielinien  bezeichneter  Art,  und  da  jede  Dreiecksseite  unserer 
Teilung  einer  Symmetrielinie  angehört,  so  wird  die  einzelne  solche  sich 

aus  je  —  ^ — -  Dreiecksseiten  zusammensetzen.     Bemerken  wir  endlich 

noch,  dass  die  einzelne  unserer  —  ^    —  Symmetrielinien  sich  selbst  nicht 

Überkreuzt]  sie  würde  ja  anderenfalls  bei  der  bezüglichen  Spiegelung 
nicht  Punkt  für  Punkt  an  ihrer  Stelle  bleiben  können. 

Für  die  besonderen  Fälle  3  8=  5  und  g  =  7  war  d  =  If  da,  wir 


1 
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seinerzeit  wirklich  15  bez.  28  Symmetrielinien  fanden.  Wollen  wir 
hier  letzten  Endes  im  allgemeinen  Falle  die  Zahl  d  charakterisieren^ 
so  gehen  wir  etwa  im  besonderen  auf  diejenige  Symmetrielinie 
ein,  auf  welcher  die  Eckpunkte  c,  a  des  Ausgangsdreiecks  der 
Einteilung  unserer  geschlossenen  Fläche  gelegen  sind.  Verfolgen  wir 
von  hier  aus  die  an  der  in  Rede  stehenden  Symmetrielinie  gelegenen 
Dreiecke,  so  folgt  vom  Ausgangsdreieck  aus  gerechnet  an  siebenter 
Stelle  wieder  ein  Dreieck,  das  gerade  so  zur  Symmetrielinie  gelegen 
ist,  wie  das  Ausgangsdreieck ;  beim  weiteren  Fortgang  über  die 
Symmetrielinie  aber  wiederholen  sich  die  Verhältnisse  periodisch. 
Die  Substitution,  welche  das  Ausgangsdreieck  in  das  eben  genannte 
andere  Dreieck  überf&hrt,  berechnet  man  ohne  Mühe  und  findet,  dass 
sie  sich   mod.  q  auf 

reduciert.  Wollen  wir  also  die  Seiten,  welche  unsere  Symmetrielinie 
zusammensetzen,  abzählen,  so  sei  etwa  die  das  Ausgangsdreieck  durch- 
ziehende die  erste.     Die  7**  gehört  dann  dem  Dreieck   V  an,  die  13*® 

dem  Dreieck  F*  u.  s.  w.    Aber  die  \       T       +  l)     sollte  wieder  dem 

Ausgangsdreieck  angehören-,  es  muss  also 

y""  («>)---3^E^l,(mod.  g) 

sein,  während  dies  von  keiner  voraufgehenden  Potenz  von  V  gelten 
soll.  Wir  haben  also  das  Resultat:  Man  bestimme  die  niederste  Potenz 
der  Zahl  2,  die  modtdo  q  mit  +  1   oder  —  1  congment  wird;   ist  dies 

die  V**,  so  ist  d=^  ^-r —  die  gestickte  ZoM  d.     So  ist  z.  B.  d  immer 

gleich  1,  wenn  2  primitive  Wurzel  der  Primzahl  q  ist.  Der  niederste 
Fall,  bei  dem  d>  1  ausfallt,  ist  g  =«  17;  da  ist  2*  ^  —  1,  und  man 
gewinnt  df  =  2.    Weiter  folgt  31  mit  d  =  3,  41  mit  d  =  2  u.  s.  w.*) 


Eine   grosse   Reihe   weiterer   Bemerkungen  über  die   Symmetrie- 
linien der  F  ^^_j^.  versparen  wir  bis  an  passende  Stellen  des  folgenden 


*)  Das  hier  zu  Tage  getretene  onregelmässige  Verhalten  der  verschiedenen 
Primzahlen  q  steht  in  Beziehung  za  der  Verschiedenartigkeit  in  der  Stmctur  der 
G^      j,  deren  wir  auf  Seite  444  unter  dem  Texte  gedachten. 

Klein-Frioke,  ModulAmotionen.  29 
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Kapitels,  in  welchem  es'  sich   um  die  nicht-cyclischen  Untergruppen 
der  G  ^  ,_^^  handeln  soll.    Bei  der  geometrischen  Interpretation  dieser 

Untergruppen   durch    die   Flächen   P.,__ij    werden   in   der   That   die 

Symmetrielinien  zur  Yeranschaulichung  der  in  Betracht  kommenden 
Verhältnisse  die  wichtigsten  Dienste  leisten. 


Neuntes  Kapitel. 

Aufzählung  aller  nicht -cyelischen  Untergruppen  der  zur  Primzahl- 

stnfe  q  gehörenden  &mppe  G^^^^_^y 

2 

Auf  Grund  der  Entwicklungen  des  vorigen  Kapitels  werden  sich 
nun  leicht  auch  die  nicht-cyclischen  Untergruppen  der  G  /  »_i)  angeben 

2 

lassen.  Die  vollständige  Aufzählung  derselben  soll  die  Hauptaufgabe 
des  gegenwärtigen  Kapitels  sein.  Daneben  werden  wir  noch  wieder- 
holt auf  die  homogene  Cr5(j«— d,  sowie  auf  die  erweiterte  G^{<f^i)  Bezug 
nehmen;  aber  in  Ansehung  dieser  Gruppen  würde  eine  erschöpfende 
Untersuchung^  wenn  auch  keineswegs  schwierig,  so  doch  umständlich 
und  fftr  unsere  künftigen  Zwecke  keineswegs  erforderlich  sein. 

Von  den  zu  nennenden  Untergruppen  der  G  ,  ,__jj  sind  diejenigen, 

2 

welche  wir  als  halbmetacyclische  bezeichnen,  sowie  die  vom  Diedertypus 
bereits  von  Serret  aufgestellt  worden*).  Die  weiter  in  Betracht  kommen- 
den Untergruppen  vom  Tetraeder-^  Oktaeder-  und  Ikosaedertypus  sind 
fQr  die  allgemeine  Primzahlstufe  erst  von  Hrn.  Gierster  abgeleitet  und 
untersucht  worden,  sowie  wir  ihm  auch  den  YoUständigkeitsbeweis 
für  die  hier  abzuleitende  Zerlegung  der  G  /»_i)  verdanken**). 

Die  in  den  beiden  ersten  Paragraphen  des  Nachfolgenden  ge- 
gebenen Überlegungen,  die  uns  zu  sehr  interessanten  Sätzen  von  all- 
gemeiner gruppentheoretischer  Bedeutung  hinführen,  können  wir  für  die 
ferneren  Entwicklungen  dieses  Kapitels  nicht  mehr  entbehren.  Inhalt- 
lich stehen  sie  freilich  auch  schon  zu  früheren  Kapiteln  in  der  innigsten 
Beziehung. 


*)  An  der  p.  411  angegebenen  Stelle. 

**)  Man  vergleiche  die  p.  411  genannte  Arbeit  Gierster 's  im  18^°  Bande 
der  Math.  Annalen. 

S9* 
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§  1.    Von  den  erzeugenden  Substitutionen  der  zu  einer  beliebigen 

Zahl  n  gehörenden  Gruppe  6^  { n }  • 

Wir  gehen  noch  einmal  zurück  auf  die  oft  gebrauchte  Dreiecks- 
teilung (2,  3,  n)  und  die  ihr  zugehörige  Gruppe  G{n}  von  Substitu- 
tionen erster  Art;  die  jene  Teilung  mit  sich  selbst  zur  Deckung 
bringen.  Diese  G{n)  hatten  wir  oben  auf  die  Modulgruppe  f  meroedrisch 
isomorph  bezogen  und  wollen  jetzt  diejenigen  Operationen  der  (?{»};  welche 
dabei  den  Modulsubstitutionen  S  und  T  zugeordnet  sind;  selbst  wieder 
S  und  T  nennen.  In  letzteren  beiden  Operationen  besitzen  wir  dann 
ein  System  von  Erzeugenden  der  G-{n}'^  dabei  ist  8  von  der  Periode  w, 
während  T  und  8T  (gerade  wie  auch  die  entsprechenden  Modnlsnb- 
stitutionen)  die  Periode  zwei  bez.  drei  besitzen.  Wir  können  das 
so  ausdrücken,  dass  die  Ersseugenden  8  und  T  der  G{n}  die  BdaHonen 

(1)  iS"  =  l,     T*=l,  .(ST)»  =  1 

befriedigen.  Jetzt  behaupten  wir,  dass  ausser  (1)  ßr  8  und  T  nicht 
noch  eine  weitere,  wesentlich  neue  BekUion  bestehen  kann. 

Der  Sinn  dieser  Behauptung  ist  der  folgende.  Eine  Relation  für 
8  und  T  gewinnen  wir  immer  dann,  wenn  irgend  eine  Combination  der 
8,  T,  die  wir  symbolisch  als  Product  n{8,  T)  =  8^T^8'  •  •  -  schreiben, 
auf  die  identische  Operation  führt;  die  betreffende  Relation  ist  als- 
dann n{8y  T)  =  \,  Da  haben  wir  zunächst  solche  Relationen,  die 
unabhängig  von  der  besonderen  Bedeutung  der  Operationen  5,  T  be- 
stehen, und  die  wir  weiterhin  als  identische  bezeichnen  wollen.  Es 
werden  das  offenbar  zunächst  die  folgenden  vier  sein: 

(2)        55-1  =  1,   5-^5  =  1,   rr-i  =  i,    T-^T=l. 

Weiter  rechnen  wir  dahin  aber  auch  diejenigen,  welche  durch  Combi- 
nation oder  Ineinanderschachtelung  dieser  vier  Relationen  entspringen, 
so  z.  B.  5*5-«  =  1  oder  8^  18-^81^^ 8"^  =  1.  Einschaltung  oder 
Herausnahme  von  Factoren  88"^^,  8~'^8  etc.,  welche  einmal  oder 
wiederholt  an  irgend  welchen  Stellen  eines  beliebig  vorgelegten  sym- 
bolischen Productes  n(ß,  T)  vorgenommen  werden,  bezeichnen  wir 
fernerhin  als  „identische  Umformung^'  des  Productes.  Jede  identische 
Relation  wird  sich  sonach  durch  identische  Umformung  auf  die  Gestalt 
1  =  1  bringen  lassen.  Demgegenüber  sind  die  Formeln  (1)  als  „wesent- 
liche Relationen'^  zu  bezeichnen,  da  sie  nur  erst  auf  Grund  der  besonderen 
Bedeutung  bestehen,  welche  unseren  Operationen  5,  T  zukommt  Weil 
sie  aber  einmal  bestehen,  so  dürfen  wir  an  beliebigen  Stellen  eines 
symbolischen  Productes  n(8,  T)  einmal  oder  öfter  wiederholt  Factoren 

(3)  5»,  5-",  T^  T-\  (ßT)\  (ST)-^ 


^ 
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einschalten  oder  herausnehmen;  ohne  dass  dabei  die  durch  11(8^  T) 
dargestellte  Substitution  der  G [n)  eine  andere  wird.  Der  Sinn  unserer 
obigen  Behauptung  ist  jetzt  offenbar  der,  dass  irgend  eine  vorgefundene 
Belation  n{Sy  T)  =  1  durch  solche  Ein-  und  Ausschaltungen  von  Fac- 
toren  (3)  im  Verein  vielleicht  mit  identischen  Umformungen  jederzeit  selbst 
in  eine  identische  Relation  umgewandelt  werden  kann. 

Der  Beweis  unserer  dermassen  interpretierten  Behauptung  ist  durch 
Bückgang  auf  die  Teilung  (2,  3,  n)  vermöge  geometrischer  Über- 
legungen aufs  leichteste  zu  führen.  Liege  ein  Product  allgemeinster 
Gestalt  n(ST)  =  S''I^SyPS'  •••  vor,  welches  die  identische  Substi- 
tution der  G{h)  darstellt:  11(8,  T)  =  1,  so  wollen  wir  das  Product  71 
in  folgender  Weise  geometrisch  deuten.  Von  einem  Punkte  des  Aus- 
gangsdreiecks der  Teilung  (2,  3,  n)  ziehen  wir  eine  die  Ecken  a,  b,  c 
der  Teilung  durchgehends  meidende  Linie  C,  welche  der  Reihe  nach  die 
Doppeldreiecke  1,  S,  8%  -  •  -,  Ä«,  8"T,  8^T\  -  • .,  8^T^,  8<'1?8,  •  •  - 
durchläuft,  wo  a,  /5,  y,  d,  a,  •  •  •  gerade  die  in  11(8,  T)  auftretenden 
Exponenten  sind.  Indem  wir  C  so  weiter  nach  Massgabe  der  expli- 
citen  Gestalt  von  11(8,  T)  hinleiten,  werden  wir  letzten  Endes  im 
Doppeldreieck  11(8,  T)  =  \  das  Ausgangsdreieck  selbst  wieder  erreichen 
und  lassen  dortselbst  die  Gurve  C  in  ihrem  Anfangspunkte  endigen; 
sie  wird  demgemäss  eine  im  Inneren  der  Teilung  (2,  3,  n)  verlaufende, 
übrigens  beliebig  oft  sich  selbst  überkreuzende  geschlossene  Linie 
darstellen. 

Curve  C,  welche  die  Ecken  a,  b,  c  durchgehends  vermeiden  sollte, 
wird  eben  dieserhalb  umgekehrt  das  Product  n(8,  T)  eindeutig  be- 
stimmen. Wir  müssen  uns  nun  vergewissern,  was  es  für  dieses  Pro- 
duct für  Folgen  hat,  wenn  wir  C  einer  stetig  verlaufenden  Gestalts- 
änderung unterwerfen,  die  jedoch  derart  beschränkt  sein  soll,  dass  bei 
ihrer  Ausführung  die  Linie  C  über  keinen  der  Eckpunkte  a,  b,  c  der 
Teilung  (2,  3,  n)  hinübergezogen  wird.  So  beschränkte  Abänderungen 
können  wir  entweder  nur  noch  dadurch  hervorrufen,  dass  wir  einmal 
oder  wiederholt  C  über  eine  einzelne  Dreiecksseite  zu  einer  Ausbuch- 
tung in  das  benachbarte  Doppeldreieck  hinüberziehen,  von  dem  aus  C 
dann  aber  gleich  wieder  zu  jenem  ersteren  Doppeldreieck  zurückkehren 
würde,  oder  aber  dadurch,  dass  wir  derartige  Ausbuchtungen  zum  Ver- 
schwinden bringen*).  Da  ist  nun  sofort  evident,  dass  einmalige  Aus- 
fiihrung  oder  Wegnahme  einer  solchen  Ausbuchtung  für  11(8,  T) 
darauf  hinaus  kommt,  dass  wir  an  bestimmter  Stelle  einen  der  Fac- 


*)  Man  habe  iiier  immer  die  Fig.  33,  p.  109,  vor  Augen,  welche  die  Teilung 
(2,  3,  7)  zur  Darstellang  bringt. 
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toren  (2)  ein-  oder  ausschalten.  Wir  überblicken  also  das  Resultat: 
Die  gekennzeichneten  stetigen  Gestaliänderungen  von  C  bedeuten  für  n(ßj  T) 
identische  Umformungen. 

Nun  folgt  aus  dem  Umstände,  dass  die  Teilung  (2,  3,  n)  einen 
einfach  zusammenhängenden  Bereich  bedeckt,  der  auch  in  der  Func- 
tionentheorie  ausgiebig  zur  Verwendung  kommende  bekannte  Satz, 
dass  sich  C  durch  die  hier  erlaubten  Umänderungen  unter  Festhaltung 
seines  Anfangspunktes  in  einen  solchen  Weg  C  umwandeln  lässt^  der 
sich  aus  einer  Reihe  von  jenem  Anfangspunkt  entspringender  und  in 
bestimmter  Folge  zu  durchlaufender  „Schleifen^^  zusammensetzt*).  Dabei 
verstehen  wir  unter  einer  Schleife  einen  Weg,  der  von  jenem  Anfangs- 
punkte aus  immer  unter  Meidung  der  Ecken  a,  &,  c  in  die  un- 
mittelbare Nähe  einer  einzelnen,  bestimmten  unter  diesen  Ecken  hin- 
zieht, selbige  ein  oder  mehrere  Male  in  der  einen  oder  anderen 
Richtung  umkreist,  um  alsdann  auf  der  schon  durchlaufenen  Bahn 
zum  Anfangspunkte  zurückzukehren.  Man  bemerke  also,  dass  sich 
i7(/S,  T)  =»  1  durch  identische  Umformung  der  linken  Seite  auf  die 
Form  Äi(/S,  T)  •  ^^(5,  T)  •  •  •  «=  1  bringen  lässt,  wo  sich  nun  die  ein- 
zelnen Factoren  links  auf  die  einzelnen,  G*  zusammensetzenden  Schleifen 
beziehen.  Das  einzelne  dieser  Producte  9Cx(5,  T)  hat  jetzt  auf  Grund 
der  Gestalt  der  bezüglichen  Schleife  selbst  eine  charakteristische  Form; 
%n  wird  sich  nämlich  offenbar  aus  drei  Bestandteilen  zusammensetzen: 
Erstlich  einem  Producte  S^T^  -  • '  S^T^S^f  dem  Wege  zum  in  Betracht 
kommenden  Eckpunkte  hin,  alsdann  folgt,  je  nach  der  Art  der  Ecke 
und  der  Anzahl  und  Richtung  der  Umkreisungen,  einer  der  Fac- 
toren (3)  in  gewisser  Potenz;  den  Schluss  bildet,  dem  Rückwege  ent- 
sprechend, das  zu  jenem  ersten  Product  inverse  S""^  T"'Ä~^  •  •  •  T^^S^". 
Haben  wir  also  etwa  eine'  Ecke  c,  so  ist 

Hier  ist  nun  sofort  evident,  dass  durch  einmalige  oder  öfter  wieder- 
holte Herausnahme  eines  Factors  (3)  die  Relation  n:x(jS,  T)  =»  1  zu 
einer  identischen  umgestaltet  werden  kann.  Damit  ist  aber  unsere  am 
Anfang  des  Paragraphen  aufgestellte  Behauptung  in  der  That  verificiert. 
Bemerken  wir  zum  Schluss  noch,  was  man  ja  leicht  überblicken 
wird,  dass  die  gewonnenen  Resultate  auch  für  den  Grenzfall  n  »=  oo, 
d.  i.  ftlr  die  Modulgruppe  f,  ihre  Gültigkeit  bewahren:  Die  erzeugenden 
Modulsiibstitutionen  S,  T  genügen  ausser  T*  =  1,  (ST)^  =  1  nicht  noch 
weiteren  Belationen.    Desgleichen  hat  die  Übertragung  unserer  Über- 

*)  Man  vergl.  z.  B.  Clebsch-Gordan,  Theorie  der  ÄbcTschen  Functionen 
(Leipzig,  1866)  p.  82  u.  f. 
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legungen  auch  auf  die  übrigen  im  3^^  Kapitel  des  Yorigen  Abschnitts 
besprochenen  Dreiecksteiluugen  und  zugehörigen  Gruppen  keinerlei 
Schwierigkeit,  weil  wir  auch  da  immer  mit  Dreiecksteilungen  zu  thun 
haben,  welche  einen  einfach  zusammenhängenden  Bereich  (das  Innere 
des  jeweiligen  Orthogonalkreises  bez.  eine  ganze  complexe  Ebene)  ein- 
fach überdecken. 

§  2.    Der  Dyok'sohe  SatB  über  Erseiigimg  der  mit  G{n}   holoedrisoh 

iBomorphen  Gruppen. 

Die  Erzeugung  aller  Substitutionen  V  der  G{n}  aus  den  beiden 
besonderen  linearen  Substitutionen  S  und  T  kommt  jetzt  auf  Grund 
der  gewonnenen  Resultate  einzig  und  allein  auf  eine  Aufgabe  der 
Gombinatorik  hinaus.  Wir  werden  alle  denkbaren  Producte  /7(/S,  T) 
bilden  und  immer  unter  denen,  die  durch  identische  Umformungen  bez. 
Einschaltung  yon  Factoren  (3)  §  1  in  einander  überführbar  sind,  ein 
particuläres  nach  Willkür  auswählen.  So  erhalten  tvir  jede  Operatixni  V 
von  G{n)  und  jede  nur  einmal,  Ersteres  ist  sofort  evident,  denn  die 
oft  genannten  Abänderungen  des  Productes  n{Sy  T)  werden  ja  auf 
Grund  von  §  1  die  dargestellte  Substitution  V  •=  n{8,  T)  nicht  modi- 
ficieren.  Würden  nun  aber  noch  zwei  nicht  in  einander  überführbare 
Producte  77^,  77,  ein  und  dieselbe  Substitution  V  darstellen,  so  wäre 
77i(/S,  T)^nJ{S,  T),  Versteht  man  alsdann  Unter  Uf^iß^  T)  das 
zu  77^  inverse  Product,  das  also  die  Factoren  von  77,  in  entgegen- 
gesetzter Folge  und  mit  entgegengesetzten  Exponenten  besitzt,  so  würden 
wir  unter  bezeichneten  umständen  in  U^iß,  T)  •  77j~^(S,  T)  =  1  eine 
wesentlich  neue  Relation  besitzen,  was  doch  undenkbar  ist. 

Man  prüfe  nun  noch  einmal  die  gerade  gezogenen  Schlüsse  und 
wird  bemerken,  dass  wir  dabei  von  der  specifischen  Bedeutung  der 
S,  T  als  linearer  Substitutionen  einer  Variabelen  gänzlich  abgesehen 
haben.  Überall  ist  nur  dies  Eine  für  die  Gültigkeit  unserer  Schlüsse 
vorauszusetzen,  dass  S  und  T  gleichartige,  allein  den  Belationen  (1)  §  1 
genügende  Operationen  irgend  welcher  Art  sindj  die  wiederholt  und  mit 
einander  combiniert  wieder  Operationen  derselben  Art  erzeugen.  Allein 
infolge  dieser  Voraussetzung  über  S  und  T  werden  die  durch  jene  parti- 
culär  gewählten  Producte  77(iS',  T)  definierten  Operationen  F,  wie  wir 
ganz  abstracter  Weise  schliessen,  in  ihrer  Gesamtheit  eine  bestimmte 
Gruppe  bilden,  welche  letztere  mit  unserer  G[n}  identisch  wird,  wo- 
fern wir  den  Erzeugenden  S,  T  obige  Bedeutung  als  bestimmte  linear- 
gebrochene Substitutionen  einer  Variabelen  wieder  verleihen. 

Wollen  wir  das  nun,  noch  etwas  anders  gestaltet,  in  dem  folgenden 
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Satze  aussprechen,  dessen  Bedeutung  für  die  Gruppentheorie  übrigens 
eine  ganz  allgemeine  ist:  Zwei  gleidiartige  OpercUionen  S'y  T,  die  com' 
biniert  immer  wieder  Operationen  derselben  Art  herstellen^  die  des  ferneren 
den  Belationen 

(1)  /S'«  =  i,   r«=-i,  (S'r7==i, 

darüber  hinatts  aber  nicht  noch  wesentlich  neuen  genügen,  sind  die  Er- 
zeugenden einer  mit  G{n)  holoedrisch  isomorphen  Gruppe  G\n}'  Das 
hier  zu  Tage  tretende  Princip  der  Definition  von  Gruppen  durch  er- 
zeugende Operationen,  deren  Bedeutung  gar  nicht  specificiert  ist,  zwischen 
denen  aber  gewisse  Relationen  vorgeschrieben  sind,  ist  nach  dem 
Vorgang  von  Cayley*)  durch  Dyck  für  die  Gruppentheorie  des 
näheren  dargelegt  worden^)*.  Insbesondere  ist  unser  gerade  gewonnener 
Satz  für  die  Specialfölle  n  »»  2,  3,  4,  5  auch  explicit  an  citierter 
Stelle  von  Hrn.  Dyck  abgeleitet  worden.  Wollen  wir  al^o  diesen 
Satz  künftighin  als  den  Dyck^Bciien  Satz  bezeichnen. 

Das  besondere  Interesse,  welches  diesen  ersten  Fällen  »2  =  2,  3,  4,  5 
anhaftet,  ist  darin  begründet,  dass  hier  die  aus  S'j  T  entspringenden 
Gruppen  endliche  sind  und  bez.  den  Dieder-,  Tetraeder-,  Oktaeder-  und 
Ikosaedertypus  zeigen.  Das  muss  man  auch  auf  directem  combinato- 
rischen  Wege  einsehen  können,  wie  wir  hier  für  n «»  3  thatsächlich 
ausführen  wollen.  Indem  wir  der  Kürze  halber  die  oberen  Indices  in 
der  Bezeichnung  der  Operationen  fortlassen,  mögen  uns  irgend  zwei 
gleichartige  Operationen  S  und  T  gegeben  sein,  welche  keinen  anderen 
Relationen  als 

(2)  Ä»=l, .  T«=l,    {STy=\ 

genügen.  Die  dritte  Relation  schreiben  wir  sogleich  noch  mit  Hilfe 
der  zweiten  und  ersten  in  die  neuen  Formen  um 

(3)  STSTS^T,      STS=  TS^  T 

und  wollen  nun  die  aus  S  und  T  zu  erzeugende  Gruppe  G  herstellen. 
In  G  wird  sicher  die  Operation  B  =  S''^TS  =  S^TS  auftreten,  die 
als  mit  T  gleichberechtigt  von  der  Periode  zwei  ist.  Dabei  ist  B  von 
T  verschieden;  denn  wäre  S^TS  =  T,  so  hätten  wir  die  Relation 
TS^TS  —  1.  Auf  Grund  von  (3)  und  (2)  setzt  man  letztere  Gleichung 
aber  sofort  in  STS^^  =  1  um,  welche  sicher  nicht  bestehen  kann, 
da  linker  Hand  eine  mit  T  gleichberechtigte  und  also  von  der  Iden- 
tität  verschiedene   Operation    steht.     Indem    wir   weiter   BT  bilden, 


*)  Man  sehe  desaen  Arbeit  „2Vte  theory  of  groups**  in  Bd.  1  des  American 
Journal  of  Mathematics  (1878). 

**)  Cf.  Gruppentheoretiscfie  Studien,  Math.  Ann.  Bd.  20,  p.  1  (1882). 
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haben  wir  eine  neue  Operation  der  Periode  zwei  gewonnen;  denn  zu- 
folge (3)  und  (2)  ist 

^BTy  =  S '  STSTS '  STST  =  S '  T '  STST  =  1. 

Dementsprechend  ist  BT  =  (BT)-^  =  T-^B-"^  =  TB,  d.  h.  B  und  T 
sind  mit  einander  vertauschbar.  Es  werden  also  die  vier  Operationen 
ly  B,  T,  BT  für  sich  eine  G^  bilden,  die  ersichtlich  den  Vierertypus 
hesitet 

Die  gewonnene  G^  ist  nun  mit  der  Operation  S  vertauschbar.  In 
der  That  wird  T  durch  iS  in  JB  transformiert,  wie  wir  schon  oben 
sahen.     Weiter  aber  folgert  man  unter  Anwendung  von  (3) 

S-'BST  =^  S '  TS^T  =  S^TS  =  B, 

so  dass  S^^BS  =»  BT  wird.  Durch  Benutzung  dieser  schon  gewon- 
nenen Resultate  folgt  dann  drittens 

S-'BTS  =  S-'BS '  S-'TS  =  BTB  =  T, 

so  dass  wirklich  S^^G^S  ^^^  G^  und  demnach  auch  S'^^G^S*  =  G^  zu- 
triflFt,  was  wir  auch  SG^  =  G^S,    S^G^  «=»  G^S^  schreiben  können. 
Man  bilde  sich  nun  die  Operationen: 

1 ,       T  ,      -ß  >      2?T  , 

S,     TS,     BS,     BTS, 

SS     TS\    BS\    BTS\ 

Zufolge  der  gerade  bewiesenen  Gleichungen  SG^  =  G^S,  •  •  •  zeigt  man 
sofort,  dass  dieselben  eine  Gruppe  bilden.  Dabei  können  aber  keine 
zwei  der  aufgeschriebenen  zwölf  Operationen  identisch  werden;  unsere 
Gruppe  mt/LSS  vielmehr  eine  G^^  der  Ordnung  sswölf  sein,  da  sie  ja  sowohl 
eine  G^,  als  eine  G^  in  sich  enthält.  Aufs  leichteste  erkennt  man 
nun  weiter^  dass  G^^  den  Tetraedertypus  besitzt,  indem  man  die 
cyclischen  Untergruppen  der  G^2  studiert.  Wir  wollen  dies  hier  ins 
einzelne  nicht  weiter  ausf&hren. 

« 

§  3.    Niohtoyolisohe  Untergmppen  der  6r^(g,_i,  und  G^^^^_^^, 

an  denen  sieh  eine  Gq  beteiligt. 

Nach  diesen  vorbereitenden  Entwicklungen  kehren  wir  zu  unserer 
Hauptaufgabe  zurück,  die  in  der  G  .  ,_^.  enthaltenen  nicht-cyclischen 

2 

Untergruppen  namhaft  zu  machen.  Wir  ziehen  dabei  zuvörderst  die 
(g  -4~  1)  gleichberechtigten  cyclischen  Gq  heran,  um  von  ihnen  aus 
unsere    gewohnte   Schlussweise   zu    beginnen.     Als   eine   von   {q  -j-  1) 
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gleichberechtigten  ist  z.  B.  die  aus  der  Substitution  S  entspringende 
Gg  vertauschbar  im  ganzen  mit  ^  ""  :  (g^  +  1)  =  ^  Opera- 
tionen, die  eine  G  ,     ,,  bilden.     Wie  wir  schon  oben  erfu*hren,  sind 

a 
dies  die  Operationen  mit  durch  q  teilbarem  yi 

(1)  „,'=fl^,    (mod.ä), 


und  wir  werden  demzufolge  sehr  leicht  erkennen ,  welche  cyclischen 
Untergruppen  ausser  der  schon  genannten  Gq  in  der  G  ,     y^  enthalten 

ä 

sind.    Da  haben  wir  zuvorderst  die  aus  der  Operation  (1)  p.  429  zu  er- 
zeugende £r         damit  aber  auch  die  mit  ihr  gleichberechtigten  Gruppen 

G<£,-=S-^G^_,S%        v  =  0,  1,  2,  :..,  (2-1). 
s  s 

Keine  zwei  Ton  diesen  Gruppen  können  identisch  sein;  es  wäre  sonst 
G„    .  mit  einer  von  der  Identität  yerschiedenen  Potenz  von  S  und  also 

9  —  1 
2 

auch  mit  S  selbst  vertauschbar,   was  nicht  der  Fall  ist.    Die  Gruppe 
^o(o-i)  ^^'^^  ^^  sonach  aus  einer  einzelnen  Gq  und  gewissen  q  gleich- 

8 

berechtigten  G  ^^   zusammen^    welche    Gruppen    in    der    That    gerade 

IT 

^^^s —   verschiedene  Operationen  liefern.    Da  aber  nur  eine  Gq  in  der 
G  .  _jj  enthalten  ist,  so  schliessen  wir  sofort:  Es  gid)t  in  der  G^^^,_^^ 

'  ~  2  2 

insgesamt  gerade  (g  +  1)  gleichberechtigte  Untergruppen  G^,(,_i)  bezeich- 

neter  Strucbur. 

Hier  reihen  wir  sogleich  weitere  nicht-cyclische  Untergruppen  an, 
die  in  den  G  ,     ,,  enthalten  sind.     In  jeder  G„    ,  war  eine  ff     ,  ent- 

q{q — 1)  •»  q  —  1  iT^ 

2  2  20 

halten  für  jeden  Teiler  <y  von  ^-ö"";  ^^^  <     2~  ^®*'    Dementsprechend 
giebt  es  in  jeder  G^^^__^^  eine  G^^^_^^,  welche  alle  Substitutionen  enthält: 


^'^a_j^_+ß^     (mod.  2), 
a 


unter  a  vne  auch  früher  eine  primitive  Wurzel  von  q  verstanden.    Aber 
man  bemerkt  leicht,  dass  es  in  der  einzelnen  G  .  _^^.  hierüber  hinaus 
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i 

nicht  noch  weitere  Untergruppen  giebt^  an  denen  sich  die  bezügliche 
Gq  selbst  beteiligt. 

Siermit  sind  nun  überhaupt  alle  Untergruppen  erschopftj  an  denen  sich 
Operationen  der  Periode  q  beteiligen.  Sollte/ nämlich  die  Operation  S  noch 
in  einer  von  den  nun  erwähnten  verschiedenen  Untergruppe  G  von  G  .  ,_jj 

2 

vorkommen,  so  müsste  in  G  wenigstens  eine  Operation  F«=(    '  ^j 
mit  nicht  durch  q  teilbarem  y  vorkommen;  anderenfalls  wäre  ja  G 

l—a         1  — (f 

in  der  G  ,     ,.    enthalten.    Mit  S  und  V  ist  in  G  auch  S  ^   VS  ^ 

1  —  tt      1  —  Ä 

enthalten,  wobei  wir  wie  üblich  unter  ,  - —    diejenigen  ganzen 

Zahlen  meinen,  die,  mit  y  multipliciert,  mod.  q  bez.  die  Reste  1  —  a, 
1  —  d  geben.     Aber  es  ist  zufolge  leichter  Rechnung 

1— g        t—d 

Weiter  finden  sich  mit  der  so  gewonnenen  Substitution  in  G  auch 


S"  7S~)     '-(_}' J) 

(1  — g         l  —  d\  _  i_  A      i  \ 

8  '   FS  W     'S^=(_i    o)^^ 


(mod.  q). 


Die  Gruppe  G  enthält  demnach  S  und  T  und  ist  also  die  Gesamtgruppe 
^,(,>-i)  selbst 

Wir  gedenken  hier  auch  noch  der  homogenen  Gruppen,  welche  obigen 
^9(f-_i)  durch  den  hemiedrischen  Isomorphismus  zugewiesen  sind.    Es 

i 
werden  dies  offenbar  Gq^q^i)  sein,  und  der  oben  besonders  betrach- 
teten 6r  (     jv  entspricht  speciell  die  G  ,     j.  der  Operationen 

»/  ^  «©1  +  /3«Ö2,     (0%  ^  a~*ög,    (mod.  g). 

Die  Gruppe  dieser  Substitutionen  benennt  man  anderweit  als  meta-' 
cyclisclie  Gruppe*).  Wollen  wir  hier  diesen  Namen  übernehmen  und 
dann  überhaupt  unsere  (j  +  1)  gleichberechtigten  ög(j— i)  als  die  meta- 
cyclischen   Untergruppen  *  der   homogenen    6rg(3>— i)   bezeichnen.     Ent- 

*)  Man  sehe  die  Note  in  „Ikos/*  p.  12. 


j 
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sprechend  sollen  die  nicht-homogenen  6r  .  _      als  die  hälbmetacydischm 

Untergruppen  der  6r^,_^v  bezeichnet  werden. 

s 
Die  damit  eingeführten  NameD  braucht  man  gelegentlich  auch  fär 
die  6r  ^  _jj  resp.  für  die  entsprechenden  nicht-homogenen  6r  ,  __j..   Da 

ö  20 

wir  indessen  künftig  zumeist  nur  mit  den  G  ._^.  bez.  G-  ,  _^.  zu  thun 

haben,  so  werden  wir  von  dieser  Erweiterung  der  eben  eingeführten 
Bezeichnungsweise  absehen. 

§  A*  Die  halbmetaoyclisohen  Untergruppen  bei  beliebiger  Stufenzahl  n. 

Die  halbmetacjclischen  G  ,  _jj  führen  zu  den  wichtigsten  nicht- 

- 

ausgezeichneten  Congruenzgruppen  $^'  Stufe,  die  überhaupt  existiereUi 
und  wir  werden  späterhin  auch  die  entsprechenden  Congruenzgruppen 
bei  zusammengesetzten  Stufenzahlen  gelegentlich  gebrauchen  müssen. 
Wollen  wir  also  gleich  hier  die  dazu  erforderliche  Untersuchung  für 
beliebige  Stufenzahl  n  =  (fii''Qi'*  *  *  *  einschalten. 

Vorerst  mögen  einige,  auch  in  der  Zahlentheorie  in  Gebrauch  be- 
findliche Zeichen  erklärt  werden,  die  wir  hier  und  späterhin  gelegentlich 
benötigen.     In  üblicher  Weise  setzen  wir: 

(1)  •  y(„)=„(i_i)(i_i)..., 

welches  bekanntlich  die  Anzahl  der  zu  n  relativ  primen  Zahlclassen 
mod.  n  ist.     Des  weiteren  aber  schreiben  wir: 

(2)  ^(„)  =  „(i  +  i.)(i  +  l)..., 

SO  dass  sich  der  Index  der  homogenen  Hauptcongruenzgruppe  n^  Stufe 
2(a(w)  in  der  folgenden  Weise  darstellt: 

(3)  2(i(n)-^nq>(n)ilf(n). 

Betrachten  wir  nunmehr  die  nicht  -  homogene  Substitution  S 
modulo  n,  so  erkennt  man  sofort,  dass  S^  die  niederste  ihrer  Potenzen 
ist,  die  mit  1  congruent  ausfallt.  Innerhalb  der  zur  n^°  Stufe  ge- 
hörenden 6r^(n)  ist  sonach  S  die  Erzeugende  einer  cyclischen  Unter- 
gruppe Gn  der  Ordnung  n.  Nun  sei  V  eine  mit  dieser  Gn  vertausch- 
bare  Operation  der  (7^(n);  so  soll  es  gelten,  die  Gestalt  dieser  Substi- 
tution V  in  Erfahrung  zu  bringen.  Die  notwendige  und  hinreichende 
Bedingung,  welcher  V  genügen  muss,  ist  die,  dass  S  durch  V  in  irgend 
eine  Substitution  S""  der  6r„  transformiert  wird:  V''^SV^S%  (mod.  n). 
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Wir  rechnen  diese  Congruenz  aus  und  spalten  sie  in  üblicher  Weise 
unter  Aufnahme  eines  Factors  e=»  +  1  in  die  vier 

l+yd^F£e,     1  — y*  =  c,     — /^O,     **  =  ct/. 

Indem  wir  n>4  annehmen ^  folgt  durch  Addition  der  beiden  ersten 
Congruenzen  e  =  +  1,  so  dass  sich  diese  Congruenzen  sofort  auf  ytf  ^0 
kürzen.  Multiplicieren  wir  die  so  gewonnene  Congruenz  mit  a  und 
addieren  zu  derselben  die  dritte  jener  vier  eben  geschriebenen  Con- 
gruenzeu;  nachdem  wir  sie  mit  ß  multiplicierten^  so  folgt 

y(aä  —  ßy)  =  y  =  0. 

Man  bemerke  überdies ,  dass  die  Bedingung  7/^0  für  unsere  Zwecke 
hinreichend  ist;  und  dass  somit  alle  Operationen 

(4)  F(a,)  =  ?i^,     (mod.n) 

a 

der  Gfi(n)  init  Gn  vertauschbar  sind. 

Um  jetzt  die  Anzahl  incongruenter  Substitutionen  (4)  abzuzählen^ 
berücksichtige  man,  dass  a  hier  nur  der  einen  Bedingung  zu  genügen 
hat;  gegen  n  relativ  prim  zu  sein;  a  ist  also  auf  q>(n)  Zalilclassen 
eingeschränkt;  während  ß  ganz  beliebig  bleibt.  Indem  immer  noch 
ein  gleichzeitiger  Zeichenwechsel  der  Coefficienten  von  V  ohne  Ände- 
rung der  Substitution  V  selbst  vorgenommen  werden  kann^  haben  wir 

in  der  6r^(n)    im    ganzen  -^»»^(w)  mit  Gn  vertauschbare  Operationen. 

Daraus  ziehen  wir  einerseits  den  Schluss^  dctös  die  Operationen  (4)  in 
der  Gfi(n)  «*w€  Untergruppe  G^  bilden,  des  weiteren   aber,   dass   es 

im  gansfen  (a(w)  :  Yn9(n)  =  ^(n)  gleichberechtigte  cyclische  Gn  in  der 
Gf,^n)  gi^t. 

Was  nun  die  Structur  dieser  G  ^  anlangt)  die  wir  übrigens  wieder 

als  halbmetacyclische  Untergruppen  bezeichnen  werden)  so  bemerkt 
man  innerhalb  derselben  ausser  der  Gn  leicht  n  gleichberechtigte 
(?j       ,  welche  die  Verallgemeinerung  der  cyclischen  G  _j  darstellen 

(übrigens  aber  keineswegs  in  allen  Fällen  cyclische  Structur  zeigen).  Alle 
Operationen  (4)  mit  einem  von  + 1  verschiedenen  a  gehören  in  die  eine 
oder  andere  dieser  G^       ,  so  dass  also  jedenfalls  nur  die  eine  Gn  in 

der  G^         enthalten  ist,  deren  Operationen  durch  a  =  1  charakterisiert 

sind.    Wollen  wir  daraus  noch  den  Schluss  ziehen:  Es  giAt  in  der 
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G^ju(n)  *w   ganzen  i>{n)  gleichberechtigte   hcUbmetacyclische    Untergruppen 
6rj  der  Ordnung  Y^vd^)^ 


jn(p(n) 


§  5.   Zerlegung  der  Fläche  F^^^^_^^  in  ^-r—  Folygonkränse*). 

2 

Zur  Primzahlstufe  q  zurückkehrend  können  wir  uns  jetzt  an  der 
Hand  der  halbmetacyclischen  ö  /     j.  über  die  Gestalt  der  Fläche  F .  ,_jj 

2  2 

einen  sehr  bequemen  Überblick  verschaffen.  Auf  dieser  Fläche  liegen 
im  ganzen  ^-^ —  Punkte  c,  jeder  im  Kreise  umlagert  von  q  Doppel- 
dreiecken, die  zusammengenommen  ein  Polygon  von  q  Seiten  bilden. 
Diese  ^-r —  Polygone  überdecken  unsere  Fläche  gerade   einfach  und 

vollständig;  es  ist  dies  ein  erstes,  verhältnismässig  einfaches  Bild, 
das  wir  uns  von  der  Fläche  machen  wollen,  um  einen  einzelnen 
unter  diesen  Punkten  c  zu  charakterisieren,  gehen  wir  auf  die  q  in- 
congruenten  Substitutionen  zurück,  welche  zu  den  ihn  umgeben- 
den Doppeldreiecken  gehören.     Ist  eine  unter  denselben  V^l      a)' 

so  sind  sie  alle  durch  FS"  e^  (    '  v!   ;         )  dargestellt  wo  v  ein  Rest- 

\y,  0  -f-  vyJ 

System  mod.  q  durchlaufen  soll.  .  Da  kann  man  also  den  einzelnen 
Punkt  c  etwa  durch  Angabe  des  Zahlenpaares  ä,  y  charakterisieren, 
das  den  ersten  und  dritten  Coefficienten  in  den  bezüglichen  Substitu- 
tionen VS^  abgiebt;  wir  werden  geradezu  vom  Punkte  (a,  y)  sprechen 
und  gewinnen  solchergestalt  alle  Punkte  c,  indem  w^r  a  und  y  ein 
System  mod.  q  incongruenter  Paare  nicht  zugleich  durch  q  teilbarer 
Zahlen  durchlaufen  lassen  und  dabei  immer  (a,  y)  und  ( — a,  — y)  als 
nicht  verschieden  ansehen. 

Nun  haben  wir  schon  oben  (p.  437)  gesehen,  dass  die  einzelne  G^ 

^-^—  Fixpunkte  c  besitzt.    Dieselben  sollen  jetzt  des  näheren  für  die 

St 

aus  S  entspringende  Gq  angegeben  werden.  Durch  Ausübung  der  Sub- 
stitution S  geht  das  Doppeldreieck  (    '  ^j  in  (     "^  '^^  "  ^    \  xmA  also 

der  Punkt  (a,  y)  in  (a  +  y,  y)  über.     Soll  also  (c,  y)  Fixpunkt  von 

Gq  sein,  so  muss  y  ^  0,  (mod.  q)  sein,  was  in  der  That  gerade  ^ 

tft 

Punkte  c  giebt:  Die  FixpunJcte  der  aus  8  entspringenden  Gq  sind  die 
folgenden  Punkte  c: 

0) (1,  0),    (2,  0),  .  • .,  (^\  O)  . 

*)  Vgl.  das  p.  438  in  der  Note  gegebene  Citat. 
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Die  q  DoppeldreieckO;  welche  den  einzelnen  Punkt  c  umgeben^  denken 
wir  uns  jetzt,  wie  sie  auf  einander  folgen,  numeriert,  und  zwar  soll, 
wofern  V  die  Nummer  1   hat,   VS  die  2,  FS*  die  3  etc.  bekommen. 

Wenn  wir  also  z.  B.    am   Punkte   (a,  0)   das   Dreieck  l'    _A   als 

erstes  rechnen,  so  wird  l'  _A  zweites,  allgemein  (^'  _j  ^  j 
das  1/**  werden.    Jetzt  transformiert  S  das  Dreieck 

d.  h.  das  erste  Dreieck  wird  durch  S  in  das  (a~*  +  1)*®  übergeführt. 

Für  die  ^~—  Punkte  (1)  durchläuft  aber  of*  gerade   die  ^  ""     qua- 

dratischen  Beste  von  q.  Wenn  also  hier  der  Ausdruck  gestattet  ist, 
Substitution  S  bedeute  eine  „Drehung'^  jedesmal  der  q  Doppeldreiecke 
um   den   einzelnen   Fixpunkt  c*),  so  wird  die   Geschwindigkeit  dieser 

Drehung  für  keine  zwei  unter  den  ^  ^      Fixpunkten  (1)  die  nämliche 

sein.  Setzen  wir  vielmehr  als  Masseinheit  die  beim  Punkte  (1,  0) 
stattfindende  Geschwindigkeit  an,  so  werden  die  Geschwindigkeiten  bei 

den  ^-5 —  Punkten  (1)  gerade  durch  die  ^-^ —  ganzen  Zahlen  gemessen 

sein,  u^elche  die  incongruenten  quadratischen  Beste  der  Primzahl  q  dar- 
stellen. 

Gehen  wir  nun  von  den  q  Doppeldreiecken  VS'^  ^  (    *  ^  ^       j  zu 

den  q  nach  aussen  hin  benachbarten  Dreiecken F/S" T^{\.,        '  ) , 

\a  +  f/y,  —  yJ ' 

so  werden  keine  zwei  derselben  ihre  Ecke  c  gemeinsam  haben.  Wir 
kommen  vielmehr  solchergestalt  zu  q  neuen  Punkten  (ß-^va,  S  '^'vy)^ 
welche  ersichtlich  mit  ihren  aus  je  q  Doppeldreiecken  bestehenden  Poly- 
gonen das  innere  Polygon  um  (a,  y)  rings  umschliessen.  In  Fig.  90  (p.  464) 
ist  solches  fUr  den  Specialfall  q  =  1  dargestellt,  vermöge  dessen  man 
sich  leicht  auch  im  allgemeinen  Fall  die  Verhältnisse  veranschaulicht. 
Wollen  wir  den  Kranz  der  (q  -|-  1)  Polygone,  der  sich  solchergestalt 
um  den  Punkt  (a,  y)  symmetrisch  anordnet,  kurz  als  einen  Polygon- 


*)  Man  vergeBse  hier  nicht,  dass  eine  der  Transformationen  unserer  Fläche 

•^9(9«  _i)   ii>   sich  bei   höherem  Geschlechte  p    sich   nicht  durch  continuierliche 

^- 
Verschiebung  der  Fläche  in  sich  bewerkstelligen  lässt;  das  Wort  „Drehung"  wird 
also  im  Texte  nur  in  übertragenem  Sinne  gebraucht. 
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kranjs  bezeichnen  und  insbesondere  die  um  die 


q-l 


Punkte  (1)  ge- 
legenen Polygonkränze  dieser  Art  in  Rücksicht  ziehen.  Um  das  Polygon 
mit  dem  Mittelpunkt  (a,  0)  lagern  sich  rings  die  q  Polygone  mit  den 


Fig.  90. 


Mittelpunkten  (0,  a~"*),  (1,  a""^),  •  •  •,  (q —  1,  a—^).    Man  sieht  also: 

unter  (1)    genannten    Punkten  c   gehören    ebensoviele 


Zu  den 


2 


Polygonkränze,  von  denen  Jceine  zwei  ein  Polygon  gemeinsam  haben.    Da 

o*  —  1 
es  aber  nicht  mehr  als  ^— r —  Polygone  zu  je  q  Doppeldreiecken  giebt^ 

80  werden  jene  —ö—  Polygonkränze  gerade  alle  ^^    — -  Doppeldreiecke 
der  Fläche  F  .  ^_^.  erschöpfen.    Wir  können  demgemäss  den  {q  -f-  1)  gleid^- 

berechtigten  Gg  entdeckend  die  ganze  Dreiecksteilung  der  Fläche  F  .^_^^ 

auf  {q  +  1)  versdiiedene  Arten  aus  ^         Polygohkränzen  in  bezeichneter 

Weise  aufbauen. 

Gedenkei)  wir  endlich  noch  der  cyclischen  Gr     ^,  die  in  der  zur 

i 
betrachteten  Gq  gehörenden   G  ,^_^.   enthalten   sind.     Die  Operation 

F(G))L^^^£t_P  Runter  a  eine  Primitivwurzel  von  q  verstanden)  trans- 
formiert zufolge  leichter  Rechnung  den  Punkt  (a,  0)  in  (aa,  0).    Wir 
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schliessen  sofort:   Bei  Ausfuhrung  der  Operationen  einer  der  q  hier  in 
Betracht  kommenden  6f  _^  permutieren  sich  die  ^         Punkte  (1)  unter 

einander    und   zwar    cyclisch.     Eine    sehr    anschauliche    geometrische 
Deutung   dieses   Satzes   gewinnen    wir    baldigst,    nachdem    wir   noch 

näher    die    Beziehung    der   --^-^-—    gleichberechtigten   G  _,j    zu   den 
__L?i?.±_?  Symmetrielinien  der  Fläche  i^j»_,j  der  Discussion  unter- 

worfen  haben,  was  im  übernächsten  Paragraphen  geschehen  soll. 

Man  veranschauliche  sich  die  besprochenen  geometrischen  Ver- 
hältnisse insbesondere  in  den  Specialfällen  2  >=  5,  7.  Für  den  ersteren 
ist  Fig.  30,  p.  105  oder  auch  deren  stereographische  Projection  auf 
die  Kugeloberfläche  Fig.  31,  .p.  106  heranzuziehen,  wo  man  nun  in 
der  That  mühelos  den  ganzen  Complex  der  sechzig  Doppeldreiecke  in 
zwei  Polygonkränze  unserer  Art  zerlegt  (und  zwar  auf  sechs  verschie- 
dene Weisen).  Für  den  Fall  g  =  7  ist  bereits  soeben  in  Fig.  90  ein 
einzelner  Polygonkranz  mitgeteilt;  aus  drei  solchen  wird  sich  ,  die 
ganze  Fläche  F^^^  aufbauen. 

§  6.    Die  in  der  G  ^  ,_i.  enthaltenen  Untergruppen  vom  Diedertypns. 

Indem  wir  jetzt  zu  den  übrigen  cyclischen  Untergruppen  der 
G  (»i_i)  vorgehen,  zeigt  sich  auch  an  dieser  Stelle  die  vollige  Ana- 


8 


logie  der  G  _^  mit  den  G  ,^.     Wir  können  diese  zweierlei  Gruppen 


8  8 


geradezu  zusammenfassend  als  die        J" —  gleichberechtigten  G  ^^  be- 


8 


zeichnen  und  wollen  dann  unsere  folgenden  Überlegungen  sowohl  auf 
das  obere,  wie  das  untere  Zeichen  einzeln  beziehen. 

Da  die  einzelne  G  . .  eine  unter  ^^^^t^-  gleichberechtigten  Unter- 


8 

grappen  ist,  so  wird  sie  insgesamt  mit 

g(g'-i)  ,g(gTi)_^  ,   1 

Operationen   der  G  .^__^y   vertauschbar   sein,    die   alsdann    eine  Gq+i 

2 

bilden.    Aus  §  4  des  vorigen  Kapitels  (p.  428  u.  f.)  kennen  wir  als  Bei- 
spiel einer  Gj^i  diejenige  der  Operationen: 

Klein-Fricke,  ModaUunctionen.  30 
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am  „,    s         — a 


(1)  ^"(0)  =  -— ,    v^v^{ai)  =  — — ,  (mod.  q) , 


a    ^  am 


während  wir  entsprechend  das  Beispiel  einer  Gg^i  unter  imaginärer 
Gestalt  angeben  (cf.  p.  432  u.  f.): 

(2)  «;'(!)  =  ^„    «»,«;'(6)=^^    (mod.s). 

Erinnern   wir   daneben   an   die   auch   im   vorigen  Kapitel   schon   be- 
nutzten Congruenzen: 

(3)  v^v^v^  ^  tr"" ,    w^w^w^  ^  ua~^  j  (mod.  q) . 

Die  einzelne  der  so  gewonnenen  Untergruppen  6^9  +  1  enthält^  wie 
man  sieht,  neben  einer  cyclischen  G  ,^  nur  noch  ^  t"     Operationen 

der  Periode  zwei.  Das  ist  aber  gerade  der  Typus  der  Diedergruppen 
(cf.  ,;Iko8."  p.  10  u.  f.);  wir  werden  also  sagen:  Es  giebt  in  der  G  .^_^. 

J"      gleichberechtigte  Diedergruppen   6rj_i,  sotme        T      ä)ensokhe 
Gruppen  Gq^t. 

o  -f- 1 

Von  den  Zahlen  ^t"     ist  die  eine  gerade ,  die  andere  ungerade, 

und  dementsprechend  ist  die  gegenseitige  Stellung  der  Operationen 
der  Periode  zwei  in  der  Diedergruppe  Gq^i  eine  ganz  andere  als  in 

der  Gq^i.    In  der  Gq±i  mit  ungeradem     r*     giebt  es  überhaupt  nur 

7"  Operationen  der  Periode  zwei,  die  sicher  innerhalb  der  Gresamt- 
gruppe,  aber  auch  schon  innerjialb  der  Diedergruppe  (7^+1  gleich- 
berechtigt sind.    In  der  Gq±i  mit  geradem     "r     ist  zuvörderst  eine 

innerhalb  eben  dieser  Gq±i  ausgezeichnete  Operation  der  Periode  zwei 
enthalten,  die  von  der  cyclischen  G^^  geliefert   wird;   des  weitereu 

n  -4-  1 

aber  finden  sich  noch  zwei  Systeme  von  je  ^'7     gleichberechtigten 

Operationen  der  Periode  zwei,  welche  beide  wohl  innerhalb  der  Ge- 
saintgruppe,  aber  keineswegs  innerhalb  der  Gq±i  gleichberechtigt  sind« 
Es  sind  das  sehr  bekannte  Sätze  über  die  Structur  der  Diedergruppe. 
Da  sie  indessen  an  vorhin  citierter  Stelle  („Ikos.^*  p.  10  u.  f.)  geometrisch 
auf  Grund  der  diedrischen  Eugelteilung  abgeleitet  sind,  so  mag  es  ge- 
stattet sein,  hier  noch  einen  abstracten  Beweis  derselben  einzuschalten. 

Aus  (3)  folgt  sofort  v^^v^v' ^e=:  v^t^^ .    Ist  nun  -  ö"  ungerade,  so 
durchläuft  2v  mit  v  ein  Restsystem  mod.  ,  und  es  wird  v^  demnach 

vormöge  der  ^         Operationen  v^  gerade  in  sämtliche  Operationen  v^v* 
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transformiert.    Ist  andrerseits  ^""     gerade,  so  wird  die  Operation  der 

Periode  zwei  v        durch  alle  (g  —  1)  Operationen  (1),  wie  wir  ja  schon 
von  früher  her  (p.  430)  wissen,  in  sich  transformiert.   Die  beiden  Reihen 

zu  je  -  --     gleichberechtigten  Operationen  sind  dann: 

q--b 
8  4  2 

(4) 


Vg   ,    Vj^  ;    ^2^%    •  •  •;    ^8^         f 


<7-8 
V^Vy    V^V^,    V^V^j    •  •  ■,    VjjV    *     . 

Da  ist  es  nun  nicht  möglich,  dass  v^v*  innerhalb  der  Gg^i  mit  mehr 
als  ~r—  Operationen  gleichberechtigt  ist,  weil  sie  in  der  That  mit  den 
vier  eine  G^  bildenden  Operationen 

(5)  1,    t;  *  ,  VgV",   v^v^v 
vertauschbar  ist*).  — 

Die  beschriebenen  Verhältnisse  haben  nun  ihre  wichtigen  Folgen, 
falls  wir  jetzt  auch  auf  die  Untergruppen  Bezug  nehmen  wollen,  die  sich 
in  der  einzelnen  Diedergruppe  ö^  +  i  vorfinden  mögen.    Verstehen  wir 

n  _L_  -1 

unter  t  irgend   einen   Teiler   von    ~w—,   der   indessen  jetzt   der  Be- 

schränkung  r  <  -  --  unterliegen  soll**),  so  giebt  es  in  der  einzelnen 
cyclischen  G  ^^,  wie  wir  wissen,  eine  cyclische  G  ^j,  die  ausgezeichnet 

~8~  2t 

in  der  bezüglichen  Diedergruppe  G<,  +  i  enthalten  ist.     G  ^^  wird  also 

~8if~ 

insbesondere  mit  der  einzelnen  Operation  der  Periode  zwei  v^v*  (bez.  w^w*) 
vertauschbar  sein  und  giebt  demnach,  mit  ihr  combiniert,  eine  G^^^^, 

X 

welche  man  sofort  wieder  als  Diedergruppe  erkennt.  In  der  G^^x 
der  Operationen  (1)  finden  sich  dergestalt  im  ganzen  r  Gruppen  G  _^ 

X 

dieser  Art  mit  den  Substitutionen: 

(6)  ^%   ^^   ^''>   •••>  ^''      ^-1' 


*)  Wir  braachen  kaum  zu  betonen,  dass  sich  för  die  Operationen  \d  die  Ent- 
wicklung genau  so  gestaltet. 

a  + 1 
**)  Der  für  das  eine  der  beiden  Zeichen  eintretende  Teiler  %  =  -"r—  verlangt 

besondere  Untersuchung,  die  in  §  8  folgt. 

30  • 
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wobei  [i  eine  Zahl  aus  der  Reihe  ft  =  1,  2,  •  •  •,  r  sein  soll.  Wir 
wollen   hier   sogleich    entscheiden ,   ob    diese  r  Gruppen  Cr  _j  in  der 

G  ,  ,_j.  gleichberechtigt  sind  oder  nicht     Sollen  wir  eine  derselben  in 

eine  andere  transformieren^  so  wird  dabei  o£Penbar  die  cyclische  G  __j  der 

in  der  ersten  Reihe  (6)  stehenden  Operationen  in  sich  übergehen  müssen ; 
dann  dürfen  wir  aber  nur  die  Operationen  (1)  zur  Transformation 
anwenden^  denn  diese  allein  sind  mit  jener  G^^i  vertauschbar.     Zwei 

unserer  r  Gruppen  G  __^,  die  innerhalb  der  Gesamtheit  gleichberechtigt 

t 
sind^  sind 'dies  daher  auch  schon  innerhalb  der  (r^—i.    Hier  ist  nun  so- 
gleich ofifenbar:  Ist  r  eine  ungerade  Zahl,  so  gehören  die  Operationen  der 
zweiten  Reihe  (6)  zur  Hälfte  in   die  erste ,  zur  Hälfte   in  die  zweite 
Reihe  (4);  da  sind  also  alle  r  G  _^  in  einander  transformierbar.    Ist 

dagegen  t  gerade,  so  sind  die  Operationen  der  zweiten  Reihe  (6)  ent- 
weder nur  in  der  ersten  oder  nur  in  der  zweiten  Reihe  (4)  enthalten; 
dann  also  haben  wir  zwei  unter  einander  nicht  gleichberechtigte  Systeme 

von  je  -     gleichberechtigten  Cr  _^. 

Indem  wir  sofort  überblicken,  dass  für  die  Operationen  w  genau 
entsprechende  Überlegungen  stattfinden,  ziehen  wir  sogleich  die  ge- 
samten -- I^      Gn  +  i  in  Betracht     Offenbar  haben  wir  das  Resultat 

namhaft  zu  machen:    Für  jeden  ungeraden  Teuer  ^  <  —  v^  von     — 

giebt  es  in  der   G  .^_^^  im  ganzen  ^1^-±J    gleichberechtigte    Unter- 

2 

gruppen  G^  ^  ^  vom  Diedertypus;  für  jeden  geraden  Teiler  r  <  ?  ^  von 

^  T"-  haben  mr  indes  zwei  Systeme  von  je  -^^^i  ^  gleichberechtigten 
Diedergruppen   G  _^^,   welche    beide   aber  unter  einander   nicht   </feicÄ- 

r 

berechtigt  sind, 

m 

§  7.     ZusammensetBiing  der  FolygonkränBe  zur  Fläche  F^,,_,.. 

2 

An  die  soeben  gewonnenen  Diedergruppon  Gg—i  sehliessen  wir 
jetzt  einigo  geomeirischo  Entwickhnigen,  welche  uns  insonderheit  ein 
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2 

sehr  übersichtliches  Bild  der  Fläche  F  ^^_^.  liefern  werden.    Es  zeigte 

2 

sich  seiner  Zeit,  dass  die  Spiegelung  A  gerade  nur  mit  den  (g  —  1) 
unter  (1)  p.  466  stehenden  Operationen  erster  Art  vertauschbar  war.   Die 

■     T      in  der  erweiterten  Gg(q%^i)  vorgefundenen  Spiegelungen  sind 

solcherweise  den  T  gleichberechtigten  Diedergruppen  Cr<^— i  ein- 
deutig zugeordnet,  was  wir  nun  geometrisch  in  übersichtlichster  Weise 
durch  Rückgang  auf  die         V^     Symmetrielinien  der  F  ,^__^.  deuten. 

2 

Wir  verfolgen  hier,  der  Kürze  wegen,  nur  den  einfachsten  Fall  d  =  1 , 
für  welchen  die  *A?_"lLJ  Symmetrielinien  in  dem  Sinne  eindeutig  den 

T      G-q—i  zugewiesen  sind,  ddss  die  einzelne  Symmetrielinie  durch 

die  (q  —  1)  Oj^ationm  der  iemglichen  Gq-,i  und  durch  keine  weiteren  in 
sidi  übergeführt  unrd.  Dabei  tritt  denn  der  Diedertypus  der  Gg^i  aufs 
deutlichste  zu  Tage:  Den  Substitutionen  der  in  der  Gq—i  enthaltenen 
cyclischen  ^^_i  entsprechen  solche  Transformationen  der  Symmetrie- 

2 

linie  in  sich,  welche,  die  Symmetrielinie  für  sich  betrachtet,  durch 
continuierliche  Verschiebungen  derselben  in  sich  bewerkstelligt  werden 

können  (cf.  Fig.  89,  p.  377).    Den  ^         Operationen  der  Periode  zwei 

aber  kommen  solche  Transformationen  der  Symmetrielinie  in  sich 
zu,  welche  wir  im  entsprechenden  Sinne  als  Umklappungen  der- 
selben jedesmal  um  zwei  auf  ihr  diametral  gelegene  Punkte  a  be- 
zeichnen  werden.     Auch   für   den  Umstand,   dass    bei  geradem  ^  y- 

die  gemeinten  Operationen  der  Periode  zwei  in  zwei  verschiedene, 
nicht  gleichberechtigte  Glassen  zerfallen,  wird  man  aufs  leichteste  durch 
blossen  Anblick  der  soeben  genannten  Figur  die  geometrische  Inter- 
pretation auffinden. 

Auf  Grund  der  inzwischen  für  die   cyclischen  G         gewonnenen 

2 

Resultate  können  wir  jetzt  die  geometrischen  Betrachtungen  des  vor- 
letzten Paragraphen  iu  wichtiger  Weise  ergänzen.  Dort  zerlegten  wir  der 

einzelnen    G^^^_^^    entsprechend   die   ganze   Fläche  F  .'__^^  in   ^^^ 

2  2  ~ 

Polygonkränze,  welche  für  die  damals  besoiiders  betrachtete  Cr  ^  _  ^^ 

2 

die  Mittelpunkte  (a,  0)  hatten.    Indem  wir  an  dieser  Gruppe  G  ^^__^^ 

2 
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der  Operationen  (o'  ?iE  — j^  auch  hier  noch  festhalten,  sind  es  nun 

gerade  die  q  dur^eh  den  Mittelpunkt  (1,  0)  des  ersten  Poljgonkranzes 
ziehenden  Symmetrielinien,  welche  den  q  in  der  G  ,  _^.  enthaltenen  cy- 

2 

clischen  Untergruppen  G  ^^  in  soeben  bezeichnetem  Sinne  zugewiesen 

■    11  • 

2 

sind;  in  derThat  sahen  wir  schon  oben  (p.449);  dass  zu  der  das  Ausgangs- 
Doppeldreieck  halbierenden  Symmetrielinie  die  G     ^  der  Operationen 

-IT 

!;*(©)  ^^-37^  gehört.     Erinnern  wir  uns  femer  noch,  dass  durch  die 
a 

Operationen  der  in  der  G  ,     y.   enthaltenen  Gruppen  G  _^  die      ^ 

Mittelpunkte  (a,  0)  der  Polygonkränze  unter  einander  cyclisch  per- 
mutiert wurden,  so  entspringt  unter  Rücksichtnahme  auf  die  inzwischen 
erkannte  geometrische  Bedeutung  der  G  _^  nachfolgender  Satz:  Die  q 

2 
hier  in  Bede  stehenden  Symmelridinien  haben  nicht  nur  in  (1,  0)  einen 
ihnen  allen  gemeinsamen  Schnittpunkt,  sondern  sie  ziehen  aUe  auch  durch 

(2,  0),  (3,  0);  •  •  •,  \^~    ,  OJ,  wOhrend  über  diese  ^^-^  oUen  gemein- 
samen Schnittpunkte  hinaus  keine  zwei  derselben  sich  sonst  noch  treffen. 
Umgißkehrt  aber  folgern  wir  hieraus:  Längs  der  einzelnen  dieser 

Symmetrielinien  erscheinen  die  ^  ^  Polygonkränze,  welche  tvir  im  vor- 
letzten Paragraphen   um  die  Mittelpurücte  (a,  0)  anordneten,  gleichsam 

wie  — -—  auf  eine  geschlossene  Kette  gereihte  Glieder.     Wir  gewinnen 

auf  diese  Weise  eine  sehr  lebendige  Vorstellung  von  der  Gestalt 
der  ^/,__ix,   zumal   wenn   wir   die   Entwicklungen    von   p.  463  u.  f. 

2 
hinzunehmen,  und  man  versäume  nicht,  auch   hier  wiederum  die  fDr 

die  Speciairälle  9  »»  5,  7  früher  mitgeteilten  Figuren  zur  besonderen 

Yeranschaulichung  des   gerade  gewonnenen  Satzes  zu  verwerten.     Da 

sich  übrigens  im  allgemeinen  Falle  die  F  .^_^.  auf  (2  +  1)  verschiedene 

Weisen  in  je  -  -r—  Polygonkränze  spalten  lässt,  und  andererseits  durch 

den  einzelnen  Mittelpunkt  (a,  y)  im  ganzen  q  Symmetrielinien  hin- 
durchziehen, so  wird  sich  die  gekennzeichnete  Anordnung  der  JP  /  ,_^. 

2 
in  eine  Kette  von  Polygonkränzen  im  ganzen  auf  q{q-{- 1)  verschiedene 

Weisen  bewerkstelligen  lassen.     Die  einzelne  der        7^      Symmetrie- 
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2 

linien  wird  also  immer  bei  zwei  verschiedenen  unter  diesen  9(3  4~  0 
Anordnungen  zur  Verwendung  kommen.  In  der  That  liegen  ja  auch 
auf  der  einzelnen  Symmetrielinie  (q  —  1)  Punkte  c^  von  denen  die 
Hälfte  bei  der  einen ,  die  andere  Hälfte  bei  der  anderen  für  diese 
Symmetrielinie  in  Betracht  kommenden  Anordnung  die  Mittelpunkte 
der  Polygonkränze  liefert. 

§  8.    Die  in  der  G^^^^_^^  enthaltenen  Vierergrappen. 

2~~ 

Unter  den  beiden  Zahlen  {q  +  1)  ist  q  —  (-— )  ^^^  durch  4  teil- 
bare, und  also  haben  wir  innerhalb  der  Diedergruppen  G     ,j.   eine 

ausgezeichnete  Substitution  der  Periode  zwei,  die  wir  jetzt  kurz  V., 
nennen,  sowie  zwei  Systeme  von  je  -j-\ß  —  ("~)J  gleichberechtigten 

Substitutionen  der  Periode  zwei.  Ist  V^  irgend  eine  der  letzteren  Sub- 
stitutionen*), so  sind  V^  und  V^'  mit  einander  vertauschbar  und  also 
ist  V^V^  wieder  eine  Substitution  der  Periode  zwei,  F2",  die  sich  natür- 
lich gleichfalls  in  der  gerade  vorliegenden  G     ,^.  vorfindet.    Infolge 

der  Congruenz  Fg  Fg'  ^  F/',  (mod.  q)  bemerkt  man  aufs  leichteste, 
dass  die  vier  Operationen 

(1)  1,  n,  r,',  r," 

für  sich  eine  Untergruppe  Cr^  der  G  .._^^  bilden,  die  ersichtlich  den 

ViererUfpm  besitzt**).  Auf  der  anderen  Seite  kann  F,  jedenfalls 
nur  mit  einer  solchen  Operation  der  Periode  zwei  eine  Vierergruppe 
erzeugen,  mit  der  sie  vertauschbar  ist;  das  sind  nun  aber,  wie  wir 
schon   aus  vorigem  Kapitel  wissen,   gerade  nur  die  in  der  G     ,^. 

enthaltenen  Substitutionen  der  Periode  zwei,  und  wir  werden  also  auf 
dem  bezeichneten  Wege  zur  Kenntnis  aller  in  der  6r  .  ,_jj  enthaltenen 

2 
Vierergruppen  gelangen. 

Beachte  man  weiter,  dass  es  offenbar  innerhalb  der  einzelnen  G     ,   ^ 
im  ganzen  --- \q  —  ( — )\  Vierergruppen  giebt,  an  denen  sich  F^  be- 


*)  Es  erscheint  zweckmässig,  hier  die  Periode  der  einzelnen  Substitutionen  V 
als  unteren  Index  an  V  anzuhängen. 
**)  Cf.  „Ikos.**  p.  12  u.  f. 
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teiligt.   Werden  dieselben  zunächst  innerhalb  der  G      ,   ^  alle  mit  ein- 

ander  gleichberechtigt  sein  oder  nicht?  Um  hier  vorerst  die  Voraus- 
setzung ( — j  =  +  1   z^   machen,   so   sind   innerhalb   der  ff      ,^^ 

ganz  offenbar  alle       \q  —  ( — )\  Gruppen  ff^  gleichberechtigt,  wenn 

V^  und  V^"  nicht  der  nämlichen  Horizontalreihe  (4)  p.  467  angehören; 

sie  zerfallen  indessen  in  zwei  Systeme  von  je  y  1  g  —  (~~)J  B^ßi^^^" 

berechtigten  ff^,  wenn  Fg',  V^'  entweder  beide  in  der  ersten  oder 
beide  in  der  zweiten  Horizontalreihe  (4)  p.  467  stehen.  Dieses  Resultat 
kleidet  sich  nun  in  überaus  einfache  Form  durch  Rückgang  auf  die 
beiden  Congruenzen: 

V2=^v      *      ,     Kg"  Eii^  F/v      *       ,  (mod.  q). 

Wir  sprechen  das  Resultat  gleich  auch  für  den  Fall  (-— )  =  —  1  aus 

(wo  wir  zur  Begründung  statt  der  v  die  w  würden  in  Betracht  ziehen 
müssen):  Der  erste  der  beiden  unterschiedenefi  Fälle  tritt  für  un- 
gerade \q  —  (~~~)J  ^^)  ^'  *•  ß^  Primjsahlen  der  Form  g  =  8Ä  +  3, 
der  jsweite  bei  geradem  —[5  —  y — jj,  d.  i.  für  Primzahlen  der  Form 

Machen  wir  für  den  letzteren  Fall,  einer  sogleich  zu  ziehenden 
Folgerung  wegen,  hier  noch  auf  die  Diedergruppe  ffg  aufmerksam, 
welche  die  Substitutionen  umfasst: 

r©         r.(y')    .Hv) 

In  dieser  ffg  ist  die  G^  der  Operationen  (1)  ausgezeichnet  enthalten, 
was  man  festhalten  wolle. 


Jetzt  sind  zwar  in  der  einzehien  G 


_         im  ganzen -^  [j  -  (-^)] 

verschiedene  G^  bezeichneter  Art  enthalten.     Wenn  wir  aber  die  ge- 
samten Y^L^  +  (*"-)J  gleichberechtigten  G      ,^.  in  Betracht  ziehen, 


.1 

i 
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8 


so  finden  wir  keineswegs  y g 1 2  +  ( )J  •  -.  \q  —  ( )J  =  ^-^^ — -  ver- 
schiedene Gä.  vielmehr  im  ganzen  nur  -  „ . — -.  In  der  That  werden  wir  ja 
z.  B.  zur  G^  der  Operationen  (1)  ein  zweites  Mal  von  derjenigen  G      ,^. 

aus  gefährt^  welche  V2  ausgezeichnet  enthält,  und  endlich  ein  drittes 
Mal  von  der  G      ,^.   aus,  welche  Fg"  in  dieser  Weise  enthält.    Dass 

übrigens  diese  -^^^r — -  G^  für  g  =  8Ä  +  3  alle  gleichberechtigt  sind,  ist 

nach  den  obigen  Entwicklungen  sofort  offenbar.  Nur  für  den  anderen 
Fall  3  =  8A  +  1  haben  wir  noch  darüber  zu  entscheiden,  ob  wir  da  zwei 

unterschiedene  Systeme  von  je        .^ — -   gleichberechtigten  Cr^  haben, 

oder   ob    beide    Systeme,   in   der   Gesamtgruppe    6r^»_jj    betrachtet, 

2' 
gleichberechtigt  werden.     Hier  ziehen   wir  den  Gesichtspunkt  heran, 

der  sich  an  gleicher  Stelle  auch  schon  bei  der  speciellen  Untersuchung 
der  zu  g  »B  7  gehörenden  (T^gg  als  nützlich  erwies.  Wäre  der  letzt- 
genannte Fall  der  zutreffende,  so  wäre  die  einzelne  G^  als  eine  unter 

-     2 .—      gleichberechtigten  nur  mit  den  sswölf  Operationen  einer  G^^ 

vertauschbar;  diese  -Cr^g  müsste  dann  die  G^  der  unter  (2)  stehenden 
Operationen  als  Untergruppe  in  sich  enthalten ,  was  widersprechend 
ist.     Nach   alledem   haben    wir   das   Hauptresultat:    Es  giebt   in  der 

^7(v»— 1)    ^^   nioduh  q    incongnienten    Substitutionen       \. — -    Vierer- 

2 
gruppen  Cr^;  dieselben  sind  im  Falle  g ««  8ä  +  3  unter  einander  gleic/i- 
herecfitigty  während  sie  sich  für  FrimzaJüen  g  ==  8ä  +  1  *w  ^w?ßi  unter 

einander  nicht  gleichberechtigte  Systeme  von  je  ^^7"       gleichberechtigten 

G^  gerlegen. 

Hier   noch   zwei   zusätzliche  Bemerkungen  über  die  gewonnenen 
Vierergruppen. 

Erstlich  betonen  wir  nochmals  ausdrücklich,  dass  es  in  der  6r  ^,_jj 

ä 

ausser  den  gefundenen    -.yT—  Gr^  flicht  ^^^och  weitere  Untergruppen  G^ 

vom  Vierertypus  giebt    Wir  sahen  nämlich  schon,  dass  sich  die  einzelne 

Substitution  der  Periode  zwei  im  ganzen  an  —Ig  —  ( — jj  Vierergruppen 

beteiligt    Indem  wir  diese  Zahl  mit  der  Anzahl  y  g  I  g  +  ( ""   )J  aller  in 
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G  / »_!)  enthaltenen  Operationen  der  Periode  zwei  multiplicieren,  er- 


2 


halten  wir  offenbar  die  dreifache  Anzahl  aller  in  G  .^__^.  enthaltenen 

i 

Vierergruppen.    Die  Zahl  der  letzteren  ist  demnach  wirklich  ^^^ — - 

Des  ferneren  wollen  wir  entscheiden,  ob  vielleicht  die  für  j= 8/4+ 1 

eintretenden  beiden  Systeme  von  je  ^-^J^  gleichberechtigten  G,,  die 

doch  in  der  G  ,^_^^  nicht  gleichberechtigt  waren,  dieses  vielleicht  in 

2 

der  erweiterten  6?j(2«— i)  sind*).  Sicher  wird  das  ßir  j  =:  8Ä  +  1  nidU 
der  Fall  sein]  denn  da  werden  uns  die  Vierergruppen  von  den  Dieder- 

gruppen  Gq—i  geliefert,  welche  den  Spiegelungen  der  Gq(^—i)  eindeutig 
zugeordnet  waren.  Wir  werden  also  fQr  eine  vorgelegte  G^  sofort 
(und  zwar  noch  auf  drei  Weisen)  eine  Spiegelung  ausfindig  machen, 
welche  mit  den  Operationen  der  G^  einzeln  und  also  mit  der  G^  selbst 
vertauschbar  ist.    Haben  wir  also  in  der  G  ,  ^    .^  bereits 

2 
OA   _  2(2*  -    1)  .  g(g'  -    1) 

mit  G^  vertauschbare  Operationen**),  so  werden  wir  durch  Combi- 
nation  derselben   mit  der*  eben   gemeinten  Spiegelung  im  ganzen  48 

mit  der  G^  vertauschbare  Operationen  der  ^^(^i^i)  gewinnen.-  Mehr 
kann   es   nicht   geben,   da   doch  G^  bereits  in  der  (?,(,._i)  eine  von 

^^^7"    -  gleichberechtigten  Untergruppen  ist.  Beaeichnefe  48  Operationen 
.  werden  sonach  eine  erweiterte  G^  bilden,  und  wir  selten,  dass  die  einsselne 

Gj^  auch   in  der   Gq^^x^i)   nur  eine  unter   ^^^0 —    gleichberechtigten 

Gruppen  ist. 

Demgegenüber  zeigt  sich,   dass  für  g  ==  8Ä  —  1   beide  Systeme 

von    Vierergruppen  innerhalb  der  Gq{,jt^i)   mit  einander  gleichberechtigt 

I 

*)  Die   über   Erweitemngsf&higkeit  durch   Operationen    zweiter   Art,    über 

Gleichberechtigung  der  Untergruppen  innerhalb  der  6r  /  «_^^  n.  8.  w.  hier  und  in 

den  folgenden  Paragraphen  mitgeteilten  Entwicklungen  beruhen  auf  anderweit 
nicht  yerüffentlichten  Untersuchungen  des  Herausgebers.  Diese  Angaben  sind 
hier  und  in  der  Folge  übrigens  immer  nur  durchaus  beiläufig  gemacht;  in  der  That 

sollte  ja  auch  .eine  erschöpfende  Zerlegung  der  ^qt^-^i)  ^^^^  keineswegs  ange- 
strebt werden. 

**)  Die  wir  im  folgenden  Paragraphen  sogleich  näher  untersuchen. 
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sind.    Existierte  nämlich  auch  nun  irgend  eine  Operation  Vj  die  eine 

vorgelegte  G^  in  sich  transformiert,  so  würde  aus  G^  und  dieser  V  eine 

(rg  entspringen  y  deren  vier  Operationen  V  notwendig  Spiegelungen 
wären.  In  der  That  giebt  es  zufolge  des  ersten  Satzes  p.  446,  der 
hier  bei  q^=^8h —  1  offenbar  Anwendung  gestattet,  für  keine  in  unserer 

G^  enthaltene  V^   eine   zugehörige  YV^.    Mit  Gg  würde  dann  weiter 

eine  gleichberechtigte  G^'  existieren,  die  insbesondere  die  Spiegelung  Ä 
enthielte,  und  da  bemerke  man,  dass  die  drei  Operationen  V^,  F/,  V^' 

dieser  G^g'  durch  Ä  entweder  einzeln  in  sich  transformiert  werden,  oder 
dass  dies  doch  wenigstens  von  einer  unter  ihnen  gelten  muss,  während 
alsdann  die  beiden  anderen  durch  A  permutiert  werden.  Prüfen  wir 
diese  beiden  Fälle  nach  einander.    Die  mit  A  vertauschbaren  Operationen 

der  Periode  zwei  sind  gegenwärtig  diejenigen  der  Form  cd'  ~ 

Es  müssten  demnach  im  ersteren  unserer  beiden  Fälle 


V 

a  (o 


a      CO  am  a        o 

die  drei  Operationen  der  Periode  zwei  unserer  G^^  sein.  Dann  aber  wäre 


F,F/(a,)  = 


V  —  V 

a        (0 
a 


was  gegen  F^Fg'"^  Fj"  offenbar  streitet.  ■  Im   anderen  Falle  käme*) 


—  V 

a      00 


Hier  müssten  also  die  drei  Zahlen  a;  ß,  y  zugleich  den  beiden  Be- 
dingungen o?  -\'  ßy^  —  1,  0?  —  ßy'zZiO  genügen,  was  ersichtlich 

(2a)2:^-2,  (mod.  s) 

zur  Folge  hat.  Letztere  Congruenz  ist  indessen  nicht  möglich,  da  ( —  2) 
Nichtrest  jeder  Primzahl   der  Form  q  =  8h  —  1  ist.     G^  ist  sonadi 

auch  in  der  Gesamtgruppe  Gq(^—i)  nwr  mit  24  Operationen  (erster  Art) 
i)ertauschbar  und  also  innerhalb  der  Gq(q^^i)  eine  von  —  ~  gleich- 
'berecktigten  G^,  wie  wir  das  ja  zeigen  wollten. 


*)  Wir    fänden    schon    p.  436,    dass    die    Operationen    der    Periode    zwei 
a  '\-  d  ^0  haben. 
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« 

§  9.    Die  Untergruppen  der  G^^,^^_^^  vom  Tetraeder-  und 

ä 
OktaedertypuB. 

Für  Primzahlstufen   q   der   Form   g  =  8A  +  ^   ^^^   ^^^   einzelne 

Vierergruppe  G^  eine  unter  ^ ^  ""       gleichberechtigten  Gruppen;  sie 

ist   demnach   vertauschbar   mit   zwölf  Operationen   der   ö  .._j.,   die 

innerhalb  derselben  eine  G^  bilden.     Für  Primzahlstufen  q  der  Form 

g  =  8A  +  1  ist  die  einzelne  ö^  eine  unter  gleichberechtigten 

Untergruppen;  sie  ist  also  vertauschbar  mit  24  Operationen  der 
6r^,_jj,  die  eine  G^  bilden.     Wir   behaupten:   Jene  G^^   besUd  deti 

Tetraeder-^  diese  G^i  den  Oktaedertyptis. 

Seien  nämlich  wieder  1,  Fj,  F/,  Fg"  die  Operationen  der  G^,  so  wird, 
wenn  wir  es  etwa  vorerst  mit  einer  6rj2  zu  thun  haben^  selbige  bekannt- 
lich wenigstens  eine  Untergruppe  G^  besitzen,  welche  aus  der  Operation  F, 
der  Periode  drei  entspringen  möge.  Transformieren  wir  G^  vermöge  ' 
dieser  Fg,  so  werden  dabei  die  Substitutionen  V^,  T^',  Fg"  entweder 
einzeln  in  sich  transformiert,  oder  diese  drei  Operationen  permutieren 
sich  cyclisch.     Von  diesen  beiden  Möglichkeiten  trifft  nun  die  letztere 

zu*);  freilich  wird   Fg,  im  Falle  q  —  ir-—)  ^^^^  durch  3  teilbar  ist, 

durch  diejenigen  beiden  Operationen  der  Periode  drei  in  sich  trans- 
formiert,   welche    mit    F^   derselben    cyclischen    G      ,^.   angehören; 

2 

aber  diese  Operationen  werden  dann  jedenfalls  nicht  auch  noch  F,' 
und  V^'  in  sich  transformieren,  wie  man  aus  den  früheren,  die 
G      /   ^N  betreffenden  Sätzen  leicht  schliesst.    Wir  setzen  demnach  an: 

2 

Mit  F3  und  Fg  wird  nun  auch  FjFg  der  G^^  angehören,  und  zwar  ist 
diese  Operation  F3F,  von  der  Periode  drei.  .  Wir  können  nämlich 
schreiben  (F3F,)»  =  F3F2F3-1  •  Vf^Y^V^  -  F^,  was  auf  Grund  von  (1) 


*)  Der  ersteren  hier  nicht  in  Betracht  kommenden  Möglichkeit  entspricht, 
allgemein  zu  reden,  eine  6^],  mit  drei  gleichberechtigten  cyclischen  G^  und  einer 
ausgezeichneten  cyclischen  G^^  die  den  G^  gemeinsam  ist.  Aasaer  dieser  6^1,  und 
der  Tetraedergmppe  giebt  es  keine  andere  6^,,  mit  ausgezeichnet  in  ihr  enthal- 
tener Vierergruppe. 


J 
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soviel  wie  F^"  V^  V^  d.  h.  die  Identität  ist  Fj  und  Fg  sind  also 
zwei  Operationen^  die  den  Bedingungen  genügen: 

F/=l,     F,*  =  l,    (F,F,)«  =  1,  (mod.2); 

unsere  G^^^  die  aus  V^  und  Fg  erzeugt  wird,  ist  sonach  zufolge  des 
Dyck'schen  Satzes  eine  Tetraedergruppe. 

Haben  wir  zweitens  im  Palle  g  =  8Ä  +  1  mit  einer  G^  zu  thun, 
so  schliessen  wir  zuvörderst  genau  so,  wie  oben.  Die  G^^  wird  eine 
6r3  besitzen  und  hat  demnach  eine  G^^  vom  Tetraedertypus  als  Unter- 
gruppe in  sich.  Hierüber  hinaus  fanden  wir  schon  im  vorigen  Para- 
graphen, dass  die  (r^  mit  den  Operationen  einer  Diedergruppe  G^  ver- 
tauschbar ist,  die  wir  nun: 

1  V         V^-^V  F"i 

schreiben  wollen.  Solcher  Diedergruppen  giebt  es  den  drei  Operationen 
^2>  ^%7  ^2  entsprechend  im  ganzen  drei,  und  sie  liefern  die  zwölf 
Operationen,  welche  die  G^^  noch  ausser  denen  der  G^^  enthält.  Das 
sind  denn  ersichtlich  sechs  Operationen  der  Periode  vier  V^^^^ 
F/i^,  F/'i^,  sowie  sechs  neue  Operationen  der  Periode  zwei  F4F2', 
V^^V^  ^lE:  F^T^",  u.  s.  w.;  man  zeigt  nämlich  mühelos,  dass  irgend 
zwei  der  drei  in  Rede  stehenden  G^  ausser  den  Fg,  F^',  Fg"  keine 
Operationen  der  Periode  zwei  gemeinsam  haben  können. 

Dieses  ist  nun  alles  in  Übereinstimmung  mit  bekannten  Verhält- 
nissen der  Oktaedergruppe.  Dass  unsere  G^^  aber  wirklich  den  Oktaeder- 
typus besitzt,  zeigen  wir  wieder  auf  Grund  des  Dyck'schen  Satzes.  In  der 
6r24  finden  sich  acht  Substitutionen  der  Periode  drei,  die  ja  schon  in 
der  G^i  enthalten  sind.  Combinieren  wir  dieselben  mit  der  einzelnen 
Operation  F4,  so  erhalten  wir  acht  verschiedene  der  G^^  aber  nicht 
schon  der  G^^  angehörige  Operationen;  unter  denselben  müssen  sich 
also  wenigstens  zwei  von  der  Periode  zwei  befinden.  Sei  in  diesem 
Sinne  etwa  F3'  F^  -.^^  Fg'"  dieser  Periode  angehörig,  so  haben  wir  um- 
gekehrt in  V^V^''  eine  Substitution  der  Periode  drei.  Nun  sind,  wie 
man  aufs  leichteste  zeigt,  F4  und  V^"  Erzeugende  unserer  G^^'^  da 
jene  aber  den  Bedingungen 

F,*  =  l,     F,""  =  l,    (F,F,"7  =l,(mod.s) 

genügen,  so  haben  wir  in  der  (r24  thatsächlich  eine  Oktaedergruppe. 
Jetzt  haben  wir  nur  noch  auf  die  bekannte  Thatsache  zurückzugehen, 
dass  sowohl  die  Oktaedergruppe,  wie  auch  die  Tetraedergruppe  nur 
eine  Yierergruppe  ausgezeichnet  enthält,  um  auf  Grund  des  vorigen 
Paragraphen  sofort  das  Resultat  auszusprechen:   Für  Primzahlstufen  q 
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der  Form  q  =  8h  +  3  giebt  es  in  der  G,^_^^  im  ganzen  ^^^  ~"  ^ 

ä 
gleichbereektigte    Untergruppen  Gy^   vom  Tetraedertyptis.     Für  Primsfohl- 

stufen  q  der  Form  q  =  8h  +  1   giebt  es  in  der  Cr  / ._jj   jswei   unter 

einander  nicht  gleichberechtigte  Systeme  von  je  ~-^—  gleichberech- 
tigten Oktaedergruppen  G^^.  Da  aber  in  jeder  Oktaedergruppe  eine 
Tetraedergruppe   ausgezeichnet   enthalten   ist^   so   kommt  weiter:    Es 

giä)t  fwr  gr  =  8&  +  1   ***  ^  ö^^(5»_i)   ^^^  Systeme  von  je        Z^ 

Tetraedergruppen  G^^»  Des  weiteren  aber  zieht  man  mühelos  noch 
diese  Folgerungen  aus  den  bezüglichen  Sätzen  des  vorigen  Para- 
graphen:  Im  Fälle  g  =  Sä  +  1  sind  die  G^^  der  Erweiterung  durch 

Operationen  zweiter  Art  der  Gqi^^-t)  fähig;   wir  haben  da  in  letzterer 

Gruppe  zwei  Systeme  von  je  ^^^7"  ^   gleichberechtigten  G^,  die  beide 

aber  auch  innerhalb  der  Gq(^-.x)  ^icht  gleichberechtigt  sind.    Im  Gegensatz 

dazu  werden  für  gr  =  8&  —  1   die  zweimal        .^ — -    Ohtaedergruppen 

G^i  innerhalb  der  Gq{^^i)  alle  mit  einander  gleichberechtigt  und  lassen 
dementsprechend  eine  Erweiterung    durch    Operationen   zweiter   Art   der 

Gq(q%—i)  nicht  zu.  Diese  letzteren  Sätze  übertragen  sich  ohne  weiteres  auch 
auf  die  in  den  G^  enthaltenen  G^^.  — 

Wenn  wir  bislang  überall  von  der  einzelnen  Gruppe  auf  diejenige 
Gruppe  weiter  schlössen ,  in  welcher  jene  erstere  ausgezeichnet  ent- 
halten ist,  so  wolle  man  jetzt  bemerken,  dass  uns  diese  Art  zu  schliessen 
zur  Kenntnis   weiterer  Untergruppen   der  G  .^_^^   nicht   mehr  hinzu- 

führen  vermag:  Die  halbmetacyclischen  ^^„   die   Diedergruppen 

2 

Gq±ii  endlich   die  eben  gefundenen   Oktaedergruppen  G^^^   resp.   die 

Tetraedergruppen  (r^g  (för  ?  =  8Ä  +  3)  sind  durchgehends  nur  noch 

mit  ihren  eigenen  Substitutionen  vertauschbar.    Weitere  Untergruppen 

der  hiermit  aufgezählten  Typen  kann  es  nun  aber  auch  in  der  G  .^_^^ 

_ 

nicht  mehr  geben;  denn  jede  Diedergruppe  enthält  eine  cyclische  aus- 
gezeichnet, und  letztere  haben  wir  alle  zur  Aufstellung  von  Dieder- 
gruppen  verwertet;  eine  Oktaedergruppe  enthält  eine  Yierergruppe 
ausgezeichnet,  und  wieder  sind  diese  G^  alle  zur  Verwendung  ge- 
kommen u.  s.  w.  Soll  es  bei  dieser  Sachlage  noch  weitere  Unter- 
gruppen in  der  Cr  ,  .^j.  geben,  so  müssen  dieselben  von  der  Art  sein, 


der  zur  Prirazahletufe  q  gehörenden  Gruppe  G^<i_^y  479 

2 

dass  sie  keine  Untergruppe  der  bis  jetzt  yorgekommenen  Typen  aus- 
gezeichnet enthalten.  Solcher  Anforderung  genügt  unter  den  uns  von 
früher  her  bekannten  Gruppen  die  Ikosaedergruppe,  und  wirklich  werden 
wir  nun  sehen,  dass  es  in  gewissen  Fällen  Untergruppen  G^q  vom 
Ikosaedertypus  in  der  Gr^^^^u  giebi 


ä 


§  10.    Aufstelliing  nnd  Abzahlung  der  in  der  G  ,^_^^  enthaltenen 

Untergruppen  vom  IkoBaedertypus. 
Soll  die  G^  /^_j)  eine  Untergruppe  vom  Ikosaedertypus  enthalten, 

80  muss  ihre  Ordnung  -  - — -  durch  60  teilbar  sein;  unsere  hier  fol- 
genden Entwicklungen  gelten  also  jedenfalls  nur  für  Primzahlen  q 
der  Form  q  ==  lOÄ  +  1 .  In  beiden  Fällen  ergiebt  in  der  That  der 
Dyck'sche  Satz  die  Existenz  von  Ikosaedergruppen  G^q.     Betrachten 

wir   zuvorderst   g=10&+l,  so    giebt   es   in   der   aus   t; (©)  e?e -^^^r 

a 

erzeugten  G  __.  vier  Operationen  der  Periode  fünf,  von  denen  wir  eine 


9-1 

8 


af'm 


durch  Fß(a))  ^  -3-  bezeichnen  wollen.    Wir  combinieren  dieselbe  mit 


a-^ 


der  Operation  V^(j[o)  "^^  ^^  'tP  j^j.  Periode  zwei,  die  wir  so  gewählt 
denken,  dass 

r,V,H^   -I"'"  +  "?/,   (med.  g) 

a  '  yoB  —  a      cc 

der  Periode  drei  angehört.  Zu  dem  Zwecke  setze  man  unter  Fixierung 
des  Vorzeichens  von  a^  ßy  y: 

a{aP  —  a-^)  —  1,     —  /3y(a^  —  «"*')*  =  a«^  —  1  +  a-«^,   (mod.  3), 

wobei  wir  ausdrücklich  noch  darauf  aufmerksam  machen,  dass  die 
rechte  Seite  der  letzten  Congruenz  bei  der  hier  vorliegenden  Be- 
deutung von  a°  nicht  durch  q  teilbar  sein  kann.  Die  an  V^  gestellte  For- 
derung ergiebt  ersichtlich  fär  o» einen  ganz  bestimmten  Wert,  während 
das  Product  ßy  nur  gehalten  ist,  mod.  q  mit  einer  gewissen  von  0  ver- 
schiedenen Zahl  congruent  zu  sein.  Demgemäss  giebt  es  {q  —  1)  ver- 
schiedene F2  der  geforderten  Art,  und  indem  wir  berücksichtigen,  dass 
es  in  der  G  .._^^  für  gegenwärtigen  Fall  2q{q  -\-  1)  Operationen  der 

Periode  fünf  giebt,  merken  wir  uns  als  erstes  Resultat  an:    Es  giebt 
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für  q  =  lOÄ  +  1    in   der    G  f.,_i,    insgesamt    2q(q^  —  1)   Paare  van 

Operationen  F5,   F^,  die  der  Bedingung: 

(l)  V,'  =  l,     F,*=^l,     (F,F,)»-1,  (mod.g) 

Genau  derselbe  Satz  gilt  nun  auch  fQr  q  =  lOh  —  1.  Da 
werden  wir 

schreiben  müssen  und  genügen  dann  der  Forderung  (V^V^y  z^  1  durch 
solche  Werte  von  A^  B;  welche  die  Bedingungen  befriedigen: 

A(j*-j-*)=l;     BB^B^+i  =  — (A«+l),    (mod.2). 

Hier  ist  wieder  A  fest  bestimmt  und,  wie  man  sieht,  thatsächlich  als 
„rein  imaginäre  ZahP,  wobei  dann  auch  wieder  (A*  +  1)  infolge  der 
Bedeutung  von  j*,  als  einer  zum  Exponenten  5  bez.  10  gehörigen 
Zahl,  notwendig  relativ  prim  gegen  q  ist.  Des  ferneren  hat  die  Con- 
gruenz  B«+^  ^=f « —  (A^  +  1)  i™  ganzen  gerade  (?  +  1)  incongruente 
Wurzeln;  genügt  derselben  nämlich  B^,  so  thun   das  Gleiche  B^,  B^j, 

^« 
eine  Wurzel  der  Congruenz  (^)       ^^  1  geben,  weshalb  Bj  notwendig 

\Dq   / 

die  Form  B^j^  hat*).  Jetzt  giebt  es  somit  für  die  festgewählte  Ope- 
ration Fg  im  ganzen  {q  -{- 1)  unserer  Forderung  genügende  Operationen  F,. 
Da  aber  im  gegenwärtigen  Falle  2q{q  —  1)  verschiedene  F^  in  der 
6r^(^_jv  enthalten  sind,  so  haben  wir  wirklich  auch  für  q  =  lOÄ —  1 

im  ganzen  2q(jf  —  1)  der  Bedingung  (1)  genügende  SubsUtutionenpaare 

Jene  2q{q^  —  1)  Substitutionenpaare  erzeugen  nun  ebenso  viele 
Oqq  vom  Ikosaedertypus**),  und  wir  erhalten  auf  diese  Weise  sicher 

*)  Dasa  aber  thatBächlich  wenigstens  eine  Wurzel  B^  eintritt,  sieht  man  so: 
Man  erhebe  alle  (g^  —  1)  incongmenten,  von  Null  verscliiedenen  complexen  Zahlen 
(m  4~  ^^)  ft^f  dio  (^-f  1)^  Potenz.  Wir  erhalten  dabei 'lauter  reelle  Zahlen,  aber 
keine  mehr  als  (^  -f~  ^)  ^^1*  ^^  ^^  &ber  nur  {q  —  1)  incongruente  durch  q  nicht 
teilbare  reelle  Zahlen  mod.  q  giebt,  so  kommt  hierbei  thatsächlich  jede  der  letz- 
teren  als  (q  -f-  1)^  Potenz  gewisser  complexer  Zahlen  vor. 

*'*)  Man  könnte  hier  yielleicht  noch  den  Nachweis  fordern,  dass  zwischen  F, , 
F,  ausser  den  Relationen  (1)  nicht  noch  weitere  bestehen.  Sollte  letzteres  der 
Fall  sein,  so  würde  vielleicht  nicht  die  G^^  selbst,  vielmehr  nur  eine  Untergmppe 
derselben  erzengt  werden.  Ersichtlich  könnte  letztere  nur  von  der  Ordnung  30 
sein,  aber  eine  G^^  giebt  es  bekanntlich  in  der  Ikosaedergmppe  tr^o  nicht. 


B^j^y  •  •  •,  BqP'^  und  es  muss  überdies  jede  weitere  Wurzel  B^'  in   "** 
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die  Gesamtheit  der  in  der  G  .  ,__jj  enthaltenen  Ikosaedergruppen.    Aber 

dieselben  sind  keineswegs  alle  von  einander  verschieden;  und  um  in 
diesem  Betracht  die  Abzahlung  der  verschiedenen  Gqq  unserer  Art 
durchzuführen ;  müssen  wir  vorab  erst  noch  untersuchen,  aus  wieviel 
solchen  ihr  angehorigen  Paaren  V^,  V^  die  einzelne  Ikosaedergruppe  her- 
gestellt werden  kann.  Betrachten  wir  die  G^q  der  mod.  5  incongruenten 
Substitutionen,  welche  ja  den  Ikosaedertypus  besitzt,  so  ist  z.  B. 

S^{p)  ^(o  '\'  V,     (mod.  5) 

mit  einem  gegen  5  primen  v  eine  ihrer  Fg.  Man  berechnet  aufs  leich- 
teste, dass  gerade  nur  die  fünf  Operationen: 

V  —   OL 

mit  willkürlich  bleibendem  a  der  Bedingung  {V^V^^^l  genügen. 
Da  es  aber  24  Operationen  der  Periode  fünf  in  der  G^^  gicbt,  so  lassen 
sich  in  letzterer  Gruppe  im  ganzen  24-5=120  Paare  F^,  V^  aus- 
findig machen,  die  {V^y^^^l  be&iedigen.  Indem  wir  also  oben 
jede  G^  120  Male  herstellten,  entspringt  als  Resultat:  In  der  G  i%__y^ 

2 

gkht  es,  wofern  q  ^^^  lOh  +  1  ist,  im  ganeen  ^^^T  Untergruppen  Gqq 
votn  Ikosaedertypus, 

Wir  werden  nun  leicht  darüber  entscheiden,   ob  diese         JT 

'  60 

Untergruppen  G^  alle  unter  einander  gleichberechtigt  sind  oder  sich 

in  mehrere  Systeme  gleichberechtigter  G^  spalten.     Jedenfalls  ist  die 

einzelne  G^^  mit  60*i/  Operationen  der  G  .^_^^  vertauschbar,   wo  v 

i 

eine  noch  nicht  näher  bekannte  ganze  Zahl  ist.  Jene  G^  ist  sonach 
eine   unter  ^^^ — -  gleichberechtigten   Untergruppen,   woraus   schon 

hervorgeht,  dass  jedenfalls  nicht  alle  -—-^ — -  Ikosaedergruppen  inner- 
halb der  Gesamtgruppe  gleichberechtigt  sein  können« 

Sei  jetzt  zunächst  q  »=  %V  +  3,  so  beachten  wir,  dass  jede  G^^  fünf 

Tetraedergruppen  G^^  besitzt  Wir  gewinnen  also  in  den  ^  ?oq7  ^co 
insgesamt  ^o ^ — -  solche  Gjg,  und  indem  sich  die  einzelne  derselben 
immer  an  ft  verschiedenen  G^  beteiligt,  finden  sich  insgesamt    ^|  "~  ' 

gleichberechtigte  G^^.  Nach  §  9  ist  aber  diese  Anzahl  mit  ^^^  T"  ' 
identisch,  so  dass  ^i;  c»  1  und  also  ft  »»  i/  «=  1  ist.     Daher  der  Satz: 

Klein-Fricko,  Modniranctionen.  31 
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Für  q  =  lOÄ  +  1  *=  SK  +  3  giebt  es  in  der  G  .  ^_^.  im  ganzen  eum 
unter  einander  nicht  gleichberechtigte  Systeme  von  je       .^     gleidtberech- 

19SU 

tigten  Untergruppen  G^^  vom  Ikosaedertypus]  die  einzelne  Tetraedergruppe 
Gi2  beteiligt  sich  dabei  immer  an  zwei  Untergruppen  G^^  deren  eine  dem 
eineny  deren  andere  dem  zweiten  jener  beiden  Systeme  angehört 

Im  Falle  g  =  87i  +  1  hatten  wir  zwei  Systeme  von  je        jZ" 

gleichberechtigten  6rj2.  Da  folgert  man  dann,  fi  und  v  in  der  eben 
gebrauchten  Bedeutung  beibehaltend,  sofort  fiv  =  2,  was  die  doppelte 
Möglichkeit  ^  =  2,  v  =  1,  bez.  ft  =  l,v  =  2  giebt.  Um  bei  der 
Entscheidung  hierüber  umständlichen  Betrachtungen  zu  entgehen,  nehmen 
wir  auf  den  in  §  12  zu  erhärtenden  Satz  Bezug,  dass  es  in  der  G  . ,__,. 

2~" 

eine  6rj2o  oder  eine  Gruppe  noch  höherer  Ordnung,  in  der  eine  unserer  G^^ 
ausgezeichnet  wäre,  nicht  giebt.  Man  entnimmt  daraus  sofort,  dass  (1=2^ 
v  =  l  zutrifiFt,  womit  sich  dann  ergiebt:  Auch  für  g=  lOA  +  1  ==8ä'4:  1 

giebt  es  zwei  unter  einander  nicht  gleichberechtigte  Systeme  vofi  je  ^^^  T" 
gleichberechtigten   Untergruppen  G^q  des  Ikosaedertypus  in  der  G  ^  ,_jj; 

2 

die  einzelne  G^^  beteiligt  sich  nun  immer  an  zwei  gleichberechtigten  G^^^*), 

Jetzt  könnten  wir  auch  noch  die  Frage  behandeln,  ob  vielleicht 

die  zwei  für  q  =  lOÄ  +  1  gefundenen  Systeme  der  Gqq  innerhalb  der 

Gq(q'i—i)  gleichberechtigt   werden    oder  nicht;   für   den   letzteren  Fall 

würden  wir  in  der  Gq{qi-.i)  erweiterte  G^go  besitzen,  im  ersteren  jedoch 

nicht.  Nun  bemerkt  man  aber  die  Existenz  solcher  G^^o  sofort  für 
den   Fall   g  =  4%'-^l;   da   giebt   es   nämlich    eine  in  der  gesamten 

Gg{qt^i)  ausgezeichnete  Operation  V  der  Periode  zwei,  die  mit  irgend 

einer  G^q  combiniert  offenbar  eine  erweiterte  (7^20  liefert,   und  zwar 

*)  Nebenher  erwähnen  wir  hier  noch  eine  interessante  Art,  die  Operationen 
einer  einzelnen  G^q  auf  directem  Wege  anzugeben.  In  „Ikos.*^  p.  41  sind  die 
120  homogenen  Ikosaedersubstitutionen  in  solcher  Form  >  aufgestellt,  dass  die 
Coefficienten  rational  aus  5^*^  Einheitswurzeln  bestehen  und  übrigens  eine  Deter- 
minante 1  geben.  Da  ersetze  man  nun  die  primitive  6^  Einheitswurzel  e  durch 
eine  zum  Exponenten  5  mod.  q  gehörige  ganze  Zahl  (die  übrigens  reell  oder 
imaginär  ist,  je  nachdem  q  <»  10h  -f-  ^  oder  10h  —  l  ist^  Gehen  wir  dann  noch 
zur  nicht-homogenen  Schreibweise^  so  haben  wir  60  eine  Ikosaedergrnppe  bildende 
Operationen  der  G^^_^^  thatsächlich  aufgeschrieben.    Dieselbe  Massnahme  lässt 

sich  übrigens  auch  bei  den  Tetraeder-  und  Oktaedergruppen  in  Anwendung  bringen, 
woriiber  man  alles  Nähere  bei  Hrn.  Gi erster  a.  a.  0.  nachsehen  wolle. 
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eine  solche  vom  Typus  der  erweiterten  Ikosaedergruppe  (cf.  „Tkos."  p.  23). 
i?li4rg=47i'+l  sind  sonacli  die  beiden  Systeme  der  G^  auch  innerhaU)  der 

erweiterten  Gruppe  Gg^qt^i)  nicht  gleichberecJitigt  Für  q  «=  4h'  —  1  können 

in  der  Gq^q^^i)  jedenfalls  keine  Gijo  ^^™  Typus  der  bei  j«=4Ä'  +  1  ge- 
fundenen erweiterten  Ikosaedergruppe  existieren;  denn  in  einer  derartigen 

^iso  gi^l>^  ^s  stets  eine  ausgezeichnete  V  der  Periode  zwei  (cf.  p.  447), 

und  eine  mit  den  60  Operationen   einer  Gqq  vertauschbare   V  dieser 

Periode  giebt  es  in  der  Gq(qi^i)  bekanntlich  für  diesen  Fall  nicht. 
Doch  ist  Yon  vornherein  gar  nicht  ausgeschlossen,  dass  sich  nun  viel- 
leicht die  einzelne  6?^^  zu  einer  l^i^o  ^on  anderem  Typus  erweitern 
lässt.  Da  wir  inzwischen  zur  erschöpfenden  Beantwortung  der  in  Rede 
stehenden  Frage  wenigstens  bei  q  =  8h'  '\'S  noch  etwas  weiter  ausholen 
müssten,  so  mag  hier  die  vorläufige  Angabe  genügen,  dass  jedenfalls  in 
dem  späterhin  zumeist  interessierenden  Falle  ^»=11  die  hier  eintreten- 
den beiden  Systeme  von  je  1 1  (t^q  thatsächlich  innerhalb  der  erweiterten 
Gesamtgruppe  gleichberechtigt  werden.  Wir  beweisen  das  späterhin 
auf  directem  Wege. 

§  11.    Allgemeine  Bedingungsgleiohiingen  für  die  Ordnung  einer 

Untergruppe  von  G^^^^_^y 

ä 

Letzten  Endes  bleibt  uns  in  Ansehung  unserer  G  .^_^.  hier  nur 

noch  die  eine  Aufgabe,  zu  zeigen,  dass  ausser  den  jetzt  aufgezählten 
Untergruppen   der    G  /^_ix   weitere   innerhalb    derselben   nicht   mehr 

existieren.  Unser  Nachweis  gründet  sich  dabei  auf  einen  zuerst'  von 
Camille  Jordan*)  bei  ähnlicher,  aber  noch  allgemeinerer  Frage- 
stellung eingeschlagenen  Gedankengang,  der  dann  von  Hm.  Gierster**) 
für  unser  hier  vorliegendes  Problem  im  besonderen  durchgebildet  wurde. 
Sei  Ga  irgend  eine  Untergruppe  der  6r  (^„jj,  so  soll  es  sich  zu- 

vörderst  darum  handeln,  einige  für  Q  gültige  Bedingungen  zu  gewinnen. 
Hierbei  bemerken  wir  vorab,  dass  wir  oben  (p.  459)  alle  Untergruppen 
kennen  lernten,  an  denen  sich  Untergruppen  Gq  beteiligten.  Auf  diese 
brauchen  wir  sonach  hier  nicht  mehr  Bezug  zu  nehmen  und  können 

demgemäss  Q  als  einen  Teiler  von  ^— —  voraussetzen. 

*)  C.  Jordan,  Memoire  sur  les  equations  diff^entielles  liniaires  ä  inUgrale 
algelrrique,  Crelle's  Journ.  Bd.  84  (1878). 

**)  In  der  oft  genannten  Arbeit  im  18^*^  Bande  der  Math.  Annalen,  p.  368. 

31^ 


484  n,  9.   Aufzählnng  aller  nicht- cycliscben  Untergruppen 

Nun  möge   G^^  eine  erste  ,yunifas8endste''  cyclische  Untergruppe 

von  G(i  sein,  wobei  also  nach  dem  gerade  Gesagten  n^  eine  Zahl  -r~- 

ist.  Gjt^  soll  aber  in  dem  Sinne  als  eine  umfassendste  cyclische  Unter- 
gruppe von  Gq  bezeichnet  werden,  dass  sich  in  (tq  nicht  noch  eine 
umfassendere  cyclische  Untergruppe  G^n^  finden  soll,  die  G„^  in  sich 
enthielte.  Zufolge  dieser  Festsetzung  werden  sich  aus  der  die  Gruppe 
Gny  enthaltenden  cyclischen  G  ^^  ausser  den  Operationen  der  Gn^  selbst 

2 

nicht  noch  weitere  an  der  Gq  beteiligen.  G^^  ist  bei  dieser  Sachlage 
,,innerha1b  Gq"  entweder  nur  mit  ihren  eigenen  n^  Operationen  ver- 
tauschbar  oder  aber  ausser  diesen  noch  mit  weiteren  ic^^  letzteres,  im 
Falle  sich  in  G(i  Operationen*)  Fg  finden  sollten,  welche  die  einzelne 
Operation  von  Gn^  in  ihre  inverse  transformieren.  Dass  die  Zahl 
dieser  Fg,  wofern  sich  solche  in  Gq  überhaupt  finden,  gleichfalls 
7C^  sein  muss,  sieht  man  mühelos  ein.  Verstehen  tvir  also  unter  6^ 
entweder  1  oder  2,  so  haben  wir  als  erstes  Resultat,  dass  es  innerhalb 

6?^  im  ganzen  —      mit  Gn,  gleichberechtigte  cyclische  Untergruppen 

der  Ordnung  n^  giebt,  die  offenbar  alle,  wie  Gn^^  selbst,  umfassendste 
cyclische  Untergruppen  von  Gq  sind.  Da  keine  zwei  unter  ihnen 
ausser  der  Identität  eine  Operation  gemeinsam  haben  können,  so  sind 

in  den  gewonnenen  —  -  Gruppen  insgesamt 

verschiedene  Operationen  enthalten.  « 

Entweder  bilden  jetzt  diese  Substitutionen  im  Verein  mit  der 
Identität  die  gesamte  (tq,  oder  es  kommen  in  dieser  Gruppe  noch 
weitere  Operationen  vor.  Im  letzten  Falle  werden  wir  eine  zweite  gleich- 
falls umfassendste  cyclische  Untergruppe  Gjr^  von  6rQ  aufgreifen  können, 
die  dann  ausser  der  Identität  mit  keiner  der  voraufgehenden  G^,^  eine 
Operation  gemeinsam  haben  kann.  Wir  schliessen  wieder  in  gleicher 
Weise  wie  soeben  auf  die  innerhalb  Gq  mit  Gn^  gleicli berechtigten 
Untergruppen  und  finden  solchergestalt  insgesamt 

neue  Operationen  in  G^  vor. 

So  weiter  schliessend,  mögen  wir  endlich  die  gesamten  Operationen 
der  Gq  in  v  verschiedene  Systeme  jedesmal   gleichberechtigter,   um- 

*)  Wir  halten  anch  hier  noch  an  der  Massregel  fest,  durch  den  nnteren  Index 
die  Periode  der  einzelnen  Operation  zu  bezeichnen. 


der  zur  Primzahl  stufe  q  gehörenden  Gruppe  G„^,i_iy  485 

2 

fassendster  cyclischer  Untergruppen  angeordnet  haben.     Jedes  dieser 
Systeme  liefert,  immer  abgesehen  von  der  Identität, 


a.TT. 


,      (i=l,2,  ...,  i;) 


verschiedene  Operationen  der  (tq,  wobei  keine  dieser  Operationen  zu- 
gleich in  zwei  verschiedenen  Systemen  enthalten  sein  kann.  Indem 
wir  also  alle  diese  einzelnen  Anzahlen  zusammenzählen  und  die  Iden- 
tität mit  einrechnen,  müssen  wir  die  Anzahl  Q  aller  Operationen  der 
6<2  wieder  erhalten.  Es  besteht  also  ewischeti  den  hier  in  Bede  stehenden 
ZaJüen  die  Identität: 

(1)  Q  =  ^+2'-^- 

Ein  paar  zusätzliche  Bedingungen  für  Q  reihen  wir  hier  noch  an. 
Erstlich  ist  selbstverständlich 

(2)  Q^öiit, 

für  alle  in  Betracht  kommenden  Werte  i.  Fürs  zweite  mögen  in  Gd 
zwei  nicht  gleichberechtigte  cyclische  Untergruppen  Gn^  G^^  ungerader 

Ordnungen  «,-,  ^r^  vorkommen,  deren  Erzeugende  wir  Vn^  bez.  Vjt^ 
nennen.     Dann  hat  man  in  den  beiden  Reihen 

(jTi  -f-  ^x)  cyclische  Untergruppen  der  Gq^  vor  uns,  die  aufs  leichteste 
als  durchgehends  von  einander  verschieden  erkannt  werden.  Die  Gruppen 
der  ersten  Reihe  bringen  im  ganzen  %x(?^i  —  1)  von  der  Identität  ver- 
schiedene Operationen  der  Gq^,  diejenigen  der  zweiten  Reihe  ni^Xx—  1) 
eben  solche.    Für  Q  entspringt  daraus  als  fernere  Bedingungsgleichung: 

(3)  *   ^  ^  2ninx  —  %i  —  ä^  +  1  • 

§  12.    BeweiB  für  die  VoUst&idigkeit  der  gegebenen  Zerlegung 

von  (t  , ,    , . . 
7(7'— 1) 

2 
Discutieren  wir  nunmehr  die  wichtigste  der  für  Q  aufgestellten 
Bedingungsgleichungen,  nämlich  die  Gleichung  (1)  §  11,  die  wir  nach 
Q  aufgelöst  in  der  Form  schreiben: 

(1)  Q  =  ^— r— -  • 
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Da  bier  öi  immer  nur  eine  der  Zahlen   1,  2  sein  kann^   so   ist  der 

lt.  —  1 
kleinste  Wert,  den  das  einzelne  Glied  — der  im  Nenner  der  rechten 


a.n. 


Seite  von  (1)  auftretenden  Summe  haben  kann,  offenbar  — .     Da  aber 

andrerseits  die  Zahl  Q  positiv  ist,  so  kann  unsere  in  Rede  stehende 
Summe  höchstens  drei  Glieder  haben.  Verfolgen  wir  nun  nach  einander 
Gleichung  (1)  in  diesen  drei  Fällen  i/=  1,  2,  3,  so  zeigt  sich,  dass 
jedesmal  nur  eine  ganz  beschränkte  Zahl  von  Lösungen  derselben  in 
ganzen  Zahlen  Q,  ^,-,  <T,-  existiert.  Wir  haben  dieselben  hier  vollzählig 
aufgeschrieben: 


r  =  2 


(jj  =  (jj  =  2 


3^1  ==  Äj,       712^=^  71^]       Q 


2n^7r^ 


tf^  =  2,  ^^2  "^  1 5     ^1  ==  JJ^i,     JTj  =  2  ;     Q  =  2n^       , 
(Ti  =  1,  (Tj  =  2;     Äi  =  3  ,    ^3  =  2-,     Ö  =  12         , 


V 


3 


6*   =  69  =  (fn  = 


'2 


«fs 


tf,  =  tfu  =  <y, 


3 


Ot  =^  69  =  <J( 


2 


6,  =  tf. 


2 


'8  


2; 

«1  —  «1, 

«2       2, 

«8  =  2; 

«  =  2*1, 

2; 

«1  =  3, 

«»  —  3, 

«8  =  2; 

«  =  12, 

2; 

«1  — 4  , 

Äg  ■»=»  3, 

«3  =  2; 

«  =  24, 

2; 

«1  =  5  , 

««=-3, 

«8  =  2; 

«  —  60. 

Hier  verstösst  die  erste  Lösung  mit  t/  «»  2  gegen  die  Bedingung  (2) 
§11,  die  zweite  mit  1/  «=»  3  aber  gegen  (3)  §  11.  Indem  wir  sie  aus- 
schalten, bleiben  noch  die  folgenden  zurück: 

(2) 


(3) 


V=»l,       #1-1, 

«1  "=  «1 , 

«-«1, 

V  =  2; 

*i  =  2,    ff,  =  l  ; 

«1  =  «1, 

9r2  ^=  Ä          I 

«  =  2«,, 

[v  — 3; 

*i  —  *«  —  *s  =  2; 

;     «,  —  «, , 

jTg      jTg      2; 

«  =  2«., 

j/  =  2; 

öl-  1,     #g  — 2   : 

1    «1  =  3, 

«2=.2           ; 

«  =  12, 

(5)  i;  =  3;     ^y^  =  (Tg^  ^3  =  2;     jTi— 4,     jr2  =  3,     3r8  =  2;     ö  =  24  , 

(6)  i/  =  3;     (yi  =  (y2  =  (yg  =  2;     äi«=s5,     ä2=3,    ä3'=2;     ^  =  60  . 

Man   erkennt  aufs   leichteste,  wie  sich  die  im  Laufe  der  beiden 
letzten  Kapitel  gefundenen  Untergruppen  der  G  ^^__ix  in  dieses  Schema 

2 
einordnen.    Aber  jede  den  Bedingungen  (2)  bis  (6)  genügende  Gq  findet 
sich  auch  thatsächlich  unter  unseren  oben  aufgestellten  Untergruppen, 
wie  wir  nun  noch  ins  einzelne  belegen  wollen. 

Hier  machen  die  Fälle  (2),  (3)  nicht  die  geringste  Schwierigkeit 
Wir  haben  es  da  offenbar  mit  cyclischen  Gruppen,  Dieder-  und  Vierer- 
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gruppeu  zu  thun,  und  von  solchen  Untergruppen  giebt  es  in  der  G  /»_i), 

wie  wir  wissen,  ausser  den  oben  angegebenen  nicbt  noch  neue.  Auch  (4) 
und  (5)  erledigen  sich  leicht;  eine  diesen  Bedingungen  genügende 
Untergruppe  besitzt  den  Tetraeder-  bez.  Oktaedertypus,  die  wir  in 
ihrer  Gesamtheit  oben  gewannen.  Thatsächlich  gelingt  es  leicht  in 
einer  nach  (4)  gehörenden  G,2,  sowie  in  einer  nach  (5)  gehörenden 
G24  eine  Yierergruppe  als  ausgezeichnet  nachzuweisen,  wodurch  unsere 
gerade  geschehene  Behauptung  über  den  Typus  der  G^^  und  G^^^  dargethan 
ist.  In  der  That  ist  in  einer  G^^  die  einzelne  V^  infolge  (Tg  =  2  mit  2 
weiteren  V^  vertauschbar.  Da  aber  insgesamt  nur  drei  Fg  in  der  G^^ 
enthalten  sind,  so  bilden  diese  im  Verein  mit  der  Identität  notwendig 
eine  in  der  G^^  ausgezeichnete  Yierergruppe.  Bei  der  G^^  bemerke  man 
zuvorderst,  dass  dieselbe  drei  gleichberechtigte  cyclische  (r^  enthält, 
deren  Erzeugende  wir  F^,  F/,  F/'  nennen.  Transformieren  wir  diese 
drei  cyclischen  G^  durch  eine  einzelne  der  drei  eben  aufgeschriebenen 
Substitutionen,  so  wird  die  eine  G^  in  sich  transformiert,  die  anderen 
beiden  werden  entweder  auch  in  sich  transformiert  oder  permutieren 
sich  mit  einander.  In  beiden  Fällen  aber  transformiert  offenbar  V^y 
sowie  dann  auch  T^'*,  F/'*,  jede  G^  in  sich,  so  dass  die  drei  in  den 
G^  enthaltenen  gleichberechtigten  V^  mit  einander  vertauschbar  sind 
und  also  eine  in  der  6^24  ausgezeichnete  Vierergruppe  bilden. 

So  bleibt  nur  noch  der  Fall  (6)  zu  betrachten.  Eine  hierher  ge- 
hörige 6^^  enthält  im  ganzen  6  G^^y  10  G^  und  15  G^  als  cyclische 
Untergruppen,  sowie  infolge 

<^i  =  ^^2  *™  ^3  ''^  2 

weiter  Q.G^q  und  10  (rg  vom  Diedertypus,  sowie  5  gleichberechtigte  Vierer- 
gruppen G^y  deren  Anzahl  aus  bekanntem  Grunde  den  dritten  Teil  der 
Anzahl  der  G^  darstellt.  Als  eine  unter  5  gleichberechtigten  ist  dann 
die  einzelne  G^  in  einer  G^^  ausgezeichnet,  welche  den  Tetraedertypus 
besitzt,  und  es  entspringen  in  solcher  Art  in  der  (xg^  fünf  gleichberech- 
tigte Gi^  des  genannten  Typus.  Das  ist  alles  wohlbekannter  Weise 
'in  Übereinstimmung  mit  der  Structur  der  Ikosaedergruppe;  dass  wir 
aber  eine  solche  hier  wirklich  haben,  zeigt  man  unter  mehrfacher  Ver- 
wendung des  Dyck'schen  Satzes  durch  die  nachfolgende  Überlegung: 
Eine  einzelne  der  in  der  G^q  enthaltenen  F3  wollen  wir  der  Reihe 
nach  mit  den  15  F,  zu  Fg  Fg  combinieren.  Ist  Fj  F,  =  Fj',  so  erzeugen 
Fj  und  Fj  eine  Diedergruppe  ß^;  in  der  That  beteiligt  sich  Fj  an  einer 
solchen  Gq,  so  dass  drei  Substitutionen  F^  in  F3F2  wieder  eine  Sub- 
stitution  der  Periode   zwei  bilden.     Ist  Fj  Fj  =  F3',   so   erzeugen   Fg 
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und  Fg  eine  Tetraedergruppe^  und  da  sich  F3,  wie  man  leicht  abzählt, 
nur  an  zwei  solchen  G^^  beteiligt,  so  giebt  es  sechs  der  Bedingung 
(V^V^y^  1  genügende  Operationen  V^  ^  ^^^  ^60«  Irgend  eine  von  den 
6  noch  rückbleibenden  F,  giebt  nun  FsFa=  F5,  welche  Gleichung 
wir  sofort  in  F5F2  =  F3  invertieren.  Hier  entspringt  aus  F5  und  F, 
eine  Ikosaedergruppe,  welches  unsere  zu  Grunde  liegende  Gqq  sein 
muss.  Die  den  Bedingungen  (6)  genügenden  Untergruppen  besitzen 
also  ausnahmslos  deu  Ikosaedertypus,  und  die  Untergruppen  dieses 
Typus  haben  wir  in  §  10  alle  kennen  gelernt. 

Damit  ist  nun  in  der  Tha^  der  Nachweis  vollständig  geführt,  dass 
Misere  oben  entwickelte  Zerlegung  der  6r  ^  ,__jj  erschöpfend  gewesen  i$L 


§  13.    Einfaohheit  der  G^^^_^y     Der  Galois^sohe  Satz. 

SohliiBsbemerkungen. 

Indem  wir  hier  am  Schlüsse  des  Kapitels  noch  einihal  den  Blick 
auf  die  durchlaufenen  Entwicklungen  zurückwerfen,  werden  wir  vor 
allem  dem  wichtigen  Satze  noch  Worte  geben,  dass  in  der  6r  ^  ._jj 

3 
keine  ausgezeichnete  Untergruppe  enthalten  ist,  von  den  beiden  tri- 
vialen Fällen  abgesehen,  dass  eine  solche  Gruppe  entweder  nur  die 
Identität  enthält  oder  mit  der  G„, ,    ,,  selbst  zusammenfällt.    In  der 

ö^(«i«i)  besitzen  wir  also  eine  einfache  Gruppe;  oder,  wie  wir  es  auch 

ausdrücken  können:  Es  giebt  nur  eine  ausgezeichnete  Congruenzgruppe 
der  Frimzahlstufe  q,  nämlidi  die  Hauptcongnienzgruppe  T  .  ,__jv. 

"  2 
Wenn  wir  schon  beim  Ausspruch  dieses  letzten  Satzes   auf  die 

Congruenzgruppen  q^  Stufe  selbst  wieder  Bezug  nahmen,  so  konnten 
wir  ja  nun  ganz  allgemein  zu  ihnen  wieder  zurückgehen.  Da  hätten 
wir  denn  jedem  Systeme  von  gleichberechtigten  Untergruppen  Gq  der 
G  (^__i)  ein  System  von  ebenso  vielen  gleichberechtigten  Gongruenz- 

8 

gruppen  T  , i_jj  g**'  Stufe  vom  Index  ^^^'n       zuzuordnen.    Es  würde 

die  Aufgabe  entspringen,  für  jedes  solche  System  in  der  co-Halbebene 
Fundamentalpolygone  F  ^^_^^  abzusondern,   deren  einzelnes,  wie  wir 

sagen  werden,  „einen  ^**°  Teil"  des  Polygons  JF(,,_ij  darstellt;    wir 

2 
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hätten  die  Geschlechter  p  für  diese  Untergruppen  zu  bestimmen  u.  s.  w. 
Es  ist  aber  weder  interessant  noch  unserer  künftigen  Untersuchungen 
wegen  nötige  diese  Aufgaben  hier  im  vollen  Umfange  zu  lösen;  wir  wollen 
es  vielmehr  der  ferneren  Entwicklung  anheimstellen^  welche  von  den 
CoDgruenzgruppen  q^'  Stufe  der  eingehenden  Untersuchung  besonders 
wert  erscheinen,  und  werden  dann  speciell  für  diese  die  Lösung  der 
eben  gekennzeichneten  Aufgaben  leicht  nachträglich  erledigen. 

Die  eben  geschehene  Entschliessung  soll  uns  nicht  hindern,  schon 
hier  wenigstens  der  Frage  nachzugehen,  welches  denn  die  Congruenz- 
gruppen  q^^  Stufe  von  „kleinstem  Index*'  sind.  Sie  werden  offenbar 
den  Untergruppen  grösster  Ordnung  der  G  (^^u  zugeordnet  sein.    Nun 

2 

waren  die  Ordnungen  derjenigen  Untergruppen  von  G  .^_^y  die  nicht 

2 

noch  in  umfassenderen  von  der  Gesamtgruppe  G  ,^_^^  selbst  verschie- 

denen  Untergruppen  enthalten  sind,  die  folgenden: 

(1)  ^^,    (2-1),    (2  +  1),     12,    24,    60, 

wobei  freilich  die  Ordnung  12  nur  für  Stufenzahlen  der  Form  gr  =  8  A  +  3, 
die  nicht  zugleich  die  Form  \0K  +  1  haben,  in  Betracht  kommt,  des- 
gleichen die  Ordnung  24  nur  für  j  =  8  A  + 1  und  60  nur  für  q  =  10 A  +  1 . 

Da  wir  doch  q^b  voraussetzen,  so  wird  stets       T     >2+  1>2  —  1 

erfüllt  sein,  so  dass  wir  nur  noch  ^^^^ — -  und  die  letzten  drei  unter 
(1)  angegebenen  Zahlen  zu  vergleichen  haben.  Da  trifft  nun  in  der 
That  i^S-Si  <  12  für  2  =  5,  fcli)  <;  24  für  den  hier  allein  in 

Betracht  kommenden  Fall  g^  =  7,  desgleichen  ^^^7"     <  60  allein  für 

g  -=  11  zu;   darüber  hinaus  aber  ist        T      unter  allen  Umstanden 

grösser  als  die  übrigen  in  (1)  angegebenen  Zahlen.  Wir  haben  damit 
den  interessanten  und  folgereichen  Satz  gewonnen:  Die  den  haJimuia- 
cydischen   G^^^_^^  entsprechenden  (g  +  1)  gleichberedUigten  Gongruens- 

i 
gruppen  fj+i  3**'  Stufe  vom  Index  (q  +  1)  sind  im  allgemeinen  Falle 
der  PrimzaMstufe  q  die  Congraenggruppen  von  niederstem  Index.  Atis- 
nahmen  treten  nur  für  q  =  6,  1,  11  ein,  wo  wir  bee.  den  G^^,  G^^  und 
Gqq  entsprechend  bei  q  =  5  ein  System,  bei  q=^l  und  11  aber  beide 
Male  etvei  Systeme  von  je  q  gleichberechtigten  fq  des  Index  q  0u  ver- 
zeichnen haben. 
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Dass  solchergestalt  für  q  =  5f  1,  11^  aber  auch  uar  für  diese^ 
eine  Ausnahme  von  der  allgemeinen  Regel  eintritt,  ist  bereits  von 
Galois*)  erkannt  worden;  wollen  wir  also  unseren  soeben  formulierten 
Satz  künftig  kurz  als  den  Galois'schen  Satz  citieren**).  Übrigens 
erscheint  der  betreffende  Satz  bei  Galois  noch  unvermittelt,  und  es 
ist  erst  das  Verdienst  von  Hrn.  Gierster,  den  ausnahmsweisen  Cha- 
rakter der  drei  Fälle  9  =  5,  7,  11  auf  das  richtige  Mass  zurückgeführt 
zu  haben.    Nach  Auffindung  z.  B.  der  G^^  in  der  G  ,  ,_jj  für  j  =  lOÄ+1 

würden  wir  den  Galois'schen  Satz   im   besonderen  für  g  =  lOÄ  +  1 
so  auszusprechen  haben:  Für  alle  Primmhlstufen  gekennzeichneter  Form 

gkht  es  zwei  Systeme  von  je  ^      T"      gleichberecJUigten  Congruenzgruppen 
r  (,2_i)  vmn  Index  ^-^ör — '^  ^*6  olso  für  g  =  11  zweimal  11  gleich- 

120 

berechtigte  f^   liefern.    Entsprechende  Sätze  wird  man  sofort  von  den 
Gi2  und  G^  aus  formulieren. 


Indem  wir  hiermit  überhaupt  die  Entwicklungen  des  zweiten  Ab- 
schnitts abschliessen,  kennzeichnen  wir  noch  einmal  mit  wenigen  Worten, 
inwieweit  wir  nun  eine  Auflösung  unseres  gruppentheoretischen  Grund- 
problems erlangt  haben.  Nach  der  allgemeinen  geometrischen  Ein- 
leitung (Eap.  1,  2)  und  der  sich  hierauf  stützenden  zahlentheoretischen 
Untersuchung  der  cjclischen  Untergruppen  der  Modulgruppe  (Kap.  3) 
folgte  die  theoretische  Auflosung  unseres  Problems  in  Form  einer  all- 
gemeinen Exposition  der  Theorie  der  Untergruppen  (insbesondere  der- 
jenigen von  endlichem  Index)  auf  geometrischer  Grundlage  (Kap.  5,  6). 
Die  so  gewonnenen  allgemeinen  Ansätze  haben  wir  dann  durch  ausführ- 
liche Untersuchung  der  Congruenzgruppen  und  insbesondere  derjenigen 
von  Primzahlstufe  teils  auf  geometrischer  (Kap.  6)^  teils  auf  wesentlich 
arithmetischer  Grundlage  (Kap.  7,  8,  9)  zu  abgeschlossenen  Einzel- 
betrachtungen durchgebildet. 

*)  Vgl.  den  Brief  Galois  *  an  seinen  Freund  Auguste  Chevalier,  veröffentlicht  in 
der  Revue  encyclop^dique  von  1832,  sowie  später  im  Verein  mit  Galois'  gesammelten 
Werken  in  Liouville'a  Journal  Bd.  11  (1846).  Letztere  sind  neuerdiogs  (Berlin,  1889) 
von  H.  Maser  in  deutscher  Ausgabe  yeröffentlicht. 

**}  Der  erste  Beweis  des  Galois'schen  Satzes  rührt  wohl  von  Betti  her, 
Sopra  Vdbassamento  ddla  equazione  modulari  delle  funzione  eUitiche,  in  Tortolini's 
Annali  di  scienze  matematiche  etc.  Bd.  3  (1853).  Mau  sehe  übrigens  die  schon 
öfter  genannte  Arbeit  Kleines,  Über  die  Erniedrigung  der  Modülargleichungen, 
Math.  Ann.  Bd.  14,  wo  zahlreiche  weitere  Citate  gegeben  sind. 
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Dem  wird  nun  genau  der  Gang  der  jetzt  zu  unternehmenden 
Behandlung  des  funetionentheoretischen  Grundproblems  entsprechen. 
Indem  wir  uns  gleich  anfangs  auf  Untergruppen  von  endlichem  Index 
beschränken  (weil  für  höhere  Untergruppen  die  erforderlichen  funetionen- 
theoretischen Hülfs  mittel  noch  nicht  bereit  stehen),  werden  wir  zuerst 
auf  geometrischer  Grundlage  eine  allgemeine  Exposition  für  die  Auf- 
lösung des  funetionentheoretischen  Problems  entwerfen;  alsdann  folgt 
die  specielle  Ausführung  der  allgemeinen  Ansätze  für  das  Gebiet 
der  Congruenzgruppen.  In  directer  Weise  gelingt  die  Durchführung 
dieses  Planes  allerdings  nur  für  niedere  Stufenzahlen,  über  deren  Be- 
trachtung wir  darum  im  folgenden  Abschnitte  noch  nicht  hinausgehen. 


Dritter  Abschnitt. 


Behandlang  des  fanctionentheoretischen  Grundproblems. 

Erstes  Kapitel. 

Grnndlegang  von  Riemann's  Theorie  der  algehraisehen  Fnnetionen 

nnd  ihrer  Integrale. 

Das  zweite  Problem,  dessen  Auflosung  für  die  Durchführung  der 
p.  137  u.  f.  formulierten  Fundamentalaufgabe  notwendig  war,  be- 
nannten wir  p.  141  als  das  ^^functionentbeoretische'^  Wie  damals  aus- 
führlich auseinandergesetzt  wurde,  batte  es  zur  Aufgabe,  die  eüiptisdien 
Modtdfunctionen  aufmsteilen  und  eu  imter suchen ^  tvelche  in  dem  Sinne 
zur  einzelnen,  etiva  vorliegenden  Untergrvppe  f^  der  Modulgruppe  f 
gehören,  dass  sie  sich  gegenüber  den  Transformationen  ihres  Argumentes  m 
durch  die  Substitutionen  von  f^,  aber  Iceinen  anderen  Transformationen 
gegenüber  invariant  verhalten. 

Für  die  Losung  dieses  Problems  ist  die  im  voraufgehenden  Ab- 
schnitte entwickelte  Theorie  der  Fundamentalpoljgone  Ffi  von  grosster 
Bedeutung;  denn  es  gelingt,  wie  wir  ja  bereits  oben  (p.  142)  an- 
deuteten, die  von  Riemann  in  die  Theorie  der  algebraischen  Func- 
tionen eingeführten  geometrischen  Anschauungsweisen  und  Massnahmen 
direct  an  die  Fundamentalpolygone  anzuknüpfen.  Bevor  wir  dies  ins 
einzelne  belegen,  wird  es  notig  sein,  in  einem  kurzen  Excurse  ge- 
sondert auf  Riemann's  bezügliche  Theorie  einzugehen  (Kap.  1  und  2 
des  gegenwärtigen  Abschnitts).  Wir  beabsichtigen  dabei  nicht  er- 
schöpfend zu  verfahren,  sondern  werden  unseren  Excurs  nur  soweit 
ausdehnen,  als  dies  im  Hinblick  auf  die  künftige  Verwendung  desselben 
und  auf  die  sonst  zur  Verfügung  stehenden  litterarischen  Hülfsmittel 
erforderlich  erscheint*). 

*)  Die  beiden  hier  in  Betracht  kommenden  Originalarbeiten  Biemann's 
sind:  Grundlagen  für  eine  allgemeine  TJieorie  der  Functionen  einer  veränderlichen 
complexen  Grösse  (InauguraldiBsertation ,  Göttingen,  1851),  Theorie  der  AheVschen 
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§  1.     Die  mehrblättrige  Biemann^sohe  Flliclie  Fn  über  einer  ISbene. 

Bereits  im  ersten  Abschnitt  haben  wir  des  öfteren*)  Gelegenheit 
gehabt^  mit  mehrblättrigen  Riemann'schen  Flächen  zu  arbeiten.  Für 
die  nun  folgenden  Entwicklungen  sind  dieselben  geradezu  das  Funda- 
ment  unserer  Überlegungen,  und  wir  wollen  demgemäss  einige  bei 
ihrer  Ausgestaltung  wichtige  Punkte  vorab  kurz  in  Erinnerung  bringen. 

Es  möge  eine  algebraische  Function  n*^  Grades  w{z)  vorliegen, 
welche  wir  definiert  denken  durch  die  algebraische  Gleichung 

/•(«;,  z)  =  0, 

in  der  also  w  bis  auf  den  n'®^,  z  etwa  bis  auf  den  m^  Grad  ansteigt. 
Zur  Versinnlichung  des  Verlaufs  dieser  algebraischen  Function  w  be- 
dient man  sich  bekanntermassen  der  zugehörigen  n- blättrigen  Rie- 
mann'schen  Fläche  über  der  Ebene  der  complexen  Yariabelen  s^  eine 
Fläche,  die  wir  in  der  Folge  kurz  durch  Fn  bezeichnen  wollen.  Dabei 
hängen  die  Blätter  von  Fn  zu  zweien  oder  auch  mehreren  in  gewissen 
y^Verzweigungspunkten'^  mit  einander  zusammen.  Doch  ist  die  Gesamt- 
zahl dieser  Yerzweigungspunkte  jedenfalls  eine  endliche;  denn  dieselben 
können  bekanntlich  nur  an  jenen  Stellen  z  stattfinden,  die  zugl^ch 
den  beiden  Gleichungen 

(1)  aw,,)  =  o,  ^^=0 

genügen.  Durch  Umkreisung  der  Verzweigungspunkte  gelangt  man 
aus  einem  ersten  Blatte  in  andere  hinein,  wie  denn  diese  Blätter 
überhaupt  so  mit  einander  zusammenhängen,  dass  sie  ein  Bild  für 
den  Zusammenhang  der  w  Zweige  unserer  Function  w{z)  abgeben**). 
In  Anbetracht  des  Zusammenhanges  der  n  Blätter  unter  einander 
findet  nun  ein  wichtiger  Fallunterschied  statt.  Entweder  nämlich 
kann  man  aus  einem  ersten  Blatte  durch  zweckmässige  Wege  eines 
sich    stetig    bewegenden    Punktes  z  in    alle    übrigen   Blätter   hinein- 


Functionen  (Grelle*B  Journal,  Bd.  54,  1857).  Von  den  zahlreichen  an  dieselben 
anknüpfenden  Darstellungen  anderer  Mathematiker  werden  wir  in  der  Folge 
besonders  hänfig  zn  nennen  haben:  Neamann,  Vorlesungen  über  Biemann's 
Theorie  der  ÄbeV sehen  Integraie  (2*®  Aufl.,  Leipzig,  1884)  und  Klein,  Über  Bie- 
mann's Theorie  der  algebraischen  Functionen  und  ihrer  Integrale  (Leipzig,  1882).  Wir 
citieren  die  erste  dieser  beiden  Schriften  im  Laufe  des  nun  beginnenden  Kapitels 
kurz  durch  Angabe  des  Autors  unter  BeifQgung  der  betreffenden  Seitenzahl. 

*)  In  I,  2  §  1  (p.  27)  bei  der  Einführung  der  Perioden  des  elliptischen  Inte- 
grals erster  Gattung,  sowie  in  1,  3  §  1  (p.  65)  beim  Ersatz  gewisser  Riemann'scher 
Flächen  durch  in  Bereiche  geteilte  Ebenen. 

**)  Zur  Einführung  in  den  Gebrauch   mehrblättriger  Riemann'scher  Flächen 
benutzt  man  zweckmässig  Neumann  Kap.  4  und  5. 
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gelangen^  oder  die  Zahl  der  solchergestalt  erreichbaren  Blätter  ist  nur 
eine  beschränkte,  sagen  wir  n'  <  w.  Tni  letzteren  Falle  wird  unsere 
n-blättrige  Fläche  zerfallen,  indem  ja  jene  n  Blätter  für  sich  eine 
Fläche  bilden,  welche  mit  den  übrigen  (n  —  n')  Blättern  ausser  Zu- 
sammenhang steht.  Wohlbekannter  Weise  kommt  dies  darauf  hinaus, 
dass  sich  die  ganze  rationale  Function  f{w^  z)  von  w  und  ß  in  das 
Product  von  mehreren,  gleichfalls  in  w  und  e  ganzen  rationalen  Func- 
tionen spalten  lässt,  wobei  dann  der  eine  der  entspringenden  Factoren 
in  w  auf  den  Grad  n  ansteigt  und  diejenigen  n  Zweige  unserer 
algebraischen  Function  w{z)  umfasst,  welche  durch  die  n  Blätter 
der  für  sich  abgespaltenen  Fläche  versinnlicht  werden.  Indem  nun 
aber  diese  n'-blättrige  Fläche  nicht  mehr  in  getrennte  Stücke  zer- 
fällt, wird  jener  Factor  f(WjZ)  vom  Grade  n  in  w  irreducibel  sein. 
Wir  werden  fortan  diesen  irreducibelen  Factor  und  also  die  algebraische 
Function  w{js)  vom  Grade  w',  durch  /"(«r,  ;8f)  «=  0  definiert,  allein  be- 
trachten. Indem  wir  sogleich  wieder  die  oberen  Indices  bei  n  und 
f  fortlassen,  kommt  dies  darauf  hinaus,  dass  wir  die  zu  Grunde  liegende 
Gleichung  f{w^  z)  =  0  als  irreducibel  voraussetzen  und  also  mit  einer 
nicht-zerfdllenden  Biemann^schen  Fläche  Fn  zu  thun  haben. 

Weiter  erinnern  wir  an  die  Einteilung  der  Riemann'schen  Flächen 
in  Geschlechter.  Die  oben  p.  27  u.  f.  zu  Grunde  gelegte  Fläche  konnte 
durch  zwei  geeignet  gewählte  Querschnitte  in  eine  „einfach  zusammen- 
hängende'' zerschnitten  werden,  d.  i.  in  eine  solche,  die  zwar  selbst 
noch  zusammenhängend  ist,  die  aber  durch  jeden  neuen  Querschnitt  in  ge- 
trennte  Stücke  zerlegt  wird.  Unsere  hier  vorliegende,  noch  nicht  naher 
specificierte  n-blättrige  Fläche  Fn  wird  sich  in  ganz  entsprechender 
Weise  durch  eine  gerade  Anzahl  von,  sagen  wir,  2p  Querschnitten 
dermassen  zerschneiden  lassen,  dass  sie  zwar  selbst  noch  zusammen- 
hängend ist,  aber  durch  jeden  (2j)  +  1)*®°  Querschnitt  in  getrennte 
Teile  zerlegt  wird.  Die  solchergestalt  zu  Tage  tretende  Zahl  p  behält 
unabänderlich  denselben  Wert,  welches  Querschnittsystem  wir  auch 
zu  Grunde  legen  mögen*);  wir  bezeichnen  dieselbe  weiterhin  als  d€is 
Geschlecht  der  Riemann'schen  Fläche  Fn  und  haben  also  in  der  zwei- 
blättrigen Fläche  mit  vier  Verzweigungspunkten  (cf.  p.  27)  eine  solche 
des  Geschlechtes  |)  =  1 .  Noch  merken  wir  uns  als  wichtig  die  Re- 
lation an,  welche  zwischen  der  Blätterzahl  n,  dem  Geschlechte  p  und 
der  Anzahl  v  der  in  den  einzelnen  Yerzweigungspunkten  zusammen- 
hängenden Blätter  besteht    Dieselbe  lautet: 

(2) p^-n-^l+^'-^, 

*)  Cf.  Neumann,  Kap.  7. 
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wobei  die  Summe  über  alle  der  Fläche  JP»  angehörenden  Yerzweigungs- 
punkte  auszudehnen  ist*). 

Ein  besonders  zweckmässiges  Querschnittsystem  gewinnt  man  in 
folgender  Art.  Von  einem  willkürlich  ausgewählten  Punkte  j?^  in  einem 
Blatte  unserer  Riemann'schen  Fläche  Fn  ziehen  wir  einen  ersten  sich 
selbst  nicht  überkreuzenden  Querschnitt,  der 

nicht  gerade  in  b^,  wohl  aber  in  einem  an-  ^ 

deren  seiner  früheren  Punkte  endigt.  In 
Fig.  91  ist  derselbe  schematisch  durch  die 
aus  q  und  der  geschlossenen  Curve  a^  zu- 
sammengesetzte Linie  angedeutet.  Dieser 
Querschnitt  soll  die  Fläche  jedenfalls  nicht 
in  getrennte  Stücke  zerschneiden,  und  es 
muss  somit  die  Möglichkeit  vorliegen,  vom 
einen  Ufer  der  Linie  a^  auf  geschlossenem,  j..    ^^ 

«1  nicht  überkreuzenden  Wege  zum  gegen- 
über liegenden  Uferpunkte  hinzugelangen.  Ein  derartiger  geschlossener 
Weg  ist  in  Fig.  91  schematisch  angedeutet  und  mit  h^  bezeichnet;  wir 
wollen  ihn  zum  zweiten  Querschnitt  der  Riemann'schen  Fläche  jP„  wählen**). 
Ist  das  Geschlecht  unserer  Fläche  j)  >  1 ,  so  werden  wir  in  ganz  ent- 
sprechender Weise  von  z^  aus  noch  ein  zweites  solches  Querschnitt- 
paar herstellen  können,  das  in  Fig.  91  einerseits  durch  c^,  a^  und 
andrerseits  durch  h^  schematisch  angedeutet  ist.  In  der  Thai  kann 
man  hei  einer  Fläche  Fn  vom  Geschlechte  p  insgesamt  p  derartige 
Querschnittpaare  von  e^  aus  zielten^  und  Imt  dann  durch  diese  die  Zer- 
schneidung  der  Fn  in  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  geleistet. 
Das  i*®  Querschnittpaar  werden  wir  dabei,  gerade  wie  die  beiden 
ersten,  aus  drei  Linien  c,,  »i,  &,-  aufbauen  und  denken  dieselben 
immer,  wie  Fig.  91  näher  kennzeichnet,  in  gewissem  Sinne  durch- 
laufen, um  gelegentlich  von  einem  rechten  und  linken  Ufer  der 
einzelnen  Linien  c«-,  a,,  6»  sprechen  zu  können.  Unsere  Figur,  welche 
den  Fall  j)  =  2  versinnlicht,  wird  sofort  veranschaulichen,  wie  die  Fn 

*)  Wir  gedenken  hier  sogleich  der  geschloBsenen  Flächen  F  des  vorigen 
Abschnitts,  die  wir  gleichfalls  nach  dem  im  Texte  znr  Geltung  gekommenen 
Princip  in  Geschlechter  einteilten  (cf.  p.  330).  Unsere  damaligen  Vorstellangen 
werden  sich  mit  den  jetzigen  baldigst  zusammenschliessen. 

*♦;  Bei  einer  Fläche  F^  des  Geschlechtes  p  =  1 ,  z.  B.  der  F,  mit  4  Ver- 
zweignngBpunkten,  ist  hiermit  die  Zerschneidnng  in  eine  einfach  zusammenhängende 
Fläche  geleistet.  In  der  That  subsumiert  sich  ja  auch  die  auf  jene  P,  bezüg- 
liche Fig.  1,  p.  28,  direct  unter  die  Vorschrift  des  Textes;  nur  wurde  damals  der 
erste  Querschnitt  nicht  mit  dem  hier  durch  Cj  bezeichneten  Linienstück  versehen, 
welches  letztere  in  der  That  bei  p  »  i  nicht  in  Betracht  kommt. 
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des  Geschlechtes  p  durch  den  Complex  der  2|)  Querschnitte  mit  einer 
zusammenhängenden  Bandcurve  versehen  ist,  bei  deren  Durchlaufung 
dann  jedesmal  beide  Ufer  der  einzelnen  Linie  c,-,  «/,  fc,-  beschrieben 
werden,  das  linke  im  Sinne  der  Pfeilrichtung,  das  rechte  in  dem 
dazu  entgegengesetzten.  Benennen  wir  unsere  dergestalt  verabredeten 
2p  Querschnitte  künftighin  als  ein  normales  Querschnittsystem  der  Fn* 
Letzten  Endes  bringen  wir  eine  bereits  wiederholt  von  uns  ver- 
wendete Massregel  zum  Gebrauch,  indem  wir  an  die  Stelle  der  Ebene 
der  complexen  Variabelen  g  die  aus  ihr  durch  stereographische  Pro- 
jection  entspringende  Kugeloberfläche  setzen.  Unsere  n-blättrig  über- 
deckte Ebene  geht  dabei  in  eine  j^n-blättrige  Bienmnn'sche  Kugel- 
fläche  Fn  des  Geschlechtes  j?"  über.  In  derselben  spielt  die  Stelle  j?  =»  oo 
nicht  mehr  die  besondere  Rolle,  die  ihr  bei  der  je?- Ebene  für  die  An- 
schauung zukommt;  eine  derartige  Ausnahmestellung  von  je?  «==  oo  ent- 
spricht in  der  That  auch  keineswegs  dem  Sinne  der  weiterhin  von  uns 
anzustellenden  Überlegungen. 

§  2.     Die  Bur  betrachteten  Fläche  Fn  gehörenden  algebraischen 

Functionen. 

An  der  einzelnen  Stelle  g  liegen  in  unserer  Fläche  Fn  n  Punkte 
über  einander,  und  die  in  diesen  Punkten  stattfindenden  Werte  der 
Function  w  gewinnen  wir  durch  Auflösung  der  Gleichung  f(w,  0)  =  0, 
in  welcher  wir  für  e  den  gedachten  Specialwert  eingetragen  denken. 
Die  so  entspringenden  n  Werte  w,  die  sich  nun  in  ganz  bestimmter 
Weise  auf  die  n  Blätter  der  Fläche  verteilen,  sind  im  allgemeinen 
von  einander  verschieden.  Ausnahmen  hiervon  treten  nur  ein  erstlich, 
wenn  an  der  gewählten  Stelle  g  ein  Yerzweigungspunkt  Fn  gelegen 
ist.  Hängen  in  demselben  etwa  v  Blätter  zusammen,  so  werden  die  v 
diesen  Blättern  entsprechenden  Zweige  von  w  für  jene  Stelle  g  den 
nämlichen  Wert  annehmen.  Wir  müssen  aber  auch  zweitens  der  Mög- 
lichkeit Raum  geben,  dass  bei  g  in  gwei  oder  noch  mehreren  dortseihst 
nicht  mit  einander  g^isammenhängenden  Blättern  der  nämliche  Wert  w 
stattfinden  kann.    Ein  solches  Wertsystem  w,  g  wird  dann  nicht  nur 

den  beiden  Gleichungen  f(w,  g)=^0  und  -  V  —  =  0  genügen,  sondern 

es  wird  notwendig  auch  noch  \^'  -=0  befriedigt  sein,  indem  näm- 
lich die  Gleichung  f(w,  ^)  =0,  für  den  fraglichen  Wert  tv  nach  g  auf- 
gelöst, eine  mehrfache  Wurzel  g  besitzen  muss.  Wertsysteme  tv,  g  dieser 
besonderen  Art  (die  in  zwei  oder  noch  mehreren  getrennten  Punkten 
von  Fn  stattfinden)  treten  hiernach  sicher  nur  in  endlicher  Zahl  auf. 
Wir    werden   somit    umgekehrt   den   Satz    aussprechen   können:    Ein 


/ 
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einzelnes^  der  Gleichung  f(w,  j&)  =  0  genügendes  Werisystem  w,  0  findet, 
allgemein  0u  reden,  nur  in  einem  Punkte  der  Fn  statt,  welcher  letztere 
also  durdh  Angabe  dieses  Systems  w,  z  definiert  werden  kann;  hiervon  ist 
höchstens  eine  endliche  Anmhl  von  Wertsystemen  w,  0  ausgenommen,  deren 
einzelnes  in  mehr  als  einem,  aber  weniger  (üs  (n  +  1)  Punkten  der  Fn 
stattfindet.  Diese  letzteren  besonderen  Wertsysteme  werden  uns  aber 
weiterhin,  eben  weil  sie  nur  in  endlicher  Zahl  vorhanden  sind,  nicht 
wesentlich  stören. 

Wir  kommen  jetzt  ausführlich  darauf  zurück,  dass  z  in  der 
Gleichung  f(w,  z)  =  0  bis  auf  den  m*^  Grad  ansteigen  sollte.  Wählen 
wir  sonach  irgend  einen  complexen  Wert  w,  so  giebt  die  Auflosung 
von  f(w,  ;?)  =  0  nach  z  stets  m  Werte  z  als  zugehörig.  Wir  werden 
dies  dahin  ausdrücken,  dass  der  einzelne  complexe  Wert  w  immer  in 
m  (verschiedenen  oder  teilweise  coincidierenden)  Punkten  der  Fn  statt- 
findet, und  benennen  in  diesem  Sinne  w  als  m- wertige  algebraische 
Function  von  z. 

Mögen  wir  nun  einen  beliebigen  Wert  Wq  von  w  herausgreifen, 
der  in  einem  bei  Zq  gelegenen  Punkte  der  Fläche  Fn  stattfindet.  Bei 
speciellen  Untersuchungen  werden  wir  alsdann  häufig  die  Frage  zu 
erörtern  haben,  wie  viele  von  den  m  zu  Wq  gehörigen  Punkten  der 
Fn  an  dieser  bei  Zq  gelegenen  Stelle  der  Fläche  coincidieren;  wir 
müssen  zur  Beantwortung  derselben  Reihenentwicklungen  in  Anspruch 
nehmen.  Bekanntlich  lässt  sich  (w  —  Wq)  bei  Zq,  allgemein  zu  reden,  in 
eine  Reihe  nach  ansteigenden  ganzen  Potenzen  von  {z  —  Zq)  entwickeln: 

(1)     w--w^^a,{z  —  Zoy  +  a,{z-Zoy+^  +  a^{z^z^y-^^  +  '", 

wobei  der  Exponent  ft  des  ersten  Gliedes  eine  positive  ganze  Zahl  ist. 
Eben  diese  Zahl  ^i  ist  es  dann,  welche  uns  angiebt,  wie  viele  von  den 
fraglichen  m  Putikten  an  jener  bei  Zq  gelegenen  Stelle  coincidieren.  Hier- 
bei haben  wir  jedoch  betreffs  der  durchgängigen  Gültigkeit  von  (1) 
noch  einige  ergänzende  Zusätze  zu  machen.  Es  ist  nämlich  zunächst  vor- 
ausgesetzt, dass  weder  Wq  noch  Zq  den  Wert  00  haben.  Indessen  haben 
wir  zur  Hebung  dieser  Besonderheit  nichts  weiter  notig,  als  die  bereits 
in  der  Note  unter  Seite  35  verabredete  Festsetzung  auch  hier  fest- 
zuhalten^  dass   wir   unter   (w  —  w^^  oder  (z  —  Zq)  nichts  anderes  als 

( — )  bez.  (—j  verstehen  wollen,  falls  Wq  bez.  Zq=^  00  ist.  Des  ferneren 

aber  setzt  Formel  (1)  voraus,  dass  der  betrachtete,  bei  Zq  gelegene  Punkt 
der  Fn  nicht  gerade  ein  Yerzweigungspunkt  der  Fläche  sei;  indessen 
können  wir  auch  diese  Besonderheit  durch  eine  analoge  Festsetzung 
über  (z  —  z^^  heben.  Ist  nämlich  der  fragliche  Punkt  ein  Verzweigungs- 
punkt, in  dem  v  Blätter  zusammenhängen,  so  müssen  wir  bekanntlich 
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statt  nach  (e  —  0q)  vielmehr  nach  ansteigenden  Potenzen  von  (js  —  üq)  * 

entwickeln;  in  dem  ersten  dabei  auftretenden  Exponenten  ft  dieser  Ent- 

wicklungsgrosse  werden  wir  wieder  die  gesuchte  Anzahl  erhalten.  Wollen 

wir  also  für  den  in  Rede  stehenden  Fall  unter  {e  —  0^^  kurzer  Hand 
i_ 

(e  —  e^y  verstehen.  —  Man  sieht  übrigens,  dass  in  jedem  Einzelfall  die 
Grösse,  nach  der  wir  entwickeln,  an  der  betrachteten  Stelle  der  Fnf 
wie  wir  sagen  werden,  jeweils  einfach  algebraisch  verschwindet. 

Man  bilde  sich  nunmehr  eine  beliebige  rationale  Function  von  w 
und  jß?,  die  wir  w'  nennen  wollen: 
(2)  w'  =  B(w,  0). 

Diese  Function  to'  wird  alsdann  mit  to  und  0  selbst  im  einzelnen  Punkte 
von  Fn  einen  eindeutig  bestimmten  Wert  haben  oder,  wie  wir  sagen 
wollen,  auf  der  Fläche  Fn  eine  eindeutige  Function  sein.  Dabei  werden 
dem  einzelnen  Werte  0  stets  n  im  allgemeinen  verschiedene*)  Werte  u?' 
entsprechen,  die  man  durch  Substitution  der  bezüglichen  Werte  w  in  (2) 
erhält.  Die  symmetrischen  Verbinduntren  dieser  n  Werte  w'  werden  aber 
eindeutig  und  darum  rational  von  .  abhängen,  und  also  folgern  wir  sofort, 
dass  auch  w'  Wurzel  einer  irreducibeln  Gleichung  w**°  Grades  f'(io\  0)=O 
ist.  Indem  in  dieser  Gleichung  f'(tp\  je)  «=  0  die  Grosse  0  etwa  bis 
auf  die  w'*®  Potenz  ansteige,  erkennen  wir  in  w'  eine  fn'-wertige 
algebraische  Function  von  0,  die  von  sich  aus  gerade  auch  zur  hier 
zu  Grunde  liegenden  Fläche  JP»  hingeführt  hätte.  Wir  werden  also 
diese  Überlegung  dahin  zusammenfassen,  dass  wir  sagen:  Alle  unter  der 
Form  (2)  ersdieinenden  Grössen  w'  sind  algAraische  Functionen  unserer 
n-liläUrigen  Fläche  Fn.  Inwiefern  dieser  Satz  umkehrbar  ist,  haben 
wir  jetzt  zu  erörtern. 

Dabei  ist  es  von  grundlegender  Bedeutung,  dass  wir  die  solcher- 
gestalt gewonnenen  algebraischen  Functionen  (2)  der  Fn  in  einer  völlig 
independenten  Weise  definieren  können.  Möge  uns  nämlich  eine 
Function**)  w'  von  0  vorgelegt  sein,  die  in  solcher  Weise  von  0  ab- 

*)  Für  besonders  construierte  Functionen  22  (to,  i)  kann  es  allerdings  vorkommen, 
dass  die  Anzahl  der  verschiedenen  beim  einzehien  0  eintretenden  Werte  w'  ein 
von  n  selbst  verschiedener  Teiler  t  der  Zahl  n  ist  Wir  sehen  im  Texte  zn- 
nächst  von  diesem  Falle  ab;  bei  ihm  ist  w'  Wurzel  einer  irredncibelen  Relation 
^ten  Grades,  die  von  sich  ans  nicht  schon  zur  gesamten  F^  hinffihren  würde, 
vielmehr  zu  einer  solchen  JP^,  ans  der  erst  dnrch  (n  :  t)- fache  Oberlagemng  die 
F^  herstellbar  wäre.  Inzwischen  nmfasst  der  sogleich  zn  gebende  allgemeine  Be- 
griff der  „algebraischen  Function  der  F^  auch  die  hier  zunächst  ausgeschlossenen 
besonderen  B{Wj  z), 

^  Bezüglich  der  allgemeinen  Begriffsbestimmung  einer  Function  von  e  ver- 
gleiche man  etwa  Neu  mann  p.  10  a.  f. 
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hängig  ist,  dass  sie  sich  als  eindeutige  Function  des  Ortes  in  unserer  Fn 
auffassen  lässt  Des  ferneren  soll  diese  Function  id'  in  der  Fn  allent- 
halben stetig  sein,  mit  Ausnahme  einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten, 
in  deren  einzelnem  w'  in  endlicher  ganzzahliger  Ordnung  algebraisch 
unendlich  wird*).  AUe  so  charakterisierten  Functionen  w'  und  nur  diese 
wollen  wir  hinfort  als  die  dlgfbraischen  Fundionen  der  Fn  bezeicfinen. 
Wir  behaupten  alsdann:  Es  ist  w'  in  der  Gestalt  (2)  als  rationale 
Function  von  w  und  z  darstellbar  y  so  dass  sich  die  Gesamtheit  der  jetzt 
allgemein  charakterisierten  algebraischen  Functionen  der  Fn  gerade  mit 
den  vorhin  schon  mif gestellten  Grössen  R(w,  z)  deckt. 

Um  «olches  zu  zeigen,  werden  wir  die  soeben  gemeinte  Dar- 
stellung von  w'  durch  w  und  z  wirklich  leisten  müssen.  Man  benenne 
zu  dem  Ende  die  Werte  yon  w  und  w\  welche  in  den  n  bei  einer 
beliebigen  Stelle  z  über  einander  liegenden  Punkten  von  Fn  statt- 
finden, durch  Wi,  w^j  •  •  •,  «€^„,  bez.  m?/,  w^f  •  •  •,  w'n.  Indem  man  als- 
dann unter  i  irgend  eine  Zahl  aus  der  Reihe  0,  1,  2,  •  •  •,  (n  —  1) 
versteht;  bilde  man  die  symmetrische  Verbindung 

Dieselbe  nimmt  offenbar  in  den  n  bei  z  über  einander  liegenden 
Punkten  den  nämlichen  Wert  an  und  ist  sonach  bereits  von  z  allein 
eindeutig  abhängig.  Des  näheren  aber  ist  sie  zufolge  der  für  w 
und  w'  hier  gültigen  Voraussetzungen  Ton  z  rational  abhängig^  wie 
man  auf  Grund  wohlbekannter  functionentheoretischer  Sätze  schliesst. 
Wir  schreiben  uns  nun  das  System  der  n  auf  diesem  Wege  zu 
gewinnenden  Gleichungen  auf: 

fc?/  +            w'/  +  •  •  •  +  W  ==  r^^^(z), 

(3)  ^^1^''/  +        ^2^^i  H h  .      «^nW  =  r^^K^), 

Wj^'^Wj^  -f-  w^^-'^w^  +  • '  •  +  W^n***"^?«^«'  =  r^^^^K^)' 
Selbiges  stellt  uns  ein  System  von  n  linearen  Gleichungen  mit  den 
n  Unbekannten  w^ y  w^j  •  •  •,  Wn  dar^  und  es  ist  das  Quadrat  der  De- 
terminante dieses  Gleichungssystems  nach  bekannten  Sätzen  eine  nicht 
identisch  verschwindende  rationale  Function  von  z.  Jetzt  stellt  sich 
durch  Auflösung  von  (3)  nach  w^  dieser  Wert  als  Quotient  dar,  dessen 
Nenner  die  eben  gemeinte  Determinante^  dessen  Zähler  aber  eine 
rationale  Function  von  z^  w^,  w^^  •••,  Wn  ist^  wobei  noch  dazu  diese 
letzteren  (n  —  1)  Argumente  w^,  •  •  *;  Wn  in  der  Determinante  des 
Zählers  von  tr/  derart  enthalten  sind;  dass  bei  Vertauschung  von  zweien 

*)  Znaammenfossend  können  wir  der  neueren  Ausdmcksweise  folgend  die  von 
u)'  geforderten  Eigenschaften  dadurch  bezeichnen,  dass  sie  in  der  F^  eine  ein* 
dentige  Faoction  ohne  wesentlich  singulare  Punkte  sein  soll. 
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unter  ihnen  dieser  Zähler  nur  einen  Zeichenwechsel  erleidet.  Wir 
bemerken  sogleich:  Indem  wir  den  Quotienten  Wy  durch  die  in  seinem 
Nenner  stehende  Determinante  erweitern,  wird  der  neue  Nenner  rational 
in  Zj  der  neue  Zähler  aber  symmetrisch  in  w^y  w^y  •  •  •,  Wn.  Aber 
man  erkennt  leicht,  dass  eine  symmetrische  Function  dieser  (n  —  1) 
Wurzeln  w^,  . . .,  w?»  von  f(w,  js)  ^^0  rational  in  z  und  der  Wurzel  w^ 
darstellbar  ist.    Wir  gewinnen  dergestalt  für  w^    die  Darstellung: 

In  derselben  Form  werden  sich  dann  auch  die  übrigen  Zweige  w^', 
w^,  . , .  m  w^  bez.  w^^  ...  und  ß  darstellen  lassen,  wie  man  entweder 
auf  directem  Wege  durch  Wiederholung  des  soeben  eingeschlagenen 
Schlussverfahrens  oder  durch  analytische  Fortsetzung  jenes  ersten 
Zweiges  w^  erhärtet.  Überhaupt  ist  somit  w'  ■=  iJ(«c?,  s),  wodurch 
unsere  betreffs  der  Function  w'  geschehene  Behauptung  verificiert  ist*). 
Die  Function  u)j  von  der  wir  anfanglich  ausgingen,  ordnet  sich 
hiernach  ein  in  den  ganzen  Complex  der  nunmehr  vollständig  charakteri- 
sierten algebraischen  Functionen  der  Fläche  Fn  (zu  denen  übrigens, 
wie  man  bemerkt,  auch  e  selbst  zu  rechnen  ist).  Bei  dieser  Sachlage 
hätten  wir  statt  w  irgend  eine  andere  Function  (2)  zu  Grunde  legen 
können,  die  an  is  durch  eine  irreducibele  Relation  n***^  Grades  f\w\  0)  «=  0 
geknüpft  ist.  Auch  von  hier  aus  hätten  wir  gerade  unsere  vorliegende 
Fn  gewonnen  und  würden  nun  deren  sämtliche  algebraische  Functionen 
rational  in  w'  und  ß  darstellen  können**). 

§  3.    Die  snr  betrachteten  Flftohe  Fn  gehörenden  Integrale. 

Die  wichtigste  Verwendung  findet  die  in  §  1  eingeführte  Rie- 
mann'sche  Fläche  Fn  bei  der  Untersuchung  der  zu  ihren  algebraischen 
Functionen  gehörenden  Integrale  j^  welche  wir  auf  Grund  von  (2) 
p.  498  in  der  allgemeinen  Gestalt 

*)  Es  mag  befremden,  daes  die  beiden  Grössen  to,  z  zur  rationalen  Dar- 
stellung aller  Functionen  to'  ausreichen.  Es  ist  ja  keineswegs  ausgeschlossen, 
dass  sich  vereinzelte  Wertsysteme  u;,  s  ausfindig  machen  lassen,  die  in  mehr  als 
einem  Punkte  von  F  stattfinden,  und  in  solchen  Punkten  hat  doch  eine  beliebig 
herausgegriffene  Function  v>'  im  allgemeinen  verschiedene  Werte.  Der  hierin 
gegen  die  Möglichkeit  der  Darstellung  w  =>  JEi(y)^i)  liegende  Widerspruch  hebt 
sich  durch  den  Umstand  weg,  dass  für  eui  derartiges  Wertsystem  Zähler  und  Nenner 
der  rationalen  Function  R  zugleich  verschwinden,  worauf  der  sog.  „wahro"  Wert 
von  t&,  den  man  durch  Grenzübergang  findet,  an  den  verschiedenen  Stellen  («0,  z) 
sehr  wohl  verschieden  ausfallen  kann. 

**)  Mit  Riemann  benennen  wir  die  Functionen  (2)  als  ein  „System  gleichver- 
zweigter algebraischer  Functionen  von  e^*^.  Übrigens  kommen  wir  auf  eine  wesent- 
lich allgemeinere  Auffassung  dieser  Verhältnisse  im  folgenden  Kapitel  zurück. 
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(1)  j  "Jb^w,  e)de 

aufschreiben.  Dabei  ist  eine  auf  der  Fläche  festgewählte  untere  Inte- 
grationsgrenze durch  0Qf  Wqj  die  variabel  gedachte  obere  Grenze  aber 
durch  Hf  w  bezeichnet.  Wir  benennen  (1)  kurz  als  ,,ein  zur  Fn  ge- 
hörendes Integral^^ 

Vorab  erinnern  wir  an  die  Einteilung  dieser  Integrale  in  drei 
Gattungen,  je  nach  der  Art  ihrer  ünstetigkeitspunkte  auf  der  Fläche  Fn*). 
In  die  erste  Gattung  rechnet  man  diejenigen  Integrale,  welche  auf  der 
Fläche  überall  endlich  sind.  Wir  werden  späterhin  noch  ausführlich 
zu  zeigen  haben^  dass  auf  jeder  Fläche  Fn  eines  Geschlechtes  |>  >  0 
Integrale  dieser  Gattung  thatsächlich  existieren.  Man  wird  dabei 
sehen ;  dass  für  diese  Gattung  die  Ünstetigkeitspunkte  der  unter  dem 
Integralzeichen  (1)  stehenden  Function  Ii(w,  z)  durchgehends  in  den 
Verzweigungspunkten  von  Fn  liegen  ^  woselbst  sie  überdies  ganz  be- 
stimmte Multiplicitäten  haben  müssen.  Dieserhalb  kommen  wir  stets 
zu  einem  nicht  der  ersten  Gattung  angehörigen  Integrale  j^  wenn 
JR(Wy  z)  nicht  in  dieser  speciellen  Art  auf  Fn  unendlich  wird.  Jeden- 
falls können  wir  (um  hier  noch  weiter  zu  sondern)  die  in  (1)  unter 
dem  Integralzeichen  stehende  Grosse  in  der  Umgebung  einer  bei  z^ 
gelegenen  Stellen  näherungs weise  in  der  Gestalt  darstellen: 

für  (fi  —  0o)  die  p.  497  getroffenen  Bestimmungen  aufrecht  erhalten.  Hier 
scheiden  wir  nun,  wofern  v^l,  den  Fall  a^ »=  0  vom  anderen,  wo  a^ 
eine  von  Null  verschiedene  Constante  ist.  Daher  die  fernere  Einteilung 
der  Integrale:  Wir  benennen  (1)  als  ein  Integral  der  zweiten  Gattung, 
wenn  es  auf  der  Fn  nur  algebraische  Unsteiigieitspunkte  besitzt;  wir  be- 
nennen es  als  ein  solches  von  der  dritten  Gattung,  wenn  es  ausser  etwaigen 
algebraischen  UnsteHgJceitspunkten  auch  noch  logarithmische  besitzt  In 
der  That  liefert  (2)  im  Falle  a^  ^  0  für  j  bei  Zq  ein  Glied  a^  log  {z  —  Zq)  . 
Den  hierbei  auftretenden  Goefficienten  o^  nennt  man  das  logarithmische 
Residuum  des  in  Rede  stehenden  Unstetigkeitspunktes  und  hat,  wie 
wir  nebenher  bemerken^  den  Satz,  dass  die  Summe  der  Residuen,  die 
für  die  sämtlichen  logarithmischen  ünstetigkeitspunkte  irgend  eines 
einzelnen  Integrals  dritter  Gattung  eintreten,  verschwindet**).  Ein  ein- 
fachstes  Integral   zweiter  Gattung  würde  offenbar  das  sein,   welches 

an  einer  bei  Zq  gelegenen  Stelle  der  Fn  unstetig  wird,  wie  — ^^ — ,  im 


«^0 


*)  Cf.  Neumann,  Kap.  9.        •♦)  Cf.  Neamann,  p.  203. 
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übrigen  aber  auf  der  Fn  allenthalben  stetig  ist.  Wir  konnten  es  als 
ein  elementares  Integral  zweiter  Gattung  benennen;  in  der  That 
werden  wir  später  Integrale  dieser  Art  herstellen  und  ausführlich  zu 
untersuchen  haben.  Endlich  wäre  ein  einfachstes  Integral  dritter 
Gattung  ein  solches  mit  nur  zwei  logarithmischen  ünstetigkeitspunkten 
z^^  tOi  und  jE?2,  W2i  in  denen  sich  j  verhält  wie  log  (je?  —  g^)  bez. 
—  log  (z  —  jefg),  während  sonstige  Unstetigkeitspunkte  für  j  auf  der  F^ 
nicht  auftreten.  Auf  Integrale  dieser  Art  werden  wir  gleichfalls  bald 
noch  zurückkommen;  indessen  verschieben  wir  ihre  gründlichere  Be- 
sprechung bis  in  einen  späteren  Abschnitt. 

Etwas  ausführlicher  gehen  wir  hier  auf  die  Periodicität  der  Inte- 
grale j  ein,  um  späterhin  bei  der  Untersuchung  derselben  nicht  noch 
einmal  verweilen  zu  müssen.  Das  Geschlecht  unserer  Fläche  p>0 
vorausgesetzt,  kann  man  auf  derselben  immer  geschlossene  Curven 
ziehen,  die  sich  ohne  Zerreissen  nicht  auf  einen  Punkt  zusammen- 
ziehen lassen.  Führen  wir  ein  vorliegendes  Integral  j  van  einem  Funkte 
dieser  geschlossenen  Curve  über  deren  ganze  Länge  bis  zum  Ausgangspmkte 
zurück,  so  hat  dasselbe  einen  Wertzuwachs  gewonnen,  den  man  als  eine 
Periode  von  j  bezeichnet*).  Jene  geschlossene  Curve  benennen  wir  als 
die  bezügliche  Periodenbahn  und  haben  den  Satz,  dass  l^ei  einem 
Integral  der  ersten  oder  zweiten  Gattung  die  Periode  unveiundert 
ihren  Wert  behält,  wenn  wir  die  Periodenbahn  irgend  welcher  ohne 
Zerreissen  vor  sich  gehender  Gestaltsänderung  auf  der  Fn  unterwerfen. 
Bei  einem  Integral  dritter  Gattung  j  müssen  wir  immer  auch  noch 
auf  die  logarithmischen  Unstetigkeitspunkte  Bücksicht  nehmen.  Um- 
kreisen wir  einen  einzelnen  solchen,  etwa  bei  z^  gelegenen,  im  posi- 
tiven Sinne,  so  wird  j  um  die'  additive  Constante  2a^ni  wachsen, 
wenn  sich  j  dortselbst  wie  a^  log  {z  —  0q)  verhält.  Hier  werden  wir 
also  eine  gerade  vorliegende  Periodenbahn  nicht  über  einen  logarith- 
mischen Unstetigkeitspunkt  von  j  hinüberziehen  dürfen,  wenn  die  be- 
zügliche Periode  bei  der  Verschiebung  der  Bahn  eine  Wertänderung 
nicht  erfahren  soll. 

Geschlossene  Wege  bezeichneter  Art,  die  zu  Periodenbahnen  taug* 
lieh  sind,  haben  wir  nun  vor  allen  Dingen  in  den  Curven  a,-,  bi  vor 
uns,  welche  (im  Verein  mit  den  Linien  c,)  in  Fig.  91,  p.  495,  das 
normale  Querschnittsystem  unserer  Fn  bildeten.  Möge  ein  vorliegen- 
des Integral,  in  der  Pfeilrichtung  der  Fig.  91  über  die  Curve  a,-  ge- 
führt, um  die  Perrode  co^')  zunehmen,  desgleichen,  über  bi  geführt,  um 


*)  Es  ist  diese  Begriffsbestimmung  genau  in  Übereinstimmung  mit  der  p.  27 
und  28  im  besonderen  Falle  p  =  1  abgegebenen  Definition  der  Perioden. 
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die  Periode  oi^*). .  Finden  wir  dann  als  Wert  unseres  Integrales  für  einen 

gerade  betrachteten  Punkt  der  Fläche  j^  so  ist  der  allgemeinste  durch 
analytische  Fortsetzung  erreichbare  Wert  des  Integrales  in  diesem  Punkte 
der  Fn  durch: 

(3)  r  =  j  +^«.  cof  +2^ft  < 

gegeben,  wobei  die  a,  ß  irgend  welche  ganze  -Zahlen  sind.  Hinzusetzen 
müssen  wir  natürlich  noch,  dass  für  Integrale  dritter  Gattung  j  über- 
dies auch  noch  solche  additive  Gonstante  hinzukommen,  die  Yon  Um- 
kreisungen der  logarithmischen  Unstetigkeitspunkte  herrühren. 

Der  Beweis  dieser  Behauptung  gestaltet  sich  allgemein  gerade 
so,  wie  er  sich  oben  p.  28  u.  f.  im  Specialfall  p  t=  1  ableisten  liess. 
Wir  denken  Fn  durch  das  normale  Quer  Schnittsystem  (Fig.  91,  p.  495) 
in  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  zerschnitten.  In  derselben  sind 
alsdann  die  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung  (um  hier  der  Kürze 
wegen  nur  von  diesen  zu  handeln)  eindeutige  Functionen  des  Ortes. 
Inzwischen  wird  das  einzelne  gerade  betrachtete  Integral  j  in  einander 
gegenüberliegenden  üferpunkten  der  Schnitte  *aj,  bi,  Ci,  allgemein  zu 
reden,  nicht  die  gleichen  Werte  haben.  So  wird  zunächst  am  Ende 
der  Linie  bi  der  Wert  von  j  um  a)|p  grosser  sein,  als  am  Ursprung 
von  bi.  Da  man  aber  den  Ereuzungspunkt  der  Periodenbahn  bi  mit  a» 
beliebig  nach  rechts  oder  links  über  a»  hinschieben  kann,  ohne  den 
Wert  (o^^  dadurch  zu  ändern,  so  bemerken  wir,  dass  j  zu  beiden  Ufern 

des  Schnittes  Oi  ällenthaJben.  die   constante   Wertdifferenz  co^'^  aufweist, 

und  zwar  ist  dieses  der  Betrag,  um  welchen  der  Wert  des  Integrals  j 
am  rechten  Ufer  den  am  linken  Ufer  stattfindenden  übertrifft  Durch 
leichte  Fortsetzung*)  dieser  Überlegung  bemerkt  man,  dass  auch  längs 
d  unser  auf  die  zerschnittene  Fläche  eingeschränktes  Integral  j  eine 
constante  Wertdifferenz  aufweist;  diese  aber  ist  in  einfachster  Weise  stets 
Null,  wie  man  durch  Aufstellung  der  Werte  yon  j  in  den  drei  an  die 
Mündung  von  d  in  Oi  sich  heHnziehenden  Spitzen  der  zerschnittenen 
Fn  beweist.  Endlich  besitzt  j  längs  des  Schnittes  bi  die  constante  Wert- 
differenz o^**),  und  zwar  ist  dies  zufolge  der  Fig.  91  der  Betrag,  um 

welchen  der  Wert  von  j  am  linken  Ufer  von  6^  den  im  gegenüber- 
liegenden Punkte  stattfindenden  Wert  j  übertrifft.  —  Haben  wir  jetzt 
in  irgend  einem  Punkte  der  Fn  den  Integralwert  j  erreicht  und  be- 
schreiben  von  hier  aus   in   der    unzerschnittenen  Fn  eine    beliebige 


*)  Man  vergleiche  hier  übrigens  allenthalben  die  ausführlichen  Darlegungen 
in  Neumann,  Kap.  8  und  9. 
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Periodenbahn,  so  möge  nach  Durchlaufong  derselben  j  in  /  über- 
gegangen sein.  Da  brauchen  wir  dann  nnr  abzuzählen^  wie  oft  und 
in  welcher  Richtung  diese  Periodenbahn  die  einzelnen  Gnrven  Oi,  &,• 
schneidet;  um  direct  die  ganzen  Zahlen  a,  ß  der  Relation  (3)  zu  ge- 
winnen, welche  /  mit  j  verknöpft.  Dass  übrigens  durch  geeignete 
Periodenwege  auch  jede  Combination  ganzer  Zahlen  Oiy  ßi  erreicht 
werden  kann,  dürfte  auf  Grund  der  hiermit  gegebenen  Deduction  ohne 
weiteres  evident  sein. 

Zum  Schlüsse  %üssen  wir  noch  ganz  besonders  betonen,  dass  wir 
gerade  wie  im  vorigen  Paragraphen  für  die  algebraischen  Functionen 
nun  auch  für  die  Integrale  der  Fläche  Fn  eine  independente  Definition 
aufstellen  können.  Es  möge  nämlich  in  j  eine  Function  von  g  vorliegen, 
die  auf  der  Fn  überall  stetig  ist,  höchstens  abgesehen  von  einer  endlichen 
Anzähl  besonderer  PmJcte  der  Fn,  in  denen  j  entweder  algebraisch  von 
gamssoMiger  Ordnung  oder  logarithmisch  unendlich  wird,  habe  femer  die 
so  beschränkte  Function  j  die  Eigenschaft,  bei  JDurchlaufung  eines  ge- 
schlossenen Weges  auf  der  uniserschnittenen  Fn,  allgemein  m  reden,  eine 
additive  Constante  anzunehmen,  so  ist  sie  ein  Integral  der  Riemann'schen 

Fläche  Fn  im  voraufgehend  erJdärten  Sinne  dieses  Wortes.    In  der  That 

dj 
wird  ja  die  Ableitung  -j^  eine  eindeutige  Function  auf  der  Fn,  und 

dj 
man  erkennt  überdies  sofort  an  -^  alle  charakteristischen  Eigenschaften 

einer  algebraischen  Function  der  JF„.    Es  ist  sonach  -^^  J{{tJD,  e), 

wodurch  für  die  hier  definierte  Function  j  direct  die  Darstellung  (1) 
gewonnen  ist. 

§  4.    Die  zur  betrachteten  Fläche  Fn  gehörenden  Potentiale. 

Es  sei  jetzt  durch  w  irgend  eine  der  in  den  voraufgehenden  beiden 
Paragraphen  betrachteten  Functionen  bezeichnet,  d.  i.  entweder  eine 
algebraische  Function  der  Fläche  oder  das  Integral  einer  solchen.  Wir 
wollen  dann  w  in  seinen  reellen  und  imaginären  Bestandteil  spalten, 
indem  wir  to  =  u  "\-  iv  schreiben,  und  setzen  zugleich  für  die  unab- 
hängige Variabele  z  deren  entsprechenden  Ausdruck  z  ^=^  x  -j-  iy.  Der 
somit  vollzogene  Schritt  ist  nicht  nur  für  den  Gang  unserer  weiterhin 
einzuschlagenden  Entwicklung  erforderlich,  sondern  er  ist  überhaupt 
von  fundamentaler  Bedeutung  für  die  Riemann'sche  Theorie  der  alge- 
braischen Functionen.  Jetzt  werden  nämlich  u  und  v  reelle  Functionen 
der  beiden  unabhängigen  reellen  Variabelen  x,  y  sein^  und  zwar  genügen 
u  und  t;  als  solche  sehr  bekannter  Weise*)  den  Differentialgleichungen: 

*)  Vergl.  Neumann  p.  12. 
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f^K  du dv^      du       dv 

w  dx       dy '     dy  ^^       dx^ 

^^^  dx*  ^  dy*  ~^^      dx*^  dy* 

Aber  man  benennt  Integrale  u  der  Differentialgleichung  (2)  im  Sprach- 
gebrauch der  mathematischen  Physik  als  Potentiale.  Durch  Spaltung 
von  uo  in  die  Potentiale  u  und  v  haben  wir  also  Anschluss  gewonnen  an 
die  Anschauungsweisen  der  mathematischen  Physik^  was  geschichtlich 
für  die  Entwicklung  der  Riemann'schen  Theorie  von  grosster  Bedeu- 
tung gewesen  ist*). 

Die  Wichtigkeit  der  Einführung  der  Potentiale  für  unsere  ferneren 
Entwicklungen  wird  in  den  weiter' folgenden  Paragraphen  hinreichend 
evident  werden.  Hier  haben  wir  vorab  noch  einige  allgemeine^  sie 
betreffende  Begriffsbestimmungen  und  Erklärungen  abzugeben.  Indem 
wir  vor  allem  daran  festhalten^  dass  w  eine  zu  unserer  Fn  gehörende 
Function  sein  sollte,  werden  wir  die  bezüglichen  Potentiale  u  und  v 
gleichfalls  als  zur  Fläche  Fn  gehörig  bezeichnen.  Dabei  sollen  immer 
solche  zwei  der  Fn  zugehörige  Potentiale  u  und.  t?,  welche  in  (w  +  iv) 
eine  Function  der  Fläche  ergeben,  als  conjuffierte  Potentiale'  bezeichnet 
werden.  Es  ist  dann  besonders  folgereich,  dass  jedes  Potential  sein 
conjugiertes  Potential  bis  auf  eine  additive  Constante  eindeutig  bestimmt; 
in  der  That  stellt  sich  z.  B.  v  auf  Grund  der  Belationen  (1)  durch  u 
in  der  Form: 

dar,  wo  wegen  (2)  unter  dem  Integralzeichen  ein  exactes  Differential 
steht  und  nur  die  untere  irgendwie  anzunehmende  Integrationsgrenze 
durch  u  allein  noch  nicht  näher  bestimmt  ist*^*). 

Die  zu  den  algebraischen  Functionen  der  Fn  gehörenden  Poten- 
tiale benennen  wir  als  algebraische  Potentiale  der  ^Fläche  und  sprechen 
in  ganz  analoger  Weise  den  Integralen  entsprechend  kurz  von  Poten- 
tialen erster^  eweiter  und  dritter  Gattung  der  Fläche  Fn-  Alle  diese 
Potentiale  sind  auch  einer  unabhängigen  Definition  fähig,  wie  wir 
späterer  Verwendung  halber  insbesondere  für  die  Potentiale  erster  und 
zweiter  Gattung  noch  näher  ausführen.  Ein  Potential  u,  dctö  auf  der 
Fn  überall  stetig  ist  und  bei  Durchlaufung  von  eigentlichen  Periodenwegen, 
allgemein  gesagt^  um  eine  Constante  uxkihst,  ist  ein  solches  der  ersten 


*)  Man  vergl.  die  Vorrede  der  p.  498  genannten  Schrift  von  Klein. 
**)  Vergl.  Neumann  p.  388  n.  f. 
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Gattung.  Es  wird  nämlich  das  conjugierte  Potential  v  in  einem  solchen 
Falle  wegen  (3)  den  nämlichen  Charakter  wie  u  besitzen,  so  dass 
(u  -\-  iv)  sich  auf  Grund  der  im  voraufgehenden  Paragraphen  entwickelten 
Sätze  als  Integral  erster  Gattung  zu  erkennen  giebt.  Femer  aber: 
Haben  wir  in  u  ein  Fotential,  das  auf  Fn  OheraU  stetig  ist,  mit  Aus- 
nahme einer  endlichen  Zahl  von  Punkten  y  in  deren  einzelnem  derselbe 
unstetig  toird,  wie  der  reelle  Teil  einer  gewissen  Function 

(4)  -^+,    '^":Lx+-  +  ,-^  +  ao 

mit  ganz0ahligem  v,  und  besitzt  u  überdies  die  wiederholt  gekennzeichnete 
Periodeneigenschaft,  so  haben  unr  in  ihm  ein  Potential  zweiter  Gattung 
vor  unst,  Insonderheit  kann  es  vorkommen,  dass  ein  Potential  zweiter 
Gattung  u  auf  der  unzerschnittenen  Fn  eindeutig  ist  (was,  wie  wir  sehen 
werden,  bei  den  Potentialen  erster  Gattung  nicht  eintreten  kann); 
dann  wird  aber  das  conjugierte  Potential  v  zufolge  seiner  Integral- 
form (3)  im  allgemeinen  noch  ein  solches  sein,  das  bei  der  Durch- 
laufung von  Periodenwegen  um  Gonstante  zunimmt*).  Es  wird  im 
speciellen  weiterhin  ein  solches  eindeutiges  Potential  zweiter  Gattung 
der  Fn  eine  wesentliche  Rolle  spielen,  das  nur  in  einem,  beliebig  vor- 
zuschreibenden Punkte  der  Fläche  Fn  unstetig  wird,  und  zwar  wie  der 

reelle  Teil  von  ,  unter  Zq  den  zum  Unstetigkeitspunkte  gehörigen 

Wert  von  z  verstanden;  wir  bezeichnen  dieses  Potential  weiterhin  als 
ein  elementares  Potential  zweiter  Gattung,  —  Es  würde  schliesslich  nicht 
schwer  halten,  hier  auch  noch  die  Potentiale  dritter  Gattung  einer 
directen  Definition  zu  unterziehen. 

Wir  arbeiten  im  folgenden  gelegentlich  mit  einer  geometrischen 
Yersinnlichung  unserer  Potentiale  u  durch  gewisse  Flächen.  Indem  uns 
die  Ebene  der  complexen  Yariabelen  z  nach  Spaltung  von  z  in  x  und 
y  zur  Coordinatenebene  Xj  y  geworden  ist,  wollen  wir  jetzt  im  Null- 
punkte x=^y  ^=0  senkrecht  zu  dieser  Ebene  eine  dritte  Goordinaten- 
axe  errichten,  welche  wir  nun  gleich  wieder  als  z-Axt  benennen,  da 
die  Bezeichnung  z  für  die  complexe  Variabele  {x  -^  iy)  zuvörderst  nicht 
in  Betracht  kommt.  Liege  nun  ein  Potential  u  vor,  so  versinnlichen 
wir  dasselbe  vermöge  der  durch: 

(5)  ^  —  u(x,  y)  —  0 

dargestellten  Fläche,  Wir  haben  darin  eine  zusammenhängende  Fläche, 
die  sich  senkrecht  über  allen  ünstetigkeitspunkten  von  u  in  charakte- 


*)  Nor  erst  solche  Potentiale  u  der  in  Bede  stehenden  Art,  deren  conjngierie 
Potentiale  gleichfalls  eindeutig  sind,  sind  algebraische. 
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ristischer  WeisiB  ins  Unendliche  zieht*)^  die  femer  von  der  einzelnen 
je;- Ordinate  jedesmal  in  n  oder  unendlich  vielen  Punkten  durchstossen 
wird,  je  nachdem  u  auf  der  Fn  eindeutig  oder  unendlich-vieldeutig  ist. 
Sei  unser  Potential  u  in  der  Umgebung  irgend  eines  Punktes  der 
Fn  mit  den  Goordinaten  x^y  y^  stetig^  so  können  wir  es  für  diese  Um- 
gebung nach  dem  Taylor'schen  Satze  in  eine  Reihe  entwickeln.  Indem 
wir  dabei  noch  u(Xq,  y^)  «» ti^  »:  jer^  schreiben^  finden  wir  in  der  Nähe 
des  Punktes  Xq^  ^q,  sSq  unsere  Fläche  (5)  dargestellt  durch: 

Wir  wollen  auf  Grund  dieser  Gleichung  eine  einfache  geometrische 
Interpretation  der  Differentialrelation  (2)  p.  505  entwickeln.  Das  Bündel 
der  Geraden  des  Raumes  der  x,  y,  sf  durch  den  Punkt  Xq,  y^,  0q  ist 
dargestellt  durch: 

/n\  '        ^  —  ^0 y  —  yp       ^ — ^0 

VV  a       ~       ß  y       ' 

wobei  Uy  ß,  y  drei  endliche  Yerhältnisgrossen  sind.  Wollen  wir  unter 
diesen  Geraden  insbesondere  die  Haupttangenten  der  Fläche  (6)  im 
Punkte  Xf^^  y^y  0q  haben,  d.  i.  diejenigen  Linien,  welche  an  der  frag- 
lichen Stille  drei  auf  einander  folgende  Punkte  mit  der  Fläche  gemein 
haben,  so  müssen  wir  in  (6)  x  —  a^Q  =  xa,  y  —  Vo^^^ßy  ^  —  iSQ  =  xy 
substituieren,  alsdann  die  linke  Seite  von  (6)  nach  Potenzen  des  Para- 
meters X  ordnen  und  die  Goefficienten  von  x  und  x^  mit  Null  iden- 
tisch setzen.  Solchergestalt  ergeben  sich  für  a^  ß,  y  die  beiden 
homogenen  Gleichungen: 

Gleichung  (2)  p.  505  besagt  nun,   dass   die  Wurzeln  -^  der  zweiten 

Oieser  beiden  Gleichungen  stets  reell  sind,  und  dass  deren  Product  der 
Einheit  gleich  ist.  Dies  heisst  aber  geometrisch:  Unsere  Fläche  (6)  ist  im 
betrachteten  Punkte  Xq,  y^,  0q  (und  also  in  jedem  nicht  singulären  Funkte) 
hyperbolisdi  gekrümmt,  und  es  geben  ihre  beiden  dort  stattfindenden  Haupt- 
tangenteUy  auf  die  xy-Ehene  prqjiciert,  Bwei  einander  senkrecht  schnei- 
dende Gerade,  Hiermit  ist  die  beabsichtigte  Interpretation  der  Glei- 
chung (2)  gefunden. 

*)  Modelle  solcher  Flächen  sind  für  einige  besondere  Potentiale  von  Hrn. 
Dyck  angefertigt  und  im  Briirschen  Verlage  (Darmstadt)  erschienen. 
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§  5.    Foimulienrng  des  Ezistenztheorems  bei  beliebig  gegebener 
Biexnann'soher  Fläche  F,.     Plan  des  Beweises. 

In  den  voraufgeh  enden  Erörterungen  war  F^  überall  diejenige 
Riemann'sche  Fläche  über  der  jer-Ebene^  welche  der  ursprünglich  vor- 
gelegten irreducibelen  Relation  f(w,  g)  ^=0  entsprach.  In  unseren 
späteren  Entwicklungen  wird  aber  die  Sachlage  umgekehrt  die  sein, 
dass  uns  n-blättrige  Riemann'sche  Flächen  über  einer  Ebene  inde- 
pendent  vorgelegt  sind^  ohne  dass  von  vornherein  irgend  eine  Relation 
f{w,  i?)  s==  0  bekannt  wäre,  für  welche  die  einzelne  solche  Fläche  ein 
Mittel  der  Yersinnlichung  wäre.  In  der  That  können  wir  uns  ja  ganz 
unabhängig,  nämlich  auf  rein  geometrischem  Wege  über  der  £ -Ebene 
eine  n-blättrige,  zusammenhängende  Riemann'sche  Fläche  Fn  mit  einer 
endlichen  Anzahl  irgend  wie  gelegener  Yerzweigungspunkte  und  mit 
irgend  wie  geregeltem  Blätterzusammenhange  construiert  denken  und 
haben  jetzt  offenbar  umgekehrt  die  Fragestellung  auszusprechen:   Ge- 

m 

hört  eu  der  so  gegebenen  Fläche  Fn  stets  ein  wirTdich  existierendes  System 
von  cdgAraischen  Functionen  und  Integralen,  wie  wir  ein  solches  in  den  vor- 
aufgehenden  Paragraphen  für  die  dort  eu  Grunde  liegende  Fn  kennen  lernten? 

Es  ist  nun  ein  Fundamentalsatz  von  Riemann^s  Theorie  der  alge- 
braischen Functionen,  dass  diese  Frage  thatsächlich  in  hqahendem 
Sinne  zu  beantworten  ist^  dass  also  zur  gegebenen  Fn  wirklich  immer 
ein  solches  System  von  Functionen  gehört,  welches  letztere  demgemäss 
durch  die  Fn  geradem  a2s  definiert  angesehen  werden  "kann.  Wir  werden 
fortan  den  somit  ausgesprochenen  Grundsatz  der  Riemann'scben  Theorie 
kurz  als  das  „Existenztheorem^^  bezeichnen.  Trotz  der  principiellsten 
Wichtigkeit,  welche  man  bei  unseren  ferneren,  die  elliptischen  Modul- 
functionen  betreffenden  Entwicklungen  dem  Existenztheoreme  zuerkennen 
muss,  bleibt  es  für  uns  gänzlich  ausgeschlossen,  einen  erschöpfenden 
Nachweis  desselben  hier  zu  erbringen.  Es  muss  vielmehr  genügen, 
dass  wir  auf  die  Hauptgesichtspunkte  dieses  Nachweises  hindeuten,  um 
uns  sodann  in  Betracht  aller  weiteren  Ausführungeh  auf  die  diesem 
Gegenstande  gewidmeten  Einzeldarstellungen  zu  beziehen.  Vorab  noch 
ein  paar  historische  Bemerkungen. 

Riemann  selbst  glaubte  (in  seinen  beiden  p.  492  genannten  Ab- 
handlungen) das  Existenzthdorem  in  einer  hier  nicht  näher  zu  erörternden 
Weise  vermöge  einer  der  Variationsrechnung  entstammenden  Scbluss- 
weise  zum  Nachweis  bringen  zu  können,  welche  schon  lange  in  der 
Potentialtheorie  der  Ebene  und  des  Raumes  im  Gebrauche  war  und 
von  Riemann  zu  Ehren  seines  Lehrers  Dirichlet  als  DiriciUefsches 
Prindp  bezeichnet  wurde.     Es   ist  indessen   diese   Schlussweise   von 
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Weierstrass  als  unzareichend  erkannt  worden,  womit  denn  die  von 
Biemann  gegebene  Begründang  seines  Existenztheorems  hinfällig  wurde. 
Inzwischen  ist  es  den  Herren  Schwarz  und  G.  Neumann  gelungen, 
die  betreffenden  Sätze  der  Potentialtheorie  und  damit  das  Biemann'sche 
Existenztheorem  in  anderer  Weise  zu  stützen'^).  Diese  Arbeiten,  die 
bis  zum  Beginn  der  siebziger  Jahre  zurückreichen,  sind  in  dem  Um- 
fange^ wie  wir  sie  hier  brauchen,  (nämlich  allein  für  geschlossene 
Flächen)  1884  mit  der  Veröffentlichung  des  öfter  genannten  Neu- 
mann'schen  Werkes  als  abgeschlossen  anzusehen.  Daher  werden  wir, 
um  die  Hauptgesichtspunkte  des  in  Rede  stehenden  Nachweises  zu 
skizzieren,  uns  eng  an  das  soeben  genannte  Werk  anschliessen,  auf 
welches  wir  dann  bezüglich  aller  Einzelausführungen  verweisen. 

Dem  Gesagten  zufolge  wird  es  sich  zunächst  nicht  darum  han- 
deln, die  Existenz  von  Functionen  auf  unserer  beliebig  gewählten 
Fläche  Fn  zu  beweisen,  vielmehr  haben  wir  zuvorderst  mit  den  Poten- 
tialen zu  beginnen.  Unter  ihnen  ist  es  das  im  vorigen  Paragraphen 
definierte  elementare  Potential  zweiter  Gattung,  welches  wir  zunächst 
gewinnen  wollen,*  um  von  ihm  aus  ohne  besondere  Mühe  die  Poten- 
tiale erster  und  dritter  Gattung  abzuleiten.  Sonach  ist  es  unser 
nächstes  Ziel,  auf  Fn  die  ExistenB  eines  eindeutigen  Potentiais  u  m  he- 
weisen,  welches  übercdl  stetig  ist,  nur  dass  es  in  einem  bei  e^  gelegenen 
Punkte  der  Fläche  sich  gerade  so  verhalt,  wie  der  reelle  Teil  der  Function 

~—^ — ,   unter  c  eine   beliebige  complexe  Gonstante   verstanden.     Be- 


*)  Vergl.  die  Zusammenstellnng  der  bezüglichen  Gitate  in  Elein's  Abhandlung, 
Neue  Beiträge  zur  Eiemann'schen  FuncHonentheorie,  Math.  Ann.  Bd.  21  p.  156.  — 
In  seiner  Schrift  über  Biemann's  Theorie  hat  Klein  auf  einen  genauen  Beweis  des 
Ezistenztheorems  überhaupt  verzichtet  und  dafür  diejenigen  physikalischen  Be- 
trachtungen in  den  Vordergrund  gerückt,  aus  welchen  die  sämtlichen  dem  Existenz- 
theoreme verwandten  Potentialsätze  ursprünglich  entstanden  sind.  Es  giebt  dies 
der  Darstellung  eine  besondere  Anschaulichkeit,  auf  die  wir  im  Texte  leider  haben 
verzichten  müssen,  da  wir  nicht  zu  weit  ausholen  durften.  Übrigens  betrachtet 
Klein  daselbst  Functionen  nicht  nur  auf  solchen  geschlossenen  Flächen,  die  über 
einer  Ebene  ausgebreitet  sind,  sondern  überhaupt  auf  beliebig  im  Baume  verlaufen- 
den geschlossenen  Flächen.  Die  hierin  liegende  Verallgemeinerung  ist  für  weiter- 
gehende functionentheoretische  Untersuchungen  durchaus  wesentlich;  für  die  im 
Texte  zu  gebenden  Entwicklungen  ist  dieselbe  aber  nicht  nötig  und  soll  daher 
gleichfalls  bei  Seite  gelassen  werden.  —  In  neuerer  Zeit  hat  Hr.  Jules  Bie- 
mann in  seiner  Dissertation:  Sur  1e  problhne  de  DiricKkt  (Paris,  1888J  eine  zu- 
sammenhängende Darstellung  der  Schwarz'schen  Untersuchungen  geliefert,  während 
andrerseits  die  betreffenden  Originalarbeiten  durch  das  Erscheinen  von  Schwarz* 
Gesammelten  MaihemcUtschen  Abhandlungen  (Berlin,  1890,  in  2  Bänden)  in  erhöhtem 
Masse  zugänglich  geworden  sind.  Vergl.  insbesondere  die  Zusätze  in  Bd.  2  da- 
selbst p.  866^362. 
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merken  wir  sogleich,  dass  dieses  Potential;  wofem  es  überhaupt  existiert, 
ein  völlig  bestimmtes  ist.  Gäbe  es  nämlich  zwei  Potentiale  u  und  u 
der  geforderten  Eigenschaft,  so  wäre  ihre  DijSTerenz  {u  —  u)  ein  ein- 
deutiges Potential  erster  Gattung,  das  in  jenem  bei  fs^  gelegenen  Punkte 
den  Wert  Null  hätte.  Ein  „eindeutiges'^  Potential  erster  Gattung  ist  aber, 
wie  wir  p.  523  zeigen  werden,  mit  einer  Constanten  identisch,  welche 
hier  offenbar  im  speciellen  den  Wert  Null  besitzt. 

Zum  Beweise  der  Existenz  des  eben  gemeinten  Potentials  zweiter 
Gattung  hat  man  nun  zwei  wesentlich  verschiedene  Untersuchungen 
anzustellen,  deren  erstere  wir  gleich  in  folgender  Weise  skizzieren: 
Möge  in  irgend  einem  Blatte  von  JP«  ein  kreisförmiger  Bereich  K  ab- 
gegrenzt sein,  der  zuvörderst  weder  in  seinem  Innern  noch  auf  seinem 
Rande  einen  Verzweigungspunkt  der  Fn  trägt.  Auf  der  Peripherie 
von  K  denken  wir  eine  stetige,  im  übrigen  aber  willkürliche  Folge 
reeller  Werte  aufgetragen.  Man  kann  dann  zeigen:  Es  giebt  im  Be- 
reiche K  ein  eindeutiges^  OberaU  stetiges  Potential,  welches  stetig  in  die 
vorgeschriAenen  Randwerte  übergeht;  des  ferneren  aber:  Es  giebt  auf  K 
ein  Potential  y  das  aüe  soAen  namhaft  gemachten  Eigenschaften  besitgt, 
nur  dass  es  in  einem  Punkte  von  K  unstetig  wird,  wie  der  redte  Teil  von 

.     Allgemein    bezeichnet   man   das  Problem   der  Bildung   eines 

Potentials  für  einen  Bereich  B  bei  vorgeschriebenen  Randwerten,  sowie 
fest  charakterisierten  Unstetigkeitsstellen  im  Innern  von  B,  als  „Rand- 
wertaufgabe'^  Es  ist  der  Charakter  dieser  Aufgabe,  dass  sie  nur  eine 
einzige  Lösung  zulässt,  wofem  sie  sich  überhaupt  auflösen  lässt*). 
Für  den  Ereis  kann  man,  wie  wir  schon  eben  aussprachen,  diese  Lösung 
thatsächlich  und  zwar  auf  ziemlich  einfache  Weise  angeben;  wir 
werden  dies  im  folgenden  Paragraphen  noch  ausführlicher  entwickeln. 
Ist  die  Randwertaufgabe  für  kreisförmige  Bereiche  K  wirklich 
gelöst,  so  ist  sie  dadurch  zugleich  für  alle  solche  Bereiche  mitgelöst, 
welche  sich  conform  auf  den  Ereis  K  abbilden  lassen.  Ein  Fall  ist  hierbei 
für  uns  besonders  wichtig.  Möge  der  Mittelpunkt  von  K  bei  z^^^e^  ge- 
legen sein,  so  schreibe  man  0'  —  ^/  =  (^  —  ^1)"  ^^^  suche  das  conforme 
Abbild  von  £^in  der ;?'- Ebene  auf.  Dasselbe  stellt  offenbar  einen  i/-fach 
überdeckten  Ereis  dar,  wobei  im  Mittelpunkt  ein  Verzweigungspunkt 
eintritt,  in  welchem  alle  v  über  einander  geschichteten  Blätter  cyclisch 
mit  einander  zusammenhängen.  Solche  i/-fach  überdeckten  Bereiche 
werden  wir  weiterhin  um  die  Verzweigungspunkte  unserer  Fn  herum 
abzusondern  haben.  Auch  für  sie  lässt  sich  also  die  Randwertaufgabe 
lösen,  sobald  wir  dieselbe  erst  für  einfach  bedeckte  Ereise  K  gelöst  haben. 

•)  Cf.  Keumann  p.  393—396. 
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An  diesen  ersten  Teil  unserer  Untersuchung  schliesst  sich  nun 
zwecks  voller  Erledigung  des  Existenztheorems  eine  zweite  wesentlich 
anders  geartete  Überlegung.  Wir  denken  auf  Fn  zwei  Bereiche  B^ 
und  B2  eingegrenzt ,  die  sich  beliebig  durch  die  verschiedenen  Blätter 
der  Fn  hindurchziehen  dOrfen  und  irgend  welche  Yerzweigungspunkte 
der  Fn  enthalten  können.  Wir  setzen  voraus ,  dass  B^  und  B^  zum 
Teil  über  einander  greifen  und  solchergestalt  einen  kleineren,  in  einem 
oder  mehreren  Blättern  von  Fn  gelegenen  Bereich  gemeinsam  be- 
decken; heisse  dieser  kleinere  Bereich  b,  wärend  B^  und  B^  zusammen- 
genommen den  Bereich  B  formieren  mögen.  Jetzt  bestehe  die  Vor- 
aussetzung,  dass  wir  im  Besitze  einer  Auflösungsmethode  der  Band- 
wertaufgabe sowohl  ffir  B^  wie  für  B^  einzeln  genommen  sind.  Man 
kann  alsdann  den  Nachweis  führen,  dass  sich  auch  für  den  durch  Ver- 
sdhmelmng  von  B^  und  B^  entspringenden  Bereich  B  die  Bandwertaufgäbe 
läsen  Jässt  Dieser  Existenzbeweis  eines  die  Randwertaufgabe  für  B 
befriedigenden  Potentials  wird  durch  sogenanntes  aUemierendes  Ver- 
fahren geführt;  den  ganzen  hiermit  bezeichneten  Ansatz  benennt  man 
als  Combinationsmethode.  Wir  werden  diese  Combinationsmethode  im 
übernächsten  Paragraphen  in  einem  einfachsten  Beispiele  erläutern. 
Die  mannigfaltigen,  je  nach  der  Gestalt  der  Bereiche  B^  und  B^  hier 
möglichen  Einzelfälle  können  wir  nicht  alle  ausführlich  nennen  und 
verweisen  diesbezüglich  wieder  auf  das  Werk  von  Neu  mann  (Eap.  18). 

Wie  sich  die  beiden  so  gekennzeichneten  Untersuchungen  zum 
Existenzbeweise  des  Elementarpotentials  zweiter  Gattung  auf  der  ge- 
gebenen ^n  zusammenschliessen,  liegt  jetzt  sehr  nahe.  Wir  identificieren 
zunächst  B^  und  B2  mit  zwei  kreisförmigen  Bereichen  K^^  und  £g,  für 
welche  wir  einzeln  die  Bandwertaufgabe  zu  lösen  vermögen,  und  werden 
letztere  dann  auch  für  den  aus  K^  und  K^  durch  Verschmelzung  ent- 
springenden Bereich  B  lösen  können.  Alsdann  verschmelzen  wir  B 
aufs  neue  mit  einem  Kreise  K^  und  fahren  so  fort,  unsere  Fläche  Fn 
dachziegelartig  durch  alle  ihre  Blätter  hin  mit  Ereisscheiben  zu  über- 
decken, bis  schliesslich  keine  Lücke  mehr  bleibt.  Dabei  werden  wir  natür- 
lich immer,  so  oft  wir  uns  einem  Verzweigungspunkte  angenähert  haben, 
nicht  eine  einfache  Ereisscheibe,  vielmehr  einen  mehrfach  überdeckten 
Ereis  von  oben  beschriebener  Art  anzuhängen  haben.  Welche  stetigen 
Bandw^rtfolgen  wir  bei  unserem  grösser  und  grösser  werdenden  Be- 
reiche B  zur  Herstellung  zugehöriger  Potentiale  benutzen  wollen,  ist 
völlig  in  unser  Belieben  gestellt.  Dagegen  haben  wir  die  Vorschrift, 
überall  stetige  Potentiale  zu  construieren,  so  lange  der  für  das  end- 
lich zu  erreichende  Potential  zweiter  Gattung  vorgeschriebene  Un- 
stetigkeitspunkt  noch  nicht  innerhalb  B  gelegen  isi     Haben  wir  aber 
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einmal  deu  Bereich  über  diesen  Punkt  hinüber  ausgedehnt^  so  müssen 
unsere  Potentiale  fortan  an  dieser  Stelle  in  vorgeschriebener  Weise 
unendlich  werden,  übrigens  aber  allenthalben  stetig  sein.  Ist  schliess- 
lich in  dieser  Weise  die  Fläche  Fn  durch  alle  ihre  Blätter  hindurch 
mit  Ereisscheiben  völlig  überdeckt  (so  dass  jede  Lücke  und  damit 
jeder  Bandpunkt  verschwunden  ist),  so  haben  wir,  wie  man  sofort  be- 
merkt, damit  von  selbst  am  Schlüsse  gerade  dasjenige  Potential  ge- 
Wonnen^  dessen  Existenz  wir  beweisen  wollten*). 

Unsere  nächste  Aufgabe  ist  jetzt,  wie  schon  in  Aussicht  genommen, 
auf  die  beiden  hier  in  Frage  kommenden  Specialuntersuchungen,  näm- 
lich auf  die  Losung  der  Bandwertaufgabe  für  kreisförmige  Bereiche, 
sowie  auf  die  Combinationsmethode  noch  ein  wenig  näher  einzugehen. 

§  6.    Lösnng  der  Bandwertanfgabe  für  kreisfönnige  Bereiehe**). 

Indem  wir  jetzt  zunächst  einige  ausführlichere  Angaben  über  die 
Losung  der  Bandwertaufgabe  für  kreisförmige  Bereiche  machen,  denken 
wir  als  Ereis  K  der  Einfachheit  halber  den  Einheitskreis  der  rcy-Ebene 
gewählt  und  nehmen  nun  auf  der  Peripherie  desselben  irgend  eine 
stetige  Folge  reeller  Werte  gegeben  an.  Es  gilt  dann,  ein  auf  K 
(b^^oiyof  überall  stetiges  und  eindeutiges  Potential  u  an- 
zugeben, das  stetig  in  die  aufgepflanzten  Band- 
werte übergeht.  Wir  verfahren  zur  Lösung  dieser 
Aufgabe  wie  folgt. 

Ein  beliebiger  Punkt  auf  der  Peripherie  von 
K  habe  die   Coordinaten   rr^,  y^,   ein   beliebiger 
^   Punkt  im  Innern  von  K  aber  x^  y.     Die  durch 
diese  beiden  Punkte  zu  legende  Sehne  des  Kreises 
Kg.  92.  ^  werde  durch  den  letzteren  Punkt  in  die  bei- 

den Abschnitte  t  und  i'  zerlegt,  wie  hierneben  in  Fig.  92  angegeben. 
Der  Quotient 

i\\  ^'  ^  1  --  ar«  ^  y« 

^^  *        (^  -  ajo)'  +  (y  -  y,Y 

bildet  dann,  unter  constanten  rr^,  y^  als  Function  von  x^  y  gedeutet, 
wie  man  durch  leichte  Bechnung  bestätigt,  für  das  ganze  Innere  von 
K  ein  überall  stetiges  Potential;  in  den  Bandpunkten  von  K  selbst 
wollen  wir  ■  zuvörderst  den  Quotienten  (1)  noch  nicht  näher  unter- 
suchen. Wir  bezeichnen  jetzt  den  im  Punkte  x^^  y^  vorgeschriebenen 
Bandwert  des  gesuchten  Potentials  durch  u«  und  benennen  zugleich 
ein  bei  x^^  y^   liegendes  Element   des  Bandes  Ton  K  durch   d^  (cf. 


*)  Vergl.  hier  Neumann,  p.  454.        **)  Cf.  Neumann,  Kap.  17. 
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Fig.  92).    Wir  bilden  dann  das  Product  -r-  Ugds  und  stellen,  jetzt  unter 

constant  gedachten  x,  y,  die  nachfolgende  Summe  von 'solchen  Poten- 
tialen her: 

(2)  u(x,  y)  —  j^J  -j^sds,  ^ 

geführt  über  die  ganze  Peripherie  von  K*).  Die  dergestalt  erhaUene, 
im  Innern  von  K  überaU  stetige  Function  u(x,'y)  von  x  und  y  ist,  wie 
wir  nun  behaupten,  das  gesuchte  Potential  u. 

Dass  wir  es  in  (2)   in  der  That   mit   einem  Potentiale  zu  thun 

haben^  ist  an  sich  klar,  weil  jeder  Factor  —  ein  solches  vorstellt.    Es 

ist  also  nur  noch  zu  zeigen,  dass  das  Potential  (2)  bei  Annäherung 
an  die  Peripherie  von  K  stetig  in  die  dort  aufgepflanzten  Randwerte 
übergeht;  wir  ziehen  zu  solchem  Ende  eine  von  Hrn.  Schwarz  an- 
gegebene Interpretation  der  Formel  (2)  heran**).  *  In  Fig.  92  ist  auch 
noch  die  durch  den  Endpunkt  des  Elementes  ds  und  den  Punkt  x,  y 
bestimmte  Sehne  des  Kreises  K  gezogen,  wobei  nun  das  Bogen- 
element  ds  über  den  Punkt  x,  y  hinüber  in  das  Element  ds'  projiciert 

erscheint.     Dabei  ist  ersichtlich  -r—  =  ds',   so   dass  wir  Formel  (2) 

in  die  nachfolgende  Gestalt  transformieren  können: 

(3)  •  u(x,  y)  —  ^  jujs'  =  ^  ius'ds. 

Der  Wert  von  2x  •  u(x,  y)  vnrd  hiemach  gefunden,  indem  man  das  Bogen- 
dement  ds  mit  demjenigen  Bandwerte  u,'  muUipliciert,  welcfier  am  anderen 
Endpunkte  der  durch  die  Lage  von  ds  und  den  Punkt  x,  y  bestimmten 
Sehne  stattfindet,  und  das  so  entstehende  Differential  u,'ds  über  die 
Peripherie  von  K  integriert  Es  bedarf  nur  einer  kurzen  Überlegung 
dieser  Verhältnisse,  um  einzusehen,  dass  u{x,  y)  bei  Annäherung  des 
Punktes  x,  y  an  einen  Randpunkt  von  K  in  den  gerade  dort  vor- 
geschriebenen Wert  stetig  übergeht.  Die  vorgelegte  Aufgabe  ist  so- 
nach in  der  That  durch  das  in  (2)  gegebene  Potential  u{x,  y)  gelöst***). 

*)  Das  auf  der  rechten  Seite  der  Formel  (2)  stehende  Integral,  welches  sich 
übrigens  noch  in  eine  ganze  Beihe  verschiedener  Gestalten  überführen  lässt,  heisst 
das  Poisson'sche.  Man  vergl.  bezüglich  dieser  Benennung  die  Angaben  von 
Schwarz  in  einer  sogleich  zu  nennenden  Arbeit  in  Crelle's  Journal  Bd.  74  p.  227. 
**)  Vergl.  Ges.  Abhandinngen»  II  p.  360. 
'**^  Ob  dabei  das  für  das  Innere  von  K  defilierte  Potential  u(x^  y)  auch  auf 
dem  Bande  dieses  Bereiches  partielle  Ableitungen  nach  x  und  y  besitzt,  sowie 
der  Differentialgleichung  (2)  p.  505  genügt,  hängt  augenscheinlich  von  den  ge- 
wählten Bandwerten  ab.  Es  ist  übrigens  für  uns  nicht  erforderlich,  auf  speciellerc 
Fragen  dieser  Art  hier  einzugehen.   Man  yergl.  vielmehr  in  diesem  Betracht  die  bereit« 

KIcin-Fricko,  ModalfuDctioncn.  33 
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Der  Fall^  dass  für  u  im  Inneren  von  K  ein  Unsietigkeitspunkt 
der  Ton  uns  zu^  betrachteüden  Art  vorgeschrieben  ist,  erledigt  sich  jetzt 
mühelos.    Möge  u  im  Punkte  iSq  von  K  unstetig  werden  wie  der  reelle 

Teil  von .     Dieser  reellie  Teil  u    giebt  für  K  ein  Potential  ab, 

z  —  Zq 

dessen  Band  werte  wir  mit  u's  bezeichnen  wollen,  während  die  für  u 
vorgeschriebenen  Randwerte  wie  bisher  u«  heissen.  Wir  bilden  uns 
dann  durch  Subtraction  der  beiderseitigen  Randwertfolgen  die  dritte 

Ug    =  Ug  —  Ug  und  stellen  auf  Grund   der  soeben  gewonnenen  Regel 

das  zu  diesen  Randwerten  u^^  gehörige  auf  K  überall  stetige  Potential 
u^^^  auf.    Alsdann  ist  offmbar 

(4)  "    w  =  m' +  «*<«) 

das  von  uns  gesuchte  Potential^  dessen  Existenz  hiermit  bewiesen  ist 

§  7.  Beschreibung  der  Gombinationsmethode  in  einem  speoiellen  Falle. 

Um  nun  auch  über  den  Inhalt  der  Combinationsmethode  kurz 
Bericht  zu  erstatten,  nehmen  wir  an,  dass  die  beiden  im  vorletzten 
Paragraphen   mit   Bj^    und   B^   bezeichneten   Bereiche    in    einfachster 

Weise  Kreise  K^,  K^  seien,  die  sich  in  zwei 
Punkten  P,  Q  schneiden  (cf.  Fig.  93).  Wie 
wir  soeben  sahen,  sind  wir  dann  thatsäch- 
lich  in  der  Lage,  für  K^  und  K^  einzeln  die 
Randwertaufgabe  zu  lösen.  Dabei  ist  es  jetzt 
besonders  nützlich,  für  diese  in  J^^  und  K^ 
^    .«  existierenden  Potentiale  auf  die  am  Sehluss 

von  §  4  (p.  506)  geschilderte  geometrische 
Interpretation  der  Potentiale  zurückzukommen.  Wir  denken  uns  also 
ein  einzelnes  z.  B.  auf  K^  existierendes  Potential  durch  eine  Fläche 
versinnlicht,  welche  über  K^  schwebt  und  in  eine  über  der  Berandung 
von  K^  hängende  Randcurve  eingespannt  ist.  Indem  wir  hier  der 
Einfachheit  wegen  Unstetigkeitspunkte  für  die  zu  construierenden  Po- 
tentiale innerhalb  K^  (sowie  auch  K^  nicht  vorschreiben,  wird  die 
einzelne  der  eben  gemeinten  Flächen  durch  Angabe  ihrer  über  der 
Peripherie  von  K^  schwebenden  Randcurve  völlig  bestimmt  sein. 


eben  erwähnte  Abbandlang  von  Schwarz,  Zwr  Integration  der  partiellen  Biffe- 
rentialgleichung  «— ^  +  ö— 5  =  0/  Crelle'B  Journ.  Bd.  74  (1871)  oder  Ges.  Abb.  II, 
p.  184,  sowie  anch  die  Abhandlnng  von  Pryni,  Zur  Integration  der  partiellen 
Differentialgleichung  ^  +  ?— »  =  0,   in  Crelle's  Journal,  Bd.  73  (1871). 
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Ehe  wir  vorwärts  gehen^  müssen  wir  vorerst  uoeh  auf  eine  Eigen- 
schaft unserer  Potentiale  hindeuten^  die  wir  sogleich  anschauungs- 
mässig  mit  Hilfe  der  bezüglichen  Flächen  skizzieren.  Die  beiden  Punkte 
der  einzelnen  Fläche  mit  grösster  und  Jcleinster  Ordinate  0  sind  stets  auf 
dem  Bande  derselben  d.  i,  über  der  Peripherie  von  K^  zu  finden,  niemals 
.  im  Innern  der  Fläche*),  Die  über"  dem  Rande  von  K^  für  unsere 
Fläche  stattfindenden  Höhenschwankungen  werden  also  durch  den 
innern  Verlauf  der  Fläche  mehr  und  mehr  ausgeglichen.  Zieht  man 
insbesondere  durch  das  Innere  der  Fläche  hindurch  irgend  eine  Curve, 
so  wird  der  Unterschied  der  Ordinaten  .»  des  höchsten  und  tiefsten 
Punktes  der  Fläche  längs  dieser  Curve  zum  entsprechenden  auf  dem 
Rande  stattfindenden  Unterschied  in  einem  Verhältnis  stehen ;  dessen 
Zahlwert  ein  echter y  von  der  Einheit  um  eine  endliche  Differenz  ver- 
schiedener Bruch  ist**).  Wir  brauchen  kaum  hinzuzufügen,  dass  diese 
zunächst  an  K^  angeknüpften  Bemerkungen  selbstverständlich  in  völlig 
gleicher  Weise  auch  für  K^  gelten. 

Wie  schon  in  Fig.  92  angedeutet  ist,  soll  der  von  K^  und  K^  zu- 
gleich bedeckte  Bereich  b  heissen,  während  durch  Verschmelzung  von 
K^  und  K^  längs  b  der  grössere  Bereich  B  entstehe.  Für  die  auf 
den  beiden  Peripherien  durch  die  Punkte  P  und  Q  abgeschnittenen 
Bogen  nehmen  wir  die  in  der  Figur  angegebenen  Bezeichnungen 
a,  ßy  y^  S  auf.  Nun  ist  uns  längs  der  aus  a  und  d  bestehenden  Be- 
randung  von  B  eine  stetige  Folge  reeller  Werte  gegeben,  die  wir 
längs  a  und  d  bez.  durch  Ua  und  t«j  bezeichnen.  Unsere  Aufgabe  ist, 
ein  auf  B  OberaU  stetiges  und  eindeutiges  Potential  zu  bilden,  das  stetig 
in  diese  Bandwerte  Uay  «<j  übergeht.  Wir  verfahren  zur  Lösung  der- 
selben, wie  folgt. 

Längs  a  denken  wir  uns  die  Werte  Ua  als  Ordinaten  aufgetragen, 
denken  sodann  längs  y  irgend  welche  stetige  reelle  Wertfolge  Uy  will- 
kürlich ausgewählt,  nur  dass  sie  üb^r  P  xmd  Q  hinübcl):  stetig  in  die 
Werte  Ua  übergehen  soll,  und  errichten  die  Werte  Wy  gleichfalls  als  Ordi- 
naten. Dergestalt  ist  über  der  Peripherie  von  K^  eine  Randcurve  be- 
schrieben, in  welclie  wir  nunmehr  die  das  bezügliche  Potential  u^^^  ver- 
sinnlichende  Fläche  einspannen.  Die  längs  ß  stattfindenden  Werte 
von  u^^^  mögen  zusammengefasst  u^p  heissen;  selbige  bilden  im  Verein 
mit  US  eine  längs  des  Randes  von  K^  vorgeschriebene  stetige  Folge 
reeller  Werte.    Wir  spannen  jetzt  die  diesen  Randwerten  entsprechende 

*)  Nenmann^  p.  395;  man  vergl.  aach  obige  Entwicklung  über  die  durch- 
gängige hyperbolische  Erümmnng  der  Flächen  (p.  507). 

.  **)  Ueber  die  genauere  Durchbildung  und  den  Beweis  dieser  Angaben  vergL 
man  Neumann,  Eap.  1^  §  3,  p.  397  u.  f. 
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Fläche  über  K^  aus^  die  uds  das  Potential  u^^  yersinnliche;  letztere 
Fläche  wird  dann  mit  der  soeben  schon  über  K^  aasgespannten  Fläche 
über  ß  zusammengeheftet  sein.  Umgekehrt  bezeichnen  wir  nun  wieder 
die  Werte  von  w^^)  über  y  durch  uS^'^  und  haben  dann  in  t*«  und  u^^^ 

eine  brauchbare  Randwertfolge  für  K^*^  ihr  entsprechend  wollen  wir 
über  Ky  eine  neue  Fläche  ausspannen,  die  dem  Potential  le^^)  angehören  - 
möge.  Dieses  Potential  benutzen  wir  dann  gerade  wie  ti^^^  für  die 
Gewinnung  eines  neuen  Potentials  w^*)  für  K^  u.  s.  w.  In  dieser  Bil- 
dung von  Potentialen  abwechselnd  für  K^  und  K^  nach  der  beschriebenen 
Regel  besteht  nun  gerade*  die  Combinationsmethode,  die  wir  hier 
schildern  wollten*). 

In  der  That  lässt  sich  jetzt  vor  allen  Dingen  der  Nachweis  er* 
bringen,  dass  der  beschriebene  Process  ein  convergenter  ist.  Über  I 
K^  ist  eine  Reihe  von  Flächen  ausgespannt,  welche  die  Potentiale 
H<i)^  t4^*^,  u^^^,  •  •  -  yersinnlichen.  Der  Unterschied  zwischen  zwei  auf 
einander  folgenden  Flächen  verschwindet,  wie  wir  behaupten,  mehr 
und  mehr,  je  weiter  wir  in  der  Reihe  fortgehen.  Diese  Flächen  nähern 
sich  also  einer  gewissen  Ruhelage  an,  welche  Utsstere  für  K^  mve  ein- 
deutige, überall  stetige  Function  w^*^  =  u^  von  x  find  y  definiert.  Man 
ziehe  nämlich  den  Unterschied  JJ^^*— i)  =  t*^2*+i)  — ^(ä*— 0  von  zwei  auf 
einander  folgenden  unter  unseren  Potentialen  in  Betracht  und  setze 
übrigens  entsprechend  ?7(")  =u(«*+2)— w^")  für  den  Bereich  K^.  m^-^) 
ist  durch  eine  über  K^  ausgespannte  Fläche  versinnlicht,  die  in  Fig.  92 
linker  Hand  in  den  Bogen  a  selbst  eingespannt  ist^  rechts  aber  längs 
y  sich  über  die  a?f/- Ebene  erheben  oder  unter  dieselbe  herabsinken 
mag.  Nach  den  über  die  Flächen  unserer  Art  vorausgeschickten  Be- 
merkungen sind  die  Höhenschwankungen  der  eben  gemeinten  Fläche 
jji^k—i)  it^Qgg  ß  kleiner  als  die  längs  y  stattfindenden.  Aber  gerade  über  ß 
ist  die  zu  ?7^^*^  gehörende  Fläche  an  die  Fläche  von  ?/(**— i)  angeheftet, 
während  auf  der  andern  Seite  die  Fläche  von  ?7^^*>  in  den  Bogen  8 
selbst  eingespannt  ist.  Wir  schli essen  jetzt  umgekehrt,  dass  die  Höhen- 
schwankungen dieser  letzteren  Fläche  über  y  geringer  sind,  als  die- 
jenigen, welche  dieselbe  längs  ß  zeigt.  Da  aber  nun  wieder  über  y 
an  diese  Fläche  die  zu  ?7^2*4-i)  gehörende  Fläche  angeheftet  ist,  so 
erblickt  man  leicht  das  Resultat:  Die  Fläche  von  ?7(^*+i),  die  übrigens 
linker  Hand  gleichfalls  in  den  Bogen  a  eingespannt  ist,  zeigt  längs  y 
geringere  Höhenschwankungen   als   die   Fläche  von    CT^**""^).     Indem 


*)  Der  Grandgedanke  dieser  Methode  ist  ans  der  mathematischen  Physik  her- 
genommen; wir  erinnern  z.  B.  daran,  wie  man  sich  den  Ladungsprocess  zweier 
einander  inflaenzierendor  leitender  Körper  mit  Elektricität  vorstellt. 
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wir  den  verticalen  Unterschied  zwischen  dem  höchsten  und  tiefsten 
Punkte  dieser  Flächen  längs  y  durch  Jlf(Cr|f*+i>)  bez.  -af(f;^<f*-*>)  be- 
zeichnen, ist  sonach: 

(1)  iEf(cr^"+i>)  ^  ßif(c/jf*-io> 

wobei  wir  noch  besonders  betonen,  de^ss  e  hier  einen  von  £  unabhängigen 
echten,  um  eine  endliche  Differenz  von  der  Einheit  verschiedenen  Bruch 
bedeuten  darf.  Nunmehr  können  wir  das  für  K^  definierte  Potential 
^(2*+i)  offenbar  durch  die  Reihe 

(2)  M<"+^)-=  mW  +  [/(i)  -{-  ?7(3)  -I 1-  ^7(2*-!) 

darstellen.  Da  aber,  wie  wir  wissen,  der  grösste  und  kleinste  Wert 
eines  auf  K^  existierenden  Potentials  stets  auf  dem  Rande  von  K^ 
sich  findet,  so  hat  man  aus  (1)  die  Folgerung  zu  ziehen,  dass  die 
unter  (2)  gegebene  Reihe  auch  für  unendlich  wachsende  Zahl  M,  im 
ganzen  Bereiche  K^  eine  endliche  Summe  u^'^)  =»  U|  hat;  denn  dies  trifft 
längs  der  ganzen  Berandung  von  K^  zu. 

Des  näheren  aber  ergiebt  sich  aus  (1)  vermöge  einer  Überlegung, 
die  wir  hier  nicht  reproducieren  können*),  dass  der  Wert  u^  dieser 
Summe  eine  in  K^  überall  stetige,  eindeutige  und  der  Differential- 
gleichung (2)  p.  505  genflgende  Grösse  darstellt.  In  der  Tbat  ist 
dieser  letztere  Umstand  mit  der  blossen  Endlichkeit  der  Grösse  u^ 
noch  keineswegs  bewiesen.  Freilich  werden  ja  die  Potentiale  TJ^^^^ 
jj(?)^  Jj{h) ^  .  .  .  oder,  wie  wir  gleich  sagen  werden,  die.  Flächen 
ü'(i),  U^^\  .  •  •,  einzeln  genommen,  immer  flacher  und  flacher  sich  ge- 
stalten, aber  dennoch  könnten  sie  in  ihrer  Summe  (2)  eine  Fläche 
ti(**+i)  zusammensetzen,  die  mit  wachsendem  Tc  immer  mehr  wellig  wird*, 
um  schliesslich  bei  Ä;  =  oo  zu  einer  Fläche  zu  werden,  die  in  jedem  end- 
lichen, wenn  auch  noch  'so  kleinen  Teile  Höhenschwankungen  aufweist. 
Dann  würde  u^  im  allgemeinen  keine  Ableitungen  nach  x  und  y  besitzen 
und  könnte  also  auch  kein  Integral  der  Differentialgleichung  (2)  p.  505 
vorstellen.  Inzwischen  ist  das  Eintreten  derartiger  Verhältnisse,  wie 
man  1.  c.  nachsehen  wolle,  ausgeschlossen,  und  wir  werden  also  den 
Satz  formulieren  können:  t<|  stellt  ein  auf  K^  überall  stetiges^  eindeutiges 
Potential  dar.  —  Ein  Gleiches  beweist  man  in  völlig  analoger  Weise 
für  diejenige  Grösse  tig,  der  die  Reihe  der  Potentiale  w^^^,  u^^\  u^^\  •  •  • 
mehr  und  mehr  zustrebt. 

Um  zum  Schlüsse  zu  kommen,  bemerke  man  nunmehr,  dass  die 
Potentiale  u^^\  !*(*>  u^^y  •  •  •  für  den  Bereich  6  mit  den  Randcurven  ß 
und  y   zugleich   definiert   sind.     Da  wollen  wir   für  beliebiges  k  die 


*)  Cf.  Neumann,  p.  432  n.  f. 
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Differenz  zwischen  t*^**^  und  w^**—^)  durch  17^*^  bezeichnen  und  in  ihrem 
Verlauf  über  den  Bereich  b  hin  näher  betrachten.  t)a  m^**^  und 
^(2t-i)  längs  ß  dieselben  Werte  haben,  so  ist  für  jeden  Punkt  dieses 
Kreisbogens  J7(*)  =  m^**)  —  m^**— i)==0.  Längs  y  ist  t*^**— i)  allent- 
halben mit  ti^^A— 2)  gleich^  hier  ist  also 

und  nun  wissen  wir,  dass  bei  unendlich  wachsendem  k  die  Werte  von 
lj{2k—i)  fQj  (j^u  ganzen  Bereich  K^  und  damit  auch  für  alle  Punkte 
der  Curve  y  gegen  Null  convergieren.  Es  wird  demnach  das  Potential 
IJ{^)  =  Wg  —  Wi  für  die  ganze  Berandung  von  6  und  also  auch  für  alle 
inneren  Punkte  dieses  Bereichs  verschwinden.  Indem  aber  hiernach  u^ 
und  ifg  auf  dem  von  K^^  und  £2  gemeinsam  bedeckten  Bereiche  b  iden- 
tisch  ausfallen,  stellen  sie,  zusammen  betrachtet^  ein  einziges  für  den  ganzen 
Bereich  B  definiertes  eindeutiges,  überall  stetiges  Potential  dar.  Dass  dieses 
nun  gerade  das  verlangte  Potential  ist,  geht  aus  unserer  anfänglichen 
Entwicklung  ohne  weiteres  hervor. 

Wir  haben  solcherweise  in  einem'  speciellen  Falle  alle  diejenigen 
Gesichtspunkte  namhaft  gemacht,  welche  auch  bei  einem  erschöpfen- 
den Nachweise  des  Existenztheorems  sich  als  ausreichend  erweisen. 
Solches  wird  man  in  der  That  bei  dem  Studium  des  Neumann'schen 
Werkes  bemerken. 

§  8.    Herstellung  der  Potentiale  dritter  und  erster  Gattung. 

Indem  wir  jetzt  zu  unserer  beliebig  gewählten  Riemann'schen 
Fläche  Fn  zurückkehren,  dürfen  wir  zufolge  des  nun  vollendeten  Ex- 
curses  annehmen,  dass  auf  derselben  thatsächlich  ein  eindeutiges  Poten- 
tial zweiter  Gattung  u  existiert,  welches  nur  in  einem  bei  der  will- 
kürlich gewählten   Stelle  Zq  gelegenen   Punkte   der  Fn  unstetig  wird, 

wo  es  sich  wie  der  reelle  Teil  von  verhält.     Dieses  Potential  u 

z  —  Zq 

lässt  sich  nun  leicht  noch  so  umgestalten,  dass  wir  von  ihm  aus  ohne 
Mühe  die  Potentiale  erster  und  dritter  Gattung  der  Fn  gewinnen 
können.  Man  wolle  zu  dem  Ende  u  mit  der  unendlich  kleinen  reellen 
Zahl  da  multiplicieren  und  uda  ==  Ug^  setzen,  während  man  andrerseits 
das  Product  der  endlichen  complexen  Constanten  c  mit  da  als  com- 
plexes  DiflFerential  dzQ  =  cda  schreibe:  Man  bemerkt  ohne  weiteres: 
Das  Elementarpotential  u,^  ist  auf  der  Fn  bis  auf  jenen  bei  Zq  gelegenen 
Punkt  überall  eindeutig,  stetig  und  mit  dz^  von  gleidier  Grossenordnung; 
in  dem  einen  soeben  ausgeschlossenen  Punkte  verhalt  es  sich  aber  wie  der 

reelle  Teil  von  —  °-.     Betonen   wir   noch   ausdrücklich,   dass   dieses 

z  —  z^ 
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Elementarpotential  Ug^  durch  das  Differeatial  dz^  und  Angabe  seines 
Unstetigkeitspunktes  auf  der  Fn  eindeutig  bestimmt  ist  (cf.  p.  510). 

Um  jetzt  wieder  mit  Grössen  endlieher  Ordnung  zu  thun  zu  haben, 
müssen  wir  unendlich  viele  solche  Potentiale  Ug^  zusammen  addieren. 
Wir  wollen  solches  in  zwei  charakteristisch  unterschiedenen  Weisen 
hier  wirklich  durchführen.  Möge  man  zuvörderst  auf  der  Fläche  F^ 
das  Differential  d0Q  am  Unstetigkeitspunkte  Hq  von  u,^  antragen,  um  das 
solchergestalt  vom  fraglichen  Punkte  bei  0q  zum  benachbarten  (js^  -j-  d2f^ 
führende  Linienelement  fortan  als  Axe  des  Potentials  u,^  zu  bezeichnen. 
Diese  Axe  ist  alsdann  durch  ihren  Anfangspunkt  auf  der  Fn,  ihre 
Länge  und  Richtung  völlig  bestimmt,  und  wir  bemerken  jetzt  weiter, 
dass  das  Elementarpotential  gweiter  Gattung  u»„  seinerseits  durch  Angabe 
seiner  Axe  eindeutig  bestimmt  ist  Nun  wollen  wir  einerseits  Elementar- 
potentiale unserer  Art  in  unendlicher  Zahl  derart  an  einander  reihen, 
dass  der  Anfangspunkt  der  Axe  jedes  folgenden  Potentials  mit  dem 
Endpunkt  der  Axe  des  ihm  voraufgehenden  coincidiert,  wobei'  sich  dann 
alle  in  Betracht  kommenden  Axen  etwa,  wie  Fig.  94  anzeigt,  zu  einer 
gebrochenen  Linie  zusammensetzen,  die  von  0q  =  a  nach  eo'=b  hin- 
führen möge.  Wir  wollen  diese  Massnahme  kurz  als  „axiale'^  An- 
einanderreihung von  Elen\entarpotentialen  u«„  bezeichnen.     Andrerseits 


»■ 


Fig.  94. 

denke  man  sich  die  soeben  zur  Verwendung  gekommenen  Axen  etwa 
um  ihre  Anfangspunkte  samt  und  sonders  in  der  Richtung  wachsen- 
der Winkel  um  90^  gedreht,  so  erhalten  wir  die  schon  gezogene  Linie 
von  iSQ^^^a  nach  siQ=^b  mit  lauter  gegen  sie  senkrecht  verlaufenden  Axen 
besetzt,  wie  Fig.  95  zeigt.  Hierbei  sprechen  wir  dann  von  einer  „trans- 
versalen^^ Aneinanderreihung  der  diesen  Axen  zugehörigen  Potentiale"^). 
Die  axiale  Aneinanderreihung  erledigt  sich  jetzt  sehr  einfach. 
Möge  die  Kette  der  an  einander  gehängten  Axen,  wie  wir  schon  an- 
nahmen, bei  £?^  =  a  beginnen  und  bei  ^o  *™  ^  endigen,  während  die- 


*)  Man  vergl.  hier,  namentlich  anch  wegen  der  Beziehungen  der  beiden  in 
Aussicht  genommenen  Massnahmen  zur  mathematischen  Physik  (Aneinanderreihung 
magnetischer  Moleküle),  die  bezüglichen  Angaben  von  Klein  im  21^°  Bande  der 
Mathem.  Ann.  p.  161  und  162.  Bei  Neu  mann  (Kap.  18)  wird  der  Existenzbeweis 
zunächst  nicht  auf  das  Elementarpotential  zweiter  (Gattung  gerichtet,  vielmehr 
auf  die  Potentiale  dritter  Gattung,  die  wir  erst  aus  denen  der  zweiten  herstellen. 
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selbe  zwischen  diesen  beidei»  Punkten  den  in  Fig.  94  schematisch  dar- 
gestellten Verlauf  zeigt.  Durch  Summierung  aller  bezüglichen  Elementar- 
potentiale zweiter  Gattung  entstehe  das  Potential  Ua,  b,  <las  wir  als  Integral 

«0  =  6 

(1)  "    «a,&=Jw,o; 


»n  =  a 


genommen  über  die  in  Fig.  94  dargestellte  Bahn,  schreiben  können. 
Um  das  Verhalten  des  Potentials  «a/6  in  der  Umgebung  der  zurück- 
gelegten Integrationsbahn  zu  untersuchen,  müssen  wir  auf  das  Ver- 
halten jedes  einzelnen  Elementarpotentials  Us^  in  seinem  Unstetigkeits- 
punkte  zurückgehen.  Offenbar  wird  sich  Ua,  b  in  Bezug  auf  Unstetig- 
keiten  wie  der  reelle  Teil  des  Integrals 


z  —  z^ 


9o  =  a 

verhalten.    Aber  es  ist 

und  also  ist  dieser  fragliche  reelle  Teil  in  der  Umgebung  der  Integra- 
tionsbahn überall  eindeutig  und  stetig,  letzteres  jedoch  nur  bis  auf  die 
beiden  Punkte  z  =  a  und  jgi  «=  6,  in  denen  er  wie  der  reelle  Teil  von 
log(;e:  —  a)  bez.  —  \og(z  —  b)  unstetig  wird.  Da  Wa,  6  in  allen  übrigen 
Teilen  der  Fläche  Fn  aber  jedenfalls  eindeutig  und  stetig  ist,  so  ent- 
springt das  Resultat:  Durch  cmale  Aneinanderreihung  von  Elementar- 
Potentialen  zweiter  Gattung  u,^  entspringt  ein  auf  der  Fn  eindeutiges  Po- 
teutial  dritter  Gattung  mit  zwei  logarithmischen  Unstetigkeifspunkten,  die 
im  Anfangs-  und  Endpunkt  der  Kette  der  Axen  gelegen  sind. 

Hierbei  bietet  sich  eine  neue  Auffassung  des  Elementarpotentials 
zweiter  Gattung  dar.  Setzen  wir  nämlich  in  Ua,  b  für  a  und  h  bez.  die 
Special  werte  Zq  und  {z^  -f-  dz^,  so  geht  w«,  b  ersichtlich  wieder  in  das 
Elementarpotential  zweiter  Gattung  t«,„  über.  Letzteres  können  wir 
sonach  als  eindeutiges  Potential  dritter  Gattung  mit  zwei  einander  unend- 
lich nälie  liegenden  logarithmisclien  Unstetigkeitspunkten  ansehen.  Durch 
diese  Auffassungsweise  wird  es  besonders  leicht  verständlich,  weshalb 
bei  der  in  (1)  ausgeführten  Aneinanderreihung  im  innern  Verlaufe  der 
Integrationsbahn  alle  Unstetigkeitspunkte  zum  Wegfall  kommen,  wäh- 
rend nur  am  Anfang  und  Ende  derselben  je  ein  logarithmischer  Un- 
stetigkeitspunkt  zurückbleibt. 

Um  nun  die  transversale  Aneinanderreihung  unter  Zugrundelegung 
der  Fig.  95  durchzuführen,  müssen  wir  uns  zuvörderst  mit  denjenigen 
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eindeutigen  Elementarpotentialen  u»^  versehen,  die  in  Anbetracht  der 
Lage  des  Unstetigkeitspunktes  mit  den  unter  (1)  zur  Verwendung  ge- 
kommenen Potentialen  übereinstimmen,  nur  dass  die  Axen  durchgehends 
um  90^  gedreht  erscheinen.  Wir  werden  uns  diese  Potentiale  u,^  ohne 
Mühe  verschaffen.  In  der  That  war  im  Anfang  des  Paragraphen  die 
mit  c  bezeichnete  complexe  Constante  ganz  willkürlich.  Denke  man 
also  nur  an  Stelle  von  c  vielmehr  ic,  dementsprechend  statt  dg^  jetzt  idg^ 
gesetzt,  so  werden  wir  durch  Wiederholung  der  obigen  Massnahmen  statt 
Uz^  gerade  zu  den  beabsichtigten  Grossen  u't^  gelangen.  Wir  haben  also 
das  Resultat:  Bas  Elementarpotential  Ut^  ist  auf  der  Fn  bis  auf  jenen  bei. 
Zq  gelegenen  Pmkt  überall  eindeutig,  stetig  und  mit  dz^  von  gleicher  Ord- 
nung] im  soeben  ausgeschlossen^  Punkte  verhält  es  sich  aber  wie  der 

reelle  Teil  von ^• 

Indem  wir  jetzt  wieder  längs  der  schon  in  (1)  gebrauchten  Bahn 
die  Aneinanderreihung  vornehmen,  kommt  unter  Aufnahme  .eines  ge- 
eigneten numerischen  Factors: 

(3)  "«.»'=iirj"'»- 


;»  =  a 


Bei  der  Untersuchung  dieses  Integrales  hat  man  sich  zunächst  die 
Fläche  Fn  längs  des  Integrationsweges  zerschnitten  zu  denken,  wobei 
dann  ein  Überschreiten  des  Querschnittes  der  Variabelen  z  zu  ver- 
bieten ist.  Möge  die  solchergestalt  vorbereitete  Biemann'sche  Fläche 
kurz  Fn  heissen.  Ohne  alsdann  sogleich  nach  den  Werten  des  Integrals 
in  Punkten  der  Integrationsbahn  selbst  zu  fragen,  werden  wir  jeden- 
falls fQr  alle  anderen  Teile  der  Fn  in  u'a.b  ein  eindeutiges  stetiges 
Potential  besitzen.  Aber  man  bemerke,  dass  in  gegenüberliegenden 
Punkten  des  Querschnitts  dieses  eindeutige  Potential  u'a,  b  der  Fn  die 
constante  Wertdifferenz  1  zeigen  wird;  denn  in  diesem  Betracht  muss 
sich,  wie  man  leicht  sieht,  u'a,  b  gerade  so  wie  der  reelle  Teil  von 

fA\  "^    r  i^^o  —»1      z  —  a 

(4)  W.-^^  2^  log  .-^6 


«o  =  a 


auf  der  Fn  verhalten.  Nun  aber  bilde  man  sich  aus  u'a,  b  die  unendlich 
vielen  auf  der  Fn  eindeutigen  Functionen  m^,  &  +  1,  u'a,  b  i:^,  •  •  • 
Diese,  in  zweckmässiger  Folge  angereiht,  liefern  uns  offenbar  die  un- 
endlich vielen  Zweige  eines  auf  der  unzerschnittenen  Fläche  überall 
stetigen  Potentials,  das  also,  wie  wir  noch  besonders  hervorheben  (auf 
Grund .  von  Formel  4)  selbst  in  den  beiden  Punkten  jef  =  a,  6  stetig 
bleibt.    Man  sieht,  dass  wir  auf  diesem  Wege  ein  vieldeutiges  Potential 
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dritter  Gattung  erlangt  habend  das  bei  positiver  Umkreisung  des  Punktes 
z  =  a  um  +  1 ,  bei  positiver  Umkreisung  von,  jsi  =  6  aber  um  —  1 
sich  ändert;  und  dessen  mnächst  erhaltener  einjsdner  Zweig,  u'a^  b  auf 
dem  rechten  Ufer  des  oben  gezogenen  Querscfmitts  mw  +  1  grösser  ist 
als  auf  dem  linken*).  * 

Zu  wesentlich  neuen  Ergebnissen  werden  wir  nun  geführt,  wenn 
wir  für  den  hier  wiederholt  benutzten  Integrationsweg  eine  Perioden- 
bahn der  Fn  zu  Grunde  legen ,  wobei  tvir  also  das  Geschlecht  p  unserer 
Fn  grösser  als  Null  vorauszusetzen  haben.  Da  wird  sich  der  bei  der 
axialen  AnemanderreihuBg  zu  Beginn  der  Integration  am  Anfangs- 
punkte  der  Bahn  zunächst  eintretende  Unstetigkeitspunkt  beim  Äb- 
schluss  derselben  gerade  fortheben,  so  dass  die  in  den  beiden  Fällen 
entspringenden  Potentiale  u  und  u  auf  der  ganzen  Fläche  Fn  endlidi 
und  stetig  sind.  Dabei  bemerkt  man  sofort,  dass  u  auch  auf  der  unzer- 
schnittenen  Fn  eindeutig  ist  und  also  nach  einem  sogleich  zu  beweisen- 
den Satze  mit  einer  Constanten  identisch  ist.  Demgegenüber  besitzen  wir 
in  u  ein  Potential,  das  auf  der  längs  der  Integrationsbahn  zerschnittenen 
Riemann' sehen  Fläche  Fn  eindetUig  ist,  dabei  aber  längs  des  Quer- 
schnittes die  cohstante  Wertdifferenz  +  1  aufweist.  Auf  der  unzer- 
schnittenen  Fn  werden  wir  also  in  u'  ein  Potential  besitzen,  unUches^ 
freilich  überall  stetig,  dafür  aber  nicht  mehr  eindeutig  ist,  vielmehr  eben 
jener  constcmten  Wertdifferenz  entsprechend  die  Periode  +  1  besitzt.  Da- 
mit haben  wir'  also  in  u  ein  Potential  erster  Gattung  der  Fn  ge- 
wonnen und  werden  von  hieraus  deren  Gesamtheit  leicht  bilden**). 

Von  den  jetzt  gewonnenen  Potentialen  erster  und  zweiter  Gattung 
werden  wir  nun  sogleich  wieder  zu  den  Integralen  dieser  Gattungen 
übergehen.  Den  entsprechenden  Übergang  zu  den  Integralen  dritter 
Gattung  verschieben  wir  bis  zu  eiher  späteren  Gelegenheit. 

*)  Wir  denken  uns  diesen  Querschnitt  in  der  Richtung  von  a  nach  b  durch- 
laufen, 80  dasfi  die  Pfeile  der  Fig.  9&  vpm  rechten  zum  linken  Ufer  weisen. 

**)  Man  könnte  übrigens  auch  noch  in  Betracht  ziehen,  was  entstehen  wird, 
wenn  wir  transversale  Aneinanderreihung  (3)  längs  einer  geschlossenen  Curve  vor- 
nehmen, welche  die  F^  in  zwei  getrennte  Stücke  zerlegt.  Da  erhalten  wir  offen- 
bar zunächst  zwei  getrennte,  überall  stetige  Functionen  für  beide  Bereiche,  die 
längs  jener  geschlossenen  Curve  um  -f  1  differieren.  Aber  diese  Functionen  müssen 
nun  einfache  Gonstante  sein;  vermehrt  man  nämlich  die  eine  Function  um  -j-  1,  so 
werden  sie  zusammengenommen  ein  auf  der  ganzen  Fläche  stetiges  eindeutiges 
Potential  abgeben,  und  ein  solches  ist  eine  Gonstante.  Hiermit  ist  zugleich 
evident  geworden,  warum  die  Entwicklungen  des  Textes  |)  )>  0  voraussetzen. 


der  algebraischen  Fanctionen  und  ihrer  Integrale.  523 

§  9.    Zwei  Hülfssätze  über  Potentiale  und  Integrale  der  ersten 

Gattung. 

Um  die  Gesamtheit  der  Integral»  erster  Gattung  auf  unserer 
willkQrlich  gewählten  Fläche  JP»  zu  überblicken,  müssen  wir  die  be- 
züglichen Potentiale  selbst  noch  ein  wenig  näher  verfolgen.  Wir 
schalten  deshalb  an  dieser  Stelle  die  Ableitung  zweier  Hülfssätze  ein, 
deren  ersten  wir  bereits  wiederholt  benutzten.  Bei  diesen  die  Potentiale 
und  Integrale  erster  Gattung  betreffenden  Erörterungen  ist  selbstver- 
ständlich, wie  .wir  wiederholen,  das  Geschlecht  der  Fn  al?  |>  >  0  voraus- 
zusetzen. Wo  es  nötig  ist,  möge  man  zur  Zerschneidung  der  Fn  ein 
normales  Querschnittsystem  (cf.  Fig.  91,  p.  495)  zu  Grunde  legen; 
zum  Zwecke  einer  kurzen  Bezeichnung  benennen  wir  die  solchergestalt 
zerschnittene  Fläche  durch  Fn. 

Um  die  in  Aussicht  genommenen  Hülfssätze  abzuleiten,  verstehen 
wir  unter  «?  =  ti  +•  iv  irgend  eine  Function,  die  auf  einem  in  der  Fn 
eingegrenzten  Bereiche  allenthalben  eindeutig  und  stetig  ist.  Zufolge 
elementarer  Betrachtungen*)  besteht  dann  die  Identität: 

wobei  das  links  stehende  Integral  über  das  ganze  Innere  des  ge- 
dachten Bereiches,  das  Integral  rechter  Hand  aber  über  dessen  ganze 
Berandung  in  positiver  Richtung  zu  erstrecken  ist.  '  Wir  wollen 
Formel  (1)  dahin  specialisieren,  dass  wir  unter  u  ein  Potential  erster 
Gattung  und  also  unter  v  das  ihm  conjugierte  Potential  erster  Gattung 
verstehen,  für  den  zu  Grunde  liegenden  Bereich,  aber  die  zerschnittene 
Fläche  Fn  wählen.  Die  in  Betracht  kommende  Berandung  setzt  sich 
alsdann  aus  den  Linien  ük,  bk,  Ck  der  Fig.  91,  p.  495  zusammen,  und 
zwar  ist  jedesmal  das  linke  Ufer  in  der  Pfeilrichtung,  das  rechte  aber 
in  der  entgegengesetzten  Richtung  zu  durchlaufen. 

Hier  können  wir  nun  zunächst  mühelos  den  Beweis  liefern,  dass 
e^n  auf  der  Fn  eindeutiges  Potential  erster  Gattung  mit  einer  Constanteti 
identisch  ist,  ein  Satz,  den  wir  bereits  wiederholt  zur  Verwendung 
brachten.  In  der  That  nehme  man  an,  es  sei  u  auf  der  Fn  ein  ein- 
deutiges Potential  erster  Gattung,  während  natürlich  das  conjugierte 
Potential  v  zunächst  als  vieldeutiges  Potential  erster  Gattung  anzu- 
sehen ist,  dessen  Vieldeutigkeit  sich  aber  auf  das  etwaige  Zutreten 
von  Perioden  beschränkt.  Man  betrachte  nun  auf  der  über  den  Rand 
von  Fn  führenden  Integrationsbahn  zwei  Linienelemente,  die  bezüglich 

*)  Dies  ist  ein  Specialfall  des  sog.  Green 'sehen  Satzes,  cf.  Nenmann  p.  26. 
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einer  der  Linien  ajt,  bk,  Ct  einander  gerade  gegenüber  liegen.  Für  beide 
Elemente  hat  u  den  nämlichen  Wert,  dv  dagegen  hat  im  einen  Element 
gerade  den  entgegengesetzten  Wert,  wie  im  anderen;  die  Integrations- 
richtung im  einen  Element  ist  ja  derjenigen  im  anderen  gerade  ent- 
gegengesetzt und  dv  als  solches  ist  auf  unserer  Fläche  eindeutig. 
Man  sieht,  dass  sich  die  Beträge,  welche  die  beiden  in  Rede  stehen- 
den Elemente  für  unser  Integral  liefern,  gerade  gegenseitig  fortheben, 
woraus  dann  ohne  weiteres  der  Schluss  entspringt,  dass  für  gegen- 
wärtigen Fall  die  rechte  Seite  •  von  (1)  verschwindet.  Das  Integral 
auf  der  linken  Seite  von  (1)  setzt  sich  aber,  wie  man  sieht,  aus 
lauter  reellen,  nicht  negativen  Differentialen  zusammen.  Wir  schliessen 
sofort,  dass  dieselben  in  unserem  Falle  ohne  Ausnahme  verschwinden 

müssen.   Sonach  ist  für  die  ganze  Fläche  ^ —  ^  -« —  =  0,  d.  h.  es  ist  u 

mit  einer  Constanten  identisch,  wie  wir  behaupteten. 

Mit  denselben  Mitteln  können  wir  jetzt  ferner  den  folgenden, 
gleichfalls  häufig  zu  verwendenden  Satz  beweisen:  Ein  zur  F^^  gehören- 
des Integral  erster  Gattung  w^^u-^-iv^  welches  stets  einen  verschmnden- 
den  Integralwert  liefert,  wenn  man  es  über  irgend  eine  der  p  Curven  bt 
führt,  oder  (anders  ausgedrückt)  das,  auf  die  verschnittene  Fläche  Fn  ein- 
geschränkt, längs  der  Querschnitte  a*  keine  Wertdifferenzen  aufweist^  ist 
mit  einer  Constanten  identisch. 

Es  wird  nämlich  auch  für  die  nun  in  Rede  stehenden  Potentiale 
u,  V  die  rechte  Seite  von  (1)  verschwinden,  wenn  wir  als  lutegrations- 
bahn  wieder  die  soeben  zu  Grunde  gelegte  benutzen.  Für  diejenigen 
Teile  dieser  Bahn,  die  sich  aus  den  Ufern  der  Linien  at,  Ck  zusammen- 
setzen, liegen  die  Verhältnisse  in  der  That  gerade,  wie  in  dem  soeben 
besprochenen  Falle.  Betrachte  man  des  ferneren  die  beiden  Strecken 
unserer  Bahn,  welche  von  den  beiden  Ufern  etwa  der  Linie  bk  ge- 
liefert werden.  In  zwei  einander  gegenüberliegenden  Elementen  zur 
linken  und  rechten  Seite  von  bk  habe  der  reelle  Teil  unseres  vorgelegten 
Integrales  w  bez.  die  Werte  u  und  (te  -f*  x),  wo  also  r  eiue  längs  des 
Schnittes  bk  feste  Constante  bedeutet.  Ist  weiter  das  Differential  d«s 
imaginären  Teiles  vom  Integral  w  im  Elemente  linker  Hand  dv,  so  hat 
es  (da  wieder  die  Integrationsrichtung  auf  der  rechten  Seite  die  ent- 
gegengesetzte ist)  rechts  den  Wert  — dv,  und  beide  Elemente  zusammen 
liefern  für  das  Randintegral  auf  der  rechten  Seite  von  (1)  den  Betrag 

udv  —  (w  +  r)dv  =  —  tdv. 

Die   ganze   Linie  bk  (d.  i.  ihre   beiden  Ufer)  ergeben  sonach  für  die 

rechte  Seite  von  (1)  den  Beitrag  —  r /dv,  wo  dieses  Integral  jetzt  in 
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der  Pfeilrichtung  der  Fig.  91,  p.  495  über  die  geschlossene  Linie  hk  aus- 
zudehnen ist.  Eben  dieses  letzte  Integral  Jdv  ist  aber  zufolge  unserer 
Voraussetzung  mit  Null  identisch,  weil  es  denjenigen  Betrag  liefert, 
welchen  v,  auf  Fn  eingeschränkt,  längs  at  als  Wertdifferenz  aufweist. 
Die  rechte  Seite  von  (1)  verschwindet  demnach  wieder,  womit  sich 
unsere'  Behauptung  bestätigt. 

§  10.    Die  2p  Potentiale  und  die  p  Integrale  erster  Gattung  der  Fn. 

Das  am  Schlüsse  des  vorletzten  Paragraphen  auf  unserer  will- 
kürlich gewählten  Fn  gefundene  Potential  erster  Gattung  u  wird  zu 
einer  eindeutigen  Function  des  Punktes  der  Fläche,  wenn  wir  diese 
letztere  längs  der  damals  benutzten  Periodenbähn  wieder  zerschneiden 
und  u  auf  die  so  erhaltene  zerschnittene  Fläche  einschränken.  Am 
rechten  Ufer  des  Schnittes  weist  alsdann  u  Werte  auf,  die  jeweils  um 
den  Betrag  + 1  den  im  gegenüberliegenden  Punkt  stattfindenden  Wert 
übertreffen. 

Für  die  hier  gemeinte  Periodenbahn  wollen  wir  nun  nach  und 
nach  die  2p  geschlossenen  Linien  at,  bk  zu  Grunde  legen  und  finden 
dementsprechend  2p  Potentiale  ti^,  Ug,  -  •  *,  u^p,  wobei  im  Sinne  der 
gerade  reproducierten  Angaben  Uk  zur  Linie  ük,  Up^k  aher  zu  bk  ge- 
höre. .  Es  soll  also  H^j  um  es  nochmals  zu  betonen,  auf  der  Fn  ein- 
deutig sein  und  dabei  einzig  nur  am  Schnitt  o^  eine  nicht- ver- 
schwindende Wertdifferenz  (nämlich  +  1)  aufweisen  u.  s.  w.  Wir 
bemerken,  dass  die  2p  hiermit  eingeführten  Potentiale  erster  Gattung 
^h}  ^27  ' ' '  durch  ihre  Periodicitätseigenschaften  bis  auf  additive  Constante 
fest  bestimmt  sind,  Giebt  es  nämlich  ein  Potential  erster  Gattung  ti^', 
das  dieselben  Periodicitätseigenschaften  wie  u^  besitzt,  so  ist  (u/  —  u^) 
auf  der  Fn  durchweg  eindeutig  und  also  nach  dem  gerade  bewiesenen 
Hülfssatze  mit  einer  Constanten  identisch. 

Wir  behaupten  jetzt  weiter:  Es  giebt  auf  der  Fn  ein  Potential 
erster  Gattung  u,  das,  auf  die  Fn  eingeschränkt,  an  den  2p  Schnitten 
ö*,  bk  beliebig  ausgewäJUte  2p  reelle  Wertdifferenzen  Akf  Bk  aufweist*); 
dieses  Potential  u  ist  bis  auf  eine  additive  Constante  fest  bestifnmt. 
Letzterer  Umstand  folgt  ohne  weiteres  durch  die  Überlegung,  die  wir 
soeben  schon  bei  u^  zur  Verwendung  brachten.  Die  Existenz  des 
Potentials  u  ergiebt  sich  aber  sofort  aus  seiner  Darstellung  vermöge 


*)  "Wie  bisher,  meinen  wir  mit  Äj^^  Bj^  immer  den  Überschnss  der  am 
rechten  Ufer  des  bezüglichen  Querschnitts  stattfindenden  Werte  über  die  am 
linken  Ufer. 
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der  eben  aufgestellten  Potentiale  u^,  u^^  •  --,  ihp-  In  der  That  ist  diese 
Darstellung  durch: 

(1)  ti  =  ^{A,Ui  +  JB.tip + ,)  +  C 

geleistet,  wobei  At,  Bk  jene  ausgewählten  reellen  Zahlen  sind,  C  aber 
die  ¥Billkurlich  bleibende  reelle  Constante  bedeutet. 

Während  sonach  auf  der  einen  Seite  sich  alle  Potentiale  erster 
Gattung  der  Fn  linear  in  den  2p  Potentialen  u^,  U2y  -  -  -y  thp  ausdrücken 
lassen,  bilden  ihrerseits  diese  letzteren,  wie  wir  hier  noch  zu  betonen 
haben,  ein  System  linear -unabhängiger  Grössen,  Bestände  nämlich 
zwischen  denselben  die  lineare  Identität  mit  reellen  Coefficienten: 

p 

(2)  ^i^kUt  +  ßkUj,+i)  =  c, 

SO  verfolge  man  doch  auf  der  Fn  die  linke  Seite  von  (2)  in  ihrer 
Eigenschaft  als  Potential  erster  Gattung.  Dasselbe  wird  an  den 
Schnitten  ak,  bt  bez.  die  Wertdifferenzen'  a«,  ßx  aufweisen.  Da  es  in- 
dessen auf  der  ganzen  Fn  mit  c  identisch  sein  soll,  so  folgt 

cct  =  ßk  =  0 

und  daraus  auch  c  =  0.  Eine  Identität  (2)  kann  also  nicht  bestehen^). 
Um  jetzt  zu  den  Integralen  erster  Gattung  selbst  zu  gelangen, 
mag  Vk  dasjenige  Potential  erster  Gattung  sein,  welches  zu  dem  soeben 
mit  Uk  bezeichneten  Potentiale  conjugiert  ist.  Wir  bilden  uns  dann 
zunächst  die  2p  zur  Fn  gehörigen  Integrale  der  ersten  Gattung: 

Wk  =  Uk  +  i^k 
und  gewinnen  aus  den  gerade  vorausgeschickten  Entwicklungen  Qber 
die  Potentiale  den  Satz:   Jedes  zur  )Fn  gehörende  Integral  erster  GaUting 
w  =^u  -\-  iv  lässt  sich  {und  zwar  nur  auf  eine  Weise)  vermiüelst  reeUer 
Coefficienten  Ak,  Bk  in  der  Form: 

(3)  fff^y^{AiWk  +  BkWk^p)  +  C 

darstellen,  wobei  C  eine  im  aUgem^nen  complexe  Constante  ist.  Das 
Potential  u  nämlich,  welches  den  reellen  Teil  von  w  darstellt,  ge- 
stattet eine  Darstellung  (1),  und  es  wird  sich  alsdann  das  conjugierte 


*}  Wir  brauchen  kaam  hervorzuheben,  dass  sich  ein  System  von  2|)  linear- 
unabhängigen  Potentialen  erster  Gattung  noch  in  der  mannigfaltigsten  Weise 
wählen  lässt.   Jedes  System  von  2p  linearen  Functionen  der  t<|,  ti^,  •  •  ^'w^.  mit 

reellen  Coefficienten  liefert  ein  solches,  wenn  nur  die  2p*gliedrige  Determinante 
der  hierbei  auftretenden  Coefficienten  der  Uf.  einen  von  Null  verschiedenen  Wert  hat. 
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Potential  v  in  der  nämlichen  Gestalt  durch  die  Vk  darstellen  lassen, 
nur  dass  dabei  das  constante  Glied  einen  anderen  Wert  bekommen 
mag.  Aus  diesen  beiden  Darstellungen  setzt  man  dann  leicht  die 
Formel  (3)  zusammen. 

Nun'  aber  sind  die  so  in  ihrer  Gesamtheit  gewonnenen  Integrale 
erster  Gattung  „complexe"  Functionen  der  JF«,  und  es  entspricht  diesem 
Umstände  dCii;chaus,  wenn  wir  an  Stelle  der  soeben  bei  der  Dar- 
stellung (3)  zur  Verwendung  gebrachten  reellen  Coefficienten  nun 
auch  complexe  gebrauchen  wollen.  Dann  mag  es  sehr  wohl  sein,  dass 
wir  zur  linearen  Darstellung  aller  Integrale  erster  Gattung  der  Fn  keines- 
wegs die  gesamten  2p  Integrale  w^^,  w^,  •",  w^p  benötigen.  Denken  wir 
uns,  um  hier  Klarheit  zu  gewinnen,  aus  der  Reihe  der  w  ein  solches  System 
von  9<2j)  Integralen  herausgenommen,  die  selbst  noch  linear-unab- 
hängig sind,  jedoch  zur  linearen  Darstellung  jedes  (g-f*  1)^  Integrales 
erster  Gattung  der  F^  ausreichend  sind;  diese  q  Integrale  nennen  wir 
etwa  «?/,  w^ y  •  •  -,  w'q.  Da  gilt  es  nun  zuvorderst,  den  Wert  der  hier 
mit  q  bezeichneten  Zahl  in  Erfahrung  bringen. 

Bemerke  man  zu  dem  Ende,  dass  sich  jedes  Integral  erster 
Gattung  w;  =  M  +  ^^  ^^r  Fn  jedenfalls  nur  in.  einer  einzigen  Weise 
linear  in  der  Gestalt 

u  +  iv  ^  y («/  +  ift)  («I  +  iv'i)  +  Ci  +  ic^ 

durch  die  q  Integrale  w\^Ui'\'%v\  darstellen  lässt.  ^ Indem  wir  hier  u 
mit  dem  reellen  Bestandteil  der  rechten  Seite  identificieren,  entspringt 
das  Resultat:  Das  beliebige  Potential  erster  Gattung  u  lässt  sich  auf 
eine  und  nur  auf  eine  Weise  durch  die  2  g  Potentiale  ui,  vi  darstellen. 
Dieserhalb  ist  ofiFenbar  9=j);  denn  da  die  eben  gemeinte  Darstellung 
von  u  in  den  2q  Potentialen  Ui,  Vi  überhaupt  möglich  ist,  so  muss  not- 
wendig 2q'^2p  sein;  da  andrerseits  diese  Darstellung  nur  in  einer  Weise 
zu  leisten  ist,  müssen  die  Ui,  Vi  linear  unabhängig  sein,  so  dass  2q<C2p 
ist*).  Wir  haben  so  bewiesen:  Aus  der  Gesamtheit  der  ßur'Fn  ge- 
hörenden Integrale  erster  Gattung  lässt  sich  (und  zwar  wieder  auf  die 
mannigfaltigste  Weise)  ein  System  von  p  linear -unabhängigen  Integralen 
auswäJUenj  in  denen  nun  jedes  ( j?  +  1)**  linear  mit  constanten  Coefficienten 
darstellbar  ist.  Ein  besonders  zweckmässiges  System  von  p  linear- 
unabhängigen Integralen  erster  Gattung  werden  wir  im  folgenden 
Paragraphen  einführen. 

*)  Eb  folgt  dies  alles  ohne  weiteres  aus  den  betrefifs  der  Potentiale  erster 
Gattung  zu  Anfang  des  gegenwärtigen  Paragraphen  gewonnenen  Resultaten. 
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§  11.     Die  p  Normalmtegrale  erster  Gattnng  der  Fn> 

Die  beiden  Hülfssätze  des  vorletzten  Paragraphen  geben  betreffs 
der  Potentiale  und  Integrale  erster  Gattung  der  F^  zu  einer  sehr 
merkwürdigen  Gegenüberstellung  Anlass. 

Unter  allen  Potentialen  erster  Gattung  der  Fläche  Fn  lassen  sich 
im  ganzen  2p  linear-unabhängige  auswählen ,  unter  allen  Integralen 
erster  Gattung  in  entsprechender  Weise  im  ganzen  p.  Es  giebt  auf 
der  Fn  ein  Potential  erster  Gattung  u,  welches,  auf  die  Fn  einge- 
schränkt,  längs  der  2p  Linien  at,  bt  beliebig  gewählte  reelle  Wert- 
•differenzen*)  aufweist;  durch  diese  Wertdifferenzen  ist  u  bis  auf  eine 
additive  Constante  bestimmt.  Insbesondere  haben  wir  2p  linear-unab- 
hängige Potentiale  w^',  Wj,  •  •  •,  u^p  vermöge  ihrer  Wertdifferenzen  in  solcher 
Weise,  definiert,  dass  sie,  wie  oben  ausführlich  erörtert,  den  2p  Curven 
ük,  bk  in  charakteristischer  Art  zugeordnet  waren.  In  ganz  analoger 
Art  lassen  sich  die  Integrale  der  ersten  Gattung  der  Hälfte  der  Quer- 
schnitte, etwa  den  p  Linien  at  zuordnen,  wie  wir  nun  näher  auszu- 
führen haben.  Vorab  bemerke  man,  dass  ein  Integral  erster  Gattung  tc 
seinerseits  bis  auf  eine  Constante  durch  die  p  Wertdifferenzen  bestimmt 
ist,  loelche  es,  auf  Fn  eingeschränkt,  längs  der  Linien  at  aufweist.  In 
der  That  ergiebt  sich  dies  aus  dem  zweiten  Hülfssätze  des  §  9  gerade 
so,  wie  der  analoge  Satz  für  die  Potentiale  aus  dem  ersten  Hülfssätze 
daselbst  folgt.  Hier  würde  die  Analogie  eine  vollständige  sein,  wenn  wir 
die  p  Wertdifferei^en  an  den  Linien  ak  beliebig  (reell  oder  complex) 
auswählen  könnten  und  dann  immer  der  Existenz  eines  zugehörigen 
Integrals  erster  Gattung  der  Fn  sicher  sein  würde.  Wirklich  ist  dies 
aber  statthaft,  wie  wir  hier  durch  Einführung  eines  Systems  von 
p  „Normalintegralen*'  der  ersten  Gattung  beweisen  wollen. 

Sei  ein  System  von  p  linear -unabhängigen  Integralen  erster 
Gattung  der  Fn  durch  w^,  w^^  •  •  *,  Wp  bezeichnet.  Das  einzelne  unter 
ihnen,  Wk,  besitze,  auf  die  F'n  eingeschränkt,  längs  der  Curve  a,-  die 
Wertdifferenz  A^.  Die  j>-gliedrige  Determinante  {A,x|  dieser  ^  Zahlen 
Aa  hat,  wie  wir  zunächst  behaupten,  notwendig  einen  von  Null  ver- 
schiedenen Wert.  Wäre  sie  nämlich  mit  Null  identisch,  so  könnte 
man  nach  bekannten  Sätzen  p  nicht  durchgängig  verschwindende 
Constante  c^,  c^,  •  •  •,  Cp  finden,  für  welche  bei  allen  p  Werten  von  i 

Cl^a  +  CiAii  H h  Cp^{p  =  0 

erfüllt  wäre.     Die  linken  Seiten  dieser  p  Gleichungen  geben  aber  die 
Wertdifferenzen    des    Integrals    {c^w^  +  c^w^g  +  •  •  •  +  Cp^p)    ^^    ^^^ 

*)  Immer  könnten  diese  Wertdifferenzen  als  Perioden  yon  u  bezeichnet 
werden,  woran  wir  hier  nebenher  erinnern  wollen. 
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Querschnitten  a«-.  Letzteres  ist  also,  da  die  fraglichen  WertdifiPerenzen 
alle  verschwinden,  nach  §  9  mit  einer  Constanten,  etwa  ~  c^,  identisch, 
so  dass  eine  Gleichung  mit  nicht  durchgehends  verschwindenden  Coef- 
ficienten  identisch  bestehen  würde: 

^0  +  ^1^1  +  •  •  •  +  CpWp  =  0. 
Dies  widerspricht  indessen  der  über  die  w  gemachten  Voraussetzung, 
linear-unabhängig  zu  sein,  und  also  ist  notwendig  |  A^  |  ^  0. 

Wir  bilden  uns  jetzt  für  die  Fn  ein  neues  System  von  jp  Integralen 
erster  Gattung: 

h  =  ^11«^!  +  Ci2«?2  H h  <^IP^P7 


jp  =  CpiWi  +  Cp2  W^2  H h  (^PP'^PJ 

wobei  die  j)^  Coefficienten  c  durch  nachfolgende  Überlegung  bestimmt 
werden.  Wir  wollen  verlangen,  dass  das  einzelne  Integral  jij  auf  2^ 
eingeschränkt,  unter  den  p  Schnitten  a  nur  an  dem  einzigen  a,-  eine 
von  Null  verschiedene  Wertdifferenz,  und  zwar  +  1,  aufweist  Die 
p  Goefßcienten  Ci,  c,-2y  -  *  *;  Cip  müssen  demgemäss  den  p  linearen 
Gleichungen 

Cii^ki  +  c,2Aa2  H h  CipKkp  =0,    Ä  ^  i, 

c,iA,i  +  Ci2A,2  H h  Cip^ip  =  1 

genügen.  Durch  diese  aber  sind  die  c,i,  c,-2;  -  -  -,  Cip  gerade  eindeutig 
bestimmt,  da,  wie  wir  soeben  sahen,  die  Determinante  |  A,ik  |  ^  0  ist. 
Wie  man  jetzt  nachtraglich  leicht  bestätigt,  bilden  die  p  solcher- 
gestalt gewonnenen  Integrale  (1)  ein  System  linear -unabhängiger 
Grössen;  wir  wollen  dieselben  kurz  als  die  Normalintegrale  erster 
Gattung  der  Fn  bezeichnen*).  Diese  p  Normalintegrale  j  stehen  nun 
zu  den  p  Querschnitten  a»  gerade  in  derjenigen  Zuordnung,  wie  die 
Potentiale  u^^  u^^  -  *  -,  u%p  des  vorigen  Paragraphen  zu  den  2p  Curven 
o,',  hi.  Die  Analogie  zwischen  den  Potentialen  und  Integralen  erster 
Gattung  findet  daher  wirklich  in  dem  Umfange  statt,  wie  wir  am 
Anfang  des  gegenwärtigen  Paragraphen  angaben. 

Die  Wertdifferenzen,  welche  die  j,  auf  der  Fn  betrachtet,  an  den 
Querschnitten  h  aufweisen,  sind  uns  von  vornherein  nicht  näher  bekannt. 

*)  Dieselben  sind  offenbar  mit  dem  zu  Qrunde  gelegten  normalen  Quer- 
schnittsystem  zugleich  bestimmt.  Letzteres  lässt  sich  aber,  gerade  wie  wir  dies 
schon  bei  p «» 1  erkannten  (cf.  p.  28  u.  f.),  auch  im  allgemeinen  Falle  auf  unendlich 
viele  Weisen  auswählen.  Dementsprechend  lassen  sich  auch  Systeme  von  Normal- 
integralen erster  Gattung  der  F^  auf  unendlich  viele  Weisen  fixieren.  —  Wir 
können  auf  diesen  wichtigen  Gegenstand  hier  leider  nicht  näher  eingeben. 

Klein-Frloke,  ModolftinctiooeD.  34 
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Wir  wollen  dieselben  übrigens,  wofern  wir  sie  gelegentlich  gebrauchen 
sollten,  durch  Zik  bezeichnen,  und  man  entnehme  das  Nähere  aus  der 
hier  für  die  Wertdifferenzen  oder,  anders  ausgedrückt,  für  die  Perioden 
der  Normalintegrale  entworfenen  Tabelle: 


«17    «2> 

•••>  «p 

h>h>  •••}   h 

h 

3% 

1,   0, 
0,    1, 

•••,  0 

jp 

0,  0, 

•  •.,  1 

tpi ,  rp2,  "',    Tpp 

I 

Unter  den  p^  Grössen  r^  sind  übrigens  jedesmal  die  beiden  r,x  und  r«,- 
einander  gleich.  Auf  den  Beweis  dieser  Behauptung,  sowie  auf  fernere 
sich  hier  anschliessende  Sätze*)  gehen  wir  hier  nicht  ein,  da  wir  sie 
künftighin  doch  nicht  verwenden  werden. 

§  12.     Die  Integrale,  insbesondere  die  Normalintegrale  8 weiter 

Gattung  der  jP». 

Während  die  letztvoraufgehenden  Entwicklungen  das  Geschlecht  p 
der  Fläche  Fn  stets  >  0  vorausgesetzt  hatten,  gilt  die  nachfolgende 
an  die  Potentiale  zweiter  Gattung  anknüpfende  Betrachtung  gleich- 
massig  auch  für  die  Flächen  Fn  des  Geschlechtes  p «»  0.  Inzwischen 
wollen  wir  doch  hier  vorerst  p  >  0  voraussetzen,  um  hernach  die  auf 
den  Fall  jp  «=  0  bezüglichen  besonders  einfachen  Folgerungen  in  einem 
Paragraphen  für  sich  zu  entwickeln. 

Auf  unserer  willkürlich  gewählten  Fläche  Fn  giebt  es,  wie  wir 
früher  sahen,  ein  eindeutiges  Potential  ti,  das  zugleich  überall  stetig 
ist  bis  auf  einen  willkürlich  auf  der  jP«  gewählten,  etwa  bei  g^  ge- 
legenen  Punkt,   in   dem  u  wie   der   reelle  Teil   von unendlich 

wird.  Das  mit  u  conjugierte  Potential  sei  v;  dasselbe  wird,  wie  u,  ein 
Potential  zweiter  Gattung  der  Fn  vorstellen,  ist  jedoch  auf  der  Fn  im 
allgemeinen  vieldeutig.  Setzen  wir  jetzt  u  und  v  zu  tVg^'^u  -\'  iv 
zusammen,  so  haben  wir  in  w,^  eine  complexe  Function  der  Fn  ge- 
wonnen, die  überall  stetig  ist  bis  auf  jenen  einen  bei  e^  gelegenen  Punkt, 


in  welchem  m;,„  unendlich  wird  wie  - 


e   —    Zr 


die  ferner  auf  der  Fn  ein- 


deutig ist  und  längs  der  Schnitte  a,,  bi  lauter  rein  imaginäre  Wert- 
differenzen aufweist.  Hiemach  ist  zufolge  früherer  Sätze  tOg^  ein 
Integral  eweiter  Gattung  der  Fn,  und  wir  bezeichnen  tv»^  noch  genauer 
als  ein  zu  jenem  Punlcte  e^^  gehöriges  Integral  zweiter  Gattung. 

*)  Man  vergl.  in  dieser  Hinsicht  Naumann,  p.  246  u.  f. 
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Auf  Grund  des  ersten  Hülfssatzes  in  §  9^  p.  523  beweist  man  jetzt 
mühelos,  dass  Wt„  durch  die  namhaft  gemachten  Eigenschaften  bis  auf 
eine  additive  Constante  bestimmt  ist.  ^jfSSItiftx  wir  nunmehr,  von  der 
Forderung  ab,  dass  die  constanten  Wertdifferenzen  längs  der  ai,  hi 
rein  imaginär  sein  sollen,  verlangen  wir  vielmehr  ein  Integral  w,^  zu 
besitzen,  das  übrigens  alle  Eigenschaften  von  Wg^  hat,  nur  dass  die 
fraglichen  Wertdifferenzen  irgend  welche  complexen  Beträge  haben 
dürfen,  so  ist  w,^  noch  keineswegs  fest  bestimmt.  Vielmehr  genügt 
den  gestellten  Anforderungen  ersichtlich  jede  Function 

(1)  <  =  Wm,  +  Cq  +  cJi  +  CJ2  H h  Cjjp, 

wobei  w,^  das  soeben  gemeinte  besondere  Integral  ist,  die  Grössen  c 
irgend  welche  complexe  Constante,  die  j  aber  unsere  Normalintegrale 
erster  Gattung  bedeuten.  Man  bemerkt  zugleich,  dass  jedes  zur  Stelle  0q 
gehörige  Integral  zweiter  Gattung  der  Fn  in  der  Gestalt  (1)  darstellbar  ist. 

Hier  ist  jetzt  besonders  bemerkenswert,  dass  wir  die  Constanten 
Cif  C2,  "-,  Cp  in  der  Art  bestimmen  können,  dass  das  dargestellte  Integral 
w't^j  auf  die  Fn  eingeschränkt^  längs  aller  p  Querschnitte  ai  verschwindend^^ 
Wertdifferenzen  aufweist.  Sind  nämlich  die  Wertdifferenzen  des  Wg^  an 
den  fraglichen  Querschnitten  a,-  durch  i/^,  t/g,  •  • -,  Vp  bezeichnet,  so 
schreiben  wir  unter  Einführung  einer   besonderen  Bezeichnungsweise 

(2)  Z,,  =  tvg^  —  vJi  —  i/Jg Vpjp. 

Die  so  definierte  Grösse  nennen  wir  das  zur  Stelle  Zq  gdwrende 
Normalintegral  zweiter  Gattung]  dasselbe  hat  in  der  That,  auf  die  Fn 
eingeschränkt,  längs  der  Curven  a»  keine  Wertdifferenzen.  Aus  dem 
zweiten  Satze  des  §  9,  p.  524,  folgt,  dass  das  Normalintegrai  Z,„  durdi 
seine  UnstetigJceitssteüe  bis  auf  eine  additive  Constante  fest  bestimmt  ist 

Die  constanten  Wertdifferenzen,  welche  Z,^  an  den  p  Querschnitten  b 
aufweist,  sollen  r^,  r,,  •  •  •,  tp  heissen.  Für  diese  Zahlen  Xk  giebt  es 
eine  sehr  wichtige  Darstellung  vermittelst  der  Normalintegrale  erster 
Gattung,  von  welcher  wir  künftighin  Gebrauch  zu  machen  haben^ 
Bringen  wir  also  gleich  jetzt  diese  Darstellung  zur  Ableitung!  Wir 
integrieren  zu  dem  Ende  das  Differential  Zsßjk  über  die  ganze  Berandung 
der  Fn^  und  zwar  in  der  bereits  in  §  9,  p.  523,  gewählten  Richtung. 
Dabei  kommen  dann  gerade  wieder  die  Betrachtungen  zur  Geltung, 
die  auch  an  der  soeben  citierten  Stelle  massgeblich  waren.    Es  liefern 

zunächst  die  Linien  d  und  at  keinen  Beitrag  für  unser  Integral  JZj^djk, 

da  Zg^  längs  dieser  Schnitte  keine  von  Null  verschiedene  Differenzen 
aufweist.  Des  ferneren  werden  sich  wieder  die  beiden  auf  die  Ufer 
des  einzelnen  Querschnitts  bi  bezüglichen  Teile  unseres  Randiutegrals 

34* 
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zusammenfassen  lassen  und  liefern  —  '^ijäjhy  wo  letzteres  Integral  in 

der  Pfeilrichtung  der  Fig.  91,  p.  495  über  die  geschlossene  Curve  6,- 
auszudehnen  ist.  Vermöge  der  Definition  der  Normalintegrale  j  hat 
aber  dieses  Integral  stets  den  Wert  Null,  so  oft  i^Tc  ist,  dagegen 
den  Wert  -^^  1 ;  ^ ^^s  i  «»  A;  ist.  Als  Gesamtbetrag  unseres  Integrales 
über  den  Band  der  Fn  findet  sich  so: 

(3)  Jz,Jjk=-t,. 

Jetzt  dürfen  wir  unbeschadet  des  Integralwertes  die  Integrationsbahn 
auf  der  Fn'  zusammenziehen,  i|pnn  wir  dieselbe  nur  nicht  über  die  bei 
0  =  Zq  liegende  Unstetigkeitsstelle  von  Zg^  hinüberziehen.  Insbesondere 
kann  man,  da  Fn  einfach  zusammenhängend  ist,  die  fragliche  Bahn 
auf  einen  beliebig  kleinen  Ereis  um  diesen  Unstetigkeitspunkt  zu- 
sammenziehen, welcher  bei  der  hier  vorliegenden  Integrationsrichtung 
im  positiven  Sinne  zu  durchlaufen  sein  wird.  Denken  wir  den  Radius 
des  Kreises  sehr  klein  gewählt,  so  können  wir  zum  Zwecke  der  Aus- 
wertung des  Integrals 

setzen,  wobei  in  der  letzten  Formel  die  Ableitung  von  jk  im  Unstetig- 
keitspunkte  von  Zg^  genommen  sein  soll.     Wir  finden  solcherweise: 

Durch  Vergleich  von  (3)  und  (4)  ergiebt  sich  die  'beabsichtigte  Dar- 
Stellung  von  t*: 

(5)  -*=-2-(tL- 


Die  sich  hier  ohne  weiteres  anschliessenden  Folgerungen  für  l>  =  0, 
auf  die  wir  schon  oben  hinwiesen,  leiten  uns  in  das  eigentliche  Gebiet 
der  algebraischen  Functionen  der  Fn  zurück.  Von  den  letzteren  handeln 
wir  im  folgenden  Kapitel  im  Zusammenhang. 


Zweites  Kapitel. 
Weiterfilhrnng  von  Riemann's  Theorie  der  algebraischen  Functionen. 

Im  Yoraufgeheuden  Kapitel  haben  wir  anf  unserer  beUebig  ge- 
wählten Fläche  Fn  die  Existenz  yon  Integralen  der  ersten  und  zweiten 
Gattung  erkannt  und  hätten  mühelos  auch  diejenigen  der  dritten 
Gattung  herstellen  können,  die  wir  jedoch  erst  bei  einer  späteren  Gelegen- 
heit heranziehen«  Auf  Grund  der  so  bezeichneten  Resultate  hat  es 
nun  keine  Schwierigkeit  mehr,  die  Aufstellung  auch  der  algebraischen 
Functionen  der  Fn  zu  leisten,  was  in  der  That  der  Zweck  des  gegen- 
wärtigen Kapitels  ist.  Da  es  sich  später  in  erster  Linie  um  die  al- 
gebraischen Functionen  der  Fn  handeln  wird,  so  werden  wir  hier  bei 
Aufstellung  derselben  ein  wenig  länger  verweilen  müssen.  Insbesondere 
müssen  wir  denjenigen  Besonderheiten  gerecht  werden,  welche  der 
einzelnen  Fn  je  nach  ihrem  Geschlechte  jp  zukommen.  Wir  beginnen 
in  diesem  Sinne  geradezu  mit  einer  speciellen  Betrachtung  über  die 
Geschlechter  p  =  0  und  |>  =«  1 . 

§  1.    Die  algebraiflohen  Fonotionen  auf  einer  Biemann'schen  Fläche  Fn 

des  Gesohleohtes  jp  «=  0. 

Ein  erstes  wichtiges  Resultat  unserer  bisherigen  Entwicklungen 
ist  eine  besonders  einfache  Theorie  für  den  Fall,  dass  unsere  beliebig 
gewählte  Fläche  Fn  dem  Geschlechte  |>  =»  0  angehört.  Sehen  wir 
sogleich  zu,  was  in  diesem  Falle  aus  den  Integralen  erster  und  zweiter 
Gattung  wird,  die  wir  oben  allgemein  einführten. 

Wir  wiederholen  erstlich:  Auf  der  Fn  des  Geschlechtes  p  =  0 
giebt  es  keinen  eigentlichen  Periodenweg,  demgemäss  kein  Potential 
der  ersten  Gattung  und  also  auch  kein  Integral  dieser  Gattung.  Die 
oben  aufgestellten  Potentiale  der  zweiten  Gattung  existieren  demgegen- 
über auf  allen  Flächen  und  also  auch  auf  denen  des  Geschlechtes 
|)  SS  0.  Das  Besondere,  was  für  den  letzten  Fall  eintritt,  besteht  aber 
darin,  dass  ein  solches  Potential  u  auf  der  Fn  nicht  nur  eindeutig 
gewählt  werden  kann,  sondern  unter  allen  Umständen  eindeutig  ist, 
wieder  weil  eigentliche  Periodenwege  auf  der  Fn  nicht  existieren.    Aus 


534  in,  2.   Weiterfahrung  von  Riemann's  Theorie 

dem  Dämlichen  Grunde  ist  dann  auch  das  zu  u  conjugierte  Potential  i; 
auf  der  JP»  eindeutig.  Wir  besitzen  demgemäss,  wenn  wir  übrigens 
die  Potentiale  u,  v  hier  gerade  so  gewählt  denken,  wie  in  §  12,  p.  530 
des  vorigen  Kapitels,  in  w  ^^  u  -{-  iv  eine  auf  der  Fn  eindeutige 
Function,  welche  überall  stetig  ist,  abgesehen  nur  von  einem  übrigens  toill- 

Jcürlich  gewählten,  hei  0q  gelegenen  Punkte^  wo  sich  w  wie  verhält 

ufid  also  einfach  unendlich  wird. 

Auf  Grund  der  Entwicklungen  p.  498  u.  f.  erkennt  man  hiernach 
in  tv  sofort  eine  einwertige  algebraische  Function  der  Flädie,  die  also 
jeden  complexen  Wert  in  einem  und  nur  einem  Punkte  der  Fn  an- 
nimmt. Allgemein  wollen  wir  jetzt  eine  einwertige  algebraische 
Function  unserer  Fn  als  eine  Hauptfunction  dieser  Fläche  bezeichnen 
und  sind  dann  jedenfalls  der  Existenz  wenigstens  einer  solchen  Haupt- 
function, wie  wir  gerade  sehen,  gewiss.  Verstehen  wir  aber  sogleich 
unter  w  irgend  eine  Hauptfunction  unserer  Fläche  Fn  des  Geschlechtes 
l>  es  0,  so  wird  man  aus  den  schon  eben  citierten  Entwicklungen  des 
vorigen  Kapitels  ohne  weiteres  folgern,  dass  zwischen  w  und  z  eine 
irreducibele  algebraische  Relation  f{w,  ;?)  =  0  besteht,  in  der  w  bis  auf 
den  n^^  Grad  ansteigt,  0  aber  nur  im  ersten  Grade  enthalten  ist  Infolge 
des  letaleren  ümstandes  ist  e  als  rationale  Function  der  Hauptfuncti/on  w: 

(1)  js  =  r{w) 

darstellbar. 

Mit  w  gehören  nun  alle  rationalen  Functionen  von  w  und  e  als  al- 
gebraische Functionen  zur  Fläche  JP„,  und  wir  gewinnen  so  bekanntlich 
(cf.  p.  499)  die  Gesamtheit  der  zur  Fn  gehörenden  algebraischen 
Functionen.  Da  wir  aber  zufolge  (1)  z  seinerseits  wieder  als  rationale 
Function  von  w  darstellen  können,  so  erhalten  wir  den  für  spätere 
Verwendung  überaus  wichtigen  Satz:  Das  System  der  zu  unserer  Flädie 
des  Geschlechtes  p  =  0  gehörenden  algebraischen  Functionen  deckt  sidh 
mit  dem  System  der  rationalen  Functionen  B(w)  unserer  zur  Fn  gehören- 
den Hauptfunction  tv.  Dieser  Satz  ist,  wie  leicht  zu  sehen,  für  die 
Flächen  des  Geschlechtes  j9  =»  0  charakteristisch. 

Wir  haben  bislang  nur  erst  die  Existenz  einer  einzigen  Haupt- 
function tv  der  Fn  bewiesen,  was  ja  für  die  Aufstellung  der  soeben 
erhaltenen  Sätze  ausreichend  war.  Jetzt  wollen  wir  uns  über  die 
Gesamtheit  der  Hauptfunctionen  der  Fn  unterrichten.  Sei  also  w'  eine 
zweite,  so  wird  dieselbe  rational  in  w  darstellbar  sein  w'  =  Ji(}o), 
und  zwar  muss  diese  rationale  Function  R  linear  sein: 

/o\  '         aw  +  h 
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da  in  der  That  mit  w  auch  w'  auf  der  Fn  einwertig  sein  soll.  Man 
bemerkt  umgekehrt,  dass  jedes  solche  in  der  Gestalt  (2)  dargestellte 
w'  eine  Hauptfunetion  der  Fn  ist,  wofern  nur  (damit  w'  nicht  eine 
Constante  wird)  die  Determinante  (ad  —  bc)  einen  von  Null  verschiedenen 
Zahlwert  hat.  Die  in  den  vier  Coefficienten  von  (2)  liegende  Willkür- 
lichkeit ist  indessen  nur  eine  oo^-fache,  da  wir  dieselben  mit  einem  be- 
liebigen von  Null  verschiedenen  gemeinsamen  Factor  versehen  können, 
ohne  damit  w'  zu  ändern.  Merken  wir  uns  also:  Es  gid)t  auf  unserer 
Fn  des  Geschlechtes  NuU  cx>^  Hauptfunctionen,  die  aUe  in  jeder  einzelnen^ 
beliebig  unier  ihnen  gewäJdten  linear  darstellbar  sind. 

Es  fragt  sich,  wie  wir  unter  all'  diesen  Hauptfunctionen  der  Fn 
eine  besondere  in  einfachster  Weise  zu  charakterisieren  vermögen. 
Die  zu  diesem  Zweck  zu  gebende  Regel  stellen  wir  gleich  so  auf,  wie 
sie  späterhin  häufigst  zur  Verwendung  kommen  wird.  Wir  fixieren 
uns  drei  getrennt  liegende  Punkte  der  JP„,  in  denen  die  der  Darstellung 
der  übrigen  zunächst  zu  Grunde  gelegte  particuläre  Hauptfunetion  w 
die  Werte  Wq^  w^y  w^  annehmen  möge.  Eine  m  construierende  Haupt- 
funetion w'  soU  in  diesen  drei  Punkten  bez.  die  Werte  0,  1,  cx)  an- 
nehmen; durch  diese  Bestimmung  ist  alsdann  w',  wie  wir  behaupten, 
gerade  vollständig  bestimmt.  Setzen  wir  nämlich  die  drei  zugleich 
eintretenden  Wertsysteme  Wy  w'  in  (2)  ein,  so  erhalten  wir  die  drei 
Gleichungen: 

awQ  +  6  =  0,    cw^  +  df  «=  0,    cw^  -j-  d  =  aw^  +  6, 

welche  sich  zur  endgültigen  Bestimmung  der  Quotienten  der  a,  &,  c,  d 
gerade  als  ausreichend  erweisen  und 


W  —  Wq      i^i   —  M7j, 


«7  —  tr,    «?!  —  Wq 


(3)  w'  = 

ergeben. 

Besonders  interessant  ist  es  endlich  (wegen  der  Rückbeziehung 
auf  frühere  Untersuchungen),  wenn  wir  die  complexe  Ebene  irgeud 
einer  particulär  gewählten  Hauptfunetion  w  neben  die  gegebene 
Riemann'sche  Fläche  Fn  stellen.  Da  w  eine  einwertige  algebraische 
Function  der  Fn  ist,  andrerseits  aber  zu  jedem  Punkte  von  Fn  nur  ein 
Wert  von  i€  gehört,  so  ist  offenbar  jene  Ebene  auf  die  Fn  Punl^  für 
Punkt  wechselweise  eindeutig  bezogen.  Daher  das  folgende  (wiederum 
für  |)=>0  charakteristische)  Resultat:  Die  gegebene  n-blättrige  Fläche  Fn 
des  Geschlechtes  Null  lässt  sich  conform  auf  eine  einfach  bedeckte  Ebene 
abbilden^  nämlich  die  complexe  Ebene  der  Hauptfunetion  w*).  Damit  haben 
wir  nun  in  Übereinstimmung  mit  Formel  (1)  des  gegenwärtigen  Para- 

*)  Für  diese  dnrch  w(z)  vermittelte  Abbildung  sind  die  Verzweigungspnnkte 
der  J^^  singol&re  Stellen  im  Sinne  von  p.  88  (letzter  Absatz). 
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graphen  direct  den  Ansatzpunkt  wiedergewonnen,  wo  unsere  p.  65  u.  f. 
durchgeführten  Überlegungen  beginnen.  Jene  bewahren  also  ihre  Be- 
deutung ganz  allgemein  für  alle  Riemann'schen  Flächen  des  Geschlechtes 
l>  =s  0,  und  so  werden  wir  z.  B.  für  unseren  Fall  in  der  complexen 
Ebene  der  Hauptfunction  w  die  n  über  einander  liegenden  Blätter  der 
Fn  in  n  neben  einander  liegende  Bereiche  der  Ebene  w  conform  über- 
tragen finden.  Die  verschiedenen  Ebenen  aber,  welche  den  verschiedenen 
Hauptfunctionen  w  derselben  Fn  entsprechen,  stehen,  in  Übereinstim- 
mung mit  der  Formel  (2)  des  gegenwärtigen  Paragraphen,  in  Ereis- 
verwandtschaft.  Wir  werden  für  diese  allgemeinen  Satze  später  eine 
grosse  Reihe  von  Beispielen  kennen  lernen. 


§  2.  Die  algebralBChen  Functionen  auf  einer  Biemann*80heu  Fläche  Fn 

des  Gescbleohtes  j)  =  1  • 

Kaum  minder  einfach  gestaltet  sich  die  Erledigung  des  Falles, 
dass  unsere  beliebig  gewählte  Fläche  Fn  dem  Geschlechte  p  «=:  1  an- 
gehört. Auf  einer  solchen  Fläche  Fn  existiert  zuvörderst  nach  unseren 
bezüglichen  Erörterungen  p.  527  ein  Integral  der  ersten  Oattung,  welches 
wir  im  Anschluss  an  die  früher  (p.  145  u.  f.)  von  uns  gebrauchte  Be- 
zeichnungsweise u  nennen.  Jedes  andere  der  Fläche  zugehörige  Inte- 
gral erster  Gattung  u  ist  alsdann,  wie  wir  wissen,  eine  lineare  ganze 
Function  u  '^au-^-b  von  jenem  beliebig  particulär  gewählten  Integral  u 
und  es  würde  nicht  schwer  halten,  aus  der  Gesamtheit  dieser  Integrale 
ein  einzelnes  durch  geeignete  Massnahmen  zu  charakterisieren.  Das 
Integral  u  ist,  wofern  wir  es  auf  die  durch  die  Querschnitte  a^  und  &| 
zerschnittene  Fläche  einschränken,  vom  Punkte  derselben  eindeutig  ab- 
hängig. Die  dabei  längs  der  beiden  Querschnitte  eintretenden  Wert- 
differenzen bezeichnen  wir,  wie  üblich,  durch  co^  und  Og. 

Das  Integral  u  spielt  nun  für  unsere  Fläche  mit  |7 «»  1  insofern 
eine  ganz  ähnliche  Bolle,  wie  soeben  hei  p  =  0  die  einzelne  Haupt- 
function, als  die  Beschreibung  der  zur  Fn  gehörenden  Functionen  be- 
sonders einfach  ausfällt,  wenn  wir  die  letzteren  in  ihrer  Abhängigkeit 
vom  Integral  u  betrachten.  Die  hiermit  bezeichnete  Aufgabe  ist  offen- 
bar für  unsere  allgemeine  Fläche  des  Geschlechtes  |>  »*  1  dieselbe, 
die  wir  p.  147  für  die  damals  speciell  betrachtete  F^  mit  vier  Yer- 
zweigungspunkten  aussprachen.  Wollen  wir  also  auch  hier  vor  allen 
Dingen  nachsehen,  wie  sich  die  conforme  Abbildung  gestaltet,  welche 
das  Integral  u  von  der  durch  a^,  5^  zerschnittenen  Fläche  jP,  leistet. 
Das  Fundament  dieser  Untersuchung  ist  der  nachfolgende,  später 
noch  zu  belegende  Satz:  Hat  u  in  einem  heliä>ig  gewählten  Punkte  ß^ 
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der  Fn  den  Werl  u^y  so  wird  die  Umgebung  dieses  Punktes  der  jF„  ver- 
möge u  auf  die  einfadi  bedeckte  Umgebung  des  Uq  glatt  abgebildet  *).  Das 
Abbild  der  ganzen  JPV  in  der  ti-Ebene  wird  demnach  einen  einfach 
zusammenhängenden ;  ganz  im  Endlichen  gelegenen  Bereich  derselben 
darstellen,  der  keinen  Vereweigungspunkt  entJiäU.  Dieser  Bereich  wird, 
wofern  wir  die  Schnitte  o^,  b^  selbst  stetig  gekrümmt  annehmen,  von 
vier  stetig  gekrümmten  Randcurven  eingegrenzt  sein,  welche  die 
Abbilder  der  vier  Ufer  von  a^  und  b^  sind.  Es  wird  dabei  eine 
erste  der  vier  Bandcurven  unseres  Bereiches  durch  die  Substitution 
u'  s=s  t(  -|-  a>i  in  die  gegenüberliegende  übergeführt  werden^  desgleichen 
eine  dritte  Randcurve  durch  u  ^^  u  -{-  a^  in  die  ihr  gegenüberliegende 
vierte. 

Die  gerade  gewonnenen  Ergebnisse  fassen  wir  kurz  in  den  Satz 
55usammen:  Die  Fläche  F^  wird  vermöge  des  Integrales  u  conform  auf 
ein  im  allgemeinen  krummliniges  Parallelogramm  der  u- Ebene  abgebildet^ 
dessen  gegenüberliegende  Seiten  durch  die  soeben  geschriebenen  8td)stitu- 
tionen  w'  =«  w  +  a>,  bei»,  w'  «=  w  +  o,  in  einander  überfuhrbar  sind. 
Damit  haben  wir  ein  Resultat  erhalten,  das  sich  dem  oben  (p.  147) 
für  die  F^  mitgeteilten  direct  an  die  Seite  stellt.  Wie  damals, 
können  wir  es  auch  nun  wieder  durch  geeignete  Legung  der  Schnitte 
dif  b^f  bez.  durch  ein  zweckmässig  gewähltes  particuläres  u  erreichen, 
dass  das  fragliche  Parallelogramm  der  H-Ebene  geradlinig  wird  und 
die  Ecken  w  =  0,  cd^,  Og,  co^  -|-  cog  bekommt.  Wenn  wir  alsdann 
unsere  Fläche  durch  die  unendlich  vieldeutige  Function  u  abbilden, 
wie  letztere  entsteht,  falls  wir  beliebige  Überschreitungen  unserer 
beiden  Querschnitte  zulassen,  so  finden  sich,  gerade  wie  wir  dies  schon 
in  Fig.  87,  p.  148,  darstellten,  als  die  unendlich  vielen  Abbilder  der 
Fläche  in  der  li-Ebene  unendlich  viele  mit  einander  congruente  Parallelo- 
gramme, welche  diese  Ebene  lückenlos  und  einfach  bedecken.  Dar 
durch  ist  alsdann  eine  ein -cx>- deutige  conforme  Beziehung  der  u-Ebene 
auf  unsere  Fläche  Fn  begründet,  bei  welcher  einem  Punkte  der  u-Ebene 
immer  ein  Punkt  der  Fn^  einem  Punkte  der  F^  aber  stets  solche 
unendlich  viele  Punkte  der  ««-Ebene  entsprechen,  welche  homolog  in 
den  unendlich  vielen  Parallelogrammen  dieser  Ebene  gelegen  sind**). 


*)  Ist  Zq  ein  Yerzweigungspankt  der  F^j  so  wird  die  Umgebung  desselbeo 

auf  der  Fläche  F^  sich  selbst  mehrfach  überdecken;  gleichwohl  ist  ihr  Abbild  in 

der  tt- Ebene  ein  einfach  bedeckter  Bereich  um  u^.    Diese  Verhältnisse  werden 
weiter  unten  in  §  6  näher  bewiesen. 

**)  Wir  haben  diese  Verhältnisse  um  so  ansfdhrlicher  skizziert,  als  sie  ja 
augenscheinlich  die  allergrösste  Analogie  zu  gewissen  Untersuchungen  des  vorigen 
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Nunmehr  steht  der  yoUen  Anwendung  unserer  früheren  Ent- 
wicklungen aus  I^  5  nichts  mehr  im  Wege.  Wir  werden  uns  aus 
u^  <Dif  (Dg  vermöge  der  Formeln  (2)  p.  149  vorab  die  beiden  Functionen 
p(u  I  0]y  cDg);  p'(u  I  (Dj,  (Dg)  construieren  und  dann  den  Satz  heran- 
ziehen, dass  alle  doppeltperiodischen  Functionen  n*^  Grades  von  u, 
dl,  dg  rationale  Functionen  R(^p,  p')  von  p  und  fp'  sind.  Jetzt  inteiv 
pretiere  man  u  wieder  als  Function  auf  unserer  n- blättrigen  Fläche  Fn 
über  der  ier- Ebene.  Da  geht  dann  z.  B.  die  Function  (f>(u)  über  in 
eine  analytische  Function  p{u{z))  von  jer,  welche  auf  der  unzerschnittenen 
Fn  eindeutig  ist;  thatsächlich  gehen  ja  beliebige  Periodenwege  der  Fn, 
auf  Grund  der  geschilderten  Beziehung  der  Fn  zur  u- Ebene  in  letztere 
übertragen,  dort  in  Linien  zwischen  homologen  Punkten  zweier  Parallelo- 
gramme über.  Zudem  ist  die  Function  p(u{z))  auf  der  i^»  überall  stetig  bis 
auf  einen  Punkt  (u  =  0),  wo  sie  algebraisch  im  zweiten  Grade  unend- 
lich wird.  Wir  erkennen  demnach  in  piuiß))  eine  zweiwertige  algebraische 
Function  der  Fn»  Sofort  schliesst  man  jetzt  allgemein  vermöge  der 
gleichen  Überlegung:  Die  doppeltperiodischen  Functionen  m^^  Grades 
von  Uj  (Ol,  (Dg  liefern,  auf  die  Fn  übertragen,  die  sämtlichen  m- wertigen 
algebraiscJien  Functionen  derselben  und  umgekehrt*). 

Wir  haben  auf  diese  Weise  nicht  nur  den  Existenzbeweis  für  die 
algebraischen  Functionen  unserer  Fläche  Fn  erbracht,  sondern  wir 
entnehmen  zugleich  eine  einfache  Regel  für  die  Darstellung  aller 
dieser  algebraischen  Functionen  durch  einige  unter  ihnen  aus  den  be- 
züglichen früheren  Sätzen.  Eine  einwertige  algebraische  Function 
existiert  auf  unserer  Fn  nicht  (cf.  p.  149);  in  der  That  würde  eine 
solche  die  Fn  auf  eine  einfach  bedeckte  Kugelfläche  conform  übertragen 
(welche  letztere  wir  etwa  als  Träger  der  complexen  Werte  jener  einwertigen 


Abschnitts  darbieteD.  In  der  That  setze  man  an  Stelle  der  u- Ebene  die  a>- Halb- 
ebene, an  Stelle  des  Periodenparallelogramms  das  Fundamentalpolygon  F    einer 

Untergruppe  der  Modulgruppe,    endlich  an  Stelle  der  Fläche  F^  die  gescblosBene 

Fläche  Ff  welche  jenem  Polygon  entspricht;  und  man  wird  fär  die  Sätze  des 

Textes  fast  Wort  für  Wort  die  früheren  analogen  Sätze  erhalten.  Man  wolle  an 
dieser  Bemerkung  festhalten,  da  die  hiermit  gefundene  Analogie  nicht  nnr  für 
die  bis  jetzt  besprochenen  geometrischen  Verhältnisse  besteht,  sondern  durchaus 
auch  in  den  sich  beiderseits  anschliessenden  functionentheoretischen  Gesichtspunkten 
in  Kraft  bleibt.  In  der  That  werden  wir  im  nächsten  Kapitel  genau  die  nämlichen 
Schlussweisen  und  Oedankenentwicklungen,  die  sich  im  Texte  betreffs  der  ti- Ebene 
und  der  Fläche  F^  sogleich   anreihen,   für   den  anderen  Fall  der  Polygone  F 

und  geschlossenen  Flächen  F^  durchzuführen  haben. 

*)  Diese  ümkehrung   des   ausgesprochenen   Satzes  haben   wir  bereits  p.  148 
für  den  damals  betrachteten  speciellen  Fall  in  Anwendung  gebracht. 
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Function  denken)^  und  eine  solche  Eugelfiäclie  hat  das  Geschlecht 
jp  =  0,  nicht  aberj9  =  l,  wie  es  doch  sein  müsste.  Demgegenüber 
giebt  es  auf  der  F^  zweiwertige  Functionen,  und  eine  specielle  unter 
ihnen  sei  p,  welche  der  doppeltperiodischen  Function  ^(xi  \  o^,  gi^) 
entsprechen  soll.  In  derselben  Weise  gehe  die  dreiwertige  algebraische 
Function  ^o'  der  Fn  aus  der  doppeltperiodischen  Function  p'{y<\m^yCi^ 
hervor.  Wir  haben  dann  ersichtlich  den  Satz:  Alle  älgebraisdien  Func- 
tionen der  Fn  sind  cUs  rationale  Functionen  i2(p,  p')  der  beiden  be- 
sonderen unter  ihnen  p,  p'  darstellbar,  welche  letztere  mit  einander  durch 
die  Relation  verknüpft  sind: 

(1)  J^''  =  V-fl'iF  — fl'a. 

Unigekehrt  sind  alle  Functionen  B{p,  p')   algebraische  Functionen  auf 

der  Fläche. 

Wenn  wir  vorhin  bei  |)  =  0  die  gegebene  Fn  vermöge  einer  zu- 
gehörigen Hauptfunction  abbildeten,  so  wollen  wir  hier  eine  ent- 
sprechende Massnahme  durchführen^  indem  wir  nämlich  unsere  Fn  des 
Geschlechtes  p  =  l  vermöge  ihrer  zweiwertigen  Function  p  oder  irgend 
einer  anderen  auf  ihr  existierenden  zweiwertigen  Function  abbilden. 
Insofern  der  einzelne  complexe  Wert  p  immer  in  zwei  Punkten  der  Fn 
stattfindet,  werden  stets  zwei  Punkte  beim  Fortgang  zur  complexen 
Ebene  p  über  einander  zu  lagern  sein,  und  wir  gelangen  solcher- 
gestalt überhaupt  zu  einer  doppelten  Überlagerung  der  ganzen  ^-Ebene. 
Freilich  werden,  wie  wir  wissen,  für  vereinzelte  Werte  p  (z.  B.  p  =  cx>) 
die  beiden  bezüglichen  Punkte  der  Fn  coincidieren.  In  der  p -Ebene 
werden  dann  an  solchen  Stellen  die  beiden  über  einander  liegenden 
Blätter  mit  einander  zusammenhängen.  Thatsächlich  müssen  ja  auch 
die  beiden  fraglichen  Blätter  irgendwie  mit  einander  verzweigt  sein, 
um  eine  ,,zusammenhängende^'  Riemann'sche  Fläche  JP^  bilden  zu 
können,  da  doch  auch  die  gegebene  Fläche  Fn  zusammenhängend  ist. 
Die  Anzahl  der  in  dieser  Weise  für  die  F2  eintretenden  Verzweigungs- 
punkte bestimmt  sich  auf  Grund  der  Formel  (2)  p.  494  zu  vier.  Da- 
her denn  das  Resultat:  Unsere  gegebene  FläcJie  Fn  des  Geschlechtes 
p  =  l  wird  durch  die  Function  p  oder  irgend  eine  andere  ihrer  zivei- 
wertigen  Functionen  auf  eine  zweiblättrige  Bieniann'sche  Fläche  mit  vier 
Verzweigungspunkten  abgebildet.  Hiermit  ist  denn  zur  vollen  Evidenz 
gebracht,  dass  es  sich  jetzt  bei  unserer  willkürlich  gewählten  Fn  mit 
l>  SS  1  im  Princip  um  genau  die  nämlichen  Verhältnisse  handelt,  die 
wir  oben  in  I,  5  bereits  erledigten. 
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§  3.  Die  algebraischen  Fonotionen  auf  einer  Biemann'Bchen  Fläche  Fn 

eines  beliebigen  Gesohlechtes. 

Sei  nun  die  vorgelegte  Fläche  Fn  eine  ganz  beliebige  mit  irgend 
einem  Geschlechte  jp,  das  wir  nur  der  Kürze  halber  als  >  1  annehmen. 
Auch  unter  dieser  Voraussetzung  gelingt  es  jetzt  leicht,  den  Existenz- 
beweis zugehöriger  algebraischer  Functionen  zu  liefern^  und  zwar  ver- 
werten wir  hierbei  zweckmässig  die  zur  F„  gehörenden  Integrale 
zweiter  Gattung  in  ihrer  p.  531  eingeführten  Normalform  Z,, 

Wir  wählen  uns  auf  der  Fn  eine  Reihe  von  m  etwa  bei  z  =  z^y 
Hj  '  ' '}  ^m  gelegenen  Punkten,  von  denen  keine  zwei  zusammenfallen, 
noch  auch  in  der  Fn  über  einander  gelegen  sein  sollen.  Wir  wollen  ver- 
suchen, eine  w- wertige  algebraische  Function  der  Fn  zu  construieren, 
die  an  den  bezeichneten  m  Stellen  je  einfach  algebraisch  unendlich 
wird.  Setzen  wir  vorab  voraus,  es  existiere  eine  derartige  algebraische 
Function  w,  und  dieselbe  werde  an  jener  bei  z  "=  Zi  gelegenen  Stelle 

unendlich  wie Man  bilde   sich  alsdann  das  zu  jener  Stelle 

t 

gehörende  Normalintegral  Z^.  und  untersuche  den  Ausdruck 

(1)  w  —  c^Z,^  —  c^Z,^ —  c„,Z,^ 

in  Bezug  auf  sein  Verhalten  auf  der  i^„.  Derselbe  ist  auf  der  Fn 
offenbar  überall  stetig;  dabei  ist  er  auf  der  Fn  eindeutig  und  besitzt 
längs  der  Schnitte  a  und  b  constante  Wertdifferenzeu,  er  ist  also  ein 
Integral  erster  Gattung.  Aber  für  die  Schnitte  a  sind  diese  Wert- 
differenzen durchgehends  Null,  da  dies  für  jedes  einzelne  Integral  Z^ 
gilt.  Der  Ausdruck  (1)  muss  demnach  (cf.  p.  524)  auf  der  Fn  mit 
einer  Constanteii  Cq  identisch  sein,  und  also  gewinnen  wir  für  tff  die 
Darstellung: 

(2)  w^Co  +  c^Z,^  +  c^Z,^  -\ h  c„,Z,^. 

Kehren  wir  jetzt  zurück  zur  Frage  nach  der  Existenz  einer  al- 
gebraischen Function,  die  in  jenen  m  Punkten  und  sonst  nirgends  je 
einfach  unendlich  wird.  Eine  solche  müsste,  wie  wir  sehen,  eine  Dar- 
stellung (2)  zulassen;  knüpfen  wir  also  an  diese  unsere  fernere  Dis- 
cussion,  wobei  aber  jetzt  die  Constanten  c  irgend  welche  noch  nicht 
näher  bestimmte  Werte  haben.  Die  rechte  Seite  von  (2)  stellt  im 
allgemeinen  ein  Integral  zweiter  Gattung  mit  m  Unstetigkeitspunkten 
dar.  Schränken  wir  dasselbe  auf  Fn  ein,  so  zeigt  es  längs  der 
Schnitte  a  keine  von  Null  verschiedene  Wertdifferenzen.  Längs  5* 
möge  Zi.  die   Differenz  t^p  besitzen,   so   weist   längs   dieses    Schnittes 
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die    auf   der    rechten   Seite   von  (2)   stehende    Summe    die   Differenz 

m 

^^c^T^*)  auf.     Soll   also  die  in  Rede  stehende  Summe  auf  der  jP»  ein- 

deutig   sein^   so  ist  notwendig  und  hinreichend,  dass  für  alle  p  Werte 
i  =  1,  2,  3,  •  •  •,  j)  die  Identität 

(3)  CiT^)  +  c,T</>  H h  c^t(-)  =  0 

erßillt  ist. 

Unser  Problem  ist  hierdurch  zurückgeführt  auf  die  Auflösung 
eines  Systems  von  p  homogenen  linearen  Gleichuugen  nach  den 
m  Uubekannten  Ci,  c^j  -  •  ■,  Cm*  Ohne  hier  sogleich  in  erschöpfender 
Weise  weiter  zu  schliessen,  ist  jedenfalls  soviel  deutlich,  dass  für 
Iii>|>+1  unser  Gleichungsystem  (3)  eine  oder  mehrere  Lösungen 
in  nicht  durchgehends  verschwindenden  c  zulässt.  Nehmen  wir  eines 
dieser  Lösungsysteme,  um  es  auf  der  rechten  Seite  von  (2)  einzu- 
tragen, so  stellt  diese  rechte  Seite  eine  eindeutige  und  damit,  wie  man 
sofort  erkennt,  eine  algebraische  Function  der  Fn  dar,  die  wir  nun 
wieder  w  nennen.  Sind  alle  Coefficienten  Ci,  Cj,  •  •  •,  Cm  von  Null  ver- 
schieden, so  ist  w  m- wertig.  Es  könnten  aber  auch  einige  unter 
diesen  Coefficienten  verschwinden,  und  wir  wollen  in  diesem  Sinne 
sagen,  dass  w  im  allgemeinen  eine  f»-wertige  algebraische  Function 
der  Fn  sei.  Als  solche  ist  sie  mit  0  verbunden  durch  eine  irreducibde 
algebraische  Gleichung  f(w,  0)  ■=  0,  in  der  w  bis  auf  den  n**",  0  aber 
bis  auf  den  m^^  Grad  ansteigt*).  Jetzt  sind  mit  w  auch  alle  ratio- 
nalen Functionen  Ii{Wy  z)  algebraische  Functionen  der  Fn,  und  um- 
gekehrt sind  alle  algebraischen  Functionen  der  JP„  in  dieser  Gestalt 
Ii(w,  e)j  wie  wir  wissen,  darstellbar.  Die  Existenz  der  algebraischen 
Functionen  ist  damit  für  unsere  beliebig  gewählte  Fn  des  Geschlechtes  p  in 
erschöpfender  Weise  dargelegt. 

Setzen  wir  noch  hinzu,  dass  eine  Darstellung  (2)  für  jede  al- 
gebraische Function  w  unserer  Fn  geleistet  werden  kann.  Freilich 
versagt    unser   ursprünglicher  Ansatz,   wofern   von   den   m  Unstetig- 

*)  Aach  hier  müssen  wir  wieder  des  in  der  zweiten  Note  p.  498  besprochenen 
besonderen  Falls- gedenken.  Zufolge  der  damaligen  Erörterungen  könnte  es  viel- 
leicht eintreten,  dass  w  in  der  irreducibelen  Relation  f{to,  z)  =^  0  nur  auf  den 

Grad  —    anstiege,  welche   letztere   von   sich   aus   zu   einer   Fläche  F^    führen 

t 
würde,  ans  der  erst  durch  T-fache  Überlagerung  unsere  F^  entspränge.     Dann 

findet  sich  jedes  zusammengehörige  Wertsystem  w,  z  m  der  F^  t  Male.    Für  die 

im  Texte  mit  w  bezeichnete  Function  kann  dieser  Fall  indessen  nicht  eintreten, 
da  dem  Werte  ir  »s  00  ausdrücklich  tn  verschiedene  Werte  z  zugeordnet  sein  sollten. 
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keitspunkten  von  w  einige  oder  gar  alle  mit  einander  coincidieren. 
Findet  dies  statt,  so  wähle  man  (um  Weitläufigkeiten^  wie  Einfuhrung 
von  Integralen   mit   mehrfachen  Unendlichkeitsstellen ,   zu  vermeiden) 

die  Constante  a  in  «?'  =  — ^— -  derart,  dass  die  m  Unstetigkeitspunkte 

von  w'  durchgehends  getrennt  liegen  (was  keine  Schwierigkeit  hat). 
Statt  to  werden  wir  dann  w'  der  Darstellung  (2)  unterziehen  können. 

Im  Anschluss  an  die  entsprechenden  Überlegungen  bei  jp  «s  0  und 
p  :s  1  handeln  wir  hier  schliesslich  noch  von  der  Abbildung  der  Fn 
vermöge  einer  ihrer  algebraischen  Functionen  w.  Sei  die  m- wertige 
Function  w  mit  g  durch  die  irreducibele  Relation  f(w,  g)^^0  ver- 
knüpft, und  sei  to  derart  gewählt,  dass  das  einzelne  Wertsystem  tr,  e 
im  allgemeinen  nur  in  einem  Punkte  der  Fn  eintritt  Man  wolle  jetzt 
in  f(Wy  0)^=^0  die  Yariabele  w  als  unabhängig  auffassen  und  dem* 
entsprechend  die  Relation  f(Wy  0)  =  0  durch  eine  w-blättrige  Fläche  Fm 
über  der  complexen  ti;- Ebene  versinnlichen.  Auch  auf  dieser  Fm  findet 
das  einzelne  Wertsystem  w^  0  im  allgemeinen  nur  in  einem  Punkte 
statt,  und  es  sind  offenbar  auf  diese  Weise  die  beiden  Flächen  Fn 
und  Fm  wechselweise  eindeutig  auf  einander  bezogen.  Da  aber  w 
eine  algebraische  Function  von  g  ist,  so  können  wir  dieses  Resultat 
offenbar  dahin  aussprechen:  Die  gegebene  Fläche  F^  wird  durch  eine 
ihr  angekörende  m- wertige  algebraische  Function  w  conform  auf  eine 
m-blättrige  Fläche  Fm  über  der  w-Ebene  abgebildet  (cf.  Note  p.  535). 

Die  algebraischen  Functionen  der  Fm  sind  die  Grössen  R{Wf  e), 
coincidieren  also  geradezu  mit  denen  der  Fn.  Wir  werden  dies  Sach- 
verhältnis in  folgender  Weise  interpretieren:  Die  algebraischen  Func- 
tionen der  Fn  betrachten  wir  als  abhängig  vom  einzelnen  Punkte 
der  Fn-  Indem  wir  diesen  Punkt  in  die  Fm  über  der  w-'Ehene  hin- 
überwerfen, denken  wir  den  im  fraglichen  Punkte  stattfindenden  Wert  der 
einzelnen  algebraischen  Function  mit  übertragen.  Insgesamt  überträgt 
sich  unsere  Function  alsdann  in  eine  algebraische  Function  der  Fm* 
In  völlig  gleicher  Weise  entspringen  aus  den  Integralen  der  drei 
Gattungen  auf  der  Fn  bei  der  Übertragung  die  zur  Fm  gehörenden 
Integrale  bez.  der  nämlichen  Gattung.  Wir  können  also  zur  Unter- 
suchung unseres  hier  in  Rede  stehenden  Systems  der  algebraischen 
Functionen  R(tc,  z)  und  ihrer  Integrale  unter  unendlich  vielen  Rie- 
mann'schen  Flächen,  die  alle  auf  einander  wechselweise  eindeutig  be- 
zogen sind,  eine  nach  Willkür  auswählen.  Damit  ist  die  besondere 
Stellung  des  z  in  den  bisherigen  Entwicklungen  auf  das  richtige  Mass 
zurückgeführt;  in  der  That  erscheint  jetzt  z  coordiniert  eingeordnet  in 
das    ganze    System    der    hier    algebraisch    mit    einander    verwandten 
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Grossen  R(tVy  z),  unter  denen  erst  dadurch  eiue  einzelne  besonders 
ausgezeichnet  wird,  dass  wir  unter  all'  jenen  Riemann'schen  Flächen 
eine  specielle  zu  Grunde  legen.  Oder  auch:  Unter  air  den  ver- 
schiedenen eindeutig  auf  einander  abbildbaren  Riemann'schen  Flächen, 
welche  den  verschiedenen  Functionen  R(w,  z)  entsprechen,  ist  die  F^^ 
von  der  wir  ausgingen^  nur  insofern  ausgezeichnet,  als  wir  gerade 
It(w,  z)  ^^  z  als  die  unabhängig  veränderliche  Function  betrachten 
wollen*). 

§  4.    Die  Functionen  tp  einer  Fn  von  höherem  G^schleohte. 

Nachdem  voraufgehend  auf  unserer  willkürlich  gewählten  Fn  in 
allen  Fällen  die  Existenz  zugehöriger  algebraischer  Functionen  be- 
wiesen ist,  gilt  es  nun  im  Falle  p  >  1  noch  tiefer  in  die  Unter- 
suchung derselben  einzuführen.  Wir  definieren  zu  dem  Ende  von  den 
Integralen  erster  Gattung  aus  eine  besondere  Art  algebraischer  Func- 
tionen der  Fn^  die  berufen  sind^  weiterhin  eine  sehr  wichtige  Bolle 
zu  spielen. 

Sei  w^y  w^,  ' ' '}  Wp  ein  System  von  p  linear-unabhängigen  Inte- 
gralen erster  Gattung  der  Fn^  w  aber  ein  beliebiges  (j)  +  1)*®"  solches 
Integral.    Letzteres  stellt  sich  durch  jene  p  Integrale  in  der  Form: 

(1)  W7  o=  «0  +  a^w^  +  tt^w^  -) 1-  UpWp 

mit  Constanten  Goefficienten  a  dar.    Durch  Differentiation  von  w  nach  z 

entspringt,  wie  wir  schon  gelegentlich  bemerkten,   eine  algebraische 

Function  der  Fn'-,  wir  nennen  dieselbe  allgemein 

dw 

und  bezeichnen  in  entsprechender  Weise  die  aus  tv^,  w^j  •  •  •,  iVp  zu 
bildenden  Functionen  durch  y^,  g?2>  ' '  '7  ^p-  Letztere  sind  alsdann 
linear  unabhängig]  bestände  nämlich  eine  Relation: 

*)  um  keine  einzelne  der  Fanctionen  R(Wf  e)  zu  bevorzugen,  benennen  wir 
deren  Inbegriff  im  folgenden  gern  mit  einem  aus  den  W ei erstras ansehen  Vor- 
leeungen  stammenden  Ausdruck  als  algebraisches  Gebilde. 

Ihr  klares  geometrisches  Substrat  findet  die  hiermit  bezeichnete  Ansicht, 
wenn  man  mit  Klein  in  dessen  oben  genanntem  Schriftchen  (p.  493,  Note)  den 
Aufbau  der  Riemann'schen  Theorie  damit  beginnt,  dass  man  nicht  eine  mehr- 
blättrige Fläche  über  der  (a;-|-^^)-^bene,  sondern  irgend  eine  geschlossene  Fläche 
zu  Grunde  legt,  die  dann  durch  jede  einzelne  auf  ihr  existierende  „algebraische** 
(i.  e.  eindeutige)  Function  auf  eine  mehrblättrige  Fläche  über  der  Ebene  abge- 
bildet wird.  Leider  können  wir  dieser  allgemeineren  Auffassung  der  Theorie  im 
Texte  nicht  weiter  nachgehen;  es  ist  dies  aber  auch  insofern  nicht  nötig,  als  wir 
bei  den  weiterhin  in  Betracht  kommenden  Riemann^schen  Flächen  eine  aus- 
gezeichnete algebraische  Function  immer  von  vornherein  kennen. 
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ßo  +  Avi  +  ßfVi  H h  ßpVp  =  0 

identisch,  so  würde  durch  Integration  nach  z 

(2)  ßo^  +  ßxti\  +ß,tv,  +  "'  +  ßpw^  =  c 

folgen,  unter  c  die  Integrationsconstante  verstanden.  Damit  aber  die 
linke  Seite  der  letzten  Gleichung  auch  för  £f  ==  c»  ihren  Wert  c  be- 
hält; muss  offenbar  /Sq  =  0  sein,  womit  (2)  zu  einer  linearen  Identität 
zwischen  den  Wi  wird,  die  doch  zufolge  unserer  Voraussetzung  nicht 
existieren  kann.  Indem  sich  also  die  p  Functionen  tpi^  tp^,  •  •  -,  tpp 
thatsächlich  als  linear-unabhängig  erweisen,  entspringt  durch  Diffe- 
rentiation von  (1)  der  wichtige  Satz:  Jede  eur  Fn  gekörende  Function  g? 
ist  eine  lineare  homogene  Verbindung 

(3)  9  =  ai9?i  +  «3,9?,  -J 1-  ap<pp 

vonp  besonders  ausgewählten^  linear-unabhängigen  Functionen  q>i,  tPi,*-,g>p' 
um  jetzt  die  Wertigkeit  einer  beliebigen  Function  tp  auf  der  Fn 
zu  bestimmen,  greifen  wir  irgend  einen  etwa  bei  0q  gelegenen  Punkt 
der  Fn  auf,  in  welchem  das  zu  q>  gehörige  Integral  erster  Gattung  tr 
den  Wert  Wq  haben  möge.  Es  gilt  dann  in  der  Umgebung  von  j?^ 
für  das  jedenfalls  endliche  tv  die  Darstellung: 

(4)  w--Wo  =  a^{z  —  Zq)  +  a^{z  —  z^y  H , 

wobei  wir  aber  noch  darauf  Bezug  nehmen  müssen,  welche  Bedeutung 
wir  dem  Ausdruck  {z  —  Zq)  für  besondere  Lage  des  Punktes  Zq  zu- 
erkennen wollten.  Erstlich  haben  wir  nämlich  im  Falle  Zq  =^oo  an 
Stelle  der  Entwicklung  (4)  die  folgende 

während  fQr  einen  Yerzweigungspunkt  Zq,  in  dem  v  Blätter  zusammen- 
hängen, die  Entwicklung  eintritt: 

(6)  w;  —  Wo  =  ai(£f  —  ^o)"  +  <h{^  —  ^o)"^  H • 

Es  werden  sich  auf  der  Fläche  Fn  besondere  Punkte  ausfindig 
machen  lassen,  für  welche  in  der  bezüglichen  Entwicklung  (4)  der 
erste  Coefficient  a^  verschwindet;  an  solchen  Stellen  wird  alsdann  die 

algebraische   Function  g>  =  -^—   verschwinden.     Aber   wir   bemerken, 

dass  wir  in  den  besonderen  Entwicklungen  (5)  und  (6),  insofern  es 
sich  hier  um  ein  beliebiges  Integral  erster  Gattung  w  handeln  soll, 
die  Coefficienten  a^  ^  0  annehmen  müssen.  Den  speciellen  Fall,  dass 
auch  in  diesen  nur  für  eine  endliche  Anzahl  von  Punkten  gültigen 
Entwicklungen  ein  oder  einige  der  aufgeschriebenen  Anfangscoefficienten 
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o,,  a,,  •  •  •  verschwinden,  werden  wir  hernach  noch  besonders  zu  er- 
klären haben. 

Durch  Differentiation  unserer  Formeln  (4)  bis  (6)  kommt  jetzt 
sofort:  In  jedem  Verzweigungspunkte  wird  q>  algebraisch  anendlich 
im  Grade  (y  —  1),  da  in  der  That  aus  (6): 


9 


dt€ 
dz 


v  —  l 


=•^(^-^0)"—  + 


folgt  und  (jer  —  z^  ^  im  fraglichen  Punkte  auf  der  Fn  einfach  algebraisch 
yerschwindet.  Zugleich  wird  %  wie  ohne  weiteres  ersichtlich,  an  keiner 
anderen  Stelle  der  JP»  unendlich.  Als  Wertigkeit  von  tp  ergiebt  sich 
sonach  unter  Gebrauch  von  (2)  p.  494: 

(7)  2:(v  —  1)  =  2i)  —  2  +  2n, 

wo  sich  die  Summe  linker  Hand  auf  die  sämtlichen  Verzweigungspunkte 
der  Fn  bezieht.  Hieraus  schliessen  wir  sofort,  dass  q)  auf  der  F^  im 
ganzen  (2p  —  2  +  2w)  Nullpunkte  besitzt.  Von  letzteren  liegen  2n 
bei  jET  =  cx),  da  9  in  der  That  auf  Grund  von  (5)  in  jedem  der 
n  Blätter  bei  jet  =  oo  algebraisch  im  Grade  zwei  verschwindet*).  So 
bleiben  noch  (2p  —  2)  Nullpunkte  rückständig  und  von  diesen  hat, 
wie  wir  sogleich  (in  §  6)  noch  zu  zeigen  haben,  kein  einziger  auf  der 
Fn  eine  von  vornherein  bestimmte  Lage«  Sprechen  wir  also  zusammeur 
fassend  den  Satz  aus:  Unsere  Functionen  tp  haben  auf  der  Fn  (2p  —  2) 
bewegliche  Nullpunkte,  wahrend  die  übrigen  NuHpunTcte,  sowie  alle  Un- 
Stetigkeitspunkte  für  die  sämtlichen  verschiedenen  q>  die  nämliche  Lage 
besitzen. 

Hier  ist  nun  auch  evident,  was  das  Verschwinden  von  o^  in  einer 
Entwicklung  (5)  oder  (6)  zu  bedeuten  hat  In  dem  Falle  wird  offen- 
bar einer  der  (2p  —  2)  beweglichen  Nullpunkte  in  denjenigen  be- 
sonderen Punkt  hineingerückt  sein,  für  dessen  Umgebung  die  fragliche 
Reihenentwicklung  gilt  Infolge  der  schon  betonten  Beweglichkeit  jener 
(2p  —  2)  Punkte  müssen  wir  also  in  der  That  bei  einem  allgemeinen  w 
in  (5)  und  (6)  «i  ^  0  annehmen.  Sollte  übrigens  einer  der  (2p  —  2) 
beweglichen  Nullpunkte  bei  einem  speciell  vorliegenden  tp  in  einen 
der  Unstetigkeitspunkte  hineingerückt  sein,  so  wollen  wir  ihn  auch 
dort  noch  als  Nullpunkt  rechnen,  der  dann  freilich  mit  einem  (y  —  1)- 
fachen  Unstetigkeitspunkte  coincidiert.  Eine  entsjgrechende  Bemerkung 
soll  auch  für  den  Fall  gelten,  dass  einer  jener  beweglichen  Null- 
punkte nach  jg;  *»  oo  fällt 

*)  Wir  nehmen  hier  der  Kürze  halber  an,  dass  bei  0  =*  oo  kein  Ver- 
zweigungsponkt  der  F^  gelegen  ist,  was  keine  wesentliche  Einschränkung  ist 
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Diese  letztere  Auffassung  erscheint  besonders  dann  als  zweck- 
mässig, wenn  wir,  was  im  folgenden  zumeist  geschieht^  Quotienten 
aus  den  zu  unserer  Fläche  JP«  gehörenden  Functionen  9  betrachten.  In- 
dem nämlich  auf  Grund  unserer  Verabredung  die  sämtlichen  q>  in  den 
Yerzweigungspunkten  und  bei  ie;  =  00  übereinstimmendes  Verhalten 
zeigen,  kommen  für  den  Quotienten  zweier  unter  ihneu:  ip^  fp  nur 
noch  je  die  (2|)  —  2)  beweglichen  Nullpunkte  derselben  zur  Geltung.  Wir 
haben  also  in  einem  solchen  Quotienten  eine  (2p  —  2)'Wertige  oder  auch 
noch  geringerwertige  aig^aische  Function  der  Fn,  letzteres  dann^  wenn 
die  beweglichen  Nullpunkte  von  tp  zum  Teä  mit  denen  von  ip'  coinddieren. 

Die  9>-Quotienten  gewinnen  eine  ganz  besondere  Bedeutung,  wenn 
wir  auf  die  Anschauungen  des  vorigen  Paragraphen  zurückgehen,  nach 
denen  die  Fn  eine  ist  unter  unendlich  vielen,  wechselweise  ein- 
deutig auf  einander  bezogenen  Riemann'schen  Flächen.  Zu  jeder  der- 
selben wird  im  Sinne  der  bisherigen  Entwicklungen  ein  besonderes 
System  von  Functionen  9  gehören;  denn  bei  Zugrundelegung  einer  Fm. 
an  Stelle  der  Fn  müssen  wir  ja,  um  die  zur  Fm  gehörigen  q>  zu  er> 
halten,  die  Differentiale  der  Integrale  erster  Gattung  durch  das 
Differential  derjenigen  algebraischen  Function  dividieren,  die  Fn  auf 
Ffn  abbildet  Wenn  wir  aber  9 -Quotienten  bilden,  so  handelt  es  sich 
allein  noch  um  die  Quotienten  von  Differentialen  der  Integrale  erster 
Gattung.  Da  kommt  wirklich  jede  Beziehung  auf  irgend  eine  particuläre 
unter  jenen  unendlich  vielen  Flächen  in  Wegfall,  und  wir  werden  also 
den  Satz  aufstellen  können:  Die  tp- Quotienten  der  Fläche  Fn  gehen  bei 
Transformation  der  Fn  durch  eine  zugehörige  m- wertige  algebraische 
Function  direct  in  die  q>- Quotienten  der  bezüglichen  Fm  über;  sie  ver- 
halten sich  also  gegenüber  der  in  Hede  stehenden  Transformation  invariant 

§  5.    Der  Biemann-Booh'ache  Sata. 

Im  vorletzten  Paragraphen  haben  wir  für  den  Fall  eines  be- 
liebigen Geschlechtes  J)  >  1  nur  erst  im  allgemeinen  die  Existenz  al- 
gebraischer Functionen  auf  unserer  Fn  zum  Nachweise  gebracht;  eine 
etwas  tiefer  dringende  Betrachtung  dieser  Functionen  haben  wir  hier 
nachzuholen,  wobei  uns  die  inzwischen  aufgestellten  Functionen  9 
wesentliche  Dienste  leisten  sollen. 

Wir  knüpfen  hier  unmittelbar  an  den  in  §  3  verfolgten  Gedanken- 
gang und  insbesondere  an  Formel  (3)  p.  541  an.  Übrigens  denken 
wir  die  vorgeschriebenen  m  Unstetigkeitstellen  bei  yer^,  z^,  •  •  •,  z^  so 
gewählt,  dass  keine  derselben  in  einem  Verzweigungspunkte  der  Fn 
gelegen  ist  oder  nach  ^  »»  00  fällt    Es  liegt  freilich  eine  solche  Ein- 
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schränkung  keineswegs  im  Wesen  unserer  anzustellenden  Untersuchung 
begründet;  sie  wird  vielmehr  hier  nur  deshalb  eingeführt  ^  um  unsere 
Entwicklung  nicht  dadurch  zu  complicieren^  dass  jene  m  Unstetigkeit- 
stellen mit  festen  Null-  und  Unstetigkeitspunkten  der  Functionen  q> 
collidieren.  In  der  That  konnten  wir  ja  auch^  wofern  dies  eintreten 
sollte,  an  Stelle  der  Fn  eine  F^  der  Betrachtung  zu  Grunde  legen, 
die  wir  derartig  auswählen,  dass  sie  unserer  Forderung  genügt.  Durch 
diese  Forderung  ist  also  keinerlei  Einschränkung  unseres  weiterhin 
aufzustellenden  Hauptsatzes  begründet. 

Es  soll  sich  jetzt  darum  handeln,  die  Anzahl  aller  algebraischen 
Functionen  aufzustellen,  die  nirgendwo  sonst  auf  der  Fn  unendlich 
werden^  als  an  den  bezeichneten  Stellen  jer,-,  und  auch  an  diesen  nicht 
mehr  als  einfach.  Wir  führen  zu  dem  Ende  dasjenige  System  von 
p  Functionen  q>i,  ip^,  *  -  *;  fpp  ein,  welches  den  p.  529  definierten 
p  Normalintegralen  j\,  j^,  •  •  •,  jp  entspricht.  Dann  ist  auf  Grund 
von  (5)  p.  532    die   zum   Integral  Z,^  gehörende   Periode  rjW  jeweils 

vom  Factor  —  2i7e  abgesehen  nichts  anderes  als  der  Wert  g>k{^i)  der 
Function  <pk  im  bezüglichen  bei  0i  gelegenen  Unstetigkeitspunkt,  und 
also  nimmt  das  System  der  m  Gleichungen  (3)  p.  541  die  Gestalt  an: 

Ci9i(^i)  +  CaV'iC^s)  H h  Cm9i W  =  0, 

(1)  ^1 92(^1)  +  C2%(^2)  H h  Cm9>2(^m)  =  0, 

<hiVpM  +  C%9p(ßt)  H h  Cmq>p(Zm)  =  0. 

Dieses  Gleichungsystem  haben  wir  nun  weiter  zu  discutieren. 

Seien  unter  den  Gleichungen  (1)  im  ganzen  r  die  Folgen  der 
übrigen  (p  —  t)  Gleichungen,  so  denken  wir  uns  diese  letzteren 
{P  —  ''^)  Gleichungen  etwa  an  erster  Stelle  im  Systeme  (1)  angeordnet. 
Es  ist  alsdann  möglich,  durch  zweckmässige  lineare  Verbindungen  der 
linken  Seiten  der  (p  —  r)  ersten  Gleichungen  (1)  jede  der  linken 
Seiten  der  r  letzten  Gleichungen  identisch,  d.  i.  unabhängig  von  den  o, 
herzustellen.  Noch  ausführlicher  sprechen  wir  diesen  Satz  dahin  aus, 
dass  sich  (p  —  t)  Gonstante  aj[.'^  finden  lassen,  für  welche  die  Gleichung 

bei  allen  r-w  Wertcombinationen  i=l,  2,  •  •  •,  tw;  i=  1,  2,  •  •  •,  r 
erfüllt  ist. 

Nunmehr  können  wir  aber  die  eben  gewonnenen  x  -  m  Glei- 
chungen (2)  auch  dahin  interpretieren,  dass  jede  der  r  speciellen 
Functionen: 

/Q\  '  (0  (0  (0 

{ö)         g)p^t'\-i  =  qpjj—^-f  /  —  «i  9i  —  «2  <3P2  —  •  •  •  —  Up^t^p^x 
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mit  Z  «=  1,  2^  3,  •  •  •  r  ausnahmslos  in  allen  m  Stellen  bei  sf^y  0^, g^,  "-,  Um 
verschwindet.  An  diese  Auffassung  der  Sache  werden  wir  jetzt  weitere 
Folgerungen  knüpfen.    Man  bemerke  nämlich,  dass  wir  die  p  Functionen 

an  Stelle  der  ursprünglichen  als  ein  System  linear  -  unabhängiger 
Functionen  tp  gebrauchen  können,  da  sich  in  der  That  die  ursprung- 
lichen (p  vermöge  (3)  linear  in  den  Functionen  (4)  darsteUen  lassen. 
Indem  hiernach  insbesondere  die  letzten  r  unter  den  Functionen  (4) 
linear-unabhängig  sind,  existieren  imserer  über  die  Gleichungen  (1)  ge- 
machten  Annahme  entsprechend  x  linear -unabhängige  Functionen  tp,  deren 
jede  in  allen  m  Punkten  0^,  z^i  "  'f  f^m  verschwindet. 

Jetzt  behaupten  wir  weiter,  dass  nicht  noch  ein  (r  +  !)*•■,  von 
jenen  x  Functionen  q>  linear-unabhängiges  (p  zugleich  in  allen  m  Punkten 
Zi  verschwinden  kann.     Ein  solches  würde  nämlich  eine  Darstellung 

9  =  ßi9\  +  Ä92  H h  ßp-tfpp-t  +  yi(pp-t+i  H h  yc9p 

mit  nicht  durchgehends  verschwindenden  ß  besitzen,  und  es  wäre, 
wenn  q>  in  der  That  in  allen  m  Punkten  Zi  verschwände,  offenbar 
infolge  von  (2): 

für  alle  m  Werte  i  «»  1,  2,  3,  •  •  •,  m  erfüllt.  Das  aber  wurde  heissen^ 
dass  auch  die  (p  —  x)  ersten  Gleichungen  (1)  nicht  von  einander  linear 
unabhängig  sind,  was  wir  doch  annahmen.  Wenn  wir  also  an&ngs 
sagten,  dass  von  den  p  Gleichungen  (1)  im  ganzen  x  die  Folge  der 
übrigen  sind,  so  werden  wir  die  solchergestalt  definierte  Zahl  x  auch 
noch  dadurch  erklären  können,  dass  wir  sagen:  Es  lassen  sich  genau  x 
linear-unabhängige  Functionen  g>  ausfindig  machen^),  deren  jede  in  aUen 
m  Punkten  Zi  verschunndet. 

Durch  Auflösung  des  Gleichuugsystems  (1)  drücken  sich  jetzt 
{p  —  x)  unter  den  Coefficienten  c^,  c^,  •••,  Cm  durch  die  übrigen 
(m — J>  +  ^)  linear  und  homogen  aus;  diese  letzteren  (m — 1>  +  ^) 
Coefficienten  bleiben  dann  aber  durchaus  willkürlich  wählbar.  Hierbei 
muss  man  bemerken,  dass  in  einem  etwa  vorliegenden  Lösungsystem 
^1,  Cg,  •  •  *,  Cm  selbstverständlich  auch  mit  Null  identische  c  eingehen 
können«  Das  hat  dann  jedesmal  zur  Folge,  dass  aus  (2)  p.  540  der 
betreffende  Term  ausföUt,  und  also  die  Wertigkeit  der  dargestellten 
Function  um  eine  Einheit  abnimmt.  Insbesondere  könnte  sogar  der 
Fall  eintreten,  dass  bei  allen  möglichen  Lösungsystemen  der  c  z.  B. 
der  letzte  Coefficient  Cm  verschwände.     Dann  würde  die  Wertigkeit  der 

*)  Und  zwar  natürlich  wieder  auf  die  mannigfaltigste  Weise. 
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in  Rede  stehenden  Functionen  durchweg  ^  (w  —  1)  sein.  Wenn  wir 
hier  also  die  Gesamtheit  der  Losungsysteme  von  (1)  aufstellen  wollen, 
so  erhalten  wir  die  Gesamtheit  derjenigen  algebraischen  Functionen 
der  Fn  von  einer  Wertigkeit  ^m,  die  an  der  einednen  der  m  vor- 
geschriAenen  Stellen  entweder  einfach  unendlich  werden  oder  aber  endlich 
sind,  die  aber  doch  sicher  in  allen  Obrigen  Punkten  der  Fn  endlich 
bleiben*).  Da  von  den  Coefficienten  c  im  ganzen  (m  — 1>  +  ^)  will- 
kürlich bleiben,  so  haben  wir  in  Anbetracht  der  so  charakterisierten 
algebraischen  Functionen  der  Fn  den  Satz,  dass  sie  sich  (die  aus 
(»»  —  |)  +  '^)  linecN^-umibhängigen  besonderen  Functionen  ihrer  Art  linear 
mit  Constanten  Coefficienten  aufbauten  Uissen,  Diese  lineare  Darstellung 
enthält  aber  im  allgemeinen  noch  eine  additive  Gonstante  Cq,  wie  mau 
in  (2)  p.  540  siehi  Indem  wir  hierauf  Rücksicht  nehmen,  werden  wir 
das  gewonnene  Resultat  so  formulieren  können:  Die  allgemeinste  alge- 
braische Function  unserer  Art  enthcUt  im  ganzen  noch  (*n  ~  jp  +  ^^  +  1) 
willkürliche  Constante  linear  und  homogen. 

Die  hiermit  geleistete  Abzahlung  ist  von  Riemann  in  Nr.  5 
seiner  „Aberschen  Functionen''  nur  erst  begonnen  worden  und  wurde 
dann  von  Roch  genau  in  der  Weise,  wie  wir  es  schilderten,  zu  Ende 
geführt**).  In  diesem  Sinne  benennen  wir  den  in  Rede  stehenden 
Satz  künftighin  als  den  Biemann-Boch'schen  Satz.  Derselbe  gehört  in- 
folge seiner  grossen  Allgemeinheit  zu  den  wichtigsten  Grundlagen  der 
Theorie  der  algebraischen  Functionen. 

§  6.    AuBdehnnng  des  Riemann-Booh'sohen  Satzes  auf  j>  =  0  und 
jP  =  1.     Eine  besondere  Anwendung  desselben  bei  jp  >  1. 

In  den  drei  letzten  Paragraphen  haben  wir  das  Geschlecht  p 
unserer  willkürlich  gewählten  Fläche  stets  >  1  vorausgesetzt.  In- 
zwischen gelten  die  gewonnenen  Resultate  in  einfachster  Weise  auch 
in  den  beiden  Fällen  p  =  0  und  j)«»  1^  wie  wir  hier  nachträglich 
belegen  wollen. 

Erstlich  bei  p  =  Q  giebt  es,  wie  wir  sahen,  keine  Integrale  erster 
Gattung,  während  an  Stelle  der  Integrale  zweiter  Gattung  die  Haupt- 
functionen  eintraten.    Ist  eine  unter  ihnen  particulär  gewählte  durch 


*)  Dass  es  F&lle  giebt,  in  denen  in  der  That  einzelne  der  vorgegebenen 
Punkte  ^1 1  ^s  t  *  *  '  t  i^^  ans  der  Reihe  der  Unstetigkeitepnnkte  herausfallen,  ist  ins- 
besondere von  den  Herren  Brill  und  Nöther  in  deren  sogleich  zu  nennender 
Abhandlung  in  Bd.  7  der  Math.  Ann,  betont  worden. 

•♦)  Man  vergl.  die  Boch*sche  Arbeit,  "Ober  die  Anzahl  der  willkürlichen  Con- 
stanten  in  algebraischen  Ftmctionen,  Grclle^s  Journ.  Bd.  64,  p.  372  (1866). 
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to  bezeichnet  und  ist  Wt  der  Wert  von  ta  im  Punkte  Hi  der  Fn,  so 
können   wir   geradezu   an  Stelle  des  Integrals  Zg.  in  (2)  p.  540  fQr 

den  gegenwärtigen  Fall  den  Ausdruck  — ^  -  treten  lassen.    Sueben  wir 

jetzt  nach  einer  algebraischen  Function  w'  der  F^  welche  in  m  bei 
^i;  ^2'  "'}  ^m  gewählten  Punkten  der  Fn  je  einfach  unendlich  wird, 
sonst  aber  endlich  bleibt^  so  haben  wir  offenbar^ als  allgemeinsten 
Ausdruck  derselben: 

(1)  «;'  =  Co  H f-      h  •  •  •  -| 

WO  CQf  q,  ' '  •,  Cm  irgend  welche  Gonstante  sind.  An  Stelle  von  (2) 
p.  540  tritt  also  bei  p  =  0  die  Partialbrtichzerlegung  für  den  Aus- 
druck B{w)  der  fraglichen  Function  to'.  Im  übrigen  aber  ergiebt  die 
Abzahlung  der  in  (1)  auftretenden  Constanten:  Unter  der  Bestimmung, 
dass  im  FaUe  jp  «=  0  für  t  einfach  Null  gesetzt  wird,  gilt  der  Biemann- 
BocVsche  Satz  auch  für  die  Flächen  Fn  des  Geschlechtes  j)  =  0.  Man  be- 
merkt übrigens  leicht,  dass  sich  im  gegenuxirtigen  Falle  in  mannigfachster 
Weise  m  linear -unabhängige  Functionen  (1)  als  m-wertige  Functionen 
der  Fn  wählen  lassen;  ein  Ausfallen  einzelner  Unendlichkeitstellen, 
welches  wir  soeben  im  allgemeinen  Falle  als  möglich  bezeichnet 
hatten,  findet  also  hei  p  =^  0  jedenfalls  nicht  statt. 

Bei  p  =  1  haben  wir  die  Besonderheit,  dass  auf  der  Fn  nur  eine 
einzige  Function  q>  existiert.  Dieselbe  wird  bei  <;  «>  oo  in  jedem  Blatte 
der  Fn  im  zweiten  Grade  verschwinden,  sowie  im  einzelnen  Ver- 
zweigungspunkte  (y  —  l)-fach  unendlich  werden.  In  allen  übrigen 
Punkten  der  Fn  wird  dagegen  q>  endlich  und  von  Null  verschieden 
sein.  Wir  bemerken  nebenher:  In  diesen  Yerhältnissen  ist  der  früher 
(p.  537)  benutzte   Satz  begründet^  dass  bei  Abbildung  der  Fn  durch 

das  Integral  u  ^^ffpdjs  die  Umgebung  jedes  Punktes  0q  der  Fn  sich 

glatt  auf  die  einfach  bedeckte  Umgebung  eines  bezüglichen  Punktes 
Uq  abbildet  Dies  findet  nämlich  statt,  falls  an  der  bezeichneten 
Stelle  (u  —  Wq)  in  erster  Annäherung  mit  (js  —  Zq)  proportional  ist, 
diesen  letzteren  Ausdruck  (js  —  Zq)  für  die  Yerzweigungspunkte  etc. 
immer  im  früher  erklärten  Sinne  gebraucht.  Dass  aber  die  in  Bede 
stehende  Proportionalität  von  (w  —  Uq)  und  (j3  —  g^)  thatsächlich  für 
alle  Punkte  der  Fn  stattfindet,  ist,  wie  man  leicht  ins  einzelne  ver- 
folgt, die  unmittelbare  Folge  der  vorausgeschickten  Angaben  über 
Null-  und  Unstetigkeitstellen  von  y*). 

*)  Man  Tersänme  nicht,  die  entsprechende  Überlegung  aach  bei  j?  ]>  1  dnrch- 
zuführen.     In   der  Abbildung  der  2^   durch   ein  Integral   ftp  dz  wird  ein  Ver- 
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Alle  an  die  Integrale  zweiter  Gattung  voraufgehend  geknüpften 
Entwicklungen^  insbesondere  also  auch  die  Ableitung  des  JRiemann- 
Boch'schen  Satzes  bleiben  jetzt  für  p  =  1  uneingeschränkt  in  Geltung.  Es 
tritt  nur  zufolge  der  gerade  durchgefahrten  Überlegung  dieselbe  Yer- 
einfachung,  wie  bei  j) »»  0  ein,  dass  nämlich  t  stets  den  Wert  Null  hat. 
Auch  darin  gleicht  der  Fall  jp  =  1  dem  Falle  p  ^=0,  dass  wir  die 
eine  bei  ihm  allein  zu  befriedigende  Gleichung  (1)  p.  541 ,  wie  man 
sofort  sieht;  jedenfalls  durch  lauter  nicht  verschwindende  c  befriedigen 
können.  Für  das  gewäJdte  System  der  m  Unstetigkeit^mnkte  z^,  z^y  •--,  z^ 
existieren  also  auch  bei  p  =  l  zugehörige  algebraische  Functionen^  die  wirh- 
lieh  m-wertig  sind,  was  man  für  später  festhalten  wolle. 

Letzten  Endes  fügen  wir  hier  noch  mit  Hülfe  des  Biemann- 
Roch'schen  Satzes  den  Beweis  unserer  im  letzten  Paragraphen  un- 
bewiesen gelassenen  Behauptung  an,  dass  bei  p  >  1  jene  (2p  —  2) 
Nullpunkte  der  Functionen  (p  auch  wirklich  alle  auf  der  Fn  beweglich 
sind.  Nehme  man  nämlich  im  Gegenteil  an,  dass  in  einem  etwa  bei 
Zi  gelegenen  Punkte  sämtliche  Functionen  <p  verschwinden.  Wir  wollen 
alsdann  nachsehen,  wieviele  einwertige  Functionen  auf  der  F^  existieren, 
die  bei  z^  unendlich  werden.  Der  Riemann-Roch'sche  Satz  giebt  für 
diese  Anzahl  den  Wert  m  — |)  +  r+l«=2,  da,  m^=^  1,  t  =p  zu- 
folge unserer  Annahme  zutrifft  Diese  Functionen  können  sich  auch, 
wie  ein  Blick  auf  Formel  (1)  p.  547  zeigt,  nicht  etwa  alle  auf  nuU- 
wertige  Functionen,  d.  h.  Constante,  reducieren.  Es  müssten  also  auf 
der  Fn  wirklich  einwertige  algebraische  Functionen  existieren,  was 
wohlbekannter  Weise  bei  j>  >  0  undenkbar  ist,  weil  sich  sonst  die 
Riemann'sche  Fläche,  deren  |>  >  0,  conform  auf  eine  schlichte  Ebene 
übertragen  liesse.  Wir  können  das  gewonnene  Resultat  in  folgender 
prägnanter  Form  aussprechen:  Unter  den  q)- Quotienten  der  Fn  giebt  es 
jedenfalls  auch  solchCj  deren  Wertigkeit  gleich  (2p  —  2)  ist. 

§  7.    Der  Brill-Nöttier'sohe  Beoiprcoitätssats.    Die  Speoialfanotionen. 

Es  möge  u;  eine  m- wertige  algebraische  Function  der  Fn  mit 
p>  1  sein,  deren  m  Unstetigkeitspunkte  bei  z^,  z^^  •  •  •,  Zm  gelegen 
sind;  wir  nehmen  an,  dass  keine  zwei  von  diesen  m  Punkten  der  Fn 


zweignngspnnkt  nur  an  denjenigen  Stellen  anftreten,  welche  einen  der  (2|)  —  2)  be- 
weglichen Nnllpunkte  von  tp  abbilden.  Wir  führen  ohne  Beweis  an,  dass  die  frag- 
liche Abbildung  aus  p  über  einander  geschichteten  Parallelogrammen  besteht,  wo- 
bei je  zwei  unmittelbar  über  einander  liegende  Parallelogramme  darch  zwei 
Verzweigongspunkte  verbunden  sind.  Insgesamt  treten  also  in  der  That  (2p  —  2) 
solche  Yerzweignngspnnkte  auf  (vergl.  Riemann,  AbeFsohe  Functionen,  Nr.  12). 


552  nr,  2.   WeiterführuDg  von  Riemann's  Theorie 

0 

coincidieren.  Die  allgemeinste  algebraische  Fauciion,  welche  an  diesen 
m  Stellen  oder  auch  nur  an  einigen  unter  ihnen  je  einfach  unendlich 
wird  und  sonst  endlich  ist^  enthält  zufolge  des  Riemann-Roch'schen 
Satzes  im  ganzen  noch  (m  — 1>  + 1:  +  1)  willkürliche  Constante  linear. 
Wir  wollen  jetzt  zwei  Fälle  unterscheiden,  je  nachdem  die  hierbei 
auftretende  ganze  Zahl  r  =  0  oder  >  0  ist.  In  jenem  FaUe  (t  =  0) 
nennen  wir  die  vorgelegte  Function  w  eine  cUlgemeine,  in  diesem  FaUe  (t  >  0) 
heisse  sie  eine  Specialfunction,  Mit  dieser  letzteren  Benennung  belegen 
wir  also,  um  es  zu  wiederholen,  jede  fn-wertige  algebraische  Function 
der  Fn,  in  deren  m  Unstetigkeitspunkten  eine  oder  mehrere  Func- 
tionen q)  yerschwinden.  Sicher  ist  hiemach  die  Wertigkeit  einer 
Specialfunction  m^2p  —  2.  Was  sich  des  näheren  über  diese  Special- 
functionen der  Fn  aussagen  lässt^  wollen  wir  jetzt  untersuchen. 

Sei  also  die  anfänglich  yorgelegte  Function  w  eine  Specialfunction^ 
und  seien  die  t  linear -unabhängigen  in  ihren  Unstetigkeitspunkten 
yerschwindenden  Functionen  q)  in  irgend  einer  particulären  Weise 
gewählt  und  durch  ip^,  9^,  •  •  -;  9«  bezeichnet.  Die  beweglichen  Null- 
punkte einer  beliebigen  unter  ihnen ^  etwa  der  ersten  9^^  seien  bei 
^if  ^27  •  •  '7  ^m,  ^m+1,  •  •  •;  ^2p— 2  gelegen,  von  denen  die  ersten  m  die 
gegebenen  Unstetigkeitspunkte  unserer  Specialfunction  w  sind.  Man 
bilde  sich  alsdann  die  folgende^  noch  t  willkürliche  Parameter  a  ent- 
haltende Function: 

/.v  ,        «i9i  +  «29^2  + h  ^t^t 

(1)  ijo    =  

welche  zufolge  ihrer  Darstellung  gleichfalls  eine  Specialfunction  ist. 
Wie  man  sieht^  ist  w'  eine  Yon  denjenigen  algebraischen  Functionen 
der  -F«,  welche  in  den  w'  =  2jp  —  2 — m  Punkten  je?m+i,  fim-\-%i  •  •  •,  0»j»— s 
oder  auch  nur  in  einigen  unter  ihnen  je  einfach  unendlich  werden, 
übrigens  aber  endlich  bleiben.  Die  allgemeinste  Function  dieser  Art 
enthält  zufolge  des  Biemann-Roch'schen  Satzes  genau  (w'  — p  +  ^'  +  1) 
willkürliche  Parameter ,  unter  x'  die  Anzahl  linear- unabhängiger  9 
verstanden,  die  in  den  fraglichen  m'  Punkten  Zm-\-i}  -  -  -  verschwinden. 
Nun  enthält  aber  die  hierher  gehörige  Function  w'  bereits  r  Para- 
meter; es  folgt  daraus,  dass  notwendig 

(2)  r^_m'  -jp  +  r'  +  l 

sein  muss. 

Eine  völlig  analoge  Überlegung  knüpfen  wir  nunmehr  an  eine 
particuläre  unter  den  Functionen  (1).  Die  x'  linear-unabhängigen,  in 
den  m'  Punkten  Hm-^-if  -  *  -  verschwindenden  Functionen  q>  seien 
9i;  9P2';  Vz)  ' '  •>  Vt',   wobei  die  erste  unter   ihnen,   9^,   die  bislang 
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schon  mit  dieser  BeDenuung  belegte  Function  ist.  Man  bilde  dann 
die  folgende^  r'  willkürliche  Constante  enthaltende  Function 

(3)  w   «= 

Ersichtlich  gehört  dieselbe  zu  denjenigen  Functionen^  die  in  den  m 
Punkten  z^,  je^,  •  •  *,  0rn  hez.  in  einigen  unter  ihnen  unendlich  werden, 
sonst  aber  überall  endlich  sind;  und  also  findet  man  durch  erneute 
Anwendung  des  Biemann-Roch'schen  Satzes: 

(4)  ^'  5^  *w  —  p  +  T  +  1 . 

Nun  wolle  man  die  Formeln  (2)  und  (4)  zusammenaddieren^  was 
mit  Rücksicht  auf  iw  +  w'  «=  2j)  —  2  das  Resultat  r  +  r'  <J  r  +  '^' 
ergiebi  Wir  schliessen  auf  Grund  desselben  jetzt  umgekehrt,  dass 
sowohl  in  (2)  als  (4)  das  Gleichheüssf^chen  äUein  Gültigkeit  hat,  und 
dass  also  zwischen  den  hier  in  Rede  stehenden  ganzen  Zahlen  die 
Gleichungen  bestehen: 

T'  =  f»  —  |)  +  r  +  l, 

von  denen  übrigens  vermöge  tit  +  m'  «=»  2|)  —  2  jede  eine  Folge  der 
anderen  ist  Hieraus  entspringen  weiter  mehrere  wichtige  Sätze.  Wir 
formulieren  zunächst  den  nachfolgenden  Satz,  der  die  zwischen  den 
Specialfunctionen  (1)  und  (3)  bestehende  gegenseitige  Beziehung  charak- 
terisiert: Gehören  zu  m  unter  den  (2p  —  2)  beweglichen  Nullpunkten 
einer  beliebigen  Function  (p  im  oft  genannten  Sinne  im  ganzen  cx)*'  Special- 
functionen  der  Fn*)j  so  gehört  zu  den  m'  =  2j}  —  2  —  m  übrigen  Null- 
punkten desselben  ip  ein  System  von  oo*  Special  functionen,  wobei  dann  x 
und  t'  an  die  Identitäten  (5)  geknüpft  sind. 

Der  hiermit  gewonnene  Satz  ist  zuerst  vollständig  von  Brill  und 
Nother  aufgestellt  worden^),  wurde  von  denselben  aber  an  der  eben 
citierten  Stelle  schlechtweg  als  der  Riemann-Roch'sche  Satz  benannt***). 

*)  Damit  soll  gesagt  sein,  dass  die  allgemeinste  unter  ihnen  z'  variabele 
Parameter  linear  entb&lt  oder  sich  ans  (t'  —  1)  besonderen  Functionen  ihrer  Art 
linear  mit  Hülfe  einer  additiven  Constanten  zusammensetzt,  (d  Formel  (3)  des 
Textes). 

**)  In  der  schon  p.  549  erwähnten  wichtigen  Arbeit:    Über  die  algebraischen 
Functionen  und  ihre  Anwendung  in  der  Geometrie,  Math.  Ann.  Bd.  7,  p.  269  (1873). 

***)  Man  vergl.  die  Einleitung  (p.  271),  sowie  §  6  (p.  280)  der  soeben  ge- 
nannten Abhandlang;  vergl.  femer  die  Erläuterungen,  welche  Hr.  Brill  neuer- 
dings zu  der  hier  berührten  Priorit&tsfrage  in  Bd.  36  der  Mathematischen  Annalen 
giebt  (Über  algebraische  Correspondenzen  II,  cf.  insbesondere  p.  321  u.  f.  daselbst). 
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Inzwischen  geht  der  in  Rede  stehende  Satz  doch  in  Ansehung  der 
durch  ihn  begründeten  Reciprocitäfc  zwischen  verschiedenen  Systemen 
von  Specialfunctionen  in  charakteristischer  Weise  über  den  (oben  dar- 
gestellten) eigentlichen  Riemann-Roch'schen  Satz  hinaus.  Wir  weichen 
dieserbalb  von  der  durch  die  beiden  genannten  Autoren  ursprünglich 
eingeführten  Benennung  ab,  indem  wir  den  fraglichen  Satz  hier  viel- 
mehr als  den  Brillr Nöther* sehen  Beciprocitätssatz  benennen. 

Eine  weitere  wichtige  Folgerung  entnehmen  wir  jetzt  aus  dem  Um- 
stände, dass  nach  Formel  (5)  unter  (3)  die  allgemeinste  zu  den  m 
Punkten  jer^,  g^y  ' ' ';  ^m  ini  oft  genannten  Sinne  gehörige  algebraische 
Function  der  JP„  angegeben  ist.    In  der  That  setzt  sich  die  Function  (3) 

9^j      9^8  9^*' 

aus  ix'  —  1)  speciellen  Functionen  ihrer  Art  — ,  — ,  •  •  •,  —  linear 

zusammen.  Aber  unter  den  zu  j^j , . .  .^  Zm  gehörigen  Functionen  findet  sich 
auch  die  anfangs  vorgelegte  Function  w.  iDa  dieselbe  eine  beliebige 
Specialfunction  der  F^  sein  sollte,  so  folgt  mit  Rücksicht  auf  die  rechte 
Seite  von  (3):  Jede  Speciälfunction  der  Fn  lässt  sich  als  QuoUent  zweier 
Functionen  q>  darstellen,  ein  Satz,  dessen  Umkehr ung  ohne  weiteres 
evident  ist.  Damit  ist  denn  zugleidi  in  einfachster  Weise  ausgesprochen, 
dass  alle  hier  vorliegenden,  die  Specialfunctionen  der  Fn  betreffenden 
Entwicklungen  eine  Bedeutung  besitzen,  die  von  der  besonderen^  der 
Betrachtung  zu  Grunde  gelegten  Riemann' sehen  Fläche  F^  unabhängig  ist*). 

Sei  uns  jetzt  irgend  eine  algebraische  Function  w  der  Fn  vor- 
gelegt, deren  Wertigkeit  m  <jp  +  1  sein  möge.  Da  nun  infolge 
des  Riemann-Roch'schen  Satzes  für  jede  existierende  algebraische 
Function  m — |?  +  r>0  sein  wird,  so  schliessen  wir,  dass  bei 
tw<|>-|-  1  notwendig  r>0  sein  muss.  Wir  folgern  hiernach:  Jede 
algebraische  Function  der  Fn  mit  einer  WertigTzeit  w  <jp  +  1  ist  eine 
Specialfunction  und  gestattet  als  solche  eine  Barstellung  als  Quotient  zweier 
Functionen  (p. 

Die  Aufstellung  und  Untersuchung  der  zu  einer  Fläche  JP»  ge- 
hörenden Specialfunctionen  gehört  zu  den  interessantesten,  aber  auch 
schwierigsten  Teilen  der  Riemann'schen  Theorie  und  ist  bislang  keines- 


*)  Der  Satz,  dass  jede  Specialfnnction  w  ein  9 > Quotient  ist,  lässt  sich 
übrigens  leicht  direct  beweisen.  Verschwinde  etwa  9  in  den  ünsteügkeitsponkten 
von  w^  so  wird  tp-w  eine  algebraische  Fonction,  die  sich  in  den  Verzweigongs- 
punkten  der  F^^  sowie  bei  £?  =  00  gerade  wie  9  verhält,  im  übrigen  aber  jeden- 
falls nicht  unstetig  wird.  Es  genügt  das  bereits,  um  mCfptodz  ein  Integral 
erster  Gattung  und  somit  in  tpw  «^  tp'  eine  Function  q>  der  F^  zu  erkennen.  Da- 
mit ist  aber  der  fragliche  Satz  dargethan.  Von  hieraus  gewinnt  man  dann  rück- 
wärts aufs  neue  den  ßrill-Nöther'achen  Beciprocitätssatz. 
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wegs  einer  abgeschlossenen  Lösung  zugänglich  gewesen.  Hier  ist  es 
in  der  Tbat^  wo  man  den  Artunterschieden  der  Flächen  ein  und  des- 
selben Geschlechtes  in  ausgiebiger  Weise  gerecht  werden  muss;  denn 
es  kann  bei  dem  nämlichen  p  für  zwei  unterschiedene  Flächen  (d.  h. 
für  zwei  Flächen,  die  nicht  vermöge  zugehöriger  algebraischer  Func- 
tionen in  einander  überführbar  sind)  die  Theorie  der  bezüglichen 
Specialfunctionen  sich  sehr  verschiedenartig  gestalten*).  Wir  sind 
hier  übrigens  um  so  weniger  verpflichtet,  auf  die  hiermit  berührten 
Fragen  ausführlich  einzugehen^  als  wir  doch  später  keine  Gelegenheit 
haben  würden,  von  einer  bezüglichen  Darlegung  Gebrauch  zu  machen. 
Mögen  also  die  nachfolgenden  Bemerkungen  genügen. 

Indem  wir  zur  rationalen  Darstellung  der  algebraischen  Func- 
tionen der  Fn  neben  z  die  Function  w  zu  Grunde  legen,  gehen  wir 
auf  die  p  linearen  Gleichungen  (1)  p.  547  zurück  und  setzen  die  dort 
gebrauchten  Functionen  ip  in  ihre  rationalen  Ausdrücke  q)k  =Rk(w,  z) 
in  w  und  z  um.     Die  fraglichen  Gleichungen  schreiben  sich  dann: 

(6)  CiRk{w^,    Z^  +  C^Bkiw^y   Z^)-^ f-  CrnBk(Wrn,   Z,n)  =  0 

mit  /v=l,  2,  •••,2?.  Dabei  sind  die  m  Wertsysteme  w,  z  jedes- 
mal durch  die  zwischen  w  und  z  bestehende  Gleichung  f(tv,  z)  '^  0 
verknüpft,  so  dass  wir  neben  (6)  noch  die  weiteren  m  Gleichungen 
haben: 

(7)  f{w^,   Z,)  =  0,      f{w^,   Z.,)  =0,    .  •  .,    f{Wm,   Z,n)  =  0. 

Soll  es  sich  jetzt  um  die  Gesamtheit  der  wi- wertigen  Functionen  der 
Fn  handeln,  so  wird  man  nicht  nur  die  o,  sondern  auch  die  2m  Grössen 
w^y  Zi]  W2f  z^]  '-'  als  variabel  ansehen  müssen.  Jedes  Lösungsystem 
der  Gleichungen  (6),  (7)  liefert  uns  dann  (vermöge  der  bezüglichen 
Gleichung  (2)  p.  540)  eine  zugehörige  algebraische  Function  unserer 
Fläche. 

Hier  tritt  nun  insbesondere  die  Frage  auf,  welches  bei  vor- 
gegebener Fn  der  kleinste  Wert  von  m  ist,  für  den  noch  zugehörige 
Functionen  auf  der  -F»  existieren.     Sei  w  eine  m- wertige  Function,  so 

gilt  dasselbe  von  tv'  = und  dabei  kann  man   offenbar  a  stets 

so  wählen,  dass  einer  von  den  Unstetigkeitspunkten  der  Function  w' 
eine  beliebig  vorgeschriebene  Lage  auf  Fn  hat.  Giebt  es  also  für  ein 
bestimmtes  m  überhaupt  ein  Lösungsystem  von  (6)  und  (7),  so  giebt 


*)  Vergl.  Brill  und  Nöther  1.  c,  sowie  die  eben  (p.  653)  genannte  Arbeit 
von  Brill  in  Bd.  36  der  Math.  Annalen. 
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es  auch  noch  ein  solches,  wenn  etwa  das  Wertsystem  0rnf  Wm,  natür- 
lich unter  Berücksichtigung  der  Relation  f(Wm,  sfm)  '=°  0,  beliebig  ge- 
wählt ist.  Es  bleiben  uns  dann  aber  in  unseren  Relationen  nur  noch 
die  (2m  —  2)  Unbekannten  Wj,  0^]  •••;  Wm— i,  i?m— i,  zu  denen  als 
weitere  unbekannte  noch  die  (m  —  1)  Quotienten  der  c  hinzutreten. 
Insgesamt  haben  wir  also  (Sm  —  3)  Unbekannte,  mit  denen  wir 
(m-{-j)  —  1)  Gleichungen  befriedigen  müssen.  Nehmen  wir  an,  dass 
diese  Gleichungen  von  einander  unabhängig  sind,  so  erhalten  wir  stets 
und  nur  dann  Lösungsysteme,  wenn  m  -{-  p —  1  ^  3m  —  3  ist  In- 
dem wir  diese  Ungleichung  nach  m  auf  losen,  entspringt  der  Satz: 
Ätrf'  der  Fn  gid)t  es  zugehörige  algebraische  Functionen  nur  für  diejenigen 
Werte  m,  die  der  Ungleichung  genüget^: 

(8)  »n^^- 

Inzwischen  dürfen  wir  diesen  Satz  nur  sehr  bedingungsweise  aus- 
sprechen; und  wirklich  ist  es  äusserst  leicht,  Ausnahmen  Yon  dem* 
selben  nachzuweisen.  Man  construiere  z.  B.  irgend  eine  zweiblättrige 
Fläche  über  der  ;8i- Ebene  mit  (2jp  4~  2)  Yerzweigungspunkten,  so  ge- 
hört dieselbe  zum  Geschlechte  p  und  besitzt  in  g  doch  eine  zwei- 
wertige algebraische  Function.  Ebenso  weist  man  durch  Gonstruction 
geeigneter  dreiblättriger  Flächen  etc.  die  Existenz  von  Flächen  des  Ge- 
schlechtes p  mit  drei-,  yier-  etc.  wertigen  algebraischen  Functionen  nacL 
Da  haben  wir  also  specielle  Flächen  des  Geschlechtes  jp,  fClr  welche  der 
Minimalwert  Yon  m  unter  die  durch  (8)  gegebene  Grenze  herabsinkt. 
Wir  behaupten  jedoch:  Nicht  jede  Fläche  des  Geschlechtes  p  hesitet  Bwei- 
werüge  algebraische  Functionen  u.  s.  w.  Freilich  können  wir  uns  hier  beim 
allgemeinen  Beweise  dieses  Satzes  nicht  aufhalten;  jedenfalls  werden  wir 
in  dem  später  zumeist  interessierenden  Falle  |)  =  3  noch  ausführlich 
auf  die  gerade  geschehene  Behauptung  zurückkommen. 

§  8.    Einfühnmg  der  Spreohweise  der  analytiBOhen  Geometrie. 

Für  eine  zweckmässige  Verwertung  und  Weiterbildung  der  ge- 
wonnenen Resultate  ist  es  in  manchem  Betracht  günstig,  sich  eines 
Sprachgebrauchs  zu  bedienen,  der  in  der  analytischen  Geometrie  ent- 
wickelt ist,  sowie  alsdann  in  die  Anschauungsweisen  der  letzteren  unsere 
functionentheoretischen  Fragen  auf  eine  sogleich  zu  bezeichnende  Art 
einzukleiden.  Die  Grundlagen  hierfür  sind  durch  die  Theorie  der  füge- 
braischen  Curven  gegeben,  wie  diese  seitens  der  Geometer  entwickelt 
vorlag,  als  Riemann  auftrat.  Die  nähere  Verbindung  der  Riemann'schen 
Theorie  mit  der  Theorie  der  Curven  ist  dann  durch  Clebsch  inaugu- 
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riert  und  insbesondere  von  Brill  und  Nöther  entwickelt  worden*). 
Übrigens  führt  diese  Methode  in  einer  gewissen^  weiterhin  noch  näher 
zu  bezeichnenden  Hinsicht  über  Biemann  hinaus;  sie  hat  also  nicht 
bloss  formale  Bedeutung. 

Möge  ein  System  von  v  linear- unabhängigen,  m- wertigen  al- 
gebraischen Functionen  der  i^«  in  w^y  w^y  •  •  -,  w^—i  Yorgegeben  sein, 
die  alle  übereinstimmend  in  den  nämlichen  m  Punkten  der  JP»  unendlich 
werden.  Es  handelt  sich  dann  um  den  einfachen  Gedanken:  diese  v  varia- 
bden  Grössen  w  als  Fiinktcoordinaten  im  Baume  von  v  Dimensionen  Rf  an- 
eusehfCn,  Dieser  Schritt  bedarf,  wenn  er  nicht  zu  Unklarheiten  führen 
soll,  in  zweierlei  Hinsicht  der  näheren  Erläuterung;  und  wir  wollen  hier 
eine  solche  um  so  lieber  geben,  als  gewohnlich  etwas  rasch  über  die 
dabei  in  Betracht  kommenden  Gesichtspunkte  hinweggegangen  wird, 
woraus  man  erklären  mag,  dass  auf  Seiten  der  Functionentheoretiker 
vielfach  noch  immer  eine  gewisse  Abneigung  gegen  die  in  Bede 
stehende  Denkweise  bemerkbar  ist. 

Wir  betonen  zuvörderst,  dass  wir  mit  der  Interpretation  der  w  als 
gewöhnlicher  Coordinaten  noch  keineswegs  die  Möglichkeit  compUoser 
Werte  für  dieselben  aufgeben  wollen.  In  der  That  stellen  wir  uns 
hiermit  ja  durchaus  nicht  in  Widerspruch  gegen  die  Auffassungs- 
weisen,  die  in  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene  und  des  Baumes 
gäng  und  gäbe  sind;  auch  dort  betrachtet  man  die  Coordinaten  er- 
forderlichen Falles  als  beliebiger  complexer  Werte  fähig  und  behält 
also  die  der  .unmittelbaren  Anschauung  der  reellen  Gebilde  ent- 
stammenden Ausdrucksweisen  für  ein  Gebiet  algebraischer  Unter- 
suchungen bei,  das  der  directen  Anschauung  zunächst  nicht  unterliegt 
und  derselben  nur  in  künstlicher  Weise  zugänglich  gemacht  werden 
kann**).  Hierbei  lassen  sich  nun,  was  den  Wortlaut  der  Sätze  angeht, 
gewisse  Inconsequenzen  nicht  vermeiden.  Nehmen  wir  z.  B.  den  nie- 
dersten Fall  1/  =  1,  so  haben  wir  nur  eine  Coordinate  Wq  und  dem- 
entsprechend einen  Baum  R,  von  einer  Dimension  heranzuziehen,  den 
wir  in  üblicher  Weise  durch  die  Punkte  einer  festen  geraden  Linie 
interpretieren  wollen.  Was  wir  aber  mit  dem  R^  meinen,  ist  doch  im 
Grunde  ein  zweidimensionales  Gebiet,  nämlich  die  Gesamtheit  der 
complexen  Werte  der  Grösse  w^y  dieselbe  Gesamtheit,  die  wir  bisher  in 
einer  „Ebene^^   zu  deuten   gewöhnt  waren.     So  wird   also   fortan   als 

*)  Vergl.  die  schon  auf  Seite  663  genannte  Arbeit  im  7^^*  Bande  der  Math. 
Annalen  (1873),  sowie  die  von  Lindemann  bearbeiteten  Vorlesungen  über  Geo- 
metrie von  C  leb  seh  (sechste  Abteilung,  1876). 

**)  N&mlich  durch  die  y.  St  au  dt 'sehe  Interpretation,  auf  die  wir  im  Texte 
nicht  weiter  eingehen  (v.  Stand t,  Beiträge  sur  Geometrie  der  Lage,  Nürnberg  1866 — 61). 
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y^mehrfacfa  überdeckte  Gerade^'  zu  bezeichnen  sein^  was  bisher  eine  ,,mehr- 
blättrige  Fläche  über  der  Ebene  der  complexen  Yariabelen^'  genannt 
wurde.  Dieser  Wechsel  der  Bezeichnung  mag  unbequem  sein,  es  liegt 
in  ihm  aber  keinerlei  wirkliche  Schwierigkeit.  Es  wird  nämlich  weiterhin 
der  Zusammenhang  unserer  Darstellung  über  den  Sinn  der  jedesmal 
gebrauchten  Ausdrucksweise  niemals  einen  Zweifel  aufkommen  lassen« 

Fernerhin  machen  wir  auf  den  Umstand  aufmerksam^  dass  wir 
sogleich  heliebig  vielem  nämlich  v  Coordinaten  w  neben  einander  stellen 
und  damit  also  geometrische  Betrachtungen  und  Constructionen  in 
einem  Baume  22,  von  v  Dimensionen  in  Aussicht  nehmen.  Möge  man 
auch  hierin  nichts  weiter  als  die  Tendenz  erkennen,  dass  wir  in  einem 
der  directen  Anschauung  nicht  zugänglichen  Gebiete  die  geschmeidige 
Ausdrucksweise  der  gewöhnlichen  Geometrie  festhalten  wollen. 

Übrigens  ist  es  interessant  zu  sehen,  wie  die  hier  befürwortete  Mass- 
nahme trotz  der  lange  vorausgegangenen  Auseinandersetzungen  yon 
Grassmann  (1844)  u.  A.  in  der  Theorie  der  algebsiiischen  Gurven  nur 
langsam  Boden  gewonnen  hat.  In  der  wiederholt  genannten  Arbeit  von 
Brill  und  Nöther  z.  B.  ist  ausdrücklich  immer  nur  von  Gurven  des 
jRg  oder  I(^  die  Rede,  trotzdem  daselbst  alle  Mittel  beisammen  sind, 
um  gleicherweise  auch  den  JR^,  Ü5,  •  •  •  zu  berücksichtigen.  Die  erste 
der  hierher  gehörigen  Arbeiten,  in  welcher  die  mehrfach  ausgedehnten 
Räume  als  durchaus  gleichberechtigt  angesehen  werden,  dürfte  die- 
jenige von  Clifford  sein  {pn  the  Classification  of  Loci,  Philosophical 
Transactions,  Bd.  169,  Jan.  1879).  Dass  endlich  in  der  Reihenfolge 
der  Räume  jß,  der  i2^  als  vollgültiges  Glied  mitgezählt  sein  will  (wo- 
durch dann  die  ganze  Theorie  der  über  der  (x  -f-  iy)-Ebene  gelegenen 
mehrblättrigen  Flächen  sich,  wie  schon  angedeutet,  in  eine  Theorie 
der  mehrfach  überdeckten  geraden  Linie  verwandelt)  ist  wohl  zuerst 
von  Klein  an  verschiedenen  Stellen  betont  worden  (vergl.  z.  B.  den 
Aufsatz:  Über  unendlich  viele  Normalformen  des  elliptischen  Integrals 
erster  Gattung  in  den  Sitzungsberichten  der  Münchener  Akademie  von 
1880,  bez.  in  Bd.  17  der  Math.  Annalen).  Die  Riemann'sche  Functionen- 
theorie  gebraucht  ersichtlich  nur  den  i2|:  die  Inbetrachtnahme  der 
B^j  iJ,,  •  • "  kommt  jetzt  neu  dazu.  Dass  dies  vorteilhaft  sein  kann, 
werden  wir  leicht  ermessen,  wenn  wir  bedenken,  dass  in  der  Geometrie 
der  Ebene,  bez.  des  eigentlichen  Raumes  zahlreiche  Verhältnisse  sich 
viel  übersichtlicher  gestalten,  als  in  der  Geometrie  der  geraden  Linie. 

§  9.    Die  Curve  des  Baumes  Ry  von  v  Dimensionen. 
Wir  haben  den  aufgestellten  Ansatz  jetzt  näher  auszuführen.    Die 
Grössen  t^o;  ^iT "9  ^y—iy  ^^^  ^^^  bisher  auf  der  gegebenen  Riemann'schen 
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Fläche  betrachtet  hatten^  sollen  fortan^  sagten  wir^  als  Punktcoordi- 
nateu  im  Ry  gedeutet  werden.  Indem  wir  die  sämtlichen  Wertsysteme 
der  w  in  Betracht  ziehen^  welche  den  verschiedenen  Punkten  unserer 
Biemann'schen  Fläche  entsprechen,  erhalten  wir  offenbar  die  Punkte 
einer  bestimmten  im  Ry  gelegenen  Curve,  und  diese  Curve  wird  uns 
also  fortan  statt  der  Biemann'schen  Fläche  das  Gegenbild  des  alge- 
braischen Gebildes  sein. 

EQer  werden  wir  nun  Yon  vornherein  zwei  Möglichkeiten  aus 
einander  zu  halten  haben:  Es  kann  sein,  dass  das  einzelne,  für  uns 
in  Betracht  kommende  Wertsystem  der  Wq,  w^,  •  •  •,  Wy—i  allgemein 
zu  reden  nur  je  in  einem  Punkte  unserer  Riemann'schen  Fläche  statt 
hat,  es  kann  aber  auch  sein,  dass  dasselbe  in  je  ft  Punkten  der 
Biemann'schen  Fläche  auftritt.  Im  erster en  Falle  entspricht  unsere 
Curve  der  gegebenen  Riemaim'schen  Fläche  Punkt  für  Punkt  eindeutig 
(womit  nicht  ausgeschlossen  sein  soll,  dass  einzelne  Ausnahmen  vor- 
kommen können,  wenn  nämlich  unsere  Curve  mehrfache  Punkte  hat, 
in  denen  verschiedene  Zweige  derselben  zusammenstossen).  Im  anderen 
Falle  müssen  wir,  um  die  Eindeutigkeit  der  Beziehung  herzustellen, 
zu  einem  Mittel  greifen,  welches  wir  soeben  bereits  bei  der  geraden 
Linie  (die  den  jR|  vorstellte)  wie  von  selbst  zur  Anwendung  brachten. 
Wir  werden  uns  nämlich  die  Curve  des  Ry  firfach  überdeckt  denken. 
Die  Ordnung  der  Curve  wird  aber  im  ersteren  Falle  gleich  m,  im  zweiten 

gleich  —  sein;  denn  die  linke  Seite  der  linearen  Gleichung 

(1)  UqWq  +  a^Wj^  +  •'••  +  üy-iWr^i  +  «y  =  0 

mit  beliebig  gewählten  Coefficienten  a  hat  unserer  Voraussetzung  zu- 
folge auf  der  Riemann'schen  Fläche  m  Null]punkie]  ebenso  viele 
Schnittpunkte  wird  also  der  durch  diese  Gleichung  dargestellte  lineare 
Raum  JJy— 1  mit  unserer  Curve  haben,  sofern  wir  letztere  nur,  um 
Eindeutigkeit  der  Beziehung  zur  Riemann'schen  Fläche  herzustellen, 
erforderlichen  Falles  mehrfach  überdeckt  denken.  Yon  den  m  so  ent- 
stehenden Schnittpunkten  fallen  dabei  aber   ersichtlich  je  ii  in  einen 

Punkt  zusammen,   so  dass  wir  nur  —    unterschiedene    Schnittpunkte 

haben,  w.  z.  b.  w. 

Bemerken  wir  noch  besonders,  weshalb  wir  die  Wq,  w^j  •  •  *,  Wy^i  im 
vorigen  Paragraphen  ausdrücklich  der  Bedingung  unterworfen  hatten, 
linear  unabhängig  zu  sein.  Wären  sie  es  nicht,  bestünde  also  für 
sämtliche  Werte,  welche  sie  auf  der  Riemann'schen  Fläche  annehmen, 
eine  Gleichung  (1),  so  würde  die  entsprechende  Gleichung  für  unsere 
Curve  des  JRy  identisch  erfüllt  sein;  unsere  Curve  läge  also  nicht 
eigentlich  im  Ry,  sondern  bereits  in  dem  durch  (1)  dargestellten  Ry—i, 


560  ni,  2.   Weiterführang  yon  Biemann's  Theorie 

Es  wird  nun  darauf  ankommen^  die  sämtlichen  Überlegungen,  die 
wir  über  die  auf  gegebener  Biemann'scher  Fläche  existierenden  Func- 
tionen anstellten,  in  geometrischer  Form  unter  Bezugnahme  auf  unsere 
Curve  zu  wiederholen.  Wir  wollen  etwa  zunächst  im  Falle  einer 
einfach  überdeckten  Curve  die  Bedeutung  der  zur  Biemann'schen  Fläche 
gehörenden  algebraischen  Functionen  im  Baume  B^  in  Betracht  ziehen. 
Da  die  Wq,  w^^,  •  •  •,  w^-^i  das  einzelne  ihnen  auf  der  Biemann'schen 
Fläche  zugängliche  Wertsystem  nach  Voraussetzung,  allgemein  zu 
reden,  nur  in  einem  Punkte  derselben  annehmen  sollen,  so  werden  sich, 
wie  leicht  zu  sehen,  die  in  Rede  stehenden  algebraischen  Functionen 
rational  durch  die  Wq,  w^,  -  •  •,  Wv^i  ausdrücken  (wie  wir  das  oben 
p.  499  im  speciellen  Falle  einer  Curve  des  jRg  ganz  ausfuhrlich  dar- 
legten). Umgekehrt  wird  aber  auch  jede  rationale  Function  der  w 
ihrerseits  eine  algebraische  Function  der  Fläche  liefern.  Wir  wollen 
jetzt  die  einzelne  solche  rationale  Function  der  «7q,  w^^  •  -  •,  «7y~i  in 
den  Quotienten  zweier  ganzen  Functionen  spalten: 

Die  Punkte  unserer  Biemann'schen  Fläche,  in  denen  22  einen  beliebig 
gewählten  Wert  C  annimmt,   erscheinen   dann  als  diejenigen  Punkte 
unserer  Curve,  in  denen  die  Gleichung 
(3)  y  -  CX  =  0 

erfüllt  ist,  ohne  dass  ¥  und  X  zugleich  verschwinden.  Wollen  wir 
jetzt  der  Kürze  halber  die  durch  ¥  »=  0  oder  X  =  0  dargestellte 
Mannigfaltigkeit  als  eine  Fläche  des  Baumes  22,  benennen  (wie  wir 
denn  auch  entsprechend  die  linearen  Mannigfaltigkeiten  (1),  so  oft  es 
kein  Missverständnis  veranlasst,  als  Ebenen  bezeichnen  werden).  Glei- 
chung (3)  giebt  dann,  was  man  in  der  Geometrie  ein  Flächenbüschel 
nennt.  Dabei  benennt  man  diejenigen  Punkte,  in  denen  gleichzeitig 
y  und  X  verschwinden  (sofern  solche  überhaupt  auftreten),  als  Basis- 
punkte  des  Büschels  (3).  Nach  alledem  correspondieren  also  den  Punkten 
unserer  Biemann'schen  Fläche,  in  denen  R=^C  wird,  diejenigen  SchniU- 
punkte  unserer  Curve  mit  der  durch  (3)  dargestellten  Fläche^  welche  von 
den  Basispunkten  des  besiüglichen  Büschels  verschieden  sind. 

Oder  (um  ein  anderes  Beispiel  derartiger  Übersetzungen  zu  geben) 
wir  wollen  der  Beihe  nach  diejenigen  Curven  des  22^,  22j,  223,  ••  •  be- 
trachten, die  unserer  Biemann'schen  Fläche  correspondieren,  wenn  wir 
erstlich  allein  Wq  gegeben  ansehen,  dann  Wq  und  w^^  neben  einander, 
dann  w^,  w^^  w^  etc.  Wir  haben  also  der  Beihe  nach  eine  gerade 
Linie,  eine  ebene  Curve,  eine  eigentliche  Baumcurve  (des  22,)  etc. 
Und   welches    wird   deren  gegenseitige  geometrische  Beziehung  sein? 
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Wenn  wir  von  den  Coordinaten  Xy  y  eines  Punktes  der  Ebene  nur 
das  X  allein  auffassen^  so  entspricht  dem  geometrisch,  dass  wir  diesen 
Punkt  auf  die  a;-Axe  „projicieren".  So  werden  unsere  auf  einander 
folgenden  Curoen  jede  eine  Projection  der  folgenden  sein.  Hier  ist  nun 
völlig  deutlich,  was  wir  am  Ende  des  vorigen  Paragraphen  nur  erst 
andeuteten,  dass  es  nämlich  einfacher  sein  kann,  grossere  Werte  von  v 
in  Betracht  zu  ziehen,  statt  kleinere.  In  der  That  können  eine  ebene 
Curve,  eine  Raumcurve  etc.  elegante  Eigenschaften  besitzen,  die  in 
der  Projection  verloren  gehen  oder  doch  nur  umständlich  zu  er- 
kennen sind'^). 

§  10.    Die  äquivalenten  FimktsyBteme.    Homogene  Coordinaten. 

Die  projective  Auffassung. 

Die  kurzen  Angaben  des  vorigen  Paragraphen  genügen  bereits, 
um  deutlich  erkennen  zu  lassen,  in  welcher  Hinsicht  die  Betrachtung 
der  im  Ry  gelegenen  Curve  geeignet  ist,  zu  einer  Erweiterung  der  bis- 
her auseinandergesetzten  functionentheoretischen  Begriffsbildungen  hin- 
zuleiten. Wir  haben  bislang,  so  oft  es  sich  auf  einer  Riemann'schen 
Fläche  um  eine  algebraische  Function  handelte,  unsere  Aufmerksam- 
keit immer  ganz  besonders  dem  System  der  zugehörigen  Unendlich- 
keitspunkte  zugewendet.    Nun  stellten  wir  aber  eine  solche  Function 

in  (2)  des  vorigen  Paragraphen  in  der  Gestalt  iJ  =  -^v-  dar,  und  X  =  0 

ist,  geometrisch  zu  reden,  unter  den  Flächen  des  Büschels  V  —  CX  =  0 
keineswegs  notwendig  ausgezeichnet.  Wir  werden  also  den  sämtlichen, 
durch  die  wechselnden  Werte  von  C  festgelegten  Punktsystemen  unserer 
Curve  dieselbe  Aufmerksamkeit  zuwenden  wollen,  wie  seither  dem 
(7  sa  oo  entsprechenden  Systeme  allein.  In  der  That  können  wir  ja 
auch  unsere  Function  B  leicht  durch  eine  solche  ersetzen,  bei  welcher 
irgend  eines  dieser  Punktsysteme,  etwa  das  durch 

y-C'X  =  0, 

gegebene,  die  ünendlichkeitspunkte  abgiebt,  während  gleichzeitig  irgend 
ein  anderes  Punktsystem,  z.  B.  das  durch 

y-C"X  — 0, 

dargestellte,  die  Nullpunkte  liefert     Wir  brauchen  da  statt  R  =  -^ 

nur  den  Quotienten 

*)  Wir  berühren  damit  eine  allgemeine  Methode  der  geometrischen  De- 
duction.  M^n.  vergl.  z.  B.  G.  Veronese:  Behandlung  der  projectiven  Verhältnisse 
der  Bäume  von  verschiedenen  Dimensionen  durch  das  Prindp  des  Projicierens  tmd 
des  Schneidens j  Math.  Ann.  Bd.  19  (1881),  sowie  interessante  Untersuchungen  Ton 
Segre  und  Anderen. 

Kleln-Frloke,  Modnlfunctionen.  36 
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zu  betrachten.  Bäher  wollen  wir  fortan  die  hier  in  Bede  stehenden  Punkt- 
systeme so  benennen,  dass  keines  vor  dem  anderen  ausgezeichnet  erscheint. 
Allgemein  nämlich  sollen  zwei  solche  Punktsysteme  unserer  Curve  (oder 
Biemann'scben  Fläche);  welche  die  Null-  und  Unendlichkeitsstellen 
einer  Function  12  abgeben  können,  äquivalente  Punktsysteme  genannt 
werden.     Die  unendlich  vielen  durch 

(2)  B  =  C,    bez.  V  —  CX  =  0 

dargestellten  Punktsysteme  sind  dann  alle  unter  einander  äquivalent 
und  bilden  mit  Bücksicht  darauf,  dass  C  in  der  Gleichung  (2)  linear  auf- 
tritt, eine  einfach  unendliche  lineare  Schaar  äquivalenter  Punktsysteme"^). 
Ganz  entsprechende  Betrachtungen  können  wir  jetzt  offenbar  an- 
stellen, indem  wir  statt  der  einzelnen  Function  R  eine  lineare  Ver- 
bindung  von  mehreren   etwa  ii  beliebigen  rationalen  Functionen   der 

M^o,  M^i,  •••: 

(3)  R  +  «i-Ri  +  •  •  •  +  a«— iB^-i 

(wo  die  a  beliebig  veränderliche  Parameter  vorstellen)  als  Ausgangs- 
punkt wählen.  Wir  werden  nämlich  jede  solche  lineare  Verbindung 
auf  die  Gestalt  bringen  können: 

X        '  ' 

wo  die  y,  X  ganze  rationale  Functionen  unserer  Coordinaten  w  sind, 
und  werden  dann  finden,  dass  je  zwei  Punktsysteme: 

^^  lY  +  V'Yi  +  •  •  •  +  a^_,"Y^_i  -  C"X  =  0 

(wo  die  a',  a",  C\  C"  irgendwelche  Constante  bedeuten)  einander  äqui- 
valent sind**).  Da  haben  mr  nun  der  Formel  (4)  entsprechend  eine  ii-fach 
unendliche  lineare  .Schaar  äquivalenter  Punktsysteme.  Alle  diese  Punkt- 
systeme interessieren  uns  jetzt  gleichförmig;  wir  bevorzugen  kein  ein- 
zelnes von  ihnen,  so  wenig  wir  unter  alP  den  verschiedenen  rationalen 
Functionen,  die  wir  uns  den  Formeln  (4)  entsprechend  bilden  können: 

eine  besondere  vor  den  anderen  herausgreifen. 


*)  Brill  und  Nötber  gebrauchen  1.  c.  statt  des  Wortes  „äquivalent**  den 

AuBdruck  „corresidual";  das  Wort  „äquivalent**  in  dem  im  Texte  gemeinten  Sinne 

wurde  von  Dedekind  und  Weber   eingefahrt  (Crelle^a  Journal,  Bd.  92,  1880). 

**)  Jedoch  rechnen  wir  immer   die  „Basispunkte",   in  denen  V,  V^,  •  •  *, 

^  _it  X  gemeinsam  verschwinden,  dem  einzelnen  Punktsystem  nicht  lu. 
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Man  erkennt,  dass  sich  so  die  Lehre  von  ^en  darch  ihre  Unend- 
lichkeitspunkte  bestimmten  algebraischen  Functionen  umsetzt  in  eine 
Theorie  der  linearen  Schaaren  zu  einander  äquivalenter  Punktsysteme. 
Insbesondere  verwandelt  sich  dabei  der  Riemann-Roch'sche  Satz  in 
den  anderen  y  dass  ein  System  von  m  Punkten  unserer  Curve^  in  welchen 
im  gangen  t  linear -unabhängige  Functionen  tp  verschwinden  y  jedesmal 
einer  (m  — j>  -f"  '^yff^  unendlichen  linearen  Schaar  äquivalenter  Punkt- 
systeme angehört. 

Wir  haben  diese  Entwicklung  in  möglichst  kurzer  Weise  vor- 
getragen, ohne  besonders  von  denjenigen  Punkten  unserer  Curve  zu 
reden,  die  im  i2y  unendlich  weit  liegen,  d.  h.  denen  unendlich  grosse 
Werte  unserer  Ooordinaten  w  zugehoren.  Wollen  wir  aber  genauer  unter- 
suchen, so  werden  wir  zu  demjenigen  analytischen  Hülfsmittel  greifen 
müssen,  ohne  welches  allgemeinere  Untersuchungen  über  algebraische 
Gurven  Oberhaupt  undenkbar  sind,  ssum  HiUfsmittel  der  homogenen 
Coordinaten.  Statt  der  v  Grössen  Wq^  ••  •,  w^^i  führen  wir  alsdann 
die  Verhältnisse  von  (f  -f-  1)  Grossen  Xq^  •  •  *,  2V  ein,  indem  wir  etwa 
schreiben: 

(5)  WqIWiI'  -  -:  tCr— 1 :  1  =  ^0  :  a;^ :  •  •  • :  x^—i :  x^f 

und  verwandeln  so  die  rationalen  ganzen  Functionen  ¥,  X  der  w,  die 
wir  gerade  betrachteten,  in  rationale  ganze  homogene  Functionen 
der  X  (sogenannte  Formen  der  x).  Wir  wollen  dies  hier  für  die 
allgemeinen  Functionen  (3)  nicht  weiter  ausführen,  beschränken  uns 
vielmehr  jetzt  auf  die  linearen  Functionen: 

(6)  w^^  +  a^w^  -\ f-  a^-xw^^i. 

Indem  wir  dieselben  in  die  Gestalt  setzen: 


X. 


erkennen  wir,  dass  die  cx)-femen  Punkte  unserer  Curve  (die  durch 
x^^^O  ausgeschnitten  werden)  mit  jedem  Punktsysteme  äquivalent  sind, 
das  von  einer  beliebigen  „Ebene'': 

(8)  ^0  +  «1^1  H h  «v-ia:,-!  —  Cx^  =  0 

ausgeschnitten  wird,  und  dass  wir  den  cx>*  Ebenen  entsprechend,  die 
es  in  unserem  R,  giebt,  auf  unserer  Curve  eine  v-fach  unendliche 
lineare  Schaar  äquivalenter  Punktsysteme  besitzen. 

Und  nun  erinnere  man  sich  der  Auffassungsweise  der  projectiven 
Oeometrie,  Vermöge  derselben  erscheint  das  Coordinatensystem  der  x 
nur  als  eines  unter  unendlich  vielen  gleichberechtigten,  welche  letztere 
gegeben  sind  durch: 

86* 
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(9)  x;^SauXk,  (i,  *  — 0,  1,  •  •  -  v;  |aa|^0) 

und  also  aus  jenem  System  durch  lineare  Substitution  entspringen.  Es 
kommt  dies  darauf  hinaus ;  dass  wir  zur  Darstellung  der  Curve  an 
Stelle  der  (v  +  1)  Ebenen  a:*  =  0  irgend  {y  +  1)  linear-unabhängige 
Ebenen  Xi  =  0  setzen  dürfen.  Im  Hinblick  auf  die  Punktsysteme, 
welche  auf  unserer  Curve  von  den  Ebenen  des  Coordinatensystema 
ausgeschnitten  werden,  findet  hierin  offenbar  unser  oben  aufgestellter 
Grundsatz,  äquivalente  Punktsysteme  als  gleichberechtigt  zu  betrachten, 
also  auch  die  Darstellung  einer  linearen  Schaa/r  äquivalenter  Punktsysteme 
nicht  gerade  auf  bestimmte  eimelne  dieser  Systeme  zu  gründen ,  seinen 
präcisen  Ausdruck.  Folgeweise  werden  wir  fortan  die  Curve  des  i2, 
durchweg  im  projecHven  Sinne  betrachten*).  Zwei  Curven,  welche 
durch  eine  Substitution  (9)  in  einander  übergeführt  werden  können, 
erscheinen  uns  dann  als  identisch.  Wir  haben  also  der  t/-fach  unend- 
lichen linearen  Schaar  äquivalenter  Punktsysteme  (8)  entsprechend  in 
diesem  Sinne  eine  einzige,  völlig  bestimmte  Curve  des  R^.  In  dem- 
selben Sinne  mrd  jeder  einfach,  zweifach,  . . .  unendlichen  linearen  Schaar 
äquivalenter  Punktsysteme,  die  wir  auf  der  Riemann' sehen  Fläche  con- 
struieren  mögen,  jedesmal  eine  wohlbestimmte  Curve  des  R^,  R^,  - "  ent- 
sprechen. Dies  ist  nun  die  endgültige  Auffassungsweise,  zu  der  wir 
hier  durchdringen  wollten,  und  mit  der  wir  jn  den  folgenden  Para- 
graphen zu  arbeiten  haben  werden. 

§  11.    Von  den  Kormalonrven  Cm» 

Die  linearen  Schaaren  äquivalenter  Punktsysteme,  die  wir  vorhin 
auf  einer  Riemann'schen  Fläche  unterschieden,  können  nach  ver- 
schiedenen Rücksichten  in  Arten  geteilt  werden.  Jedes  System  vor- 
gegebener m  Punkte  gehört  nach  dem  Riemann-Roch'schen  Satze,  wie 
wir  bereits  bemerkten,  einer  (m — j) -f*  ^)"f^ch  unendlichen  linearen 
Schaar  an.  Hier  liegt  es  nun  am  nächsten  zu  unterscheiden,  ob  r  »»  0 
oder  >  0.  Im  ersteren  Falle  sprechen  wir  weiterhin  von  einer  atl- 
gemeinen  Schaar,  im  zweiten  in  Anlehnung  an  die  Ausdrucks  weise 
des  §  7.  von  einer  ,ßpecialschaar^'**).    Aber  es  ist  ein  anderer  ünter- 


**)  Unter  algebraischen  Gesichtspunkten   führt  die  Entwicklaog  des  Textes 
dahin,  auf  der  Curve  de^^B^  allgemein  die  aus  den  x^^  x^,  •  - ',  x^  zn  bildenden 

Formen  im  Sinne  der  Invariantentheorie  zu  betrachten.  Wir  werden  später  bei 
Gelegenheit  auf  diesen  Gedanken  zurückgreifen  und  verweisen  hier  einstweilen 
auf  die  Darstellung  bei  Klein:  Zur  Theorie  der  ÄbeVschen  Functionen  (Math. 
Ann.  Bd.  86,  1889). 

•♦)  Cf.  Brill  und  Nöther,  1.  c. 
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schied,   auf  den   wir  hier  vor  allem  unsere  Aufmerksamkeit  richten 
wollen. 

Wir  müssen  zu  dem  Zwecke  vorab  einen  etwas  schwierigen  Punkt 
erläutern*).  Sind  m  Punkte  nach  Belieben  gegeben,  so  kanu  es  sein, 
dass  einer  oder  auch  mehrere  dieser  Punkte  allen  den  oo"*  ""'*+*  Punkt- 
systemen, die  mit  dem  System  der  gegebenen  Punkte  äquivalent  sind, 
gemeinsam  ist.  Es  tritt  dies  dann  ein,  wenn  in  den  (m  —  1),  oder 
(m  —  2),  •  •  •  übrigen  Punkten  (t  +  1),  bez.  (r  +  2),  •  •  •  Functionen  q> 
verschwinden.  In  der  That  wird  dann  die  Gesamtheit  der  mit  den 
(m  —  1),  (m  —  2),  •  •  •  bleibenden  Punkten  äquivalenten  Punktsysteme 
ebenfalls  oö^—p-^''  sein:  Sofern  wir  also  von  dem  festliegenden  !*•**,  2*®°,  •  •  • 
Funkte  absehen,  kommen  wir  auf  dieselben  Punktsysteme,  mögen  wir  von 
den  m  gegebenen  Tunkten  oder  von  den  {m  —  1),  den  (m  —  2),  •  •  •  aus- 
gehen.  Die  fraglichen  Punktsysteme  enthalten  eben  nicht  mehr  je  m, 
sondern  nur  noch  (m  —  1)  bez.  (w  —  2),  •  •  -  lewegliche  Punkte.  —  Dieser 
Möglichkeit  gegenüber  werden  wir  nun  eine  naheliegende  vereinfachende 
Verabredung  treflTen.  Wir  werden  festsetzen,  dass  wir  bei  jeder  vor- 
gelegten linearen  Schaar  äquivalenter  Punktsysteme  immer  nur  die 
beweglichen  Punkte  der  einzelnen  Systeme  ins  Auge  fassen  nnd  die  so 
entstehende  Zahl  mit  m  bezeichnen  wollen.  Nur  vermöge  dieser  Ver- 
abredung sind  die  folgenden  Sätze  genau. 

Die  Unterscheidung,  welche  wir  in  die  Theorie  der  linearen 
Schaaren  einführen  wollen,  ist  nun  diese.  Es  sei  eine  Schaar  gegeben, 
bei  welcher  das  einzelne  System  m  (bewegliche)  Punkte  enthält.  Dann 
ist  die  betreffende  Schaar  entweder  mit  der  Gesamtschaar  identisch, 
welche  sich  zu  ihrem  einzelnen  Systeme  von  m  Punkten  nach  dem 
Riemann-Boch'schen  Satze  hinzuconstruieren  lässt  und  (m  — p  -f-  r)-fach 
ausgedehnt  ist,  oder  sie  ist  in  dieser  Gesamtschaar  nur  enthalten. 
Im  ersteren  Falle  wollen  wir  von  einer  Vollschaar,  im  anderen  von 
einer  Teilschaar  reden.  Die  Zahl  v  der  in  einer  Teilschaar  vorkommen- 
den Parameter  ist  natürlich  <  (m  —  |)  +  r) . 

Wir  betrachten  jetzt  wieder  die  Curve  des  iJy.  Da  unser  Punkt- 
system nach  Voraussetzung  je  m  bewegliche  Punkte  enthalten  sollte, 
wird  die  bezügliche  Curve,  wenn  anders  wir  sie  als  einfach  überdeckt 
annehmen  dürfen,  die  m^  Ordnung  besitzen,  sie  ist  eine  C^-  Jetzt 
unterscheiden  wir,  ob  wir  von  einer  VoUschaar  oder  einer  Teilschaar 
ausgingen.     Im  ersteren  Falle  ist  ,         ' 

(1)  V  "=  m  — J)  +  ^; 

wir  sprechen  dann  von  einer  Normäicurve  Cm-    Ersichtlich  haben  neben 


•)  Gf.  Brill  und  NOther,  1.  c. 
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den  Normaicurren  die  anderen  Cm  (die  den  Teilschaaren  entsprechen) 
nur  eine  untergeordnete  Bedeutung.  AUe  diese  in  niederen  Bänmen 
gelegenen  Cm  können  nämlich  aus  der  engekörigen  Narmälcurve  des 
Rm^p^t  durch  wiederholte  Frqjedum  abgeleitet  werden.  In  der  That 
wird  sich  ihre  analytische  Darstellung  aus  der  folgenden  Formel: 

(2)  w^\Wy^\'"\  Wm-p^t-i :  1  =  a^o  :  a?!  :  •  •  • :  x^-p-^tj 

welche  zur  Normalcurve  führt,  dadurch  ergeben,  dass  man  einige  der  w, 
d.  h.  der  x,  weglässi  Umgekehrt  ist  die  Normalcurve  Cm  selbst  sicher 
nicht  Projection  einer  in  einem  höheren  Baume  enthaltenen  Curve 
m^  Ordnung.  Dies  schliesst  nicht  aus,  dass  sie  Projection  einer  Curve 
von  der  Ordnung  (w  +  1)?  (*w  +  2),  •  •  •  sein  mag;  wir  werden  die 
betreffende  Projection  dann  nur  so  auszufahren  haben,  dass  sie  von 
einem  Punkte  aus  geschieht,  welcher  der  zu  projicierenden  Curve  selbst 
angehört  (alsdann  nämlich  sinkt  bei  der  Projection  die  Ordnung  der 
Curve,  wie  wir  hier  nicht  weiter  ausfuhren  wollen). 

Der  Vollständigkeit  wegen  wollen  wir  jetzt  doch  auch  noch  den 
Fall  mehrfach  überdeckter  Normalcurven  in  Betracht  ziehen.  Handele 
es  sich  um  eine  /ii-fache  Überdeckung,  wobei  also  unsere  Normalcurve 

eine  /^-fach  zählende  Curve  der  Ordnung  —  ist.    Da  ist  nun  auf  Grund 

elementarer  analytisch-geometrischer  Überlegungen  klar,  dass  in  einem 
Räume  von  (m — p-f-^)  Dimensionen  keine  Curve  eigentlich  enthalten 
sein  kann,  deren  Ordnung  <w — jp  +  i^  wäre  (jede  Curve  niederer  Ord- 
nung, die  dem  Rm^p+t  angehört,  ist  bereits  in  einem  Räume  niederer 
Dimension  enthalten).  Daher  ergiebt  sich  die  Ungleichung,  die  uns 
später  nützlich  sein  wird: 

oder 

(3)  l^<        " 


^^  m  —  p  -^-  t 

§12.    Die  rationalen  und  die  elliptiBOlien  Normalotiryen  insbesondere. 

Wir  specificieren  jetzt  die  Ausfuhrungen  des  vorigen  Paragraphen 
fOr  die  beiden  niedersten  Fälle  jp  «»  0  und  jp  =  1,  in  denen  beiden 
gegenüber  der  allgemeinen  Theorie  die  besondere  Vereinfachung  ein- 
tritt, dass  die  Zahl  r  des  Riemann-Roch'schen  Satzes  stets  gleich  Null 
isi  Hierdurch  kommen  die  Complicationen,  die  zu  Anfang  des  vorigen 
Paragraphen   besprochen  wurden,  bei  ihnen  von  selbst  zum  Wegfall. 

Was  zunächst  den  Fall  j> «»  0  angeht,  so  haben  wir  bei  ihm  als 
einfachste  auf  der  Riemann'schen  Fläche   existierende  Functionen  die 
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HauptfuncHonen  (vgl.  §  1,  p.  533  u.  f.),  von  denen  wir  hier  gleich  eine^ 
die  wir  0  nennen  wollen,  der  Betrachtung  zu  Grunde  legen.    Ferner  sei 

eine  erste  Reihe  von  m  Stellen  der  Fläche, 
eine  zweite  solche  Reihe.     In 

^  ^  (^-6,)(^-6,)...(;s-6^) 

haben  wir  dann  eine  zur  Fläche  gehörige  algebraische  Function,  welche 
in  den  Punkten  a  (und  nirgendwo  sonst)  verschwindet  und  in  den 
Punkten  b  (und  nirgendwo  sonst)  unendlich  wird.  Wir  sehen:  Je  sswei 
Systeme  von  m  Punkten  sind  auf  der  Fläche  einander  äquivalent.  Es 
stimmt  dies  mit  der  Abzahlung  des  Riemann-Roch'schen  Satzes  (cf. 
p.  563)  überein,  welche  für  jedes  System  von  m  Punkten  im  vorliegenden 
Falle  eine  m-fach  unendliche  lineare  Schaar  von  äquivalenten  Punkt- 
systemen ergiebt  Es  folgt,  dass  es  (für  unsere  projective  Anschauung) 
hei  p^^O  im  Baume  R^  Mt«r  eine  einzige  NormaicurveGm  giä>t  Die- 
selbe ist  als  rationale  Normälcurve  Gm  in  der  neueren  geometrischen 
Litteratur  wohlbekannt*),     um  sie  darzustellen,  schreiben  wir: 

(2)  a^o  :  a;,  : .  •  • :  a?^  =  ^0  W  'ffii^)-'"'  Qmiß) , 

unter  den  g  linear-unabhängige  ganze  rationale  Functionen  m^*°  Orades 
von  B  verstanden.  Als  speciellen  Fall  haben  wir  für  m  =  1  die  einfach 
überdeckte  gerade  Linie,  für  m  =  2  den  Kegelschnitt  der  Ebene,  etc. 
Übrigens  giebt  es  für  den  projectiven  Standpunkt  überhaupt  nur  eine 
eigentlich  im  R^  gelegene  Cm\  in  der  That  hat  jede  solche  Cm  das 
Geschlecht  p  =■  0,  wie  man  leicht  aus  dem  Umstände  folgert,  dass 
sie  sich  durch  wiederholte  Projection  jeweils  von  einem  ihrer  Punkte 
aus  in  eine  (7^.  des  R^  d.  h.  eine  einfache  gerade  Linie  projicieren  lässt. 
Ziehen  wir  nun  den  Fall  p  ^=  l  in  Betracht.  Als  einfachste  zu 
einer  Riemann'schen  Fläche  des  Geschlechtes  1  gehörige  Gleichungs- 
form haben  wir  früher  die  folgende  hergestellt: 

(3)  P'*  =  4^»  — ^r^jp  -^j, 

und  hier  ist  die  absolute  Invariante  ^  eine  Constante,  welche  in  keiner 

Weise  modificiert  werden  kann,  deren  Wert  also  für  das  betrachtete 
Gebilde  j?  >=  1  charakteristisch  ist  Man  drückt  dies  gewohnlich  dahin 
aus,  dass  man  sagt:  die  Gebilde  p  =  1  haben  einen  Modul.  Es  ist 
dies  ein  erster  wesentlicher  unterschied  von  dem  Falle  |)  =  0 . 


*)  Yg].  beiBpieUweise  die  zusammenhängende  Darstellung  von  Franz  Meyer 
in  dessen  Bache:  Apölarität  und  rationd!e  Ourven  (Tübingen,  1888). 
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Wir  betrachten  nunmehr  auf  dem  einzelnen  durch  (3)  gegebenen 
Gebilde  lineare  Schaaren  äquivalenter  Punktsysteme.  Der  Biemann- 
Roch'sche  Satz  ergiebt  in  dieser  Hinsicht:  Jedes  System  von  m  Funkten 
geHört  einer  (m  —  lyfack  wnendlichen  linearen  Schaar  an. 

Wir  schliessen  daraus,  dass  es  auf  unserer  zu  (3)  gehorendeo 
Riemann'schen  Fläche  im  Ganzen  einfach  unendlich  viele  solcher 
linearer  Schaareu  von  Systemen  zu  je  m  Punkten  giebt,  und  dass 
man  also  von  (3)  aus  auf  einfach  unendlich  viele  Weisen  ssu  Normal- 
curven  Cm  des  Rm—i  übergehen  kann.  Da  haben  wir  bei  m  =  2  die 
doppelt  überdeckte  Gerade  (von  der  wir  seit  lange  wissen ,  dass  sie^ 
um  zum  Geschlechte  p  »»  1  zu  gehören,  4  Yerzweigungspunkte  tragen 
muss),  bei  m  =  3  die  ebene  Curve  dritter  Ordnung,  etc.  etc. 

Die  nähere  Betrachtung  der  solchergestalt  entstehenden  Normal- 
curven  stützt  man  am  besten  auf  die  Theorie  der  elliptischen  Func- 
tionen.    Sei 

(4)  u^  f-=A^^= 

das  eine  zu  (3)^ehorige  überall  endliche  Integral.  Die  Coordinaten  der 
Punkte  der  Normalcurve  Cm  erweisen  sich  dann  als  zu  solchen  doppelt- 
periodischen Functionen  von  n  proportional,  die  innerhalb  des  Perioden- 
parallelogramms der  ti-Ebene  m  Male  verschwinden.  Und  hier  er- 
giebt sich  nun  eine  sehr  merkwürdige  Thatsache.    Der  Formel 

(5)  t/  =  M  +  C 

entsprechend,  geht  unsere  Gleichung  (3)  auf  einfach  unendlich  viele 
Weisen  in  sich  selbst  über.  Hierbei  permutieren  sich  dann  gerade 
die  verschiedenen  einfach  unendlich  vielen  (m  —  l)-fach  ausgedehnten 
linearen  Schaaren  von  Systemen  zu  je  m  Punkten,  die  wir  vorhin  fanden. 
Die  Folge  ist,  dass  die  Normakurven  Cm,  welche  nian  diesen  verschiedenen 
ScJiaaren  entsprechend  von  (3)  aus  ableiten  kann,  (wie  unr  kurz  sagen 
wollen)  alle  unter  einander  identisch  ausfallen.  Wir  kommen  hieraui 
weiter  uuten,  wo  von  der  Theorie  dieser  Normalcurven  ausführlich 
gehandelt  werden  soll,  noch  einmal  zurück  und  begnügen  uns  einst- 
weilen damit,  auf  die  Schrift  von  Klein  zu  verweisen:  Über  die 
elliptischen  Normalcurven  der  n**°  Ordnung  und  mgehörige  Modulfunc- 
tionen  der  n*^  Stufe  (Abhandl.  der  K.  sächs.  Ges.  der  Wiss.,  Math.- 
phys.  Classe,  Bd.  13,  1885)*). 

*)  Vgl. 'auch    Segre:     Bemarques    sur    les    transformations   uniformes  des 
courbes  elliptiques  en  elles-memes,  Math.  Add.  Bd.  27  (1886). 
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§  13.     Die  FfiUe  p>  1:  die  Normalourve  der  q). 

Unter  den  verschiedenen  Normalcurven^  welche  einer  Riemann'schen 
Fläche  p>  1  zugehören,  wollen  wir  hier  etwas  näher  nur  eine  be- 
trachten, welche  in  der  Folge  besonders  wichtig  ist  Bezeichnen  wir 
p  linear-unabhängige  zur  Fläche  gehörige  überall  endliche  Integrale 
durch  ii,  ia,  ' '  'y  jp}  so  lieferten  die  p  Differentialquotienten 

y^J  'dz'     d2~*   "  *'    dz 

p  linear-unabhängige  Functionen  tp.  Diesen  Functionen  (p  wollen  wir 
jetst  p  homogene  Veränderliche  x^,  x^t  •  •  •,  Xp  proportional  setzen,  was 
offenbar  darauf  hinauskommt,  die  fortlaufende  Proportion  zu  schreiben: 

(2)  a?!  :  a^g :  •  •  • :  Xp  =  dj^  :dj^:  •  •  • :  djp. 

Indem  wir  mit  den  Differentialen  dj  unsere  Riemann'sche  Fläche  be- 
schreiben, durchläuft  der  so  bestimmte  Punkt  mit  den  Goordinafcen  x 
eine  Curve,  welche  dem  Räume  Rp-^i  eigentlich  angehört,  insofern 
die  (p  bez.  die  dj  linear -unabhängig  sind.  Diese  Curve  ist  es,  welche 
wir  fortan  als  Normalcurve  der  q>  bezeichnen. 

Wir  haben  früher  gesehen,  dass  die  Functionen  9?  je  in  (2p  —  2) 
„beweglichen^^  Punkten  der  Fläche  verschwinden,  und  dass  keiner 
dieser  {2p  —  2)  Nullpunkte  allen  Functionen  9  gemeinsam  ist.  Hier- 
nach  ist   die  Ordnung  unserer  Curve,   sofern    wir   die  Curve  /t-fach 

überdeckt  denken  wollen,  — .  Aber  nun  ziehen  wir  Ungleichung  (3) 

p.  566  heran.  Wir  haben  in  derselben  hier  tn  «»  2|)  —  2,  t  aber 
es  1  zu  setzen  (insofern  es  sich  ja  um  Punktsysteme  handelt,  in  deren 
jedem  eine  Function  9  verschwindet).    Dies  giebt: 

Wir  haben  also  zwei  Fälle  aus  einander  zu  halten: 

Entweder  ist  unsere  Ourve  nur  einfach  überdeckt,  sie  ist  dann  von 
der  (2p  —  2)**"  Ordnung,  und  alle  zu  unserer  Riemann^schen  Fläche 
gehörenden  algebraischen  Functionen  lassen  sich  rational  durch  die  Ver- 
hältnisse der  q>  ausdrücTcen;  — 

oder  unsere  Ourve  ist  doppelt  i3)erdeckt,  die  Ourve  als  solche  ist  von 
der  (p  —  1)***^  Ordnung  und  demnach  (weil  ,fiigentlich^^  im  Bp^i  gelegen) 
vom  Geschleckte  Null, 

Wir  werden  den  ersten  Fall  den  allgemeinen,  den  zweiten  den 
hyperelliptischen  nennen.  In  der  That  tritt  nur  im  Falle  j>  «=  2  (wo 
wir  als  Normalcurve  der  q>  notwendig  die  doppeltüberdeckte  Gerade 
haben)  der  hyperelliptische  Fall  immer  ein;  für  alle  grösseren  Werte 
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Yon  p  ist  er  als  Aasnahmefall  aufzufasseiL  Indem  wir  nns  vor^ 
behalten,  sogleich  noch  genauer  auf  den  hyperelliptischen  Fall  einzu- 
gehen, fügen  wir  hier  noch  eine  besondere  Bemerkung  über  den  all- 
gemeinen Fall  bei. 

Wir  haben  früher  gelernt,  dass  alle  auf  einer  Biemann'schen 
Fläche  existierenden  Specialfunctionen  sich  als  Quotienten  linearer 
Yerbiudungen  der  97  darstellen.  Es  kommt  dies  jetzt  darauf  hinaus, 
dass  alle  auf  der  Fläche  existierenden  Speciaischaaren  aus  unserer 
Normalcurve  der  tp  durch  lineare  Aggregate  (Büschel,  Bündel  etc.) 
von  Ebenen  ausgeschnitten  werden.     Seien 

*i  =  0,  ^,  =  0,  .-.,  ^v  =  0 

V  linear -unabhängige  Ebenen,  welche  ein  solches  lineares  Aggregat 
festlegen, 

seien  weitere  (p  —  v)  unter  einander  und  von  den  ^1,  •  •  •,  ^y  linear- 
unabhängige Ebenen.  Schreiben  wir  dann,  indem  wir  Punktcoordi- 
naten  y  einführen: 

(3)  Vi :  Vi '  "  • '  ifr  =  ^i '  ti ' '  "  -  tv, 

80  haben  wir  die  unserer  Specialschaar  entsprechende  ^ecialcurve] 
schreiben  wir  entsprechend 

(4)  yii'":y^:'  "'-yp'^ti''  "'i^v'''"'%, 

so  haben  wir,  auf  das  Ooordinatensystem  der  y  bezogen,  unsere 
anfängliche  Normalcurve  der  9.  Nun  geht  Formel  (3)  aus  Formel  (4) 
hervor,  indem  wir  beiderseits  die  letzten  {p  —  v)  Glieder  weglassen: 
Die  Speciakurve  entsteht  also  aus  der  Normalcurve  der  g>  durch  (p  —  v)- 
malige  Prqjection. 

Übrigens  ist  die  Frage  nach  der  Art  der  in  jedem  Falle  existieren- 
den Specialcurven  eine  solche,  die  nicht  für  alle  Curven  eines  Geschlechtes 
p  gleichzeitig  zu  beantworten  ist,  bei  der  vielmehr  Artunterschiede 
gemacht  werden  müssen  (cf.  p.  555).  Wir  werden  hierüber  also  auch 
keine  allgemeinen  Untersuchungen  anstellen,  verweisen  vielmehr  schon 
hier  auf  die  verschiedenen,  auch  in  allgemeinerer  Hinsicht  interessanten 
einzelnen  Fälle,  mit  denen  wir  später  zu  thun  haben  werden*). 


*)  Wegen  näherer  Angaben  über  die  Normalcurve  der  q>  und  der  ans  ihr 
abzuleitenden  Specialcurven  vergleiche  insbesondere  Weber:  Über  gewisse  in  der 
Theorie  der  AheV sehen  Functionen  auftretende  AusnahmefälU,  Math.  Ann.  Bd.  18  (1878), 
Nöther:  Über  die  invariante  JDarb-teUung  algebraischer  Functionen,  Math.  Ann. 
Bd.  17  (1880),  sowie  kleinere  Notizen  von  Kraus  und  von  Nöther  in  Bd.  16^ 
bez.  Bd.  26  der  Math.  Ann.  (1879,  1886). 
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§  14.     Die  Fälle  p>l:   Der  hyperelliptisohe  Fall. 

Als  Normalcurve  der  g)  hatten  wir  im  hyperelliptischen  Falle 
die  doppelt  überdeckte  Q,-i  des  JBp-i.  Eine  solche  Q,_i  kann 
immer,  als  vom  Geschlechte  Null,  auf  eine  gerade  Linie  eindeutig  be- 
zogen werden.  Das  hyperelliptische  Gebilde  kann  also  stets  durch  eine 
doppeltüberdeckte  gerade  Linie  (oder,  in  anderer  Sprache,  durch  eine 
zweiblättrige  Riemann'sche  Fläche  über  der  ir- Ebene)  yersinnlicht 
werden.  Die  beiden  Blätter  werden  dabei,  damit  das  Geschlecht  «^p 
werde,  in  2|J  +  2  Punkten  zusammenhängen  müssen.  Sei  /ip4.8(0)  =  O 
die  Gleichung,  durch  welche  wir  diese  2|)  +  2  Punkte  (Verzweigungs- 
punkte) festlegen  können.  Es  müssen  sich  dann  die  sämtlichen  gum 
hypereUiptischen  Gebilde  geMrigen  algd^raischen  Functionen  rational  durch 

z  und  yftp^iiz)  darstellen  lassen.  Insbesondere  aber  merken  wir  uns 
den  leicht  indirect  beweisbaren  Satz:  Jede  unserem  Gdnlde  angehörende 
zweiwertige  Function  ist  linear  in  0. 

Umgekehrt  erweist  sich  das  durch  jet,  V/sp+s(^)  definierte  algebraische 
OAHde  (wofern  nur  f9p-\-%{z)  "^0  lauter  getrennte  Wurzeln  hat)  in 
allen  Fallen  als  hyperelliptisches  Gebilde  vom  Gesdiiechte  p*).  Es  ergeben 
sich  nämlich 

als  die  zugehörigen  Integrale  erster  Gattung,  und  wir  haben  also: 

(2)  9i :  92  •  • "  •  •  ^i»  ==  1  •  ^  •  •  •  •  •  ^''"■*. 

Die  Verhältnisse  der  q>  sind  demnach  in  der  That  nicht  im  Stande,  den 
einzelnen  Punkt  des  Gebildes  festzulegen,  nehmen  vielmehr  jedesmal 
in   solchen   zwei   Punkten,    die   sich   nur   durch    das   Vorzeichen   der 

Quadratwurzel  Yf{^)  unterscheiden,  dieselben  Werte  an. 

Mit  diesen  Sätzen  sind  die  hyperelliptischen  Gebilde  so  einfach 
charakterisiert,  dass  es  überflüssig  scheint,  noch  länger  bei  ihnen  zu 
verweilen**). 


*)  Demnach   ist   för  p  >•  1  jede   zweiblättrige  Fläche  and   also  überhaupt 
jede  F^  mit  zweiwertigen  Functionen  hyperelliptiscb. 

**)  Vermöge  der  Darstellung  des  Textes  erscheinen  die  hyperelliptischen  Ge- 
bilde als  ein  OrenzfaU  der  allgemeinen  Gebilde,  der  dann  eintritt,  wenn  die 
Normalcurve  der  9,  die  im  allgemeinen  eine  einfach  zählende  C^  ^  ^^^»  ^^^' 
besondere  in  eine  doppeltz&hlende  C      i  ausartet.    Diese  Auffassungs weise  wurde 

far  p  »  8  von  Klein  gegeben,  siehe  dessen  Aufsatz:  Über  den  Verlauf  der 
AbeVschen  Integrale  hei  den  Cwrven  4k^^  Grades,  II.  (Math.  Ann.  Bd.  11,  1876),  für 
allgemeines  p  wurde  sie  wohl  zuerst  von  Kraus  in  der  soeben  bereits  citierten 
Note   ausgesprochen    {Über    atusergewöhnliche  Specialgruppen    auf  algebraischen 
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§  15.     SchluBsbemerkniig. 

Unsere  allgemeinen^  die  Riemann'sche  Theorie  der  algebraischen 
Functionen  betreffenden  Entwicklungen  sind  nunmehr,  soweit  dieselben 
hier  gegeben  werden  sollten,  zum  Abschluss  gekommen.  Wir  haben 
nicht  nur  für  eine  beliebig  vorgelegte  Riemann'sche  Fläche  F,  die 
Existenz  zugehöriger  algebraischer  Functionen  bewiesen,  sondern  wir 
haben  auch  für  alle  möglichen  Fälle  in  bestimmter  Weise  solche 
algebraische  Functionen  der  Fn  ausgewählt,  in  denen  sich  die  übrigen 
rational  darstellen.  Zu  solchem  Ende  legten  wir  (um  hier  kurz  zu 
recapitulieren)  bei  jp  =  0  eine  einzelne  Hauptfhnction  zu  Grunde,  bei 
^  =  1  eine  zweiwertige  im  Verein  mit  einer  dreiwertigen  Function, 
etwa  geradezu  diejenigen,  die  den  doppeltperiodischen  (f>(u),  p'(u)  ent- 
sprachen. Bei  einer  Fläche  Fn  mit  ^  >  1  hatten  wir  zu  unterscheiden, 
ob  ein  hyperelliptisches  Gebilde  vorlag  oder  nicht.  In  jenem  Falle 
war  uns  eine  zweiwertige  Function  0  zusammen  mit  der  bezüglichen 

Wurzel  Vfi/s),  wie  wir  kurz  sagen,  ein  volles  Functionssystem,  in 
diesem  Falle  konnten  wir  als  derartiges  System  die  Verhältnisse  von 
p  linear-unabhängigen  Functionen  9  heranziehen. 

Mit  alledem  soll  aber  keineswegs  behauptet  sein,  dass  bei  be- 
sonderen Flächen  JP»  eines  höheren  p  nicht  auch  noch  andere  Systeme 
von  Functionen  existieren  mögen,  welche  z.  B.  das  zugehörige  System 
der  9  an  Brauchbarkeit  bezüglich  der  gerade  durchzuführenden  Unter- 
suchungen übertreffen  mögen.  Thatsächlich  werden  wir  solche  zweck- 
mässigere  Functionssysteme  auf  späterhin  zu  betrachtenden  Flächen  in 
ausgiebigster  Weise  vorfinden.  Es  sind  dies  übrigens  in  der  Mehrzahl 
der  Fälle  Systeme  von  Specialfunctionen,  d.  h.  also  von  solchen  Func- 
tionen, deren  einzelne  sich  als  Quotient  zweier  linearer  Verbindungen 
der  9  darstellt. 

Curven,  Math.  Ann.  Bd.  16,  1879).  Man  hatte  bis  dahin  den  hyperelliptischen 
Fall  dem  allgemeinen  Falle  gegenüber  mehr  oder  minder  als  wirklichen  Aus- 
nahmefall angesehen. 


Drittes  Kapitel. 

Allgemeine  AnflSsiuig  des  fimctionentheoretisclieii  Gmiidproblems. 

Wenn  wir  jetzt  nach  Massgabe  des  p.  141  formulierten  funetionen- 
theoretischen  Grandproblems  für  die  einzelne  Untergruppe  der  Modal- 
gruppe r  zugehörige  Modulfunctionen  aufsuchen  wollen^  so  ist  es  bei 
dem  von  uns  gewählten  Gange  der  Darstellung  von  grundlegender  Be- 
deutung, dass  wir  fQr  eine  hier  in  Betracht  kommende  Gruppe  von 
vornherein  eine  Function  kennen,  die  gerade  im  Sinne  unseres  Problems 
bei  allen  Substitutionen  dieser  Gruppe  und  nur  bei  diesen  unverändert 
bleibt.  Wirklich  gehört  ja  in  dieser  Art  die  eindeutige  Function  J(g)) 
zur  Gesamtgruppe  f  selbst,  wie  wir  schon  oben  (p.  113  u.  f.)  in  aus- 
führlicher Weise  erörterten;  des  näheren  fanden  wir  gerade  die  einfach 
bedeckte  cT^-Ebene  als  conformes  Abbild  eines  einzelnen  Doppeldreiecks 
der  Modulteilung, 

Die  erneute  Heranziehung  der  Function  J(g))  hat  nun  aber  nicht 
nur  die  Bedeutung  für  uns,  dass  wir  vermöge  derselben  das  functionen- 
theoretische  Problem  in  einem  Specialfalle  losen  können,  vielmehr 
werden  wir  J((o)  hier  zu  einem  sehr  viel  weitergehenden  Gebrauche 
heranziehen.  Wir  wollen  nämlich  die  Existenz  und  Eigenart  von 
Modulfunctionen  auch  für  die  übrigen  Untergruppen  f^  der  Modul- 
gruppe jetzt  dadurch  erschliessen,  dass  wir  diese  Modulfunctionen 
nicht  sogleich  in  ihrer  Abhängigkeit  von  o,  vielmehr  als  Functionen 
von  J  auffassen.  Gerade  in  diesem  Umstände  ist  die  charakteristische 
Wendung  des  Gedankens  begründet,  welche  der  nun  darzustellenden 
Theorie  das  Gepräge  giebt;  und  man  wird  bald  sehen,  wie  uns  eben 
bei  dieser  Fassung  unserer  Aufgabe  der  Excurs  des  vorigen  Kapitels 
die  Hülfsmittel  zu  ihrer  Durchführung  an  die  Hand  giebt  In  der 
That  ist  es  das  Riemann'sche  Existenztheorem  der  vorigen  Kapitel, 
welches  uns  nun  zugleich  den  Existenzbeweis  der  gesuchten  Modulfunctionen 
für  alle  Untergruppen  f^  liefern  wird,  nur  dass  wir  uns  dabei  auf 
die  Behandlung  endlicher  ft  beschränkt  sehen. 

Indem  wir  aber  die  somit  umgrenzte  Entwicklung  wirklich  durch- 
führen, wird  unsere  Darstellung  den  Höhepunkt  erreichen,   dem   die 
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Mehrzahl  aller  voraufgehenden  Untersuchungen  zustrebte.  Thatsächlich 
darf  man  es  als  das  Hauptergebnis  der  ersten  bezüglichen  Arbeiten 
Yon  Klein*)  ansehen,  dass  in  der  nun  zu  beschreibenden  Weise  die 
Anwendung  von  Riemann's  Theorie  auf  die  zunächst  rein  gruppen- 
theoretisch-algebraische  Fragestellung  nach  den  Resolventen  der  Modul- 
gleichung  ermöglicht  wurde,  wobei  dann  die  fertig  vorliegende  Rie- 
mann'sche  Theorie  sogleich  eine  Menge  fruchtbringender  Ansätze  ergab. 
Die  bezüglichen  Überlegungen  in  allgemeiner  Form  vorzuführen,  ist 
der  Zweck  des  gegenwärtigen  Kapitels;  sie  durch  Einzelbeispiele  zu 
exemplificieren,  bieten  uns  die  folgenden  Kapitel  Gelegenheit. 

Das  Fundament  für  unsere  anzustellende  Untersuchung  gewinnen 
wir  in  der  in  den  ersten  Paragraphen  des  Kapitels  durchgeführten 
Abbildungsaufgabe. 

§  1.    Umwandlung  der  Polygone  bes.  der  gesohlosBenen  Flächen  JP/, 

in  Biemann*80he  Släohen. 

Sei  uns  in  f^  irgend  eine  in  f  enthaltene  Untergruppe  des  end- 
lichen Index  fi  vorgelegt,  so  greifen  wir  ein  Fundamentalpolygon  Ffi 
derselben  beliebig  auf  und  legen  selbiges  zur  geschlossenen  Fläche  F^^ 
zusammen.  Dabei  möge  jedoch  der  dem  einzelnen  Punkte  des  ursprüng- 
lichen Polygons  eigentümliche  Wert  J{(ai)  mit  diesem  Punkte  fest 
verbunden  vorgestellt  werden,  so  dass  also  auch  der  entsprechende 
Punkt  der  Fläche  Ff^,  jeweils  mit  dem  bezüglichen  Werte  /  behaftet 
erscheint.  Die  Werte  J,  welche  solchergestalt  auf  der  Fläche  jF^ 
aufgetragen  erscheinen,  werden  sich  dann  bei  stetigem  Fortgange  über 
die  Fläche  selbst  stetig  ändern,  abgesehen  nur  von  den  Eckpunkten  c 
der  auf  der  Fläche  liegenden  Dreiecksteilung,  in  welch'  letzteren  J 
jedesmal  unendlich  wird. 

Ein  einzelner  complexer  Wert  J  wird  nun  im  ganzen  immer  in 
f(  Punkten  der  Fläche  stattfinden,  die  homolog  in  den  ft  Doppel- 
dreiecken der  Teilung  von  jP^  gelegen  sind;  wir  können  in  diesem 
Sinne  J  durch  Übertragung  einer  wohlbekannten  Ausdrucksweise  als 
eine  /i- wertige  Function  auf  der  JP^  benennen.  Solche  ft  Punkte  der 
Fläche  mit  gleichem  J  sind  nun  jeweils  durchgängig  von  einander 
getrennt  gelegen,  wenn   der   betrefiTende   Wert  J  von  0,   1,  op   ver- 


*)  Es  sind  hiermit  in  erster  Linie  die  p.  142  genannten  Abhandlangen  im 
14t6n  Bande  der  Math.  Ann.  gemeint,  sodann  auch  die  p.  418  ausführlich  genannte 
Note:  Zw  Theorie  der  elliptischen  Modul ftmctionen,  in  welcher  letzteren  die  aus 
den  concreten  Beispielen  der  ersten  Arbeiten  abzuziehende  allgemeine  Theorie 
in  kurzen  ZSgen  skizziert  ist. 
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schieden  ist.  Dagegen  tritt  teilweise  Coincidenz  der  ft  Punkte  für  die 
besonderen  Werte  eT»»  1,  0^  oo  ein^  welche  bez.  in  den  Punkten  a,  b,  c 
der  Einteilung  von  F/^  stattfinden.  Aus  der  gegenseitigen  Gruppierung 
der  Dreiecke  auf  der  F/^  (cf.  p.  345)  entspringt  in  dieser  Hinsicht  ohne 
weiteres:  Die  ii  Punkte  der  Ff^  mü  J=^l  liegen  entweder  alle  von 
einander  getrennt,  oder  sie  coincidieren  teilweise  oder  gane  bu  Paaren; 
desgleichen  liegen  die  fi  Punkte  mit  J  =^0  entweder  durchweg  getrennt, 
oder  sie  coincidieren  teilweise  oder  ganz  0u  je  dreien;  endlich  können  die 
fi  Punkte  der  Ffi  mü  J=^  (x>  in  irgendwelchen  MulHplicitäten  an  den 
Stellen  c  zusammenfallen. 

Die  geschlossene  Fläche  1^^  (und  damit  zugleich  das  ursprüngliche 
Polygon)  soll  nunmehr  vermöge  der  solchergestalt  auf  derselben  ge- 
troffenen Werteverteilung  des  J  auf  die  Ebene  der  complezen  Varia- 
belen  J  abgebildet  werden.  Die  Durchführung  dieser  Aufgabe  ist  uns 
ihrer  Art  nach  durchaus  nicht  fremd;  vielmehr  wolle  man  bemerken^ 
dass  dieselbe  in  allen  wesentlichen  Punkten  übereinstimmt  mit  der  im 
vorigen  Kapitel  öfter  herangezogenen  Operation,  eine  n- blättrige 
Biemann'sche  Fläche  durch  eine  ihrer  m- wertigen  algebraischen  Func- 
tionen auf  eine  m- blättrige  zu  übertragen.  Wirklich  haben  wir  ja 
auch  schon  soeben  J  als  eine  fi-wertige  Function  der  Fläche  Ffi  be- 
zeichnet und  erblicken  mm  sofort:  Als  Abbild  der  geschlossenen  Fläche 
Ffi  entspringt  über  der  J-Ebene  eine  geschlossene  fi-blättrige  Riemann'sche 
Fläche,  die  wir  nun  dem  früheren  Brauche  gemäss  sogleich  selbst  wieder 
Ffi  nennen  wollen.  Die  fi  schraffierten  Elementardreiecke  der  ge- 
schlossenen Fläche  Fft,  deren  jedes  ja  bei  seiner  ursprünglichen  Lage 
in  der  o»-Halbebene  allererst  ein  Abbild  der  positiven  J- Halbebene 
war,  liefern  jetzt  umgekehrt  wieder  die  (i  positiven  Halbblätter  der 
Riemann'schen  Fläche  1^^;  desgleichen  entspringen  aus  den  fi  freien 
Dreiecken  die  /t  negativen  Halbblätter  unserer  Riemann'schen  Fläche. 

Vor  allem  aber  ist  es  wichtig,  dass  wir  über  die  Verzweigung 
der  gewonnenen  mehrblättrigen  Fläche  sofort  bestimmte  Angaben  machen 
können.  Wir  haben  zunächst:  Bei  einer  von  J=  1,  0,  oo  verschiedenen 
Stelle  werden  jedenfalls  alle  (i  Blätter  isoliert  verlaufen;  denn  auf  der 
im  Räume  gelegenen  Fläche  2^^  fand  ein  von  1,  0,  oo  verschiedener 
Wert  J  immer  in  ft  durchgehends  getrennten  Punkten  statt.  Ver- 
zweigungspunkte werden  demnach  notwendig  nur  an  diesen  drei 
speciellen  Stellen  J  '^  1,  0,  cx)  eintreten  können,  und  zwar  finden  wir 
für  diese  offenbar:  Bei  J'=  1  verläuft  das  einzelne  Blatt  unserer  Rie- 
manischen  Fläche  Ffi  entu^eder  isoliert,  oder  es  hängt  noch  mit  einem 
zweiten  zusammen;  bei  J=0  ist  das  einzelne  Blatt  entweder  isoliert, 
oder  es  ist  eines  von  drei  eydisch  verbundenen;  die  bei  J '=^00  eintreten- 
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den  Verzweigungen  sind  von  vornherein  nicht  naher  angäfbar,  vielmehr 
dürfen  hier  die  Blätter  m  beliebigen  ÄnjsaMen  in  Vemweigungspunkten 
cydisch  msammengeordnet  sein. 

Bemerken  wir  weiter ^  dass  das  Geschlecht  p,  welches  der  Bie- 
mann'schen  Flache  Ffi  nach  Formel  ^2)  p.  494  zukommt^  selbstreiv 
ständlicher  Weise  identisch  ist  mit  dem  Geschlechte  p,  das  wir  im 
vorigen  Abschnitte  (p.  331)  dem  zn  Grunde  liegenden  Polygon  i^ 
bez.  der  Gruppe  V^  zuerteilten.  Diese  letztere  Zahl  p  war  ja  das 
Geschlecht  der  im  Räume  geschlossenen  Fläche  F^iy  und  diese  muss^ 
als  wechselweise  eindeutig  auf  die  fi- blättrige  Riemann'sche  Fläche  Fft, 
bezogen^  zu  demselben  Geschlechte  gehören,  wie  die  letztere.  Wirklich 
handelt  es  sich  auch  beide  Male,  (2)  p.  340  und  (2)  p.  494,  bei  der 
Berechnung  von  p  um  die  nämliche  Formel. 

Unsere  gerade  geschehenen  Entwicklungen  stehen  in  engster  Be- 
ziehung zu  den  Erörterungen  in  I,  3,  §  1  (p.  65  u.  f.),  wobei  freilich 
der  damals  durchlaufene  Gedankengang  dem  hier  vorliegenden  gerade 
entgegengesetzt  ist.  Damals  haben  wir  fi-blättrige  Biemann'sche 
Flächen  (des  Geschlechtes  jj  «=  0)  in  einfach  bedeckte  geschlossene 
Flächen  (nämlich  Eugeloberflächen)  mit  einer  Einteilung  in  /t  Bereiche 
verwandelt.  Hier  haben  wir  umgekehrt  unsere  in  /t  Doppeldreiecke  ge- 
teilte geschlossene  Fläche  Ff^  in  eine  f^-blättrige  Riemann'sche  Fläche 
über  einer  Ebene  umgesetzt.  Dabei  ist  sehr  zu  betonen,  dass  unsere 
jetzigen  Voraussetzungen  insofern  allgemeinere  sind,  als  wir  ja  hier 
von  einem  ganz  beliebigen  Geschlechte  p  handeln,  während  die  soeben 
citierten  Entwicklungen  (p.  65  u.  f.)  durchaus  jp  =  0  voraussetzen*). 
Wie  übrigens  damals  die  Kugeloberfläche  mit  ihrer  Einteilung  in 
manchem  Betracht  sehr  viel  zweckmässiger  war  als  die  bezügliche 
mehrblättrige  Riemann'sche  Fläche,  so  werden  wir  auch  in  der  Folge 
häufig  für  die  fi-blättrige  Fläche  über  der  «7- Ebene   die  im  Räume 


*)  Auf  die  Verall gemeinerang  für  beliebiges  Geschlecht  haben  wir  bereits 
p.  69  hingedeutet.    Gerade  wie  wir  hier  an  Stelle  unserer  /bi- blättrigen  Flächen  F 
über  der  /-Ebene  die  im  Räume  geschlossenen  Flächen  F    setzen  können,  lassen 

sich  überhaupt  beliebige  mehrblättrige  Riemann*sche  Flächen  eines  beliebigen 
Geschlechtes  in  einfach  bedeckte  geschlossene  im  Räume  gelegene  Flächen  um- 
setzen. Man  vergleiche  in  diesem  Betracht  die  schon  oft  genannte  Schrift  von 
Klein  über  Riemann,  sowie  die  bezügliche  Note  auf  Seite  548.  «In  dieser  Schrift 
handelt  es  sich  übrigens,  wie  wir  betonen  müssen,  durchweg  um  conforme  Be- 
ziehungen der  gewöhnlichen  Riemann'schen  Flächen  auf  im  Räume  geschlossene 
Flächen.  Im  Texte,  wo  die  letzteren  Flächen  nur  zur  Veranschaulichnng  der 
allgemeinen  Zusammenhangsverhältnisse  herangezogen  werden,  genügt  es,  wenn 
wir  eine  stetige  eindeutige  Beziehung  zwischen  der  mehrblättrigen  Riemanu'schen 
Fläche  und  der  räumlichen  F^  festlegen. 
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gelegene  Fläche  F^  mit  ihren  ii  Doppeldreiecken  an  die  Stelle  setzen, 
welche  letztere  wir  in  diesem  Sinne  geradezu  als  ^ßie  im  Baume 
gelegene  Riemann'sche  Fläche  F^^^  bezeichnen*).  Dieser  Ersatz  der 
mehrblättrigen  F^i  ist  bei  manchen  anschaulichen  Überlegungen  nahezu 
unentbehrlich ,  so  z.  B.,  wenn  es  gilt,  den  besonderen  Charakter  aus- 
gezeichneter r^  vermöge  anschaulicher  Eigenschaften  der  F^t,  zu  be- 
zeichnen (cf.  p.  333  u.  f.,  sowie  die  weiter  unten  in  §  8,  p.  599  u.  f. 
folgenden  Entwicklungen). 

Lässt  sich  übrigens  (wie  soeben  unter  dem  Texte  bemerkt)  eine 
mehrblättrige  Fläche  ohne  Zerreissen  stets  in  eine  einfach  bedeckte, 
im  Baume  geschlossene  Fläche  verwandeln,  so  werden  insbesondere  alle 
ft-blättrigen  Flächen  über  der  /-Ebene,  welche  nur  bei  «7^=  1,  0,  oo, 
und  zwar  dort  in  der  charakteristischen  Weise  verzweigt  sind,  im 
Räume  geschlossene  Flächen  liefern,  deren  Einteilung  in  fi  Doppel- 
dreiecke den  Bedingungen  des  Verzweigungssatzes  (p.  345)  genügt. 
Wir  haben  also  das  Resultat^*):  Jede  {k-hlättrige  Riemann'sche  Fläche 
hemchneter  Art  des  Geschlechtes  p  über  der  J- Ebene  definiert  gerade  in 
der  nämlichen  Weise^  wie  die  im  Baume  gelegene  Ff^  ein  System  gleich- 
berechtigter Untergruppen  f^  des  Index  (i  und  des  Geschlecktes  jp***).  Das 
ist  denn  die  den  gegenwärtigen  Verhältnissen  angepasste  Formulierung 
des  Verzweigungssatzes;  im  Einblick  aber  auf  diese  Form  unseres 
Satzes,  die  also  von  bestimmt  verzweigten  Flächen  über  der  J- Ebene 
ausgeht,  wurde  bereits  oben  die  Benennung  „Verzweigungssatz  ^' 
eingeführt. 

§  2.    Betrachtung  der  Funotionen  a>(e7)  und  s{J)  auf  der 

Biemami*BOhen  Fläche  F^. 

Mit  der  soeben  durchgeführten  Umwandlung  des  Polygons  jP^  der 
vorgegebenen  Untergruppe  f^  in  eine  ft- blättrige  Riemann'sche  Fläche 
über  der  J- Ebene  haben  wir  nun  den  vollen  Anschluss  an  die  in  den 
letzten  Kapiteln  entwickelte  Theorie  Riemann's  gewonnen,  was  im 
Laufe  dieses  Kapitels  des  weiteren  ausgebeutet  werden  soll  Wir  werden 
dabei  die  Bezeichnung  Fft,  häufig  zu  brauchen  haben,  und  um  dann 
immer  sogleich  kurz  angeben  zu  können,  ob  damit  das  Polygon  in 


*)  Vgl.  Math.  Ann.  Bd.  14,  p.  162. 

**)  Will  man  die  Umsetzung  der  /»- blättrigen  Fläche  in  eine  im  Baume  ge- 
schlossene Gestalt  an  dieser  Stelle  vermeiden,  so  lassen  sich  übrigens  auch  alle 
oben  (p.  846  u.  f.)  zum  Beweise  des  Verzweigungssatzes  beigebrachten  Über- 
legungen in  leicht  ersichtlicher  Weise  direct  an  die  fi- blättrige  Fläche  Ober  der 
/-Ebene  anknöpfen. 

**♦)  Vgl.  Math.  Ann.  Bd.  14,  p.  128. 
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der  (D- Halbebene  oder  die  Fläche  über  der  JT- Ebene  gemeint  ist,  m5ge 

das  erstere  noch  genaner  F^^^  die  letztere  aber  F^^  genannt  werden. 
i^  schlechtweg  behalten  wir  etwa  fQr  die  im  Räume  gelegene 
Riemann'sche    Fläche    vor,     während    die     vorübergehend    auch    zu 

brauchende  Bezeichnung  F^*^  das  in  die  zur  bezüglichen  s- Function 
gehörende  Dreiecksteilung  (2,  3,  n)  eingelagerte  Polygon  sein  solL 
Übrigens  werden  wir  uns  dieser  specielleren  Bezeichnungen  nur  so  lange 
bedienen,  als  es  der  Deutlichkeit  wegen  wünschenswert  erscheint. 

Bevor  wir  auf  diejenigen  Functionen  von  J  zu  sprechen  kommen, 
welche  nach  dem  Riemann'schen  Existenztheorem  auf  der  Fläche  F^ 
existieren,  ziehen  wir  hier  zur  umfassenderen  Begründung  der  im  vorigen 

Paragraphen  hergestellten  Beziehung  zwischen  F^^  und  der  o- Halb- 
ebene die  Function  (o(J)  in  ihrem  Verhalten  auf  der  Riemann'schen 

Fläche  F^^  in  Betracht.  Diese  Auffassung  von  ©(eT)  als  einer  auf  F^^ 
existierenden  Function  begründen  wir  etwa  dadurch,  dass  wir  die  im 
Ausgangsdreieck  der  (d- Halbebene  stattfindenden  Werte  cd  als  Functions- 

werte  ai(e7)  in  das  bezügliche  Blatt  von  Fjf^  übertragen  denken,  um 
von  hier  aus  analytische  Fortsetzungen  über  die  Fläche  hin  zu  ver- 
anstalten. Die  Haupteigenschaften  dieser  Function  a}(J)  der  F^^ 
werden  wir  zweckmässig  unter  Zugrundelegung  der  im  Baume  gelegenen 
Riemann'schen  Fläche  Ff^  wie  folgt  beschreiben: 

Die  Function  (o(J)  ist  jedenfalls  in  der  Umgebung  jedes  Punktes 
der  Fft,  ausgenommen  die  Ecken  a,  b,  c  der  Teüung^  endlich,  eindeutig 
und  stetig.  Haben  wir  aber  in  einer  Ecke  a  einmal  (Dq  als  einen  dort 
stattfindenden  Wert  von  m  erreicht,  so  ist  dort  bekanntlich  in  erster 

Annäherung  (o  —  m^  «•  ^iV^^""  1?  während  wir  entsprechend  in 
einem  Punkte  b  annähernd  (m  —  Oq)  «=  CqYJ  erhalten*).  Wir  finden 
so:  Auch  in  der  Umgebung  eines  Punktes  a  oder  b  ist  (o(J)  eindeutig 
und  stetig,  wofern  derselbe  von  vier  bez.  sechs  Elementardreiecken  umgAen 
ist;  andrenfcUls  aber  ist  a)(J)  dort  in  sofort  ersichtlicher  Weise  vermoeigt. 

Haben  wir  endlich  in  einem  Punkte  c  für  (o{J)  den  Wert  —  erreicht, 

so  gilt  dortselbst  in  erster  Annäherung : 

(1)  {''  —  j)  =  ^^^^> 

wobei  J  im  Punkte  c  algebraisch  t/-fach  unendlich  wird,  unter  2v  die 
Zahl  der  Elementardreiecke  verstanden,  die  den  fraglichen  Punkt  c  um- 
geben.   Indem  also  hier  entweder  lo  selbst  oder  eine  geeignete  lineare 


*)  Man  vergleiche  die  speciellen  Formeln  (1)  p.  100. 
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Function  von  cd  logarithmisch  anstetig  wird^  ist  jeder  eingelne  Punkt  c 
ein  VerzweigungspunJct  für  unsere  Function  o(c7),  in  welchem  unendlich 
viele  2^eige  derselben  ßusammenhängen. 

Anschliessend  hieran  stellen  wir  diejenigen  Eigenschaften  von 
a}{J)  zusammen y  welche  den  Periodicitätseigenschaften  der  Integrale 
entsprechen.  Wir  haben  da  durch  directe  Übertragung  wohlbekannter 
Eigenschaften  von  m  den  folgenden  Hauptsatz:  Die  analytische  Function 
(o(J)  der  Ff^  substituiert  sich  bei  Durchlaufung  irgend  welcher  geschlossener 
Wege  auf  der  Biemann' sehen  Fläche,  allgemein  gu  reden,  gebrochen 
linear,  mögen  wir  nun  mit  einem  eigentlichen  Feriodenwege  0u  thun 
haben  oder  nicht;  die  unveränderte.  Reproduction  des  cd  rechnen  wir 
dabei  als  identische  Substitution  mit  ein.  Ohne  auf  die  dabei  ein- 
tretenden Einzelheiten  noch  näher  einzugehen,  wollen  wir  hier  so- 
gleich eine  derartige  Zerschneidung  von  Ffi  einführen,  dass  in  der 
entspringenden  zerschnittenen  Fläche  cd («7)  eine  eindeutige  Function 
des  Ortes  ist;  wir  isolieren  solchergestalt  einen  einzelnen  Zweig  der 
analytischen  Function  o)(c7).  Zu  diesem  Ende  ist  vor  allem  ein 
normales  Querschnittsystem  herzustellen,  bestehend  aus  Sp  zweck- 
mässig gezogenen  Linien  a^,  bi,  Ci.  Hierüber  hinaus  müssen  wir  be- 
achten, dass  (o(J)  in  allen  Punkten  c  und  möglicherweise  auch  in 
einigen  Punkten  a,  6  verzweigt  ist.  Von  jedem  einzelnen  dieser  Ver- 
zweigungspunkte aus  müssen  wir  einen  einzelnen  Schnitt  bis  an  das 
schon  gezogene  Querschnittsystem  heranführen;  doch  sollen  diese  hin- 
zukommenden Schnitte  weder  sich  selbst  überkreuzen,  noch  unter 
einander  collidieren.  Man  bemerkt  sehr  leicht,  dass  auch  nun  noch 
die  beiderseitigen  Ufer  aller  gezogenen  Schnitte  eine  in  sich  zurück- 
laufende Randcurve  für  die  zerschnittene  Fläche  abgeben. 

Aus  der  gegenseitigen  Beziehung  der  Fläche  1^  und  der  cd -Halb- 
ebene*) (auf  die  wir  übrigens  sogleich  noch  etwas  ausführlicher  zurück- 
kommen müssen)  folgt  jetzt  sehr  leicht,  dass  cd(c7),  auf  die  nun  zer- 
schnittene Ffi  eingeschränkt,  eindeutig  vom  einzelnen  Punkte  abhängt. 
Hierbei  werden  die  am  einen  Ufer  eines  der  Schnitte  stattfindenden 
Werte  von  io(J)  aus  den  jeweils  am  gegenüberliegenden  Ufer  ein- 
tretenden Werten  durch  eine  lineare  Substitution  entspringen,  und 
diese  Substitution  bleibt  die  nämliche  jedesmal  für  eine  derartige 
Strecke  des  einzelnen  Schnittes,  welche  zwischen  den  Einmündungs- 
stellen  anderer  Schnitte  in  jenen  gerade  betrachteten  Schnitt  verläuft**). 


*)  Cf.  p.  346  u.  f. 
*•)  Dabei  werden  wir,  wie  man  leicht  bemerkt,  längs  der  Schnitte  a.,  6.,  e. 

mit  hyperbolischen  Substitutionen  zn  thnn  haben,  dagegen  kommen  parabolische 
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Wollen  wir  jetzt  die  zerschnittene  Ffi  durch  einen  einzelnen  solcher- 
weise isolierten  Zweig  von  o)(J')  auf  die  Ebene  von  cd  abbilden!  Was 
wir   so   erhalten,    ist   uns    äusserst    bekannt:    Ersichtlich  werden  tcir 

zurückgeführt  zum  Fundammtdlpolygon  FJ!"^  der  anßnglicJi  vorgelegten 

Gruppe  r^,  und  zwar  entweder  zur  ursprünglichen  Gestalt  von  FJ^*^  oder  doch 
zu  einer  solcJien,  die  aus  jener  durch  erloMe  Abänderung  hervorgeht^). 

Indem  wir  aber  in  (o{J)  eine  vieldeutige  Function  der  F^^  besitzen, 
werden  die  unendlich  vielen  durch  analytische  Fortsetzung  erreich- 
baren Zweige  von  (d(J)  als  Abbilder  der  zerschnittenen  Fläche  unend- 
lich viele  Polygone  liefern,  die  in  ihrer  Gesamtheit  wohlbekannter 
Weise  die  co- Halbebene  lückenlos* und  einfach  bedecken.  Die  gegen- 
seitige Beziehung  der  Riemann'schen  Fläche  Ffi  und  der  cd -Halbebene 
hat  somit  ihre  volle  analytische  Grundlage  gewonnen.  —  Man  wolle 
überdies  noch  bemerken,  dass  es  sich  jetzt  um  eine  ganz  bestimmte 

conforme  Beziehung  zwischen  der  Fläche  Ff!  und  der  cd -Halbebene 
handelt,  während  diese  Beziehung,  wie  wir  sie  im  vorigen  Abschnitte 
nur  erst  vorläufig  dachten  (p.  346  u.  f.),  noch  gewisse  hier  fortfallende 
Willkürlichkeiten  betreffs  der  Zuordnung  der  im  Innern  der  einzelnen 
Dreiecke  gelegenen  Punkte  einschloss.  Auch  gegenüber  dem  vorigen 
Paragraphen  haben  wir  den  unterschied,  dass  es  sich  hier  um  eine 
conforme  und  nicht  nur  um  eine  stetige  eindeutige  Beziehung  von 
F^^^  auf  F^"^  handelt. 

Die  Auffassung  von  m{J)  als  einer  zur  Riemann'schen  Fläche  F^^^ 
gehörenden  complexen  Function  begründet  den  Ausblick  auf  eine  sehr 
interessante  Erweiterung  der  Riemann'schen  Theorie  über  die  in  den 
beiden  vorigen  Kapiteln  eingehaltenen  Grenzen  hinaus.  Wir  können 
nämlich  offenbar  die  Integrale  einer  Riemann'schen  Fläche  als  die- 
jenigen Functionen  derselben  bezeichnen,  welche  (neben  ihrer  Art 
unstetig  zu  werden)  durch  die  Eigenschaft  definiert  sind,  dass  sie  bei 
Durchlaufung  geschlossener  Wege  irgend  welche  ganze  pardboliscfie  Sub- 
stitutionen erfahren.  Da  ist  es  denn  nur  eine  durchaus  consequente 
Weiterbildung  der  Theorie,  wenn  wir  nun  auf  einer  Riemann'schen 
Fläche  auch  solche  Functionen  heranziehen,  die  sich  bei  Durchlaufung 
geschlossener  Wege  beliebig  linear,  aber  keineswegs  ausschliesslich  parabolisdi 
oder   ganz   substituieren.     Das    Beispiel    einer    solchen    Function    auf 


nnd  elliptische   Sabstitntionen  für  jene  zusätzlichen  Schnitte,   welche  von  den 
Punkten  c  bez.  a  und  h  ausgehen. 

•)  Wollen  wir  direct  zur  urBprQngliehen  Gestalt  von  F^^  zurück,  so  werden 

wir  zu  Schnitten  der  Fläche  F    offenbar  nur  Linien  der  auf  der  F    verzeichneten 

Dreiecksteilung  zu  gebrauchen  haben. 
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unserer  F^  ist  (o{J)\  ein  weiteres  Beispiel,  das  allerdings  nicht  direct 
zur  Sache  gehört,  besprechen  wir  hier  noch  kurz  nebenher. 

ff  

In  der  That  soll  unsere  hier  folgende  Zwischenbetrachtung  der 
Function  s(y?  ~3  ^  ~^)  ^)  galten,   welche   wir  im   speciellen  auf  der 

zu  einer  aasgemchneten  T^'  der  n*^  Classe  gehörenden  Fjf^  deuten 
wollen.  Erinnern  wir  vorab  an  die  Bedei^tung  dieser  Function  für 
die  niedersten  Werte  von  n.  Bei  n  ^^2,  3,  4,  5  haben  die  bezüg- 
lichen Flächen  Fji^^  Fii^y  . . .  bekanntlich  das  Geschlecht  |)  =  0,  und 
wir  bemerken  sofort:  Hier  ist  das  zugehörige  s  jeweils  eine  Hauptfundion 
der  FJi(n).  Möge  weiter  n>5  sein,  so  hat  doch  F^^y  welche  in  Betracht 
kommende  f^  wir  auch  heranziehen,  das  Yerzweigungsschema  ( 2,  3,  n } . 
Da  betrachte  man  das  Verhalten  der  zugehörigen  Function  s  bei  den 
speciellen  Werten  J—  1,  0,  cx)  (cf.  p.  96,  97)  und  wird  ohne  weiteres 
den  fundamentalen  Satz  erkennen:  s  ist  auf  der  gangen  Fläche  F^i  (d.  i. 
auch  in  den  Punkten  a,  b,  c  der  Teilung)  eine  unver zweigte  Function^  die 
hei  Durchlaufung  geschlossener  Wege  sich  linear  (und  zwar  im  allgemeinen 
gebrochen)  reproduciert. 

Die  so  gewonnene  Function  muss  nun  bereits  eindeutig  sein, 
wenn  wir  sie  auf  die  nur  erst  durch  die  Linien  d,  o,-,  bi  zerschnittene 
Fläche  einschränken.  Was  sich  dabei  als  Abbild  der  so  zerschnittenen 
Fft,  in  der  s-Ebene  ergeben  wird,  ist  aus  früheren  Untersuchungen 
sofort  ersichtlich:  Wir  gelangen  offenbar  zu  dem  in  der  s- Ebene  ein- 
gelagerten Polygon  F^\  das  entweder  der  ursprünglichen  Gestalt  des 
Polygons  F^^  direct  entspricht  oder  doch  durch  erlaubte  Abänderung 
aus  dieser  hervorgeht.  Umgekehrt  entnehmen  wir  daraus,  dass  durch 
die  Function  s  die  UmgAung  jedes  Punktes  der  FJf^  conform  auf  die 
einfach  bedeckte  Umgebung  eines  entsprechenden  Punktes  der  s-Ebene  ab- 
gd>ildet  wird,  wobei  sich  alsdann  die  unendlich  vielen  Bilder  der  zer- 
schnittenen Fläche,  die  durch  die  Gesamtheit  der  Zweige  von  s  geliefert 
werden,  in  der  bekannten  einfachen  Weise  neben  einander  lagern. 

Wir  setzen  noch  hinzu,  dass  bei  n  «=  6  die  Substitutionen  des 
zugehörigen  s  ganz  und  zwar  parabolisch  werden,  wofern  wir  an  der 
durch  Fig.  32,  p.  107  gegebenen  particulären  Auswahl  dieser  s-Function 
festhalten:  Hier  also  ist  s  offenbar  ein  Integral  erster  Gattung  der 
Ffty  und  thatsächlich  gehörte  ja  jede  ausgezeichnete  f^  der  sechsten 
Classe  dem  Geschlechte  j>  sä  1  an,  womit  sich  das  isolierte  Auftreten 
eines  Integrals  erster  Gattung  motiviert.  In  höheren  Fällen  erscheint 
also  die  Function  s  als  Verallgemeinerung  der  Hauptfunction  bei 
|)=0(w=2,3,4,5)  bez.  des  Integrals  erster  Gattung  bei  |)=l(na«  6)*). 

*)  Wir  haben  uns  bei  dieaen  YerhälinisBen  um  bo  lieber  einen  Augenblick 
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§  3.     Die   Fimotionen   der   JF^^  in  Abhängigkeit  von  o  betrachtet. 

Zufolge   der  Entwicklungen   der   beiden   yoraufgehenden    Kapitel 
existieren  auf  unserer  vorgelegten^  durchaus  specificierten  Riemann'schen 

Fläche  FJf^  algebraische  Functionen  und  deren  Integrale,  unter  den 
letzteren  ziehen  wir  vorab  nur  diejenigen  der  ersten  Gattung  heran  und 
nennen  ein  einzelnes  solches  Integral  j,  während  eine  beliebige  al- 
gebraische Function  der  Fläche  durch  z  bezeichnet  sei.  Die  Aufgabe,  mit 
der  wir  uns  hier  beschäftigen  wollen,  ist  die^  dass  wir  0  und  j  in  ihrer 

Abhängigkeit  von  der  gleichfalls  zur  FJf^  gehörenden  Function  €o(J) 
in  Discussion  ziehen,  wobei  wir  dann  0  und  j  des  genaueren  als  0(0}) 
und  j((o)  schreiben  wollen.  Um  diese  Aufgabe  durchzuführen,  stellen 
wir  uns  vorab  die  aus  den  voraufgehenden  Entwicklungen  ohne  weiteres 
entspringenden  Sätze  zusammen:  Die  unendlich  vielen  Ahbüder  der 
zweckmässig  eerschnittenen  FJf\  die  den  unendlich  vielen  Zweigen  der  eur 
Fläche  gehörenden  Function  o(e7)  entsprechen,  gehen  aus  einem  unter 
ihnen  durch  Ausübung  derjenigen  SubsütuHonen  m'  =  Vi(jD)  hervor,  welche 
unsere  anfänglich  vorgelegte  f^  bilden.  Aber  weiter:  Ein  geschlossener  Weg 
innerhalb  der  o-Halbebene  lässt  sich  stets  ohne  Zerreissen  auf  einen 
Punkt  zusammenziehen.  Bei  der  1  -  00  -  deutigen  Zuordnung  der  Fläche  Fft, 
zur  (D- Halbebene  entspricht  einem  geschlossenen  Wege  der  Halbebene 
notwendig  ein  derartiger  geschlossener  Weg  der  Ff^,  der  sich  ebenfalls 
auf  einen  Punkt  zusammenziehen  lässt.  Daher  erhalten  wir  das  Resultat: 
Ein  eigentlicher  Periodenweg  der  FJ^^  giebt,  une  wir  ihn  auch  auf  die 
m- Halbebene  übertragen  mögen,  dortselbst  stets  einen  Weg,  der  zwei  bezüg- 
lich der  V^  äquivalente  aber  nicht  identische  Punkte  verbindet  (cf.  p.  346  u.  f.). 
Nunmehr  ziehe  man  dasjenige  Blatt  der  Riemann'schen  Flache 
F^^^  in  Betracht,  welches  dem  Ausgangsdreieck  der  ci- Halbebene 
correspondiert.  Den  in  jenem  Blatte  stattfindenden  Wertcomplex  0,  j 
übertrage  man  als  Functionswerte  0{(o),  j{a})  in  das  Ausgangsdreieck 
und  wolle  von  hieraus  durch  Fortsetzung  die  analytischen  Functionen 

aafgehalten,  als  den  gerade  aaBgesprocfaenen  S&tsen  durchgehends  eine  allgemeine 
BedeutuDg  für  beliebige  Riem'aDn*8cbe  Flächen  zukommt.  Man  vergleiche  in 
diesem  Betracht  die  Entwicklungen  über  die  97 -Function  in  der  oft  genannten 
Arbeit  von  Klein:  Neue  Beiträge  zur  Miemann'schen  Functionentheorie,  Math. 
Ann.  Bd.  21  (1882).  Im  Verfolg  dieser  Verhältnisse  findet  man  die  gesamte 
Theorie  der  Modulfunctionen  eingeordnet  als  Specialfall  in  die  allgemeinere 
Theorie  der  Functionen  mit  linearen  Transformationen  in  sich.  Wir  mflssen  be- 
treffs der  letzteren  auf  das  soeben  gegebene  Gitat,  sowie  auf  die  weiter  unten  (am 
Schlüsse  des  vorliegenden  Bandes)  zu  machenden  ausführlicheren  Mitteilungen  ver- 
weisen. Dortselbst  werden  wir  dann  auch  Gelegenheit  finden,  auf  die  wichtigen, 
hier  in  Betracht  kommenden  Forschungen  Poincard's  Bezug  zu  nehmen. 
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z{(o)j  j{p)  herstellen;   wir   führen  das   unter   nochmaligem  Gebrauch 

der  I^  etwa  dadurch  aus,  dass  wir  von  jenem  Blatte  der  I^^  aus  über 
die  Fläche  hin  irgend  welche  Wege  beschreiben  und  dann  immer  die  corre- 
spondierenden  Wege  des  o  einerseits,  sowie  die  Werte  von  g  und  j  andrer- 
seits verfolgen.  Wie  wir  die  letztere  Massnahme  auch  durchfahren 
mögen,  immer  werden  wir  nur  auf  die  positive  o- Halbebene  einge- 
schränkt  bleiben,   hier  aber   auch  jeden  Punkt   durch   zweckmässige 

Wege  auf  der  Fläche  F^^  erreichen  können.  Daher  als  erstes  Resultat: 
Unsere  Functionen  0(cai),  j(cai)  existieren  nur  innerhalb  der  positiven 
EaXbd)ene  und  besitsen  in  der  redien  m-Äxe  eine  natürliche  Grenee*), 

Möge  man  jetzt  für  irgend  einen  speciellen  Punkt  (Dq  der  Halbebene 
im  Verfolg  der  soeben  in  Aussicht  genommenen  analytischen  Fort- 
setzungen als  zugehörige  Werte  jEt^  und  Jq  gefunden  haben,  so  be- 
schreibe man  von  m^  aus  innerhalb  der  Halbebene  einen  ganz  beliebigen 
geschlossenen  Weg  nach  Oq  zurück.  Dieser  Weg  giebt  auf  die  Fläche 
Ffi  übertragen  dort  einen  solchen  geschlossenen  Weg,  der  sich  ohne 
Zerreissen  auf  einen  Punkt  zusammenziehen  lässt.  Haben  wir  daher 
am  Schlüsse  unseres  Weges  in  der  Halbebene  den  Punkt  o^  wieder 
erreicht,  so  sind  0  und  ;  wieder  in  ihre  anfanglichen  Werte  g^,  j^  über- 
gegangen. Dem  einzelnen  Punkte  der  Halbebene  kommt  sonach  nur 
ein  bestimmter  Wert  von  ier((D),  sowie  J(o))  zu,  oder  in  anderen  Worten: 
Die  Functionen  ß(ai)  und  j(o)  sind  innerhalb  des  Bereiches j  in  welchem 
sie  überhaupt  existieren^  eindeutige  Functionen  des  Argumentes  a. 

Endlich  benutzen  wir  den  Umstand,  dass  sich  ganz  allgemein  ge- 
schlossene Wege  der  Fläche  in  Wege  zwischen  relativ  äquivalenten 
Punkten  10  der  Halbebene  auseinanderlegen,  dass  aber  auch  umgekehrt 
jeder  Weg  zwischen  relativ  äquivalenten  Punkten  cd  auf  der  Fläche 
Ffi  einen  geschlossenen  Weg  ergiebt.  Offenbar  folgt  das  Resultat:  Die 
Function  g(jo)  beihält  unverändert  ihren  Wert  bei,  wenn  man  ihr  Argu- 
ment 0  vermöge  einer  gur  f^  gehörenden  Sid)stitution  vt  transformiert;  j(io) 
nimmt  demgegenüber  eine  der  Substitution  vt  eindeutig  zugeordnete,  aber 
von  a  unabhängige  additive  Constante  Ck  an**): 

(1)  ff{vk{co))  =  0{g)),    jivkim))  =  j(ai)  +  c*. 

*)  Veigleiche  die  bez.  £rörteningen  p.  110  u.  f.,  die  wir  hier  nicht  noch  ein- 
mal wiederholen. 

*^  Betreff«  der  Einführnng  der  Fnnctionen  8{m)  vergleiche  man  das  sa  Beginn 
des  Kapitels  gegebene  Citat  Die  j(m)  sind  explicit  wohl  xnerst  in  einem  speciellen 
Falle  von  Hm.  Poincar^  in  Betracht  gezogen  worden  (cf.  dessen  Abhandlung  Sur 
VitUegration  algibrique  des  iquations  lineaires,  Comptes  Bendus,  Bd.  97,  p.  1189, 1883). 
Die  nfthere  Untersnchnng  der  Fnnctionen  j(ca)  verdankt  man  jedoch  Hm.  Hnrwits; 
man  sehe  dessen  Note:  Zur  Theorie  der  ModtUargleichungen  GOttinger  Nachrichten, 
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Wir  wollen  im  folgenden  Paragraphen  die  Eigenart  der  nun 
gewonnenen  Functionen  0(0)  und  j{coi)  noch  näher  charakterisieren, 
um  sodann  in  §  5  zu  untersuchen^  inwiefern  wir  vermittelst  derselben 
eine  AufWsung  des  fundionenthearetischen  Gnindproblems  zu  leisten  ver- 
mögen. Vorab  hängen  wir  hier  im  Anschluss  an  die  Betrachtung 
am  Ende  des  vorigen  Paragraphen  noch  die  folgende  Überlegung  an. 
Ist  s  wieder  kurz  die  zur  Classe  n  von  f^  gehörende  Function 


4t'    T'    n-5  J), 


SO  bemerke  man,  dass  zwischen  der  bezüglichen  Dreiecksteilung  (2,  3,  n) 
und  der  Fläche  Ffj,  eine  1- 00 -deutige  Beziehung  besteht,  die  der- 
jenigen zwischen  der  Modulteilung  und  der  Fläclie  2^  in  allen  wesent- 
lichen Punkten  gleicht.  Insbesondere  findet  man  durch  eine  ganz  ähnliche 

Überlegung  wie  vorhin,  dass  die  Functionen  g  und  j  der  Fläche  F^\  in 
Abhängigkeit  von  s  gedeutet^  eindeutige  Functionen  dieses  Argumentes  sindy 
die  aber  nur  in  dem  von  der  Teilung  (2,  3,  n)  bedeckten  Bereiche  existieren*). 

Letzten  Endes  gedenke  man  auch  noch  der  zwischen  der  Teilung 
(2,  3,  n)  und  der  Modulteilung  p.  356  u.  f.  begründeten  1- 00 -deutigen 
Beziehung,  wobei  dem  einzelnen  Punkte  s  immer  solche  unendlich 
viele  Punkte  cd  entsprachen,  welche  mit  einem  unter  ihnen  bezüglich 
der  zugehörigen  T {n)  äquivalent  waren.  Wir  bemerken  jetzt  nach- 
träglich leicht:  Indem  wir  s  als  Function  von  o  betrachten,  wird 
durch  s{(o)  ein  einzelnes  Polygon  der  r{ii}  gerade  einfach  auf  den  von 
der  Teilung  (2,  3,  n)  bedeckten  Bereich  abgebildet;  diese  Function 
5(0)  erweist   sich  dabei  als  eine  eindeutige**),  nur  in  der  positiven 


1883,  sowie  eine  Beihe  sich  anschliessender  glänzender  Publicationen ,  in  denen 
Hr.  Hurwitz  die  fraglichen  Functionen  von  co  anf  später  noch  zu  besprechende 
Probleme  der  Zahlentheorie  in  Anwendung  bringt. 

*)  Ein  entsprechender  Satz  für  beliebige  Biemann'sche  Flächen  wurde  von 
Klein  Math.  Ann.  Bd.  21  p.  214  ausgesprochen. 

**)  Wir  haben  hier  einen  Specialfall  des  allgemeinen  vermöge  der  Schluss- 
weisen   des    Textes    beweisbaren   Satzes:    Die    6 -Function  a\  — ,   — ,   — :   J] 

^^1       "1       »'s        ' 

ist  eine   eindeutige  Function   der  anderen   «( ,    ,   ;  j) ,  wobei  die 

\a,v,       cr,v,       «3»,         / 

<^i »  ^t>  ^8  ii^gciid  welche  ganze  Zahlen  sein  dürfen.  Indem  wir  insbesondere 
ce^  »  a,  s»  or,  =>  00  wählen  und  noch  statt  /die  Bezeichnung  X  setzen,   folg^: 

Jede    beliebige   8- Function   unserer   Art   si       ,    — ,         ;  l]    ist    eindeutig    in 

«(0,  0,  0;  X).  Erteilen  wir  nunmehr  dem  X  wieder  die  Bedeutung  von  p.  306  u.  f.^, 
so  ist  8(0,  0,  0;  X)  s=  09 (X),  und  also  kommt  das  Besultat:   Jede  Functiwii 
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o-Halbebene  existierende  Function  von  a,  die  in  allen  bezüglich  der 
Gruppe  r{«}  äquivalenten  Punkten  denselben  Wert  annimmt.  Um- 
gekehrt wird  der  oft  genannte  Bereich  der  5 -Ebene  durch  die  unend- 
lich vielen  Zweige  der  vieldeutigen  Function  (o(s)  auf  die  unendlich 
vielen  Polygone  der  V {n)  abgebildet^  welche  in  wohlbekannter  Weise 
die  positive  o-Halbebene  lückenlos  und  einfach  bedecken.  —  Wir 
brauchen  übrigens  auf  diese  die  s- Functionen  betreffende  Sätze  weiter- 
hin nicht  mehr  zurückzukommen. 

§  4.     Oharakter  der  0{(o),  j((o),  alB  der  fär  die  f^  gesnohten 

Modnlfunctionen. 

Indem  wir  zu  den  soeben  gewonnenen  Functionen  z{ca)  und  j(ooi) 
zurückkehren,  soll  es  sich  namentlich  darum  handeln,  den  Charakter 
derselben  insoweit  anzugeben^  dass  diese  Functionen  dadurch  völlig 
bestimmt  sind.     Möge  etwa,  um  vorerst  von  js(m)  allein  zu  handeln, 

das   ursprüngliche  e  auf  der  fi- blättrigen  Riemann'schen  Fläche  FJj!^ 

eine  m- wertige  algebraische  Function  sein.  Wenn  wir  alsdann  F^ 
in  irgend  einer  Weise  auf  ein  zur  anßnglich  ausgewählten  Vf^  ge- 
hörendes Polygon  F^  der  o-Halbebene  ausbreiten,  so  werden  wir 
von  der  einzelnen  Function  0{(o)  neben  dem  bereits  im  vorigen  Para- 
graphen für  dieselbe  erkannten  Charakter  vor  allem  den  Satz  auszu- 
sprechen haben,  dass  sie  innerhalb  des  Polygons  F^^  nirgends  einen 
wesentlich  singtdären  Punkt  besitzt^  vielniehr  jeden  complexen  Wert  gerade 
m  Male  annimmt*). 

Hierbei  ist  vorerst  noch  der  näheren  Erläuterung  bedürftig,  was 
89  heisst,  j?(o))  zeige  „innerhalb  des  Polygons'^  das  gerade  ausgesprochene 
Verhalten;  wir  müssen  zu  dem  Ende  auf  die  Riemann*sche  Fläche  F^^ 
selbst  zurückgreifen,  sowie  auf  das  Verhalten  ihrer  algebraischen  Func- 
tionen d.  i.,  ausführlich  gesprochen,  der  zu  ihr  gehörenden  eindeutigen 
Functionen  ohne  wesentlich  singulare  Punkte.  Ist  in  einem  bei  J^  ge- 
legenen Punkte  der  Fläche  0q  der  Wert  des  gerade  betrachteten  0, 
so    besitzen   wir    nach    unseren   früheren    ausführlichen   Darlegungen 


8 


ist  eine  eindeutige  Function  von  m.  Man  vergleiche  hierzu  Klein  Math.  Ann. 
Bd.  14  p.  169,  unten,  nnd  „Ikos."  p.  131,  sowie  die  Arbeit  von  Papperitz:  Über 
die  Darstellung  der  hypergeometrischen  Transcendenten  durch  eindeutige  Functionen, 
Math.  Ann.  Bd.  34  (1888).  In  noch  wesentlich  allgemeinerer  Form  tritt  das  hier- 
mit zur  Sprache  gekommene  Princip  der  Eindeutigkeit  bei  Poincar^  auf. 

^)  Man  kann  dies  auch  dahin  aassprechen,  dass  die  Function  z^m)  „innerhalb 
des  Polygons  Fj^^  **  den  Charakter  einer  rationalen  Function  besitzen  soll. 
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(p.  497  u.  f.)  für  die  Umgebung  des  fraglichen  Punktes  Jq  eine  Dar- 
stellung unserer  Function: 

(1)  «_;,^  =  Oi(J--Jo)  +  a,(J -/„)«  +  ..., 

wobei  wir  noch  kurz  an  die  besondere  Bedeutung  von  {ss — z^  bez. 
(J  —  Jq)  bei  besonderen  Lagen  yon  z^  und  J^  erinnern  wollen  (cf.  p.497): 

Es  sollte  {z  —  z^  für  j?^  BS  oo  nichts  anderes  als         bedeuten,  was 

entsprechend  auch  für  J  gilt,  während  überdies  {J —  J^  die  Bedeutung 

yj — Jq  haben  soll,  falls  der  betrachtete  Punkt  bei  JJ,  ein  Ver- 
zweigungspunkt  mit  v  dortselbst  cyclisch  zusammenhängenden  Blättern 
ist.  Zeigt  nunmehr  das  erste  in  (1)  thatsächlich  auftretende  Glied 
den  Exponenten  n,  so  haben  wir  bekanntlich  zu  sagen,  es  nehme 
z  an  der  betreffenden  Stelle  n-fach  den  Wert  z^^  an.     Bei  der  aus- 

fQhrlich  geschilderten  Beziehung  der  Fläche  F^  auf  die  o-Halbebene 
entspringen  jetzt  aus  diesen  nochmals  in  Erinnerung  gebrachten  Sätzen 
des  vorletzten  Kapitels  ohne  weiteres  die  nachfolgenden  Resultate: 

Ist  iDq  ein  beliebiger  Punkt  im  Innern  der  positiven  Halbebene,  so 
besitze  z  dortselbst  den  ganz  bestimmten  Wert  Zq.  Es  existiert  als- 
dann fOr  die  Umgebung  von  w^  eine  Darstellung 

(2)  ^  —  ^0  =  «i(ß>  —  ö>o)  +  «2(0  —  ^oY  H 

für  (z  —  Zq)  nach  ansteigenden  Potenzen  von  (©  —  o^).  Ist  (d^j  von 
einer  Ecke  der  Modulteilung  verschieden,  und  trägt  das  niederste  in  (2) 
wirklich  eintretende  Glied  den  Exponenten  n,  so  sagen  wir  wieder,  es 
werde  z  an  jener  Stelle  n-fach  gleich  Zqj  und  zwar  gilt  dieser  Satz, 
mögen  wir  nun  das  Verhalten  von  z  allgemein  in  der  Halbebene  cd 

oder  auch  sogleich  innerhalb  des  Poljgones  F^^  abschätzen. 

Die  Betrachtung  ist  aber  auf  das  Polygon  FJ^^  einzuschränken, 
sobald  der  betrachtete  Punkt  m^  eine  Ecke  der  ModuUeüimg  ist;  denn 

diese  entsprechen  den  Yerzweigungspunkten  der  F^. 

Sei  erstlich  (Dq  ein  mit  m  =  i  äquivalenter  Punkt,  so  haben  wir 
die  Fallunterscheidung  zu  machen,  ob  der  betreffende  Punkt  der  ge- 
schlossenen Fläche  Ffi  von  vier  oder  zwei  Elementardreiecken  umlagert 
ist.  Im  ersteren  Falle  bleibt  die  soeben  im  Anschluss  an  (2)  für  ausser- 
halb der  Ecken  gelegene  beliebige  Punkte  (Oq  ausgesprochene  Begel 
bestehen;  im  letzteren  Falle  (wo  (J — J^  in  erster  Linie  mit  (cd  —  ö^' 
proportional  ist)  haben  wir  jedoch  an  Stelle  von  (2)  die  Entwicklung 

(3)  ^  —  iEfo  =  a,(aj  —  co^y  +  «^(o  —  ca^Y  H ; 

und  hier  müssen  wir  nun  offenbar  sagen,  es  nehme  z  an  der  fragUcken 
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Stelle  0)0  den  Wert  z^  innerhalb  des  Polygonsf^  n-fach  an,  wenn  der 
erste  in  (3)  wirilich  auftretende  Exponent  2n  ist.  Eine  völlig  analoge 
Bemerkung  gilt  ersichtlich  für  die  mit  o  =  ^  äquivalenten  Ecken  der 
Modulteilung;  wir  unterlassen^  dieselbe  noch  besonders  auszusprechen. 
Eine  besondere  Betrachtung  erfordern  nun  noch  die  Spitzen  ^  mit 

denen  unser  Polygon  I^^  die  reeUe  Axe  erreicht    Um  in  einer  einzelnen 

unter  ihnen  den  Wert  von  g{p)  festzustellen,  werden  wir  uns  derselben 

durchaus  innerhalb  des  Polygons  annähern.    Im  übrigen  aber  brauchen 

wir  nur  daran  zu  erinnern,  dass  J  —  Jq  '^  fraglicher  Stelle  die  Be- 
1 

deutung  J  *  hat  (wenn  2v  die  Anzahl  der  die  betreffende  Stelle  der 
geschlossenen  Fläche  Ffi  umgebenden  Dreiecke  ist),  und  dass  J~-^  dort- 
selbst  in  erster  Annäherung  mit 

proportional  ausfällt  (et  Formel  (1)  p.  578),  unter  (o^=       den  Wert 

y 
von  CD  für  die  in  Rede  stehende  Spitze   verstanden.     In  dieser  Ent~ 

wicklungsgrösse  r    haben  wir  nun  sofort  für  e  die  Darstellung: 

-L             1-             1. 
(4)  ä(o)  —  -e^o  —  «i^'"  +  «2»'"'  +  «s^'"  H 

und  werden  jetzt  den  Satz  aufzustellen  haben:  0{p)  wird  innerhalb  des 

Polygons  pf"^  in  der  fraglichen  Spitze  bei  Wq'^^  den  Wert  0^  n-fach 

anndimen,  wenn  der  erste  in  (4)  wirklich  auftretende  Exponent  —  ist 

Setzen  wir   in  (4)  noch      ^  v^-   »tat*  ^  ein,    so   geht  r'  direct   in 

unsere  Entwicklungsgrösse  r  über  (cf.  (4)  p.  146).  Die  Darstellung 
(4)  ergiebt  dabei: 

und  wir  haben  nun  einfach  bei  o  s=  ioo  zu  untersuchen,  um  das  Ver- 
halten von  z  ^— j  in  Erfahrung  zu  bringen.    Bei  späteren  Anwendungen 

wird  die  so  ermöglichte  Einschränkung  der  Untersuchung  auf  die 
Spitze  0  =  100  gelegentlich  eine  Erleichterung  der  Rechnung  herbei- 
führen. 

Jetzt  heisst  unsere  am  Eingang  des  Paragraphen  formulierte  Be- 
hauptung, z{(o)  habe  „innerhalb  des  Polygons"  keinen  singulären  Punkt, 
offenbar  nichts  anderes,  als  dass  z{coi)  allenüudben  Entunckltmgen  vom 
Typus  (2),  lez.  (3)  und  (4)  ztdasse.    Im  übrigen  aber  fassen  wir  die 
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Haupteigenscliaften  von  z(a})  noch  einmal  in  folgender  Weise  zusammen: 
z((o)  ist  eine  nur  in  der  positivere  Halbebene  existierende  eindeutige 
analytische  Function  von  o,  die  unverändert  bleibt,  wenn  man  das  Argu- 
ment <o  durch  irgend  eine  mr  T^  gehörende  Substitution  Vk  transformierty 
die  also  in  relativ  äquivalenten  Steilen  der  verschiedenen  Polygone  Fj^^ 

stets  denselben  Wert  hat;  die  Function  a{a)  nimmt  überdies  einen  beliebigen 
Einzeluoerty  0,  B.  den  Wert  cx>,  in  dem  soeben  erläuterten  Sinne  innerhalb 
eines  einzelnen  Polygons  der  f^  insgesamt  jeweils  m  Male  an,  wobei  m  eine 
zunächst  nicht  näher  bestimmte  ganze  Zahl  ist.  Setzen  wir  vor  allem 
hinzu,  dass  die  Function  z{a))  durch  ihre  somit  aufgezahlten  Eigenschaften 
als   definiert  anzusehen   ist,    was   ohne   weiteres   aus   den    bezüglichen 

Sätzen  über  die  algebraischen  Functionen  der  I^^  entspringt. 

Man  wird  lange  erkadnt  haben^  dass  wir  in  den  z{g})  gerade  der- 
artige Functionen  gewonnen  haben ,  wie  sie  uns  unser  functionen- 
theoretisches  Grundproblem  (cf.  p.  141  u.  f.)  für  die  f^  zu  finden  aufgab. 
Wollen  wir  in  der  That  neben  den  damals  postulierten  Eigenschaften 
der  elliptischen  Modulfunctionen  jetzt  noch  die  Forderung  hinzusetzen, 
dass  sie  in  Bezug  auf  Entwickelbarkeit  in  Potenzreihen  (2),  (3)^  (4)  den 
Charakter  unserer  z{(o)  teilen  sollen,  so  entspringt  nun  ohne  weiteres 
der  FundamentalscUz:  Für  jede  Untergruppe  f^  von  endlichem  Index 
existieren  zugehörige  elliptische  Modulfunctionen,  nämlich  die 
von  uns  gewonnenen  z{(o);  andere  als  diese  aber  giebt  es  nicht. 
Indem  wir  sonach  in  allgemeinem  Ansätze  das  functionentheoretische 
Grundproblem  vermöge  der  Riemann'schen  Theorie  haben  losen  können, 
werden  wir  nun  sogleich  weiter  zu  betrachten  haben,  wie  sich  die  ge- 
wonnene Lösung  ins  einzelne  ausgestaltet.  Vorab  gedenken  wir  aber 
erst  noch  der  Functionen  j{p),  da  wir  auch  diese  späterhin  mannig- 
faltig zu  gebrauchen  haben. 

Indem  wir  auch  j(ai)  als  eine  zur  F^  gehörende  elliptische  Modul- 
function  bezeichnen,  bleiben  wir  freilich  nicht  direct  im  ursprünglichen 
Rahmen  unseres  functionentheoretischen  Grundproblems,  und  es  er- 
scheint demnach  zweckmässig,  in  Anlehnung  an  die  Verhältnisse  auf 

der  Fläche  F^^  j((o)  als  eine  „transcendentef^  Modulfunction  der  f^«  zu 
bezeichnen,  während  wir  demgegenüber  z(a))  eine  „algebraische^^  Modul- 
function der  r^  nennen  werden.  Die  für  die  Beurteilung  von  z(ai)  im 
einzelnen  Punkte  des  Polygons  gegebenen  Regeln  finden  ohne  weiteres 
auch  auf  j(o))  ihre  Anwendung,  wo  wir  dann  bemerken  werden,  dass  j(a)) 
innerhalb  des  Polygons  allenthalben  endlich  und  stetig  ist  Mögen 
etwa  ^'1  (cd),  ^s(a>),  -->^^((d)  einem  System  linear-unabhängiger  Integrale 

erster  Gattung  der  JP^'^'  entsprechen,  so  merken  wir  uns  für  spätere 
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AnwenduBg  vor  allem  noch  den  sofort  ersichtlichen  Satz*):  Ist  j(ai) 
eine  eindeutige  Function  von  a,  u)elche  gegenüber  der  einzelnen  SubstittUion 
der  ffi,  allgemein  zu  reden^  eine  additive  Constante  annimmt^  welche  Ober' 
'dies  im  Polygon  der  f^  keinen  wesentlich  singulären  Punkt  besitzt  und 
dortselbst  überall  endlich  ist,  so  ist  j(a))  in  der  Form  darstellbar: 

(6)  j{c3)  —  Co  +  c,j,{g})  +  c^j^{cai)  H h  Cpip(ai). 

§  5.     Die  vollen  Modnlsyateme  der  Untergruppen  f^   und  die  sn- 
gehörigen  algebraisohen  Besolventen  der  Modnlgleiohnng. 

Für  eine  beliebig  vorgelegte  Untergruppe  f^  von  endlichem  Index 
haben  wir  soeben  die  Existenz  und  Eigenart  zugehöriger  (algebraischer) 
Modulfunctionen  erkannt  und  werden  nun  weiter  zu  überlegen  haben, 
wie  sich  vermöge  derselben  die  Auflosung  des  functionentheoretischen 
Grundproblems  in  seinem  Gesamtumfange  (cf.  p.  142)  gestaltet. 

Zu  einer  erschöpfenden  Behandlung  der  zur  vorgegebenen  f^  ge- 
hörigen Functionen  z(a})  wird  vornehmlich  auch  gehören,  dass  wir 
analytische  Darstellungen  derselben  explicite  kennen  lernen.  Hierzu 
sind  in  den  Formeln  (2)  bis  (5)  des  vorigen  Paragraphen  die  erforder- 
lichen Ansätze  enthalten.  Die  weitere  Durchbildung  derselben  müssen 
wir  aber  selbstverständlich  bis  an  eine  Stelle  verschieben,  wo  wir 
specielle  Einzelbeispiele  von  Modulfunctionen  wirklich  besitzen.  Wir 
kommen  demgemäss  erst  in  einem  späteren  Abschnitte  auf  die  hiermit 
beregte  Frage  wieder  zurück,  wo  wir  dann  insbesondere  die  in  (5) 
p.  587  angesetzte  Entwicklung  für  unsere  bis  dahin  gewonnenen  Modul- 
functionen zu  realisieren  haben  werden. 

Hier  wenden  wir  uns  vielmehr  sogleich  der  anderen  Seite  unseres 
Problems  zu,  dass  wir  nämlich  den  algebraischen  Zusammenhang  der  zur 
r^  gehörenden  Modulfunctionen  teils  unter  sich,  vor  allem  aber  mit  J((o) 
erforschen  sollen:  Gerade  auf  diesem  Wege  werden  wir  ja  zu  unserem 
Ziele^  Resolventen  der  Modulgleichung  aufzustellen,  vordringen.  Be- 
merke man  nun  vor  allen  Dingen  den  aus  den  voraufgehenden  Ent- 
wicklungen ohne  weiteres  entspringenden  Hauptsatz:  Zwischen  den  zur 
V^  gehörenden  (algebraischen)  Modulfunctionen  bestehen  diejenigen  alge- 
braischen Belationen,  welche  ztvischen  den  bezüglichen  algä>raischen  Func- 
tionen der  zugehörigen  F^^  in  Geltung  sind.  Wir  haben  also  mit  Rück- 
sicht auf  die  hier  zur  Verwendung  kommenden  Sätze  des  vorigen 
Kapitels  den  nachfolgenden  auf  alle  Untergruppen  f^  von  endlichem 


*)  Den  Beweis  desselben  fflhrt  man  wieder  ohne  weiteres  durch  Buckgang 
auf  die  Biemann*sche  Fl&ohe  FJf\ 
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Index  passenden  Ansatz:  Unter  den  eur  f^  gehörenden  ModtüfunctUmen 
lässt  sich  eine  etwa  m- wertige  e{coi)  derart  auswählen ,  dass  ein  einzelnes 
System  etisammengehöriger  Werte  z{p\  J{(o),  allgemein  eu  reden,  immer 

nur  in  einem  Punkte  des  Polygons  jF^"^  der  f^  eintritt.  Diese  Function 
0{(o)  ist  alsdann  mit  J  durch  eine  irredudbele  algd^aische  BelaUon 

(1)  f{0,  J)  =  0 

verbunden,  in  welcher  z  auf  den  fi*®°,  J  aber  auf  den  m*^  Grad  an- 
steigt. Jeder  zur  f^  gehörende  Modul^)  z'(€b)  ist  alsdann  rational  in  z 
und  J  darstellbar: 

(2)  ,'  =  B(.,  J), 

und  wir  benennen  in  diesem  Sinne  z  und  J  als  ein  voUes  Modulsystem 
derffi.  Hierbei  haben  unr  nun  in  (1)  direct  die  zur  Vfi  gehörende  algd»raische 

Besolvente  der  Modulgleichung  vor  uns. 

Anschliessend  hieran  werden  wir  jetzt  umgekehrt  auf  Grund  des 
Yerzweigungssatzes  (cf.  p.  577)  die  Gesamtmannigfaltigkeit  der  algebrai- 
schen Resolyenten  der  Modulgleichung  ohne  weiteres  charakterisieren 
können.  Möge  nämlich  in  f(z,  J)  =»  0  irgend  eine  algebraische  Relation 
zwischen  den  Yariabelen  z  und  J  Torliegen,  die  von  sich  aus  zu  einer 

fi- blättrigen  Riemann'schen  Fläche  FJP  über  der.  «T- Ebene  hinleite, 
welche  den  Anforderungen  des  Yerzweigungssatzes  genüge:  Alsdann 
Jcann  man  z  auf  [i  verschiedene  Arten  als  Function  von  a»  deuten,  je 
nach  dem  Blatte  der  (i -blättrigen  Fläche,  welches  man  gerade  dem  Aus- 
gangsdreieck  der  Modulteilung  zuweist;  alle  diese  ^  Functionen  sind 
eindeutig  von  m  abhängig  und  gehören  als.  alg^aische  Modulfunctionen 

zu  den  durch  jene  Fläche  FJp  definierten  gleichberechtigten  Untergruppen  f^. 
Auf  Grund  früherer  Sätze  folgt  noch  leicht:  Ist  z((X})  eine  unserer  in 
Bede  stehenden  Functionen,  und  gehört  die  besondere  Untergruppe  f^  zu 
derselben,  so  sind  die  zusammengehörigen  ft  Functionen  durch 

(3)  z{to),    z{V,{(o)),    z(V^{(o)),    '",    z(r^^iia>)) 

dargestellt,  unter  1,  Vi,  V^,  •  •  •,  F^— i  ein  Bepräsentantensystem  der  F^» 
verstanden  (vergl.  auch  unten  §  8,  p.  599  u.  f.). 

Die  nun  gegebenen  Entwicklungen  gelten  ohne  Ausnahme  für 
jede  Untergruppe  von  endlichem  Index.  Inzwischen  besitzen  wir  vom 
vorigen  Kapitel  her  alle  Mittel,  den  besonderen  Artunterschieden  der 
Untergruppen  f^   noch   in   ausgedehnterer  Weise  gerecht  zu  werden. 


*)  Wir  gebrauchen  dieBen  kürzeren  Ausdruck  „Modul"   hinfort  häufig  für 
Modnlfunction;  auch  schon  p.  26  kam  derselbe  zur  Verwendung. 
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Möge  nämlicli  erstlich  eine  F^  des  Geschlechtes  J9 «»  0  yorliegen^ 

so  werden  wir  insbesondere  die  Hauptfunctionen  der  FJP  heranziehen. 
Einer  particalär  gewählten  entspreche  die  Modnlfanction  ^(o),  die  wir 
nnn  fortan  als  einen  zur  f^  gehörenden  Hauptmodul  bezeichnen  wollen. 
Mit  r  sind  dann  anch  sämtliche  Grössen 

(4)  tr'  =  ^-?,    ad-bc>0 

^  ^  CT  +  d^  < 

Hauptmoduln  der  T^^  und  wir  gewinnen  solchergestalt  deren  Gesamtheit; 
einen  beliebigen  unter  ihnen  werden  wir  dadurch  fixieren,  dass  wir  fQr 

denselben  in  drei  getrennten  Punkten  des  Polygons  FJ^^^  drei  yer- 
schiedene  Werte  nach  Willkür  vorschreiben  (vergl.  hier  überall  p.  535). 
In  t(o)  besitzen  wir  nun  direct  eine  Modulfunction,  die  das  Polygon 

Fj!'^  der  F^  conform  auf  die  einfach  hedeckle  t- Ebene  abbildet^)]  und 
wir  sprechen  hier  noch  besonders  den  Satz  aus:  Zwei  I\inhte  der  Salb' 
ebene  a,  die  den  nämlichen  Wert  unseres  Hauptmoduls  t(o)  tragen^  sind 
bezüglich  der  f^  äquivalent 

Möge  femer  f^  dem  elliptischen  oder  hyperelliptischen  Falle  an- 
gehören,  so  werden  wir  zweckmässig  eine  zweiwertige  Function  ^/(o) 
mit  einer  dreiwertigen  is^ip),  bez.  eine  zweiwertige  0i(cd)  mit  einer 
(2j9 -^  2) -wertigen  Function  ^2(0})  zusammenstellen ,  indem  wir  uns 
dabei  direct  an  die  früheren  Entwicklungen  über  diese  Fälle  anlehnen. 
Solche  zwei  Moduln  sind  dann  stets  zur  rationalen  Darstellung  der 
übrigen  zur  f^  gehörenden  ausreichend:  sie  bilden  ein  volles  Modulsystem. 

Im  allgemeinen  Falle  des  Geschlechtes  p  werden  wir  dagegen  etwa 
p  linear-unabhängige  Grössen 

zu  einem  vollen  Modulsystem  zusammenstellen,  die  j  dabei  im  Sinne  des 
vorigen  Paragraphen  gebraucht.  Um  hier  unseren  Ansatz  noch  ein 
wenig  weiter  auszuspinnen,  legen  wir  für  eine  f^  mit  jp  >  0  ganz  all- 
gemein die  V  zugehörigen  Moduln 

(6)  ^o(a>)>    h(p)j      "7    ^r-i(a}) 

als  volles  Modulsystem  zu  Grunde.  Diese  Moduln  setzen  wir  dann 
in  bekannter  Weise  als  Coordinaten  eines  Raumes  12,  an  und  finden 
solchergestalt  das  Polygon  der  r^t  vermöge  (6)  u?echselu^eise  eindeutig  auf  eine 
diesem  Baume  angehörende  algebraische  Curve  Cm  bezogen.  Diese  letztere  Cm 
könnten   wir    dann    algebraisch    darstellen    durch    die    zwischen    den 


*)  Beispiele  hierzu  folgen  weiter  unten  in  grosser  Zahl. 
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Moduln  (6)  bestehenden  algebraischen  Relationen,  wie  denn  überhaupt 
alle  bezüglichen  Sätze  aus  der  letzten  Hälfte  des  Torigen  Kapitels 
ohne  weiteres  Anwendung  gestatten. 

Den  hiermit  dargelegten  besonderen  Moduln  entsprechen  auf  der 
anderen  Seite  wieder  besondere  Gestalten  für  die  algebraischen  Resol- 
venten der  Modulgleichung,  die  wir  nunmehr  noch  allgemein  in  die 
Discussion  ziehen  wollen. 

Sei  zuerst  die  gegebene  Untergruppe  f^  vom  Geschlechte  p  =  0  und 
r(a))  ein  zugehöriger  Hauptmodul;  alsdann  ist  J  als  eine  zur  f^  gehörende 
ft -wertige   Modulfunction   selbst  eine   rationale   Function  ft^*^  Grades 

von  t:  J  =  xY  X-,  wobei  also  <t>  und  X  ganze  Functionen  ft**°  Grades 

von  r  sein  sollen.  Weiter  bezeichnen  wir  noch  (0  —  X)  kurz  durch  V 
und  haben  dann  als  typische  Form  für  die  gesuchte  Resolvente: 

(7)  JiJ- 1:1=  0(t)  :  V(t)  :  X(r), 

an  welcher  Gestalt  wir  weiterhin  immer  festhalten  wollen*). 

Entsprechend  können  wir  auch  bei  einer  f^  mit  |>  >  0  verfahren. 
Hier  werden  wir  uns  zuvörderst  die  Darstellung  von  J  in  der  Gestalt 

(8)  J:  J-  -  1  : 1  =  0K.  ^i,  ■  •)  :  ^(^o.  ^i,  •  0  ■  H^o^  «i,  '  O 

verschaffen;  müssen  dann  aber^  um  den  Gesamtausdruck  der  bezüglichen 
Resolvente  fi^^  Grades  zu  gewinnen,  zu  dieser  Gleichung  (8)  noch  die 
zwischen  den  Moduln  0  bestehenden  algebraischen  Relationen  hinzu- 
setzen. Hier  besteht  dann  gegenüber  den  Resolventen  (1)  und  (7) 
nur  insofern  ein  durchaus  unwesentlicher  Unterschied,  dass  als  Wurzel 
der  Resolvente  nicht  eine  einzelne  Grösse  (wie  e  in  (2)  und  t  in  (7)) 
auftritt,  sondern  vielmehr  das  einzelne  System  zusammengehöriger 
Werte  der  v  Grössen  0q,  je?i,  •  •  •,  Zy^i. 

Ehe  wir  übrigens  daran  gehen,  alle  diese  allgemeinen  Erörterungen 
durch  besondere  Beispiele  zu  illustrieren,  müssen  wir  noch  den  hier  in 
Betracht  kommenden  Gesichtspunkten  der  Galois'schen  Gleichungs- 
theorie ausgedehnter  gerecht  werden.  Es  soll  sich  hierbei  in  erster 
Linie  darum  handeln,  die  uns  von  gruppentheoretischer  Seite  her  wohl- 
bekannten Fälle  symmetrischer,  gleichberechtigter  und  ausgezeichneter 
Untergruppen  f^  in  ihrer  functionentheoretischen  Eigenart  noch  weiter 
zu  verfolgen. 


*)  Die  fragliche  Gestalt  der  Eesolventen  kam  schon  in  Abschnitt  I  ausgiebig 
zur  Verwendung;  man  vergl.  z.  B.  p.  104  u.  f. 
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§  6.   Allgemeine  Erörtemng  über  die  symmetrischen  Untergmppen. 

Die  soeben  in  Aussicht  genommene  besondere  Discussion  eroffiien 
wir  mit  der  Betrachtung  desjenigen  Falles,  dass  eine  gerade  vorliegende 

Untergruppe  f^  mit  einer  in  der  erweiterten  Modulgruppe  f  enthaltenen 
Spiegelung  V  vertauschbar  ist.  Wie  wir  früher  sahen  (cf.  p.  336  u.  f.), 
gestattet  alsdann  die  geschlossene  Riemann'sche  Fläche  i^^  eine  der 
Spiegelung  V  entsprechende  symmetrische  Umformung  in  sich,  bei 
welcher  eine  oder  mehrere  auf  der  Fläche  verlaufende  Sjmmetrie- 
linien  Punkt  für  Punkt  sich  selbst  zugeordnet  waren.  In  Anlehnung 
an  eine  auch  sonst  übliche  Bezeichnungsweise  (vergl.  das  Citat  p.  337) 
benannten  wir  in  diesem  Falle  die  geschlossene  Fläche  F^i  als  eine 
symmetrische.  Sehen  wir  zu,  welche  besonderen  Folgerungen  wir  für 
die  Moduln  unserer  f^  unter  diesen  Umstäuden  zu  ziehen  vermögen. 
Dabei  wollen  wir  den  einzelnen  Punkt  der  Fläche  -F^  kurz  durch  den 
Wert  CD  charakterisieren,  der  im  bezüglichen  Punkte  des  ursprüng- 
lichen Polygons  Ffi  stattfindet.  Es  hat  dies  den  Vorteil,  dass  wir 
dann  je  zwei  bei  der  symmetrischen  Umformung  der  Ff^  in  einander 
übergehende  Punkte  kurz  durch  cd  und   V{m)  bezeichnen  können. 

Jetzt  besitzen  wir  in  J{(o)  eine  zur  Riemann'schen  Fläche  Ff^  ge- 
hörende fi- wertige  algebraische  Function,  welche  auf  jeder  zu  V  ge- 
hörenden Symmetrielinie  überall  reelle  Werte  aufweist;  denn  in  der 
That  entspringt  jede  solche  Symmetrielinie  von  jP^  aus  Kreisen  der 
Modulteilung,  auf  welchen  letzteren  J(cjl)  durchgehends  reelle  Werte 
hat.  Hier  ist  nun  ein  erster  wichtiger  Satz,  dass  wir  überhaupt  von 
jeder  algebraischen  Function  ß  der  Ff^  aus  ohne  Mühe  eine  gleichfalls  zur 
-F;i  gehörende  algebraische  Function  z'  bilden  können,  die  ihrerseits  une  J 
in  jedem  Funkte  der  in  Rede  stehenden  Symmetrielinien  einen  reellen  Wert 
besitzt  Die  vorgelegte  Function  habe  nämlich  in  irgend  zwei  einander 
symmetrischen  Punkten  der  Ff^  die  Werte  z((o)  und  z(V{<o)).  Denken 
wir  uns  alsdann   den  Functionswert  z(V(cai))  vom  Punkte   F(aj),  wo 

er  stattfindet,  nach  cd  selbst -hinübergetragen,  d.  h.  fassen  wir  z(Vi(o)) 
als  von  o  abhängig  auf,  so  werden  diese  Werte  z(V{(o))  (zufolge  der 
Differentialrelationen  (1)  p.  505)  freilich  nicht  direct  eine  zur  jP,,  ge- 
hörende algebraische  Function  constituieren.  Aber  wir  brauchen  er- 
sichtlich ilur  an  Stelle  von  z{V{(o))  seinen  conjugiert  complexen  Wert 
z{V{(o))  zu  setzen,  um  in  den  nun  in  den  Punkten  o  der  Fläche  auf- 
gepflanzten Werten  z(V{(o))  wieder  den  Wertcomplex  einer  zur  Fläche 
gehörenden  algebraischen  Function  zu  besitzen.  Bilde  man  nunmehr 
durch  Addition 
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(1)  ß\(o)  =  z((o)  +  0{r{io)), 

80  genügt  die  hiermit  gewonnene  algebraische  Function  e'  der  Ffi  der 
Gleichung 

(2)  0\n€^))  =  ?(a>). 

Did  Fundion  z  nimmt  sonach  in  je  zwei  symmetrischen  Punkten  der 
Fläche  Ffi  conjugiert  complexe  Werte  an  und  ist  demgemäss  in  jedem  auf 
einer  Symmetrielinie  selbst  gelegenen  Punkte  reelh 

Unsere  gerade  durchgeführte  Betrachtung  kann  dadurch  illusorisch 
werden,  dass  0'  nicht  eigentlich  eine  Function  der  Ffi  ist,  sondern 
vielmehr  mit  einer  Constanten  identisch  wird.  Sollte  dies  eintreten, 
so  wird  jedenfalls  der  Wert  dieser  Constanten,  die  wir  2c  nennen 
wollen,  ein  reeller  sein,  da  Formel  (2)  sowie  der  daran  geknüpfte 
Satz  in  Gültigkeit  bleibt.  In  diesem  Falle  wird  sich  Gleichung  (1) 
in  die  nachfolgende  umsetzen  lassen: 

ig  (cd)  —  ic=  —  ijer(F(ci))  +  ic. 
Es  entspringt  also  jetzt  in 

z'{(o)  =  ig(€oi)  —  ic 

eine  sicher  nicht  mit  einer  Constanten  identische  algebraische  Func- 
tion der  F^,  die  (2)  befriedigt  und  auf  den  Symmetrielinien  von  V 
durchweg  reelle  Zahlwerte  annimmt.  Hiermit  ist  die  Herstellung  einer 
gewünschten  algebraischen  Function  von  js  aus  in  allen  Fallen  geleistet. 
Mit  Unterdrückung  des  oberen  Index  sei  jetzt  0  irgend  eine  alge- 
braische Function  der  Ffi  von  der  Art,  dass  sie  in  den  symmetrischen 
Punkten  conjugiert  complexe  Werte  annimmt  und  deshalb  auf  den  Sym- 
metrielinien durchweg  reell  ist.  Die  Unstetigkeitspunkte  von  0  werden 
offenbar  auf  der  Fläche  jP^  in  symmetrischer  Weise  gelagert  sein,  sie 
genügen  aber  überdies  in  Ansehung  ihrer  Anzahl  und  Lage  nur  noch 
den  überhaupt  durch  die  Eigenart  der  Riemann'schen  Fläche  Fft  für 
sie  vorgeschriebenen  Bedingungen.  Da  folgert  man  denn  ohne  Mühe, 
dass  sich  die  gedachte  Function  0  stets  noch  so  auswählen  lässt^  dass 
dieselbe  im  Verein  mit  J  zur  rationalen  Darstellung  aller  übrigen 
algebraischen  Functionen  der  F,^  ausreicht^  dass  also  die  entsprechenden 
Moduln  ^(0);  J(p)  6Ü1  volles  Modulsystem  der  f^  abgeben.  Hier 
wird  nun  offenbar  die  zwischen  0  und  J  bestehende  irreducibele  Relation 

(3)  f{e,  J)  -  0 

den  unendlich  vielen  Punkten  der  oft  genannten  Symmetrielinien  ent- 
sprechend durch  unendlich  viele  Systeme  reeller  Werte  0,  J  befriedigt 
werden.  Es  entspringt  daraus  als  zweites  Resultat:  Die  0umchen  0  und 
J  bestehende  algebraisdie  Gleichung  (3)  unrd  im  gegenwärtigen  Fcdle  lauter 
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reelle  Coefficienten  besüeen;  zugleich  toerden  sich  alle  übrigen  Moduln 
der  Tfiy  die  der  Bedingung  (2)  genügen^  in  z  und  J  rational  mit  durch- 
gehends  reellen  Coefficienten  darstellen  lassen. 

Die  hiermit  durchgefQhrte  Massnahme  beansprucht  übrigens  eine 
ganz  allgemein  gültige  Bedeutung  für  die  symmetrischen  Biemann'schen 
Flachen  überhaupt,  wie  wir  nebenher  noch  anführen  wollen*).  Wir 
konnten  uns  soeben  im  Hinblick  auf  die  künftige  Verwendung  mit 
der  ausführlichen  Betrachtung  derjenigen  symmetrischen  Umformungen 
von  Ffi  begnügen,  welche  den  in  der  erweiterten  Modulgruppe  f  ent- 
haltenen Spiegelungen  parallel  gehen.  Liege  aber  irgend  eine  ganz  be- 
liebige symmetrische  Umformung  deri^  in  sich  vor**),  so  lasst  sich  auch 
unter  ihrer  Zugrundelegung  jegliche  algebraische  Function  vermöge  der 
oben  durchgeführten  Überlegung  in  eiue  solche  Function  umwandeln,  die 
bei  Ausübung  der  fraglichen  Umformung  in  ihren  conjugiert  complexen 
Wert  übergeht.  Demgemäss  wird  man  denn  auch  ganz  allgemein 
fQr  jede  symmetrische  Fläche  zugehörige  reelle  Gleichungen  erzielen 
können. 

§  7.    Hauptmoduln  und  ModnlBysteme  Byrnmetriacher  Untergrappen« 

Wir  verfolgen  unsere  gerade  begonnene  Betrachtung  über  die 
Symmetrie  für  diejenigen  besonderen  Moduln,  die  wir  in  der  zweiten  Hälfte 
des  §  5  (p.  591)  kennen  lernten.  Sei  also  erstlich  die  Untergruppe  r^« 
des  Geschlechtes  p  <»  0  mit  der  Spiegelung  V  vertauscbbar.  Zur  Aus- 
wahl eines  zugehörigen  Hauptmoduls  t(g})  ziehe  man  auf  der  bezüg- 
lichen geschlossenen  Fläche  Ff^  eine  der  zu  V  gehörenden  Symmetrie- 
linien heran,  fixiere  auf  derselben  irgend  drei  getrenut  liegende  Punkte 
und  setze  fest,  dass  in  letzteren  t((d)  bez.  die  Werte  0,  1,  oo  an- 
nehmen soll;  hierdurch  ist,  wie  wir  wissen,  der  Hauptmodul  t  gerade 
eindeutig  bestimmt.  Nunmehr  bilde  man  ähnlich  wie  im  vorigen 
Paragraphen  von  t(jai)  aus  die  Function 

(1)  r'(c»)==7(F(a>)). 

Ohne   weiteres   erkennt   man  in   derselben  wieder  einen  Hauptmodul 

der  r^.     Aber  selbiger  nimmt  in  jenen  drei  auf  der  Symmetrielinie 


*)  Vergl.  die  bezflglichen  p.  387  gegebenen  Citate. 

**)  Hierbei  ist  ea  ganz  gleichgültig,  wie  gross  die  Anzahl  der  zugehörigen 
Übergangscnrven  ist.  Diese  Anzahl  kann  übrigens,  wie  wir  hier  gleichfalls  neben- 
her bemerken,  bei  einer  Fläche  des  Geschlechtes  p  niemals  grösser  als  (p  4-  1) 
sein,  während  sie  anf  der  anderen  Seite  sehr  wohl  auf  Null  herabsinken  kann. 
Eine  solche  symmetrische  Umformung  ohne  Übergangscnrven  trat  z.  B.  fflr  die 
zu  den  Hauptcongpruenzgrappen  der  Primzahlstufen  q  ^^  Ah  -{-  1  gehörenden  ge- 
schlossenen Flächen  ein  (cf.  p.  447). 
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gewählten  Punkten  offenbar  gleichfalls  die  Werte  0,  1,  oo  an  und  ist 
sonach  direct  mit  t(c})  identisch.  Wir  finden  also  das  Resultat:  Der 
durch  obige  Vorschrift  fixierte  Sauptmodul  r(a))  genügt  der  Gleichung 

(2)  r(F(cD))  =  r((D) 

und  ist  sonach  auf  den  zu  V  gehörenden  Symmetrielinien  durchgehends  reeU. 
Nun  aber  erinnere  man  sich;  dass  sich  gegenwärtigen  Falles  als 
geschlossene  Fläche  i^  direct  die  complexe  Ebene  r  verwenden  lässt. 
Da  ist  denn  auf  Grund  von  (2)  ersichtlich^  dass  die  der  Spiegelung  V 
entsprechende  symmetrische  Umformung  von  F^^  in  sich  einfach  durch 
eine  Umklappung  der  r- Ebene  um  ihre  reelle  Axe  bewerkstelligt 
werden  kann^  womit  zugleich  evident  geworden  ist^  dass  beim  Geschlechte 

p  =  0  (fer  einBeinen  Spiegelung  V  entsprechend  immer  nur  eine  einzige 
Symmetrielinie  auftritt.  Folgern  wir  daraus  allgemein  unter  Benutzung 
wohlbekannter  Sätze  über  die  Kr  eis  Verwandtschaft:  Bei  belid)iger  Aus- 
wahl des  Hauptmoduls  x  erscheint  die  der  Spiegelung  V  entsprechende 
Symmetrielinie  in  der  z- Ebene  als  Kreis,  und  es  stellt  sich  dcibei  V  direct 
als  Spiegelung  der  r- Ebene  an  diesem  Kreise  dar"*). 

Giebt  es  mehrere  bezüglich  der  f^  nicht  äquivalente  Spiegelungen, 
welche  mit  der  f^  vertauschbar  sind,  .so  werden  in  der  Abbildung  des 
Fundamentalpolygons  der  f^  durch  einen  zugehörigen  Hauptmodul  r(cD) 
ebensoviele  Symmetriekreise  auftreten.  Wir  verweisen  hier  namentlich 
auf  die  im  folgenden  Kapitel  ausführlich  zu  betrachtenden  Häupimoduln 
der  ausgezeichneten  Untergruppen  mit  p  =  0,    Diese  Gruppen  sind  mit 

allen  Spiegelungen  V  vertauschbar:  Es  werden  demnach  die  Dreiecks- 
teüungen  der  bezüglichen  t- Ebenen  ausschliesslich  durch  Kreise  betverh- 
stelligty  was  ja  in  der  That  auf  wohlbekannte  Sätze  zurückführt. 

Sei  uns  ferner  eine  symmetrische  Untergruppe  f^  des  Geschlechtes 
p  s=  1  vorgelegt,  so  wollten  wir  doch  allgemein  für  eine  Untergruppe 
dieses  Geschlechtes  eine  zweiwertige  Function  mit  einer  dreiwertigen 
zusammenstellen.  Um  hier  direct  an  den  bezüglichen  Grossen  ^j,  ^o' 
festzuhalten,  so  werden  die  beiden  Unstetigkeitspunkte  unserer  einen 
Function  samt  den  drei  Unstetigkeitspunkten  der  anderen  auf  der 
Fläche  Fft,  in  einen  Punkt  coincidieren  (cf.  p.  147  u.  f.).  Aber  dieser 
Punkt  ist  auf  F^  von  vornherein  willkürlich  wählbar,  und  wir  legen 


*)  DasB  es  bei  j)  bb  o  auch  synunetrische  Umformungen  ohne  Überganga- 
curven  giebt,  ist  uns  bereits  von  p.  198  her  bekannt;  wir  benannten  dieselben 
dort  (unter  Zugrundelegung  der  t- Ebene)  als  Spiegelungen  mit  imaginärem 
Symmetriekreis.  Eine  derartige  Umformung  fand  sich  als  ausgezeichnete  F,  in 
der  erweiterten  Ikosaedergruppe  (cf.  p.  447);  im  übrigen  kommen  diese  Um- 
formungen im  Texte  weiter  nicht  in  Betracht. 
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ihn  deshalb  auf  eine  zur  hier  in  Betracht  kommenden  Spiegelung  V 
gehörende  Symmetrielinie.  Wenn  wir  nunmehr  von  unseren  beiden 
Functionen  ^,  p'  aus  nach  der  Vorschrift  des  vorigen  Paragraphen  neue 

Functionen  ß,  n'  bilden,  die  auf  den  Sjmmetrielinien  von  V  reell  sind; 
so  ist  es  leicht  ersichtlich  der  Erfolg  unserer  gerade  getroffenen  Mass- 
nahme, dass  die  solchergestalt  entspringenden  Functionen  gleichfalls 
wieder  zwei-  bez.  dreiwertig  sind.  Im  gegenwärtigen  FaUe  lässt  sich 
sonach  mm  vollen  Mochüsystem  stets  eine  zweiwertige  Function  0(40)  mit 
einer  dreiwertigen  ß{p)  zusammenstellen ^  die  in  symmetrischen  Punkten 
conjugiert  imaginär  und  also  auf  den  Symmetrielinien  von  V  reell  aus- 
fallen. Die  Zivischen  z,  z'  bestehende  Bdation  wird  dieserhcUb  durch- 
weg reelle  Coefficienien  haben. 

Gehen  wir  weiter  zur  Besprechung  des  Falles,  dass  die  mit  V 
yertauschbare  f^  zum  hyperelliptischen  Falle  führe.  Da  sei  z((d)  ein 
zugehöriger  Modul,  der  aus  einer  zweiwertigen  Function  der  bezüg- 
lichen Ffi  entspringe.  Es  wird  alsdann  auch  z{V{<o))  eine  zweiwertige 
Function  der  JP^  sein,  und  dieselbe  ist  als  solche  nach  p.  571  linear 
in  z(€o)  darstellbar«  Wir  folgern  somit  ohne  weiteres  die  Richtigkeit 
der  Gleichung: 

cz{(o)  +  d 

und  entnehmen  daraus,  dass  der  Operation  V  notwendig  eine  Spiegelung 
der  Ebene  von  z  an  einem  reellen  Symmetriekreise  entspricht.  Denken 
wir  uns  jetzt  z  geradezu  so  gewählt,  dass  dieser  letztere  Ereis  die 
reelle  z-Axe  wird,  und  ordnen  Ffi  als  zwei  blättrige  Fläche  über  der  so 
fixierten  jSf- Ebene  an.  Da  diese  letztere  Fläche  bei  der  fraglichen 
Spiegelung  in  sich  übergeht,  so  werden  ihre  (2p  -j-  2)  Verzweigungs- 
punkte  durchgehends  zur  reellen  Axe  symmetrisch  liegen.     Es  muss 

demnach  bei  der  zu  z  noch  hinzuzusetzenden  Function  Yfizj  unter  dem 
Wurzelzeichen  eine  ganze  Function  von  z  mit  durchgehends  reellen 
Goefficienten  stehen.  Somit  wird  auch  hier  zwischen  den  beiden  aus- 
zuwählenden Moduln  eine  Gleichung  mit  durchaus  reellen  Goefficienten 
bestehen. 

Beim  allgemeinen  Falle  des  Geschlechtes  p  berücksichtigen  wir 
endlich  die  den  Functionen  tp  entsprechenden  Moduln  (5)  p.  591.  Indem 
wir  ein  volles  Modulsystem  z,  J  der  f^  nach  der  am  Schlüsse  des 
vorigen  Paragraphen  skizzierten  Weise  auswählen,  können  wir  uns^e 
p  Moduln  9>  in  der  Form: 

9>i  =  d7  =  ^k{Zy  J)y    (fc  =  1,  2,  3,  . . .,  p) 
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darstellen.  Hier  zerlegen  wir  nun  die  p  Functionen  Uk  unter  Trennung 
der  reellen  und  imaginären  Bestandteile  der  constanten  Goefficienten  in 

wobei  die  2p  rationalen  Functionen  ü',  U"  durchgängig  reelle  Coeffi- 
cienten  haben  und  also  mit  g  und  J  auf  den  zu  V  gehörenden  Sym- 
metrielinien selbst  reeir  ausfallen.     Mit 

fBk{e,  J)dJ  ^jR'k{si,  J)dJ+  ijBk{z,  J)dJ 

stellen  jetzt  offenbar  auch  einzeln 

/B;(0,  J)dJ,  jRi{e,  J)dJ 

zur  Ff^  gehörende  Integrale  erster  Gattung  dar,  d.  h.  es  sind  alle 
2p  Grössen  R^,  R'k  Functionen  9)  der  Fläche,  welche  nun  ersichtlich 
ausnahmslos  der  Gleichung  9(F((d))=  9>(fl>)  genügen.  Auf  der  anderen 
Seite  aber  lässt  sich,  wie  man  sieht,  jede  Function  q>  der  Ff^  aus  den 
in  Rede  stehenden  2p  Functionen  linear  homogen  aufbauen,  und  eben 
deshalb  können  wir  unter  jenen  2p  Functionen  g>  ein  System  von 
p  linear  unabhängigen  auswählen.  Wir  fassen  also  zusammen:  Für 
die  vorgelegte^  mit  der  Spiegelung  V  vertavischba/re  Untergruppe  Vu  können 
wir  stets  ein  System  von  p  linear-unabhängigen  Moduln  g>k{c])  derart 
auswählen,  dass  den  p  Bedingungen 

Genüge  geschieht;  die  einzelne  dieser  p  Functionen  wird  also  in  symmetrischeti 
Punkten  conjugiert  complexe  Werte  annehmen  und  auf  den  bezüglichen 
Symmetrielinien  durchgehends  reell  sein,  toahrend  selbstverständlich  die 
zwischen  den  so  gewählten  q>k  bestehenden  algebraischen  Relationen  reelle 
Coefficienten  haben. 

Setzen  wir  diese  fpt  zu  homogenen  Coordinaten  eines  Raumes  Rp^i, 
so  wird  dem  einzelnen  Punkte  einer  der  in  Rede  stehenden  Symmetrie- 
linien jederzeit  ein  reeller  Punkt  in  diesem  Räume  ü^^i  zugeordnet 
sein.  Einer  ganzen  Symmetrielinie  entspricht  dabei  ein  reeller  Zug 
der  Normalcurve  Cip  —  i  der  9,  und  wir  gewinnen  das  Resultat:  Unter 
Zugrundelegung  des  gerade  charakterisierten  Systems  gewinnt  die  bezüg- 
liche Normalcurve  Cip^i  gerade  soviele  reelle  Züge,  als  die  Spiegelung  V 
Symmetrielinien  auf  der  Fläche  Fft  besitzt. 

Dass  hier  übrigens  allenthalben  die  Resolventen  der  Modulgleichung, 
welche  nach  §  5  den  nun  gewonnenen  besonderen  Modulsystemen  an- 
gehören, durchaus  reelle  Coefficienten  besitzen,  brauchen  wir  kaum  erst 
noch  ausdrücklich  zu  betonen. 
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§  8.    Allgemeines  über  die  Moduln  gleichberechtigter  xind 

auBgeBeichneter  Untergruppen. 

Verfolgen  wir  jetzt  weiter,  welche  charakteristischen  Unterschiede 
f&r  die  Moduln  einer  Untergruppe  sich  vorfinden,  je  nachdem  diese 
Untergruppe  in  der  Oesamtgruppe  f  mit  anderen  gleichberechtigt  oder 
ausgezeichnet  ist.  Sei  uns  also  irgend  eine  algebraische  Modulfunction 
g(a))  vorgelegt^  so  mögen  die  gesamten  Substitutionen,  bei  denen  ir(ci) 
unverändert  bleibt,  die  Untergruppe  f^  des  endlichen  Index  [i  bilden. 
Es  ist  alsdann  0  mit  J  durch  eine  irreducibele  Relation  /*(0,  J)  «s  0 
verbunden,  und  wir  haben  o£fenbar  in  sf{(o)f  J{ai)  ein  volles  Modul- 
sjstem  der  f^.  Seien  übrigens  die  Operationen  dieser  Vft  durch 
1,  Vi,  17,,  •  •  •,  ein  Repräsentantensystem  für  f^  aber  durch  1,  Fj,  Fj, 
•  •  •,  F^_i  bezeichnet. 

Jetzt  bemerke  man,  dass  die  Gleichung 

(1)  n«(a>),  J(a,)}-0 

fDr  jeden  Punkt  m  der  positiven  Halbebene  erf&llt  ist  und  eben  des- 
halb in  Gültigkeit  bleibt,  wenn  man  a>  durch  V((o)  ersetzt,  unter  F 
eine  beliebige  Modulsubstitution  erster  Art  verstanden.  Da  aber  J 
bei  dieser  Transformation  von  01  seinen  Wert  behält,  so  erblickt  man, 
dass  mit  g((o)  auch  jede  Grösse  j8(Vi<o))  der  Gleichung  (1)  genügt. 
Unter  der  Gesamtheit  dieser  Grössen  0{V{a))  finden  sich  aber  offenbar 
nur  die  ft  verschiedenen: 

(2)  ^(cd),    0(V,{<o)),    eir,ia>)),    •  • .,    ;»(F^-i(a>)), 

die  Substitutionen  F*  in  der  gerade  erläuterten  Bedeutung  gebraucht. 
Indem  wir  diese  Grössen  als  Functionen  von  m  durch 

(3)  0{a}),    ifi(cD),    ^,(0),     ...,    0^-.i((ö) 

bezeichnen,  entspringt  ersichtlich  der  Satz:  Die  fi  Grössen  (3)  sind  die 
Wurzeln  der  irreducibden  Gleichung  (1). 

Um  die  Untergruppen  kennen  zu  lernen,  welche  zu  den  Modul- 
functionen  (3)  gehören,  folgere  man  aus  der  jedenfalls  gültigen  Gleichung 
^(ViFjfc(a}))  =  jef(Fi(<ö))  die  nachfolgende: 

(4)  i^i(FrVF*(a>))-ief,(ai). 

Wir  entnehmen  daraus  ohne  weiteres  das  Resultat:  0k(fo)  ist  eine  alge- 
braische Modulfunction,  welche  bei  den  Operationen  der  mü  f^  gleich- 
berechtigten Untergruppe  f^*^  =  F*~^  f^  F*  und  nur  bei  diesen  unverändert 
bleibt  In  diesem  Sinne  wollen  wir  die  ft  Grössen  (3)  als  die  mit  jer(o) 
gleichberechtigten  Modulfunctionen  bezeichnen.  (Man  vergl.  übrigens 
die  oben  p.  590  über  den  Yerzweigungssatz  gemachte  Bemerkung.) 
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Das  gegenseitige  Verhältnis  zwischen  den  (i  gleichberechtigten 
Moduln  (3)  gestaltet  sich  nun  ganz  verschieden  je  nach  der  Stellung 
der  Untergruppe  f^  innerhalb  der  Gesamtgruppe  f.  Indem  wir  alle 
Modulsubstitutionen  erster  Art  sammeln,  die  mit  Vfi  vertauschbar 
sind,  gewinnen  wir  bekanntlich  eine  Untergruppe  r^:^  Ton  f,  wo  v 
ein  Teiler  von  fi  ist,  und  hier  hatten  wir  seiner  Zeit  die  drei  Fälle  zu 
unterscheiden,  ob  v  =  1  oder  1  <  v  <  ^  oder  endlich  v  =  ft  war*). 
Im  ersten  Falle  war  f^  nur  mit  ihren  eigenen  Substitutionen  ver- 
tauschbar,  und  wir  nannten  dann  die  zugehörige  Fläche  jP^  bez.  ihre 
Einteilung  in  ^  Doppeldreiecke  irregulär.  Im  zweiten  Falle  trat  an 
Stelle  dessen  die  teilweise  Regularität,  im  letzten,  wo  f^  in  der  Ge- 
samtgruppe r  ausgezeichnet  war,  die  Begularität  schlechtweg.  Wollen 
wir  uns  vor  allen  Dingen  entschliessen,  diese  Benennungen  auch  auf 
die  bezüglichen  fi-blättrigen  Riemann'schen  Flächen  über  der  ciT- Ebene 

Fjf^  zu  übertragen.  Eine  reguläre  Fläche  FJf^  wird  sich  also  z.  B.  da- 
durch charakterisieren,  dass  sie  (i  Transformationen  in  sich  zulässt, 
bei  deren  einzelner  die  ^  Blätter  der  Fläche  eine  gewisse  Permutation 
erfahren.     Überhaupt    wird    man    die    Eigenart    der    regulären    und 

teilweise  regulären  Riemann'schen  Flächen  F^^  durch  Übertragung 
der  bezüglichen  Sätze  von  p.  334  u.  f.  leicht  erkennen. 

Nun  zu  den  functionentheoretischen  Folgerungen  dieser  Sätze! 
Hierbei  giebt  uns  der  Fall  gänzlicher  Irregularität  direct  keine  be- 
sonderen Resultate;  unter  den  beiden  anderen  Fällen  aber  nehmen  wir 
denjenigen  der  Regularität,  als  den  weitaus  wichtigsten,  vorweg.  Jetzt 
nämlich  ist  f^  in  der  Gesamtheit  ausgezeichnet,  es  gehören  also  alle 
ft  Grössen  (3)  als  Moduln  zu  der  nämlichen  Untergruppe  f^,  und 
folgeweise  sind  sie  alle  im  vollen  Modulsystem  0,  J  dieser  Untergruppe 
rational  darstellbar.  Wir  sprechen  also  das  wichtige  Resultat  aus: 
Bei  einer  atisgezeichneten  Untergruppe  f^  sind  die  m  gleichberechtigten 
Moduln  (3)  durch  einen  beliebigen  unter  ihnen,  etwa  0,  und  J  rational 

darstellbar: 

(5)  0,  =  R,{z,  JT). 

Sollen  wir  für  den  Augenblick  nochmals  e  als  eine  zur  F^^  ge- 
hörende algebraische  Function  von  «7  auffassen,  so  werden  sSj  z^  z^,  ... 
die  fi  Zweige  derselben  sein.  Wir  können  dann  durch  ein  einzelnes 
Wertsystem  z,  J  den  einzelnen  Punkt  der  fraglichen  Riemann'schen 
Fläche  charakterisieren.  Indem  wir  aber  nach  Massgabe  von  (5) 
den  Punkt  z,  J  der  Fläche  in  den  ihm  eindeutig  zugewiesenen  Punkt 

*)   Man   vergl.    die   hier   in   Betracht  kommenden    ausführlichen    gruppen- 
theoretischen Erörterungen  p,  316  u.  f.  bez.  p.  333  u.  f. 
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gjt,  J  transformieren,  wird  die  ganze  Fläche  dabei  in  sich  selbst  über- 
gehen. Merken  wir  uns  also:  Die  (i  Transformationen  unserer  fi- 
ilättrigen  regulären  Fläche  in  sich  finden  ihren  analytischen  Ausdruck  in 
den  fi  Formeln  (5). 

Ist  r^  sogar  innerhalb  f  ausgezeichnet,  so  werden  wir  entsprechend 
die  Fjf^  regulär- symmetrisch  nennen.  Es  kommen  dann  zu  den  ft 
rationalen  Transformationen  (5)  noch  weitere  /t  hinzu,  welche  durch 
Combination  derselben  mit  der  einzelnen  Transformation: 

entspringen.  Dabei  ist  das  Modulsystem  0,  J  der  f^  im  Sinne  des 
Schlusssatzes  von  §  6  gewählt  gedacht. 

Wir  können  übrigens  die  gewonnenen  Resultate  auch  noch  dahin 
interpretieren,  dass  wir  im  Falle  einer  ausgezeichneten  f^  in  /*(jßr,  J)  =  0 
eine  Gleichung  besitzen,  deren  sämtliche  Wurzeln  ß  sich  nach  (5)  in 
einer  unter  ihnen  und  J  rational  darstellen.  Einer  ausgezeichneten  Unter- 
gruppe  f^,  entspricht  also  eine  Besolvente  ft**^  Grades  der  Modulgleichung, 
die  ihre  eigene  Galois'sche  Resolvente  ist  (cf.  p.  138  u.  f.,  sowie  „Ikos."  p.  92). 
Ist  umgekehrt  die  Gleichung  (1)  ihre  eigene  Galois'sche  Resolyente, 
so  haben  wir  auch  stets  in  der  zugehörigen  Ffi  eine  reguläre  Bie- 
mann'sche  Fläche,  sowie  in  der  zugehörigen  f^  eine  ausgezeichnete 
Untergruppe  von  f*). 

Auf  den  zweiten  Fall  1  <  i/  <  /t,  welchen  wir  frQher  kurz  als  den 
einer  relativ  ausgezeichneten  f^  bezeichneten,  gehen  wir  nur  mit  wenigen 
Worten  ein.  Da  werden  v  unter  den  Repräsentanten  1,  V^,  . . .,  F^_i 
der  fyu  in  der  Untergruppe  f^:,  enthalten  sein;  seien  dies  etwa  die 
V  besonderen  1,  F^,  F^^,  ...,  F^y_i)^,  während  wir  1,  Fj,  Fj,  ...,  F^ 

als  Repräsentantensystem  für  die  r^:y  denken.  Nun  werden  offenbar 
die  ft  Gruppen  fjf ^  =  Fb~^r^«F*  immer  zu  je  v  identisch,   und   ins- 

(t)     (-) 

besondere  coincidieren  mit  fft,  alle  v  Untergruppen  F^,  T^'  ;  T^J"  ,  •••. 

*)  Gans  allgemein  können  wir  eine  n- blättrige  Biemann'sche  Fläche  regulär 
nennen,  wenn  sie  n  Transformationen  in  sich  znlässt,  bei  der  sich  die  n  Blätter 
als  ganze  permutieren.  Ihr  wird  dann  immer  eine  Gleichung  n*^  Grades  ent- 
sprechen, die  ihre  eigene  Galois^sche  Resolvente  ist;  man  vergl.  darüber  die 
p.  336  genannten  Arbeiten  von  Dyck.  Überhaupt  berühren  wir  hier  die  wichtige 
Theorie  der  algebraischen  Gebilde  mit  eindeutigen  Transformationen  in  sich,  welche 
die  Theorie  der  eben  gemeinten  regul&ren  Flächen  einschliesst,  und  für  welche 
uns  unsere  späteren  Entwicklungen  äusserst  interessante  Einzelbeispiele  ergeben. 
Für  die  allgemeine  Theorie  dieser  Gebilde  vergl.  man  die  grundlegende  Arbeit 
von  Hurwitz:  Über  diejenigen  algebraischen  Gebilde,  welche  eindeutige,  Trans- 
formationen in  sich  zulassen,  Göttinger  Nachrichten  1887  (Math.  Ann.  Bd.  32). 
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Unter  diesen  Umstanden  gehören  die  mit  ^(c)  gleichberechtigten 
Modulfunctionen  zu  je  v  der  nämlichen  Untergruppe  an,  und  speciell 
haben  wir  als  zur  f^  gehörig  Zy  z^^  z^^,  •  •  •,  z^^^^^^-    Diese v  Grössen 

werden  also  atisnahmslos  in  der.  ersten  unter  ihnen  z  mit  Hülfe  von  J 
rational  darstellbar  sein,  und  wir  mögen  in  diesem  Sinne  etwa 

(6)  0,^-=  B,^ig,  J),    ?  =  0,  1,  2,  . . .,  (v  -  1) 

y  y 

erhalten,  wobei  die  erste  Gleichung  Zq'=^  z  nur  der  Vollständigkeit 
halber  mit  genannt  ist.  Die  Gleichungen  (6)  werden  uns  dann  die 
analytische  Darstellung  für  die  v  Transformationen  der  Fläche  Ff^  in 
sich  liefern,  welche  dieselbe  jetzt  noch  zulässt. 

Für  den  Fall  einer  irregulären  Fläche  müssen  wir  uns  endlich  mit 
der  negativen  Angabe  begnügen,  dass  da  keine  einzige  der  gleich- 
berechtigten Modulfunctionen  (3)  in  z  und  J  rational  darstellbar  ist. 

§  9.     Besondere  Ausführungen   für   die  Hauptmoduln  und  Modul- 

systeme  der  ausgezeichneten  Untergruppen. 

Gerade  wie  vorher  bei  der  Besprechung  der  Symmetrie  speciali- 
sieren  wir  nunmehr  auch  diejenige  der  Regularität  für  die  besonderen 
in  §  5  p.  591  aufgestellten  Moduln. 

Um  also  mit  einer  ausgezeidineten  f^  des  Geschlecktes  p  •»  0  zu 
beginnen,  so  sei  t(cD)  ein  Hauptmodul  derselben.  Die  (i  mit  t  gleich- 
berechtigten Moduln  r,  t^,  t^,  . . .,  r^—i  gehören  dann  offenbar  gleich- 
falls als  Hauptmoduln  zur  f^,,  und  daraus  folgt,  dass  sie  durchweg 
lineare  Functionen  von  t  sind: 

womit  wir  die  specielle  Form  der  allgemeinen  Gleichung  (5)  des 
vorigen  Paragraphen  für  gegenwärtigen  Fall  erhalten  haben*). 

Die  Gleichung  (1)  können  wir  auch  dahin  interpretieren,  dass  t(g}) 
bei  Transformation  seines  Argumentes  durch  eine  beliebige  Modul- 
substitution erster  Art  V  *=  Vi  Vk  eine  bestimmte  lineare  Substitution 

erfährt.  Aber  der  Gesamtheit  der  Modulsubstitutionen  erster  Art  ent- 
sprechen dabei  im  ganzen  nur  fi  verschiedene  Substitutionen,  die,  wie 


^^)  '"^c,r  +  ä' 


*)  Liegt  sogar  eine  in  der  erweiterten  Modalgruppe  f  ansgezeichnete  Unter- 
gruppe Vfi  vor,  80  wird  maa  die  Überlegung  des  Textes  leicht  noch  in  ent- 
sprechender Weise  ergänzen. 
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man  sofort  sieht,  eine  Gruppe  Cr^  der  Ordnung  /t  bilden  werden.  Diese 
Gruppe  Gfi  ist  durch  ihre  hier  gegebene  Einführung  auf  die  Modul- 
gruppe r  direct  meroedrisch  isomorph  bezogen;  dabei  sind  ihre  Sub- 
stitutionen den  Operationen  des  zur  f^  gehörenden  Repräsentanten- 
systems eindeutig  zugewiesen,  und  man  erblickt  demnach  sofort:  Die 
hier  gewonnene  endlidie  Gruppe  Gf^  der  Substitutionen  (1)  ist  holoedrisch 
isomorph  und  also,  abstract  genommen,  identisch  mit  der  endlichen  Gf^,  u?elche 
wir  wich  p.  320  u.  f.  der  ausgezeichneten  f^i  zuzuordnen  haben*).  Der  Haupt- 
modul t  der  r^  versieht  uns  in  dieser  Weise  mit  einer  zweckmässigen 
analytischen  Darstellung  unserer  von  früher  her  bekannten  Gf^, 

Auf  der  anderen  Seite  sind  wir  hier  durchaus  in  Übereinstimmung 
mit  den  Entwicklungen  p.  333  u.  f.  Dort  deuteten  wir  6r^  geometrisch 
als  Gruppe  der  Transformationen  der  Fläche  Fft  in  sich,  bei  denen 
die  Einteilung  der  Ff^  in  [i  Doppeldreiecke  gleichfalls  in  sich  über- 
ging. Aber  hier  können  wir  als  Fläche  Ff^  direct  die  Ebene  oder 
Kugel  wählen,  die  wir  als  Trägerin  der  complexen  Werte  t  denken. 
Diese  wird  dann  samt  ihrer  Einteilung  in  fi  Doppeldreiecke  durch  die 
(i  Substitutionen  (1)  in  sich  ühergefuhrt.  Hier  ist  nun  auch  der  Ort, 
um  eine  Ergänzung  zu  p.  353  hinzuzufügen.  Eine  Gruppe  linearer 
Substitutionen  einer  einzigen  Variabelen  r  (und.  die  Cr^  der  Substitu- 
tionen (1)  ist  eine  solche)  hat  notwendig  den  Typus  einer  in  der 
Theorie  der  regulären  Körper  auftretenden  Gruppe  (nach  ,,Ikos.'' 
p.  117  u.  f.),  und  dementsprechend  ist  die  Einteilung  der  r-Kugel  in 
ihre  p,  Doppeldreiecke  notwendig  identisch  mit  einer  der  wohlbekannten 
regulären  Kugelteilungen**).  Diese  aber  haben  wir,  soweit  sie  dem 
Verzweigungssatze  genügen,  bereits  sämtlich  zur  Definition  von  Unter- 
gruppen der  Modulgruppe  verwandt  (cf.  p.  353  u.  f.).  Hiemach  haben 
wir  damals  (wie  wir  dort  auch  schon  anführten)  die  gesamten  aus- 
gezeichneten Untergruppen  f^  des  Geschlechtes  p  =  0  kennen  gelernt. 

Haben  wir  jetzt  eine  relativ  ausgezeichnete  f^  des  Geschlechtes 
p  =B  0,  so  werden  sich  die  bezüglichen  v  Transformationen  (6)  §  8 
nunmehr  für  einen  auszuwählenden  Hauptmodul  als  lineare  Substitu- 
tionen  desselben  darstellen.  Die  damit  entspringende  Gruppe  G^  muss 
wiederum  eine  in  der  Theorie  der  regulären  Korper  auftretende  sein, 
und  dementsprechend  gewinnen  wir  für  die  bezügliche  Einteilung  der 
T -Kugel  das  Resultat:  unter  geeigneter  Auswahl  von  r  wird  die  frag- 
liche Einteilung  eine  solche  sein,  die  durch  v  Drehungen  der  r- Kugel 
um  ihren  Mittelpunkt  in  sich  übergefQhrt  wird.    Es  müssen  sich  dabei 

*)  Eine  eDtsprecbende  Entwicklaog  hätten  wir  übrigens  schon  an  Formel  (6) 
des  vorigen  Paragraphen  knflpfen  kOnnen. 

**)  Unter  geeigneter  Auswahl  des  Hanptmodnls  t. 
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immer  —  Doppeldreiecke  der  Teilung  zu  einem  grösseren  Dreieck  zu- 

sammenlegen^  und  solcher  grosseren  Dreiecke  überdecken  im  ganzen  v 
die  r- Kugel  lückenlos  und  einfach  (vergl.  unten  Fig.  101,  102). 

Indem  wir  weiter  nur  noch  die  in  der  Gesamtheit  f  ausgezeich- 
neten  ff^  berücksichtigen,  nehmen  wir  sogleich  den  allgemeinen  Fall 
des  Geschlechtes  |>  >  2  vorweg,  um  bei  ihm  insbesondere  ein  linear- 

unabhängiges  System  der  9,-  =  vj^  zu  Grunde  zu  legen.   Der  mit  (pi{coi) 

gleichberechtigte  Modul  (pi(Vk{col))  ist  nun  gleichfalls  ein  Modul  9) 
unserer  ausgezeichneten  f^,  was  man  etwa  durch  Rückgang  auf  die 
Bestandteile  dji,  dJ  von  (pi  erhärten  wolle.     Der  fragliche  Modul 

9^P  ((o)  =  <Pi(V,{io)) 
muss   sich   demgemäss   nach   bekannten  Sätzen   im  Modulsystem   der 
q>i{(o)y  9>2(g');  •  •  V  9pO^)  linear  und  homogen  darstellen  lassen.    Für 
das  gesamte  Modulsystem  erhalten  wir  sonach  der  Operation  Vk  ent- 
sprechend eine  lineare  homogene  Substitution  der  Gestalt: 

(fi    =  an  9?i  -f-  «12  92  +  •  •  •  +  «ip  9p  f 
(2)  g?2*^  =  «aiVi  +  «22 Va  H b  ^2p9>p, 


q>p  =  ccpi  (Pi  +  ccp2  q>2 -i r  «äp  Vi»  • 

So  entspricht  nun  jeder  einzelnen  der  f^  Operationen  Vi  eine  wohl- 
bestimmte Substitution  (2)  der  Moduln  9,  und  es  werden  die  so  ent- 
ringenden (i  Substitutionen  in  ihrer  Gesamtheit  wieder  eine  Gruppe  Gf^ 
der  endlichen  Ordnung  ^  bilden.  Hier  haben  wir  denn  im  gegen- 
wärtigen Falle  eine  elegante  analytische  Darstellung  für  die  zur  aus- 
gezeichneten r^  gehörende  endliche  Gruppe  (7^  vor  uns. 

Gedenken  wir  hier  wieder  der  Interpretation  der  p  Moduln  q>  als 
homogener  Coordinaten  eines  Raumes  jRp.  1:  Was  alsdann  die  Glei- 
chungen (2)  darstellen,  ist  eine  Collineation  dieses  Raumes.  Haben 
wir  übrigens  einmal .  ein  Wertsystem  für  die  ursprünglichen  Coordi- 
naten 9i,  9)2,  . . .,  9j9,  das  thatsächlich  in  einem  Punkte  der  Riemann- 
sehen  Fläche  -F^  stattfindet,  so  wird  offenbar  das  transformierte  Wert- 
system der  q>f^  gleichfalls  in  einem  bestimmten  anderen  Punkte  der  2^^ 
eintreten.  Wir  werden  dies  geometrisch  dahin  aussprechen,  dass  bei 
der  einzelnen  Collineation  (2)  ein  Punkt  der  Curve  Cijp— 2  der  9)  jeder- 
zeit wieder  in  einen  auf  dieser  62^—2  gelegenen  Punkt  übergehL 
Insgesamt  folgt:  Den  ^  Transformationen  der  zur  ausgezeichneten  F^  ge- 
Jiörenden  Fläche  Ff,  entsprechend  erfahrt  die  Normalcurve  C%p^%  der 
Moduln  97  im  ganzen  (i  Collineationen  in  sich.    Diese  Collineationen 
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der  (7,p-2  in  sich  werden  natürlich  in  ihrer  Gesamtheit  wieder  eine 
Gruppe  bilden  und  geben  uns  erneut  eine  eigenartige  Interpretation 
unserer  wiederholt  genannten  6r^. 

Der  Umstand,  dass  unsere  jetzt  besprochenen  Modalsysteme  bez. 
Hauptmoduln  sich  gegenüber  den  Operationen  Vk  des  zur  ausge- 
zeichneten r^  gehörigen  Repräsentantensystems  durchgängig  linear 
reproducieren,  ist  für  alle  expliciten  Rechnungen  von  besonderem 
Vorteil y  was  man  später  wiederholt  bemerken  wird.  Sehen  wir  also 
zu,  wie  sich  in  diesem  Betracht  die  in  §  5  für  den  elliptischen  und 
hyperelliptischen  Fall  allgemein  zu  Grunde  gelegten  Moduln  verhalten. 

Für  eine  ausgezeichnete  f^  des  Geschlechtes  p  =  1  sollte  eine 
zweiwertige  und  eine  dreiwertige  Function  zum  vollen  Modulsystem 
zusammengestellt  werden,  und  wir  konnten  zu  dem  Ende  geradezu 
diejenigen  Functionen  wählen,  die  den  doppeltperiodischen  Functionen 
fC^)?  F  (^)  ^^^  bezüglichen  elliptischen  Gebildes  entsprechen.  Im 
Sinne  von  p.  559  u.  f.  kommt  dies  darauf  hinaus,  dass  wir  das 
Fundamentalpolygon  der  f^  auf  eine  ebene  Curve  dritter  Ordnung  G, 
abbilden.  Seien  etwa  ^i(o),  ^2(^)  unsere  beiden  Moduln,  so  möge 
man  jetzt  auf  o  eine  der  fi  Substitutionen  Vi  ausüben.  Die  gleich- 
berechtigten Moduln  4*^(cö)  =  j?i(F*(cö)),  4*^(o)  =  ^2(Fa(cö))  werden  im 
vollen  Modulsystem  0^,  s^  der  f^  rational  darstellbar  sein: 

(3)  «1«  =  B, {s, ,  e,) ,    4*'  =  Ji', (0, ,  e,) , 

und  gerade  wie  vorhin  bei  der  Csp— 2  der  <p  tmrd  nunmehr  unsere 
Curve  dritter  Ordnung  C^  durch  die  ft  rationalen  Transformationen  (3) 
eindeutig  in  sich  übergefüJirt.  Hier  müssen  wir  nun  einen  später  noch 
ausführlich  zu  begründenden  Satz  vorweg  nehmen,  dass  nämlich  die 
elliptische  Normalcurve  n^'  Ordnung  insgesamt  2n^  CoUineationen  in 
sich  zulässt,  was  denn  in  unserem  Falle  der  C^  im  ganzen  18  CoUi- 
neationen ergeben  würde.  Sonach  können  sich  unter  den  Transforma- 
tionen (3)  vielleicht  18  lineare  finden,  sicher  aber  ist  der  ganze  Best  von 
einem  Grade  >  2*).  Will  man  also  auch  hier  ausschliesslich  mit 
linearen  Transformationen  zu  thun  haben,  so  wird  man  bei  /t  >  18 
an  Stelle  der  C^  eine  Slliptische  Normalcurve  höherer  Ordnung  zu 
Grunde  legen  müssen,  was  wir  hier  nicht  weiter  verfolgen  wollen. 

Gehöre  endlich  die  in  der  Gesamtgruppe  ausgezeichnete  f^  zum 
hypereUiptischen   Falle ,    so    legen    wir    nach   p.  591    die    zweiwertige 

Function  z  samt  der  zugehörigen  Yfiß)  ^^  Grunde,  die  wir  als  Moduln 


*)  Hat  das  elliptische  Gebilde  verschiff iudende  Invariante  g^  oder  g^ ,  so  tritt 
eine  leicht  erkennbare  Modification  dieses  Satzes  ein. 
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der  r^  durch  0(coi)  und  ^i{(o)  ==  Yfi/f)  bezeichnen  wollen.  Betrachten 
wir  da  zuvörderst  z(g})  für  sich,  so  wird  jeder  mit  e{m)  gleich- 
berechtigte Modul  jefjt(cö)  wieder  eine  zweiwertige  Function  der  jF^ 
liefern,  welch'  letztere  bekanntermassen  von  e  linear  abhängig  ist.  Den 
II  Operationen  Vk  entsprechen  so  (i  lineare  Substitutionen  von  0: 

welche  insgesamt  eine  Gruppe  bilden.   Was  die  Ordnung  dieser  letzteren 

Gruppe  angeht,  so  kann  dieselbe  nur  fi  oder  -^  sein.    Unsere  hyper- 

elliptische  Fläche  gestattet  nämlich  auf  alle  Fälle  die  durch  /  «»  0^ 
0^  =  —  0^  dargestellte  Transformation  in  sich.  Findet  sich  diese 
unter  den  ft  Transformationen  der  J)<  in  sich,  welche  der  zur  f^  zu- 
gehörigen 6r^  entsprechen,  so  werden  ersichtlich  je  zwei  unter  den 
fe  Transformationen  (4)  identisch  ausfallen,  so  dass  diese  Substitutionen 

insgesamt   eine   G^    bildeu.     Es    ist   nun   leicht  zu  sehen,    dass    der 

T 

hiermit  skizzierte  Fall  der  allein  mögliche  ist.  Man  erinnere  sich 
nämlich,  dass  nach  p.  342  die  Classe  unserer  ausgezeichneten  f^  des 
Geschlechtes  |>  >  1  notwendig  >  6  ist^  und  dass  diesem  Umstände  zu- 
folge in  der  zur  f^  gehörenden  G^  die  parabolischen  Modulsubstitu- 
tionen (z.  B.  5)  cyclische  Untergruppen  einer  Ordnung  >  6  Ijefem. 
Auf  der  anderen  Seite  muss  die  Gruppe  der  Substitutionen  (4)  eine 
solche  sein,  wie  sie  in  der  Theorie  der  regulären  Körper  auftritt,  und 
von  diesen  hat  keine  hier  in  Betracht  kommende  eine  cyclische  Unter- 
gruppe einer  Ordnung  >  6*).  Wir  haben  sonach  das  Resultat:  Die 
0weiwertige  Function  0{<d)   erfährt  gegenüber  den  (n  SubstittUionen  des 

Repräsentantensystems  y   lineare  Substitutionen  (4),  die  eine  Gf^,  bilden; 

T 

am  ihr  entspringt  die  Gf^  der  au3ge0eichneten  f^  durdi  Conibination  der 
2  Substitutionen  (4)  mit  der  eifuselnen: 

(5)  <--^x- 

Diese  Überlegung  ergiebt  uns  sogleich  ein  endgültiges  Resultat 
über   das  Auftreten  von   ausgezeichneten  Untergruppen  f^,   die   zum 


*)  Man  könnte  vielleicht  glauben,  dass  die  Gruppe  der  Sabstitationen  (4) 
eine  Diedergruppe  sei  mit  n  »=  /^ :  2  >  oder  gar  eine  cyclische  mit  n  «»  fi.  In 
beiden  Fällen  müssten  ersichtlich  alle  elliptischen  Modulsubstitntionen  der 
Periode  3  in  der  f     enthalten  sein,    was  nach  p.  341   ausser  von  der  Gesamt- 

gruppe  r  nur  noch  von  der  damals  genannten  f,  der  Stufe  zwei  gilt.    Die  hier- 
mit bezeichnete  Möglichkeit  bleibt  also  im  Texte  ausgeschlossen. 
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hyperelliptischen  Falle  gehören.    Die  Gesamtheit  der  Sabstitutioneny 

welche    die    zweiwertige   Function  ß(a})    in    sich   überführen;    bilden 

nämlich;  wie  wir  gerade  sahen^  eine  f^ ;  und  zu  dieser  gehört  0(0)) 

T 

als  einwertige  Function,  d.  h.  als  Hauptmodul.  Eben  der  durch- 
gängigen linearen  Reproduction  des  e{coi)  wegen  ist  aber  diese  f^^  eine 

T 

ausgezeidmete  Untergruppe  des  Geschlechtes  p  «=  0.  Da  überdies  die 
Classe  der  so   gewonnenen  ausgezeichneten  f^  notwendig  >3  ist,  so 

haben  wir  für  dieselbe  ersichtlich  nur  die  beiden  Möglichkeiten  der  Haupt- 
congruenzgruppe  4**'  Stufe  V^a,  bez.  derjenigen  der  5**°  Stufe  V^.  Dem- 
entdeckend  giebt  es  höchstens  iswei  mm  hyperelliptischen  FaUe  führende 
ausgeeeichnete  Untergruppen  ^  nämlich  eine  V^  der  Glosse  8  und  eine  V^^^ 
der  Classe  10;  thatsächlich  werden  wir  solche  0wei  Untergruppen  später 
wirklich  kennen  lernen*). 

§  10.     Die  Galoi8*80hdn  Probleme  und  ihre  Besolventen.     Plan  der 

ferneren  Entwicklungen. 

Um  eine  geordnete  Auffassung  der  gesamten  letztvoraufgehenden 
Entwicklungen  zu  gewinnen ,  müssen  wir  noch  etwas  ausgiebiger  die 
Gesichtspunkte  der  Galois'schen  Gleichungstheorie  heranziehen.  Wir 
knüpfen  an  die  zu  einer  ausgezeichneten  Untergruppe  f^  gehörende 
Resolvente 

(1)  f(g,  j)  =  0 

der  Modulgleichung.  In  ihr  haben  wir  eine  irreducibele  Gleichung 
fi*®^  Grades  für  z  vor  uns,  deren  sämtliche  Wurzeln  i?*,  wie'  wir  in 
§  8  sahen,  rational  in  einer  unter  ihnen  z  und  J  darstellbar  sind: 

(2)  e,  -  Rt(j>,  J). 

Wir  nannten  in  diesem  Sinne  schon  vorhin  die  Gleichung  (1)  ihre 
eigene  Galois'sche  Resolvente;  daneben  fassen  wir  jetzt  die  fi  Trans- 
formationen (2)  in  ihrer  Eigenschaft  als  eine  Gruppe  G^^  bildend  auf, 
welches  unsere  wohlbekannte  zur  f^  gehörende  6r^  ist,  und  haben  nun 
in  dieser  G^  laut  „Ikos."  p.  90  u.  f.,  abstract  genommen,  die  Galois'sche**) 
Gruppe  der  Gleichung  (1)  vor  uns. 

Nur  die  Einkleidung,  nicht  aber  das  Wesen  dieser  Verhältnisse 
wird  ein  anderes,  wenn  wir  an  Stelle  von  z,  J  eine  grossere  Reihe 


*)  Die  hier  Aber  die  hyperelliptischen  Fälle  mitgeteilten  Sätze  wurden  zoerst 
vom  Heraasgeber  entwickelt. 

**;  Hiermit  ist  stets  die  Monodromiegmppe  gemeint. 
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von  Moduln^  etwa  die  q>y  zum  vollen  Modulsystem  unserer  ausgezeich- 
neten r^  im  allgemeinen  Falle  eines  grosseren  p  zu  Grunde  legen.  Da 
tritt  an  Stelle  der  Gleichung  (1)  nach  (8)  p.  592  die  nachfolgende: 

(3)     J:  J—  1  :  1  =  *(9i,  g?2,  •  •  •)  :  ^(^1,  y^,  •  •  •)  :  X(9?i,  tp^,  •  •  •), 

zu  welcher  dann  noch  die  zwischen  den  (p  bestehenden  algebraischen 
Relationen  hinzukommen.  An  Stelle  der  einzelnen  Wurzel  e,  welche 
Gleichung  (1)  bei  gegebenem  J  besitzt^  tritt  nun  das  einzelne  System 
zusammengehöriger  Werte  q),  welche  den  letztgenannten  Gleichungen 
bei  gegebenem  J  genügen.  Da  aber  J  auf  der  zur  f^  gehörenden  JP^ 
eine  ft- wertige  Function  ist^  so  lassen  sich  die  in  Rede  stehenden 
Gleichungen  im  ganzen  durch  ft  Wertsysteme  der  q>  auflösen.  Hierbei 
tritt  der  Galois'sche  Charakter  dieses  Problems  unmittelbar  dadurch  in 
Evidenz,  dass  mit  einem  einzelnen  dieser  Wertsysteme  alle  (ft  —  1) 
übrigen  rational  bekannt  sind,  indem  sie  sich  ja  speciell  für  das  System 
der  (p  sogar  linear  in  jenem  Wertsysteme  darstellen.  Wollen  wir 
dies  also  dahin  zusammenfassen,  dass  im  Sinne  unserer  Fundamental' 
aufgäbe  (p.  139)  den  ausgezeichneten  Untergruppen  f^  solche  Besolventen 
der  Modulgleichung  entspreclien,  die  wir  der  hier  gewählten  Einkleidung 
gemäss  als  Galois'sche  Probleme  (i*^  Grades  bezeichnen.  In  Anlehnung 
an  den  hiermit  dargelegten  Charakter  der  ausgezeichneten  Unter- 
gruppen wollen  wir  den  in  (1)  zu  Grunde  gelegten  Modul  z  der  aus- 
gezeichneten ffi  einen  Galois'schen  Modul  nennen  und  bezeichnen 
entsprechend  den  Hauptmodul  bez.  das  volle  Modulsystem  einer  aus- 
gezeichneten r^  als  GaUns'schen  Hauptmodül  und  Galois'sches  System. 
Sollen  wir  jetzt  das  einzelne  unserer  Galois'schen  Probleme 
ft*®°  Grades  einer  erschöpfenden  Behandlung  unterziehen,  so  werden 
wir  diese  dadurch  einleiten  müssen,  dass  wir  die  bezügliche  Galois'sche 
Gruppe  Gft,  in  ihre  gesamten  Untergruppen  zerlegen;  denn  damit  ge- 
winnen wir  die  Mittel,  die  niederen  Resolventen  unseres  Problems  zu 
überblicken.  In  ihnen  haben  wir  dann  solche  Resolventen  endlichen  Crrades 
der  Modulgleichung  vor  uns,  tvie  sie  nicht-ausgezeichneten  Untergruppen  f^ 
entsprechen.  ludem  sich  aber  auf  diese  Weise  die  nicht-ausgezeichneten 
Untergruppen  in  unsere  jetzt  vertretene  Auffassung  einordnen,  bleiben 
wir  damit  gerade  in  Übereinstimmung  mit  der  planmässigen  Er- 
ledigung des  gruppentheoretischen  Problems,  die  wir  p,  327  befür- 
wortet haben;  danach  sollte  es  sich  ja  in  erster  Linie  um  die  Auf- 
findung der  ausgezeichneten  Untergruppen  f^  handeln,  während  wir  die 
übrigen  erst  von  ihnen  aus,  nämlich  durch  Zerlegung  der  zugehörigen 
6r^,  gewinnen  wollten.  Es  schliesst  das  ja  gar  nicht  aus,  dass  wir  bei 
unseren  weiter  folgenden  Einzeluntersuchungen  gelegentlich  den  Eni- 
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wicklungsgang  auch  einmal  gerade  entgegengesetzt  wählen,  indem  wir 
nämlich  mit  den  niederen  Resolventen  beginnen,  um  von  ihnen  aus 
erst  zum  Galois'schen  Problem  aufzusteigen. 

So  haben  wir  nun  den  unendlich  vielen  ausgezeichneten  Unter- 
gruppen der  Modulgruppe  eine  unbegrenzte  Menge  individueller  Galois- 
scher  Probleme  zugewiesen,  die  auf  der  einen  Seite  samt  und  sonders 
von  der  Modulgleichung  beherrscht  werden,  insofern  nämlich  die 
Losungen  dieser  Probleme  eindeutige  Functionen  von  m  sind,  die  aber 
umgekehrt  ihrerseits  im  Auflosungsprocess  der  Modulgleichung  jedes 
eine  besondere  Phase  zu  chai*akterisieren  vermag.  Als  erste  Glieder 
in  der  Eette  dieser  Probleme,  die  Fälle  p  =  0  erschöpfend,  ordnen  sich 
den  Hauptcongruenzgruppen  der  niedersten  Stufen  entsprechend  die 
Probleme  der  regulären  Körper  ein.  Aber  wir  finden  als  naturgemässe 
Fortsetzung  derselben  (um  hier  für  den  Augenblick  an  den  Haupt- 
congruenzgruppen festzuhalten)  eine  ganze  unendliche  Eette  nicht  minder 
interessanter,  wenngleich  mehr  und  mehr  complicierter  Probleme  analogen 
Charakters,  die  den  steigenden  Werten  der  Stufenzahl  n  entsprechen. 

Wenn  es  sich  nun  in  der  Folge  darum  handeln  soll,  alle  diese 
allgemeinen  Erörterungen  durch  zweckmässige  Einzelbeispiele  zu  er- 
läutern, so  bietet  sich  da  in  der  That  ein  überreicher  Stoff  der  Unter- 
suchung dar,  an  dem  wir  uns  mit  den  hier  vorbereiteten  Mitteln  der 
Riemann'schen  Theorie  versuchen  konnten.  Indessen  muss  es  genügen, 
dass  wir  die  vier  immer  wiederkehrenden  Fälle:  |)  =  0,  |?  «=  1,  hypei> 
elliptisch,  allgemein,  jeweils  durch  ein  oder  ein  paar  explicit  durch- 
zuführende Beispiele  illustrieren.  Dabei  aber  wählen  wir  uns  solche 
ausgezeichnete  Untergruppen,  die  wir  von  früher  her  völlig  beherrschen. 
Nehmen  wir  also  fQr  |>  =  0  die  Hauptcongruenzgruppen  der  Stufen 
n  =»  2,  3,  4,  5,  womit  wir  dann  schon  die  Gesamtheit  der  hier  in  Be- 
tracht kommenden  Gruppen  erledigt  haben.  Daran  schliessen  wir  so- 
gleich die  Besprechung  der  beiden  hyperelliptischen  Fälle,  bei  denen 
ja,  wie  wir  schon  sahen,  die  zweiwertigen  Functionen  direct  mit  den 
Galois'schen  Hauptmoduln  für  n  »»  4  bez.  n  =  5  identisch  sind.  Zu- 
gleich erledigen  wir  im  engen  Anschluss  an  die  Galois'schen  Haupt- 
moduln eine  Reihe  weiterer  aus  ihnen  entspringender  Moduln,  die  in 
der  geschichtlichen  Entwicklung  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen 
eine  wichtige  Rolle  gespielt  haben  und  schon  deshalb  nicht  über- 
gangen werden  dürfen.  Es  erübrigt  endlich,  auch  noch  für  p  >=  l 
und  für  den  allgemeinen  Fall  p  >  2  je  ein  Beispiel  beizubringen,  und 
wir  wählen  zu  dem  Ende  neben  der  f^j  der  sechsten  .Stufe  die  figg  der 
siebenten  Stufe,  welchen  Gruppen  wir  schon  oben  (p.  364  u.  f.)  eine 
ausführliche  Untersuchung  widmeten. 

Klein-Frioke,  Modulftinctionon.  39 
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Das  somit  bezeichnete  Untersuchungsgebiet  zu  durchlaufen^  ist  die 
Aufgabe^  die  wir  uns  für  den  Rest  des  gegenwärtigen  Abschnitts  vor- 
setzen. Wir  werden  dabei  im  Einzelfalle  die  Moduln  endgültig  fixiereD, 
die  Substitutionssysteme  der  Moduln ^  die  Resolventen  selbst  ezplicite 
ausrechnen  etc.  Zugleich  sollen  die  den  homogenen  Modulsubstitutionen 
entsprechenden  ModtUformen  (cf.  p.  143) ,  deren  wir  bislang  nicht  be- 
sonders gedachten/  in  ausgiebigster  Weise  zur  Verwendung  kommen, 
da  sie  in  der  That  in  manchem  Betracht  wesentliche  Vereinfachungen 
des  Verfahrens  bedingen.  Alle  weiter  sich  hier  anschliessende  Probleme 
und  Gesichtspunkte  zu  verfolgen^  bleibt  indes  den  künftigen  Ab- 
schnitten vorbehalten. 


Übrigens  dürfen  wir  nicht  unerwähnt  lassen,  dass  unser  nun  völlig 
vorbereiteter  directer  Riemanii'scher  Ansatz  ohne  weiteres  doch  nur 
eine  beschränkte  Zahl  von  Anwendungen  gestattet;  in  der  That  er- 
weist er  sich  über  die  in  den  nächsten  Kapiteln  zu  gebenden  Ent- 
wicklungen hinaus  nur  noch  für  ganz  wenige  Untergruppen  Vfi  zug- 
kräftig zur  Entwicklung  von  Einzelresultaten.  Immer  wird  es  uns 
gelingen,  durch  die  in  Rede  stehende  Methode  unter  einer  grossen 
Zahl  weiterer  Modulfunctionen  namentlich  auch  alle  diejenigen  kennen 
zu  lernen  (in  Kap.  III,  5),  welche  in  der  überlieferten  Theorie  eine 
Rolle  spielen.  Wir  werden  dabei  sehen,  wie  in  der  Theorie  dieser 
Grössen  manche  Gesichtspunkte,  die  allein  durch  die  Mittel  der  Theorie 
der  doppeltperiodischen  Functionen  nur  in  unvollkommener  Weise  er- 
läutert werden  konnten,  vermöge  der  uns  zur  Verfügung  stehenden 
Anschauungsweisen  in  ein  neues  Licht  gerückt  werden  und  damit 
ihre  sachgemässe  Erklärung  finden. 


Viertes  Kapitel. 

Die  zu  den  ansgezeichneten  Untergruppen  des  Geschlechtes  p  =  0 

gehörenden  Modulfunctionen. 

Unserem  soeben  aufgestellten  Plane  gemäss  widmen  wir  dieses 
vierte  Kapitel  der  ausführlichen  Besprechung  der  ausgezeichneten  Unter- 
gruppen des  Geschlechtes  p=^0,  bei  denen  wir  die  vorhin  allgemein  er- 
örterten Gesichtspunkte  mühelos  explicit  durchführen.  Diese  Unter- 
gruppen sind  die  Hauptcongruenzgruppen  fg,  r,2,  r24  und  r^  der  Stufen 
2,  3,  4  und  5  und  es  sind,  wie  wir  schon  wiederholt  bemerkten,  die 
bezüglichen  Galois'schen  Probleme  6*^,  12**'»,  24**^°  und  60**"  Grades 
keine  anderen  als  die  uns  seit  lange  geläufigen  Probleme  des  Dieders 
n  =s  3;  des  Tetraeders^  des  Oktaeders  und  des  Ikosaeders.  Für  unsere 
in  Rede  stehenden  Untergruppen  brauchen  wir  demnach  die  eigent- 
lichen Riemann'schen  Schlüsse  noch  gar  nicht  direct  in  Anwendung 
zu  bringen;  unsere  Entwicklung  werden  wir  vielmehr  unmittelbar  an 
die  Theorie  der  regulären  Körper  anschliessend  welche  in  den  Vor- 
lesungen über  das  Ikosaeder  zur  Darstellung  gekommen  ist,  wie  wir 
denn  bereits  in  den  Gleichungen  der  regulären  Körper  (cf.  Formel  (5) 
p.  15,  (1)  p.  104  u.  s.  w.)  die  unseren  Untergruppen  f^,  fig,  •  •  zu- 
gehörigen Resolventen  in  fertiger  Form  besitzen.  Um  so  mehr  werden 
wir  uns  daher  einer  Seite  unserer  Fragestellung  zuwenden  können, 
für  welche  wir  im  vorigen  Kapitel  eine  allgemeine  Formulierung 
nicht  gegeben  haben,  nämlich  der  formentheoretischen '^).  Solches  soll 
in  der  That  in  der  ersten  Hälfte  des  Kapitels  geschehen;  die  eigent- 
liche Riemann'sche  Denkweise  setzt  dann  erst  wieder  bei  Beginn  der 
zweiten  Hälfte  des  Kapitels  (§  7)  ein. 


*)  An  sich  sind  die  formentheoreiischen  FormnlieruDgen  ebensowohl  auf 
allgemeine  Principien  zu  beziehen,  wie  die  functionentheoretischen ;  vergleiche  die 
Bemerkungen,  welche  Hr.  Klein  hierüber  neuerdings  in  Bd.  36  der  Math.  Ann. 
macht  {Zur  Theorie  der  Abel' sehen  Functionen).  Indessen  sind  die  betreffenden 
Überlegungen  noch  zu  neu  und  bislang  zu  wenig  entwickelt,  als  dass  wir  auf 
dieselben  bei  der  Darstellung  des  Teites  hätten  eingehen  können. 

39* 
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In  zweierlei  Hinsicht  können  wir  in  der  Reihe  der  fraglichen 
Galois'schen  Hauptmoduln  eine  Erweiterung  eintreten  lassen.  Erstlich 
können  wir  nämlich  die  Gesamtgruppe  f  als  Congruenzgruppe  erster  Stufe 
und  damit  als  erstes  Glied  in  der  Eette  auffasseu,  wobei  wir  als  zugehörigen 
Galois'schen  Hauptmodul  J((o)  selbst  haben.  In  der  That  werden  wir 
in  der  Folge  mehrfach  Gelegenheit  haben,  auch  die  ,,erste  Stufe^'  gleich- 
massig  mit  den  übrigen  in  Betracht  zu  ziehen.  Der  anderen  Er- 
weiterung der  Reihe  der  Galois'schen  Hauptmoduln  können  wir  nur 
im  Vorbeigehen  gedenken.  Bereits  wiederholt  bemerkten  wir,  dass 
die  naturgemässe  Fortsetzung  unserer  Untergruppen  Tg,  r^,  •  •  •  aus 
den  Gruppen  r{6);  ^ [i])  •••  besteht,  die  wir  p.  356  u.  f.  einfOhrteu. 
Aber  zur  f  {n}   gehört,  wie  wir  sagen  werden,  als  „Hauptmodul''  die 

Function  sl^,  y,  — ;  J((o)U   deren   eindeutige   Abhängigkeit    von  ci 

wir  p.  584  erkannten.  Es  hält  denn  auch  nicht  schwer,  für  diese  bei 
n>5  eintretenden  transcendenten  Moduln  ganz  allgemein  eine  grössere 
Reihe  derjenigen  Entwicklungen  zu  wiederholen,  die  wir  für  die 
Galois'schen  Hauptmoduln  durchführen  wollen.  Es  liegt  aber  ein 
näheres  Eingehen  hierauf  ausserhalb  unseres  Planes. 

§  1.     Fixierung  der  GküLois^sohen  Hauptmoduln  und  Zusammen- 

Btellung  bezüglicher  Formeln. 

Schon  p.  143  brachten  wir  als  Bezeichnungsweise  für  die  Galois'schen 
Hauptmoduln  der  Tg  etc.  die  nachfolgende  in  Vorschlag: 

(1)  2.(0)),     6(©),    ^{a>),    g((D), 

an  der  wir  auch  weiterhin  festhalten.  Die  Einteilungen  der  bezug- 
lichen Ebenen,  wie  sie  die  Figuren  12  p.  70,  28  p.  104,  14  p.  75  und  30 
p.  105  geben,  gelten  uns  jetzt  nach  p.  354  u.  f.  als  die  zu  den  Flächen 
Fq,  F^^}  -^24  ^^^  -^60  zusammengelegten  Polygone  der  Tg  etc.,  und 
man  wolle  bemerken,  dass  die  Moduln  (1)  sich  dadurch  eindeutig 
fixieren  lassen,  dass  man  ein  einzelnes,  beliebig  gewähltes  schraffiertes 
Dreieck  der  in  Rede  stehenden  Einteilungen  dem  Ausgangsdreieck  der 
Modulteilung  zuweist.  Dadurch  werden  nämlich  in  den  Ecken  dieses 
letzteren  Dreiecks  für  den  betreffenden  Hauptmodul  drei  wohlbestimmte 
Werte  vorgeschrieben,  und  durch  Angabe  solcher  Werte  in  drei 
Punkten  des  Polygons  ist  nach  p.  591  ganz  allgemein  der  Hauptmodul 
einer  Untergruppe  p  ==  0  zu  fixieren.  In  diesem  Sinne  hat  es  sich 
als  zweckmässig  erwiesen,  von  Fig.  12  das  links  unten  befindliche 
Dreieck  dem  Ausgangsdreieck  der  Modulteilung  zuzuweisen,  von  Fig.  28 
desgleichen  das  rechts  oberhalb  befindliche,  Yon  Fig.  14  wiederum  das 
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am  weitesten  rechts  oberhalb  der  reellen  Axe  liegende  Dreieck  und 
endlich  von  Fig.  30  dasjenige  Dreieck,  welches  sich  zunächst  am 
Punkte  i  =  0  unterhalb  an  die  reelle  t'Axe  anhängt.  Es  ist  nicht 
schwer  zu  sehen  *),  dass  wir  die  Moduln  (1)  gleichfalls  gerade  in  dieser 
Weise  fixieren,  wenn  wir  an  Stelle  der  eben  gegebenen  geometrischen 
Bestimmungen  die  abstracten  Forderungen  setzen,  wie  sie  das  nach- 
folgende Formelsystem  ausdrückt: 

A(i(X))  — oo,       A(0)  =  0,  >l(l)=       1, 

(2)  S(i«>)-oo,       S(0)  =  1,  1(1)=       9% 

^(ioo)  =  oo,       ^(0)=1,  ft(2)=  — 1, 

g(ioc)  =  0,         t(0)  =  e  +  e\    g(|)  «       co, 

B  dabei  als  complexe  fünfte  Einheitswurzel  e       gedacht. 

Die  so  fixierten  Galois'schen  Hauptmoduln  sind  mit  J  durch 
Gleichungen  verbunden,  welche  man  unter  (5)  p.  15,  (1)  p.  104,  (4)  p.  20, 
sowie  endlich  p.  105  unten  nachsehen  wolle.  Es  sind  dies  einfach 
die  Gleichungen  der  regulären  Körper,  die,  wie  schon  gesagt,  gegen- 
wärtig unsere  Galois'schen  Probleme  fi**'"  Grades  zum  Ausdruck  bringen. 

Wir  verwenden  diese  Gleichungen  zur  Ableitung  einiger  Näherungs- 
formeln, die  wir  bei  späteren  Rechnungen  oft  brauchen  werden.  Nach 
p.  587  lässt  sich  eine  zur  n^  Classe  gehörende  Modulfunction  für  die 
Umgebung   von   m  =  ioo    in   eine   Reihe    nach    ansteigenden   ganzen 

Potenzen  von  r  "  entwickeln.  Wir  wollen  für  unsere  Hauptmoduln  (1) 
jeweils  die  ersten  Glieder  dieser  Reihenentwicklungen  kennen  lernen. 
Wie  wir  hierbei  verfahren,  erläutern  wir  für  A(a})  ausführlich.  Bei 
CO* es  ico    wird   X   zufolge  (2)    unendlich,   und   also    giebt  (5)   p.  15 

näherungsweise  J=^  r=  A*.     Nun  erinnere  man  sich  auf  der  anderen 

Seite  an  die  Formeln  (2)  p.  127  etc.,  die  für  den  gedachten  Punkt  a 
als  Näherungswerte  von  g^,  g^,  A  die  folgenden  gaben: 

und  entwickle  aus  ihnen  die  auch  schon  wiederholt  angegebene  Näherung: 

(4)  «^^^»x^- 

Es  folgt  daraus  für  A*  ohne  weiteres  A*  =»  -g- ,  woraus  wir  nun  noch  X 

*}  Man  ziehe  nötigenfalls  auch  noch  die  Figuren  80  u.  f.,  p.  354,  zum  Qe- 
branch  heran. 


r 


1 
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« 

56U  berechnen  haben.  Aber  auf  der  imaginären  o-Axe  wird  unseiefer 
Festsetzung  zufolge  A  reell  und  negativ,  während  dortselbst  r  =  e**«« 
reell  und  positiv  ausföllt.    Wir  finden  sonach*): 

(5)  A==-^r    \ 

In  völlig  entsprechender  Weise  gewinnen  wir: 


+  . 


Allgemein  benennen  wir  fortan  eine  zur  Hauptcongruenzgruppe 
n*®'  Stufe  gehörende  (algebraische)  Modulfunction  als  Cotigruenjsmodid 
n*®'  Stufe.  Wir  haben  dann  vor  allen  Dingen  den  Satz  auszusprechen: 
Die  Congnienzmodidn  2*®',  3***%  4^'  und  5*®'  Stufe  sind  rationale  Func- 
tionen hez.  von  A,  g,  ft  und  5>  w«^  entdeckend  sind  die  Congrucne- 
moduln  erster  Stufe  rationale  Functionen  von  J.  Im  speciellen  werden 
die  mit  dem  einzelnen  unserer  Hauptmoduln  gleichberechtigten  Moduln 
linear  in  jenen  darstellbar  sein,  und  es  entspringt  hierbei  nach  p.  603 
die  Aufgabe,  die  endlichen  Gruppen  Gq,  G^^t  G^^  und  G^  durch  lineare 
Substitutionen  unserer  Galois'schen  Hauptmoduln  analytisch  zum  Aus- 
druck zu  bringen.  Wie  wir  diese  (übrigens  von  „Ikos "  her  sehr  be- 
kannten) Substitutionen  mit  unseren  hier  zur  Verfügung  stehenden 
Mitteln  in  Erfahrung  zu  bringen  haben,  zeigen  wir  wieder  am  Bei- 
spiele A((d).  Um  zuvörderst  die  der  Modulsubstitution  8  entsprechende 
Substitution  von  X  zu  berechnen,  setzen  wir  an: 

Diese  Gleichung  besteht  unabhängig  von  cd,  und  man  setze  demgemäss 
zuvörderst  (o  =  ioo,  wo  wir  nach  (2)  A(a}  +  1)  =  A(a})  ==  oo  als  zu- 
gehörige Werte  haben.  Damit  diese  zugleich  unserem  eben  geschriebenen 
Ansätze  genügen,  muss  im  letzteren  c  =  0  sein,  so  dass  wir  einfacher 

A(o  -f  1)  =  aA(ai)  +  b 

haben  werden.  Hier  setze  man  nun  weiter  (o  =  0  und  findet  unter 
Rücksicht  auf  (2)  sofort  &  =  1,  während  endlich  der  Special  wert  «0=1 
unter  Berücksichtigung  von  A(2)  =  A(0)  =  0  für  a  den  Wert  —  1 
giebt.     In   ganz   ähnlicher   Weise    berechnet  man  der  Substitution  T 


1  2nim 

*)  Unter  r**   ist  in  der  Folge  stets  die  eindeutig  bestimmte  Grösse  e   " 
V  erstanden.  ' 
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entsprechend  ll — )  als  lineare  Function  von  A((d)  und  findet  so  ins- 
gesamt*) 

(7)  A(ca  +  1)  =  1  -  A(«,),     A(^)-,-i^^. 

Diese  beiden  Substitutionen,  als  S  und  T  entsprechend ,  sind  nun  be- 
kanntlich Erzeugende  der  G^j  deren  vollständige  Aufstellung  hiernach 
ohne  Mühe  geleistet  werden  könnte.  Durch  völlig  analoge  Über- 
legungen erhält  man  f&r  die  übrigen  Galois'schen  Hauptmoduln  die 
nachfolgenden  erzeugenden  Substitutionen: 

(8)  ^«»  +  1) »X«),    l^(=^)-^^> 

Die  sechs  aus  (7)  entspringenden,  die  Gq  bildenden  A- Substitu- 
tionen sind  „Ikos ."  p.  44  genannt^  sowie  von  uns  oben  p.  15  repro- 
duciert.     Die  fertig  ausgerechneten  zwölf  Substitutionen  des  £  sind 

r-p'i,  r-p'-y^*'  (t,t  =  o,i,2). 

Wir  haben  dieselben  hier  angeben  müssen^  da  sie  erst  durch  die  unter  (2) 
p.  104  gegebene  Transformation  in  die  ^Ikos.*^  p.  43  Formel  (30b) 
mitgeteilte  Gestalt  der  Tetraedersubstitutionen  übergehen.  Die  6r^4 
und  G^f  welche  für  (i  und  £  aus  den  unter  (8)  gegebeneu  Erzeugenden 
hervorgehen y  haben  endlich  direct  diejenige  Gestalt,  welche  für  die 
Oktaeder-  und  Ikosaedergruppe  in  den  Formeln  (31a)  und  (32)  p.  43 
von  ,,Ikos/'  mitgeteilt  ist. 

§  2.     Einführung  der  zu  den  Galois^schen  Hauptmoduln  gehörenden 

Modulformen. 

Wir  deuteten  schon  am  Anfang  des  gegenwärtigen  Kapitels  an,  das» 
es  hier  ganz  wesentlich  unsere  Aufgabe  sein  soll,  auch  die  Modul- 
formen mit  in  Betracht  zu  ziehen.  Wie  wir  die  zu  den  Galois'schen 
Hauptmoduln  gehörenden  Modulformen  einzuführen  haben,  ist  nach 
Analogie  von  p.  117  u.  f.  sofort  evident:  wir  werden  nämlich  den  Diffe- 
rentiationsprocess,  wie  er  dort  auf  J((o)  angewandt  wurde,  auf  A(cd)  etc. 


*)  Selbatverstftndlich  hätten  wir  diese  Sabstitutionen  auch  aus  der  Dreiecks- 
teilung  der  X- Ebene  auf  Grund  unserer  Besiimmangen  über  die  Zuordnung  der- 
selben zur  <o-Ualbebene  able  en  können. 
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zur  Ausübung  bringen*).  Sei  r(aj)  irgend  einer  unserer  vier  Haupt- 
moduln, so  gilt  bei  Anwendung  irgend  einer  Modulsubstitutiou  erster 
Art,  wie  wir  wissen: 

^^}  VycD  +  öJ  '^   ct{(o)  +  d  ' 

Indem  wir  unter  t'  die  Ableitung  von  t  nach  dem  jeweils  beigesetzten 
Argumente  verstehen,  folgt  aus  (1)  durch  Differentiation  nach  oi: 

,/aai  +  p\  1  ad — bc  ,,    n 

'^  \ym  +6/  '  (7ir+"dp  ~  Ictio))  +  dy  '  ^  ^^^' 

Hier  nehmen  wir  links  und  rechts  die  reciproken  Werte,  spsdten  zu- 
gleich CO  in  Ox  und  m^  und  ziehen  endlich  beiderseits  die  Quadrat- 
wurzel; es  folgt  auf  dem  Wege: 

um  die  Bedeutung  der  hier   ausgeführten  Wurzelziehung  zu  eiv 

läutern,  gehen  wir  auf  die  Darstellung  von  J  als  rationale  Function  des 

Hauptmoduls  t  zurück:  J'«ar(r).    Durch  Differentiation  nach  o  folgt 

dJ         dr      dt 
da  dt      dm  ' 

woraus  wir  unter  Benutzung  von  (3)  p.  118  berechnen: 


(3)  ^3_  =  J^.t/^. 

V  da 

Hier  steht  rechter  Hand  eine  algebraische  Function  der  beiden  Variabelen 
(j^  und  ^s,  wie  man  aus  den  einzelnen  Bestandteilen  unserer  Formel 
schliessen  wolle:   Es  ist  also  auch  die  linke  Seite  von  (3)  eine  algebraische 

Function  von  g^  und  g^.    Übrigens  ist  der  Radicand  j-  eine  eindeutige 

Function  von  cd,  die  jedenfalls  nur  in  solchen  Punkten  o  verschwinden 
oder  unendlich  werden  kann,  in  welchen  die  Abbildung  der  r-Ebene 
auf  die  o-Halbebene  aufhört  conform  zu  sein.  Aber  wir  wissen,  dass 
dies  nur  in  den  Spitzen  geschieht,  mit  denen  das  zu  t((d)  gehörende 
Fundamentalpolygon  an  die  reelle  o-Axe  heranreicht,  und  also  besitzt 

die  Quadratwurzel  ytjm)  nur  an  gewissen  Stellen  der  reellen  o-Axe 
Yerzweigungspunkte.  Indem  aber  unsere  Yariabelen  cd^,  m^  stets  nur 
solche  Veränderungen  erleiden  dürfen,  bei  denen  cd  in  die  negative  Halb- 
ebene jedenfalls  niemals  hineingelangt,  ist  das  Umkreisen   eines  der 

*)  Die  Darchführung  der  hier  und  in  den  nächsten  Paragraphen  gegebenen 
ormentheoretischen  Entwicklungen  rnhrt  vom  Herausgeber  her. 
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YerzweigaDgspuiikte  von  |/r  (oj  von  vornherein  ausgeschlossen.  Wir 
finden  damit:  Die  auf  der  linken  Seite  von  (3)  stehende  algebraische 
Function  von  g^  und  g^  ist  innerhalb  der  ganzen  positiven  o-Hatteibene 
eine  eindeutige  Function  der  beiden    Variäbden  id^,  m^.    Diese   ein- 


CO 


deutige  Function  — -/  -   ist   in   den   o^^  Og   homogen  von  erster  Di- 

Vt'((d) 

mension  und  bleibt,  wie  wir  sogleich  noch  sehen  werden,  unverändert 
bei  den  homogenen  Substitutionen  einer  gewissen  Untergruppe.  Sie 
hat  also  alle  Eigenschaften,  die  nach  p.  144  eine  elliptische  Modulform 
besitzen  soll,  eine  Bezeichnung,  welche  wir  demnach  hinfort  wieder 
aufoehmen  werden. 

Jetzt  schreiben  wir  unter  Anlehnung  an  Gleichung  (2): 

(4)  ri((öi,  CO,)  =      V-l-S     r,(wi,  ©g)  = 


V  dm  V  d<D 


wobei    wir   unter  x  eine   im   Einzelfall   zweckmässig  zu  bestimmende 

numerische   Constante    verstehen.      Wir  hohen  dadurch  r  =  —  in  den 

Quotienten  zweier  Modulformen  erster  Dimension  x^ ,  t,  zerlegt.    Aus  den 
Formeln  (2)  und  (1)  aber  entnehmen  wir  nun  sofort: 


(5) 


Bei  Ausübung  homogener  Moduisubstitutionen  erfahren  sonach  die  Formen 
r^,  Tg  homogene  binäre  StibsHtutionen  der  Determinante  1,  welche  vofi 
sich  aus  direct  zu  den  nidit-homogenen  Substitutionen  (1)  zurückführen. 
Infolge  des  doppelten  Vorzeichens  auf  der  linken  Seite  von  (5)  ent- 
spricht dabei  jeder  Substitution  (1)  ein  Paar  nur  durch  das  Vorzeichen 
der  Coefficienten  verschiedener  Substitutionen  (5).    Dies  entspricht  aber 

genau  dem  Umstände,   dass  die   nicht-homogene  Substitution  (    '  ^) 

immer  auf  zwei  homogene  führt  (cf.  p.  143);  der  einen  gehört  das  obere, 
der  anderen  das  untere  Zeichen  in  (5)  an,  denn  in  der  That  bedingt  ja  ein 
Zeichen  Wechsel  von  a,  ß,  y,  d  für  unsere  Modulformen  erster  Dimension 
selbst  einen  Wechsel  des  Vorzeichens.  Ingesamt  entspringt  sonach  neben 
der  Gfi  der  Substitutionen  (1)  eine  homogene  (rj^  von  Substitutionen  (5), 
und  es  gdiören  also  die  Modulformen  r^,  r^  zu  einer  homogenen  Unter- 
gruppe r%ft,  des  Index  2^.  Ob  die  so  zu  gewinnenden  homogenen  fs^ 
die  p.  394  definierten  homogenen  Hauptcongruenzgruppen  der  vor- 
liegenden Stufen  sind,  oder  wie  sie  sich  sonst  arithmetisch  gestalten 
mögen,  werden  wir  weiter  unten  zu  untersuchen  haben. 
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§  3.     Endgültige  Fixierung  der  Modnlformen  Aj,  Aj  n.  a.  w. 

ludern  wir  jetzt  die  allgemeinen  Entwicklungen  des  vorigen  Para- 
graphen im  speciellen  durchführen  wollen,  handelt  es  sich  zuvorderst 
darum,  die  bei  der  Definition  der  Modulformen  in  (4)  §  2  herein- 
genommene numerische  Constante  x  in  zweckmässiger  Weise  zu  fixieren. 
Im  Hinblick  auf  sogleich  durchzuführende  Rechnungen  schreiben  wir 
in  diesem  Sinne: 

V  da  V  da» 


o\ 


(1) 


V  dto  Y  dm 

1  —  i       oi^fi  1  —  %         CO, 

V  dat  V  d<o 


Si  = 


V  d(o  V  dm 


wobei  die  in  die  numerischen  Bestandteile  eingehenden  Quadrat- 
wurzeln stets  positiv  genommen  sein  sollen.     Aber  auch  so  bringen 

die  Wurzeln  |/j-,    yjj  •••  jeweils    noch  eine   Zweideutigkeit  mit 

sich,  über  welche  wir  in  üblicher  Weise  dadurch  zu  entscheiden  haben, 
dass  wir  für  einen  beliebigen  in  der  positiven  Halbebene  zu  wählen- 

den  Punkt  o  die  betreflfenden  Werte  1/j-,  •  •  •  auch  dem  Vorzeichen 

nach  endgültig  fixieren;  nur  erst  dann  haben  wir  in  (1)  mit  eindeutig 
bestimmten  Modulformen  zu  thun.  Wir  verfahren  zu  diesem  Ende  so^ 
dass  wir  aus  (5)  und  (6)  p.  614  die  Näherungswerte  der  Moduln  (1) 
bei  Annäherung  an  den  Punkt  co  =  icx>  des  Ausgangsdreiecks  berechnen, 
wobei  dann  im  einzelnen  der  vier  Fälle  das  fragliche  Vorzeichen  in 
der  einen  oder  anderen  Weise  nach  Willkür  zu  wählen  ist.  Mögen 
wir  in  diesem  Sinne  die  folgenden  Näherungsformeln  haben: 


1 


Ai    —         T  ,         Aj    — —    ~—  ** 


Ai   —  —       T  ,       A  j   — —  ~—  T      , 


\  1 

6  t    ^®s 

2;t  7      fe  —  -iTi 


fc    _    «'s  *.      6         u    _  3^0),       6 
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O,  8  0>s  8 


(2) 

^     '^  1  1 


0^^     10  y     CO:;  10 

2«^      '  ^ 2^^ 


Hiennit  s^ind  unsere  Modulformen  X^y  X^,  •  •  •  eindeutig  bestimmt. 

Die  binären  Substitutionen  unserer  Moduln  sind  im  vorigen  Para- 
graphen nur  erst  insoweit  bestimmt,  dass  noch  ein  Vorzeichen  in  den 
betreffenden  Formeln  fraglich  blieb.  Es  ist  hier  der  Ort,  in  diesem 
Betracht  zu  entscheiden,  und  wir  wollen  zu  dem  Ende  für  unsere  vier 
Modulsysteme  die  den  homogenen  Substitutionen  S  und  T: 

/3\  S:  cd/  =  (»1  +  o,,  .  ©2'  =  02> 

1 :   (Ol    =^  —  G)^  >  ©2    =7=  Ci>i 

entsprechenden  binären  Substitutionen  endgültig  bestimmen,  aus  denen 
sich  dann  die  übrigen  in  bekannter  Weise  erzeugen  lassen.  Für  die 
Substitution  S  folgt  bei  A,,  Ag  zufolge  der  Formeln  (7)  p.  615  und  (5) 
p.  617  jedenfalls  der  Ansatz: 


nto» 


Aber  aus  (2)  folgt  für  Aj  bei  o  ===  ioo  der  Wert  Ag  = *-  •  e  ^   • 

Wendet  man  hierauf  die  homogene  Substitution  S  an,  d.  h.  lässt  man 
bei  unverändertem  cj^  den  Betrag  von  a>  um  1  wachsen^  so  nimmt 
jener  Näherungswert  ersichtlich  den  Factor  i  an:  Ag'  =  iA2.  Es  gelten 
also  in  dem  geschriebenen  Ansatz  die  unteren  Zeichen,  so  dass  der 
Substitution  S  die  nachfolgende  Substitution  der  A^,  A,  zugehört: 

iA|   =        ^1  "1    ^2;     —  *^  ^^^  ^2* 
Nach  den  wiederholt  genannten  Formeln  haben  wir  weiter  für  T: 

und  um  hier  über  das  Vorzeichen  zu  entscheiden,  verfahren  wir  folgender- 
massen.  Wir  berechnen  durch  Combination  der  letzten  Formel  mit 
der  bereits  für  S  gefundenen: 

^l(«i  —  G'g,   Ol)  =  ±  ^i(g)i,   Ö2)  +  ^(j^lJ  «»2); 

^2(01  —  f»27  ^i)  =  +  ^i(»n  02), 

wobei  die  oberen  Zeichen  den  oberen  im  Ansatz  für  T,  die  unteren 
aber  den  unteren  entsprechen.  Jetzt  aber  hat  die  Modulsubstitution 
©1'  =  fl>i  —  G)^,  co2=o>i  die  Periode  sechs;  dasselbe  muss  von  der  zu- 
gehörigen A- Substitution  gelten,  da  die  A^,  A2  von  erster  Dimension  sind, 
und  nun  berechnet  man  leicht,  dass  dies  nur  für  die  oberen  Zeichen  der 
letzten  Formel   eintritt.     Genau   die   nämlichen   Überlegungen  führen 
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in  den  drei  übrigen  Fällen  fast  ebenso  schnell  zum  Ziele,  und  wir  er- 
halten solchergestalt  insgesamt  als  Erzeugende  S,  T  unserer  hier  in  Bede 
stehenden  homogenen  Gruppen  G^^,  G^^y  Cr^g,  G^^^: 


(4)    A: 


(5)    5:{ 


[S 
T 

8 
T 


—  %  Aj^    —  Aj  -|-  A2  f 


*  t   f 


tXi 


'2 


ii   =  —  9ii  ; 


vAa     "^   Aj  ■ 

&'=  -9%, 


1  —i 

(6)    p:r'       V2    ^* 


1  —  » 


(7)     S: 


=  —  tfii, 
T: 


V2 


S^P« 


^« 


|/5?;  =  -  (£  -  e%,  +  (6«  -  «»)?,, 


§  4.     Relationen  Bwisclien  den  Modtilformen  X^  A,  etc.  und  g^,  g^* 

Die  Formenprobleme. 

Bevor  wir  die  zu  den  Modulformen  A^,  Ag  etc.  gehörenden  homo- 
genen Untergruppen  bestimmen,  erledigen  wir  einige  weitere  sich  hier 
anschliessende  Untersuchungen.  Vor  allem  soll  es  sich  um  explicite 
Aufstellung  derjenigen  Relationen  handeln,  durch  welche  die  Modul- 
formen erster  Stufe  g^^  g^  mit  unseren  A^,  A^  etc.  verknüpft  sind; 
durch  diese  Relationen  können  wir  dann  geradezu  A^,  X^  etc.  als 
algebraische  Functionen  von  g^^  g^  definiert  ansehen.  Die  Rechnungen, 
welche  wir  zu  solchem  Ende  anzustellen  haben  ^  sind  wiederum  in 
allen  vier  Fällen  im  Wesen  Übereinstimmend,  so  dass  es  genügen 
wird,   wenn  wir  sie  im  ersten  Falle  der  A^,  Ag  ausfOhrlich  mitteilen. 

Indem  wir  die  Gleichung  zwischen  A  und  J  unter  durchgängigem 
Gebrauch  der  Modulformen  schreiben,  lautet  sie: 

(/,» :  27(73» '  A  =  4(A,«  -  A, A,  +  A,«)« :  (2 A,»  -  3 A/A^  -  3 A^ A,«  +  2A,»)« 

:27(AiA,(A, -A,))«. 

Unter  Einfuhrung  eines  von  cii,  m^  abhängig  zu  denkenden  Pro- 
portionalitatsfactors  o  spalten  wir  diese  fortlaufende  Proportion  in  die 
drei  Gleichungen: 

(1)         (2A,»  -  3Ai%  -  3A,A/  +  2X/f  =  21g,*  •  ff(ö„  «,), 
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Bei  den  Dimensionen  der  Modulformen  g^j  g^,  A  in  o^,  g)^  erkennt 
man  auf  Grund  von  (1)  in  6  eine  Modulform  18**"  Dimension,  und 
also  wird  A^ö^  von  der  nullten  Dimension,  d.  i.  eine  Modulfunction 
sein.  Wir  gewinnen  auf  Grund  der  letzten  Gleichung  (1)  für  dieselbe 
sofort  die  Darstellung  : 

Hier  ist  A  jederffalls  Modulform  erster  Stufe  (cf.  (6)  p.  118),  und  man 
berechnet  auf  Grund  von  (4)  p.  620  ohne  weiteres,  dass  auch  der  andere 
Bestandteil  auf  der  rechten  Seite  der  letzten  Gleichung  bei  den  Ope- 
rationen S  und  T  unverändert  bleibt.  Dieserhalb  ist  A^ö^  Modul- 
function erster  Stufe  und  als  solche  rational  in  J: 

A»<y»  =  3«  ..A  .  {k,X^{Xi  —  Ag))*  =  B(J). 

Man  wolle  nun  überlegen,  an  welchen  Stellen  diese  Modul- 
function erster  Stufe  im  Ausgangsdreieck  unendlich  zu  werden  vermag. 
Es  ist  solches  höchstens  bei  o  <»  ioo  möglich;  denn  in  allen  übrigen 
Punkten  des  Ausgangsdreiecks  sind  (cf.  p.  128,  617)  A,  A^,  A^  einzeln 
endlich*).  Aber  bei  a}  =  i<x>  findet  sich  aus  (3)  p.  613  und  (2)  p.  618 
als  Wert  unserer  Modulfunction  einfach  2*  •  3^  Dieselbe  wird  hier- 
nach im  ganzen  Ausgangsdreieck  nicht  unendlich  und  ist  also  nach 
wohlbekannten  Sätzen  mit  einer  Constanten  identisch.  Den  Wert 
dieser  Constanten  aber  haben  wir  gerade  zu  2^  •  3^  bestimmt.  Man 
berechnet  so  ohne  weiteres 

108 

'  =  TvÄf 

und  erhält  aus  (1)  die  endgültigen  Formeln: 

Aj     —  ^1^2  "T"  ^2     '^^ 


(2)  A: J 


8»t 


2 


Hierbei  haben  wir  noch  zwei  Bemerkungen  zu  machen:  Man  sieht 
erstlich,  dass  wir  aus  den  Gleichungen  (1)  beim  Fortgang  zu  (2) 
jeweils  beiderseits  die  dritte  bez.  zweite  Wurzel  gezogen  haben.  Da- 
mit entspringt  did  merkwürdige  Thatsache,  die  wir  sogleich  noch  näher 

zu   verfolgen   haben   werden,   dass  VA  eine  eindeutige  Modulform  ist. 


^)  Wir    geben   hierbei    von   der   Vorausseiznng   aus,   dass   die    homogenen 
Variabelen  o)|,  ta^  auf  darchans  endliche  Werte  eingeschränkt  werden  sollen. 
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Jedenfalls  aber  ist  j/Ä  erst   dann   eine    hestimmte   Modulform  ^    wenn 

wir   ihren   Wert   etwa   für   C7  =  ioo   unter  den    offen  stehenden  vier 

Möglichkeiten  in  einer  Weise  wählen.    Wir  schreiben  in  diesem  Sinne 

1 

als  Näherungswert  bei  o  =  ioo :  yA  =  y — )  ^  und  benutzen  für  die 
sogleich  zu  betrachtende  dritte  Wurzel  f^A,   Ton   der   übrigens   ganz 

ähnliche  Bemerkungen  gelten,  j/A  «=  ( — )  r  '  .  Nur  unter  dieser  Vor- 
aussetzung sind  die  Formeln  (2),  sowie  die  sogleich  unter  (3)  und  (4) 
mitzuteilenden  Relationen  correct.  —  Eine  zweite  Bemerkung  betrifft 
die  auf  den  rechten  Seiten  von  (2)  auftretenden  numerischen  Factoren. 
Der  Zahlwert  derselben'  ist  offenbar  durch  die  Auswahl  der  nume- 
rischen  Factoren  x  (Formel  (4),  p.  617)  bedingt,  welche  wir  in  die 
Definition  unserer  Modulformen  l^^  k^  mit  hineinnahmen.  In  der  That 
haben  wir  x  oben  so  bestimmt,  dass  die  drei  Coefficienten  auf  den 
rechten  Seiten  von  (2)  möglichst  kleine,  aber  durchgehends  ganz- 
zahlige Werte  bekommen;  und  es  wurden-  auch  bei  den  übrigen 
Modulformen  J^,  Ig  u.  s.  w.  die  bezüglichen  numerischen  Factoren  im 
Hinblick  auf  die  unten  stehenden  Relationen  (3)  etc.  nach  dem  gleichen 
Gesichtspunkte  gewählt. 

Nach  dieser  ausführlichen  Besprechung  des  ersten  Falles  genügt 
es,  bei  den  drei  übrigen  nur  noch  kurz  die  den  Gleichungen  (2)  ent- 
sprechenden Relationen  zusammenzustellen.     Wir  finden: 


(3) 


|: 


l,*  +  8|ife''=7i 


12«?, 


iV'^) 


s 


2  ' 


(4) 


ft:  < 


^1*  +  14ft/rt,*  +  (t. 


8 


i 


(5)  5: 


^'«  -  33^. V/  -  33.«, V/  +  Ih''  =  — I . 

VA 


A»   ' 
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Wenn  wir  durch  die  Relationen  zwischen  J  und  k  u.  s.  w.  die 
den  vier  in  Rede  stehenden  Hauptcongruenzgruppen  entsprechenden 
Galois'schen  Probleme,  der  Grade  6,  12,  24  und  60  definieren  konnten, 
so  können  wir  jetzt  die  yier  ihnen  entsprechenden  Farmenprobleme*) 
durch  die  vier  Qleichungssjsteme  (2)  bis  (5)  formuliert  denken.    Dabei 

sind  g^^  g^  ihrem  Zahlwerte  nach  beliebig  gegeben,  während  )/A  und 

j/A  unter  Beobachtung  der  Relation  A—gf,'  —  27^3*  gewählt  werden 
müssen;  gesucht  sind  die  zugehörigen  Wertsysteme  ^,  l^  bez.  g^,  1^  ^^^* 
Wir  werden  in  sofort  verständlicher  Weise  sagen,  dass  wir  hier 
Galois'sche  Formenpröbleme  der  Grade  12,  24,  48  und  120  vor  uns 
haben,  deren  bezügliche  Gruppen  durch  die  homogenen  G^^,  G^^,  G^ 
und  (r^go  gegeben  sind. 

Über  alle  weiteren  Entwicklungen  betreffs  dieser  Probleme,  sowie 
betreffs  der  Gestalt  der  Relationen  (2)  etc.  verweisen  wir  auf  die  be- 
züglichen Mitteilungen  in  den  Vorlesungen  über  das  Ikosaeder. 

§  5.     Die  eindeutigen  Modulformen  f^A,  ^A  und  *|/A. 

Besonders  wichtige  Folgerungen  knüpfen  sich,  wie  wir  bereits  an- 
deuteten, an  die  beiden  dritten  unter  (2)  und  (3)  des  vorigen  Para- 
graphen gegebenen  Relationen.     Wir  entnehmen  aus  denselben: 

und  durch  deren  Division: 

so  dass  sich  der  merkwürdige  Satz  ergiebt:  Die  zwölfte  Wurzel  aus 
der  Discriminante  A,  welche  übrigens  hier  dadurch  endgültig  definiert  ist, 
dass  bei  a  '^^  ioo  näherungsumse 


'ys-  Q 


zutrifft,  ist  eine  eindeutige  elliptiscJie  Modul  form;  ein  Gleiches  gilt  dann 

ohne  weiteres  auch  von  )/A  und  )/Ä. 

Die  hiermit  gewonnenen  Modulformen  können  sich  gegenüber 
homogenen  Modulsubstitutionen  höchstens  noch  um  multiplicative  12^ 
bez.  3**  und  4*®  Einheitswurzeln  ändern,  und  wir  wollen  in  diesem 
Betracht  vorerst  ihr  Verhalten  bei  Ausübung  der  homogenen  Ope- 
rationen S  und  T  in  Erfahrung  bringen.    Die  Darstellungen  (1)  und  (2) 

*)  Vergl.  darüber  „Ikofl."  p.  63  u.  f. 
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geben   uns   hier   auf  Grund    der   Formeln  (4)   und  (5)  p.  620   durch 
mühelose  Rechnung  die  nachfolgenden  Resultate: 

(3)  f/^(a>i  +  c}2,c}g)  =  p.j/Ä(aJi,a)2),   V^{—(Oi,(Oi)  =  VA(<o,,(Oi), 

(4)  t/Ä(a)i  +  cD^,a>8)=i.j/A(oi,aiJ,   t/A(— aij,a}i)  — z-t/Ä(oii,iDs,), 
aus  deren  Division  wir  dann  weiter  folgern: 


9t  i 


'VÄ(—  CD2,  (Di)  =  —  i  .  ' VA(a>i,  (Dj). 

Durch  Wiederholung  der  Operation  T  folgern  wir  im  speciellen 
VÄ(—  (Dl,  —  (Dg)  =  |/Ä((Di,  (D,),    y~K{—  öl,  —  CJ«)  =  —  V^(oi,  fi>«), 

' VÄ(-  (Dl,   —  Og)  ^ '|/^(«1,   ®2)- 

Es  stimmt  dies  Resultat  mit  dem  Umstände  überein,  cüoss  wir  in  yA, 

YL.  und  *|/A  Modulformen  der  Dimension  ( — 4)  bez,  ( — 3)  und  ( —  1) 
hesitzeriy  was  ja  aus  der  Dimension  ( —  12)  von  A  selbst  von  vorn- 
herein bekannt  ist. 

Bevor  wir  vom  allgemeinen  Ausdruck  für  die  Einheitswurzel 
handeln,  um  welche  sich  die  einzelne  unserer  drei  Modulformen  bei 
einer  beliebigen  Modulsubstitution  ändert,  mögen  wir  die  homogenen 

Untergruppen  aufstellen,  welche  zu  |/A  und  j/A  gehören,  womit  dann 

zugleich  die  zu  ^Y^  gehörende  homogene  Gruppe  gewonnen  sein  wird. 

Zu  ^Ä  wird  ersichtlich  eine  f,  vom  Index  drei,  zu  y  A  eine  homogene 
r^  gehören.  Jetzt  bemerke  man,  dass  zur  einzelnen  dieser  beiden  Unter- 
gruppen mit  der  Substitution  v  auch  jede  Substitution  V'^^vV  gehört, 
unter  V  eine  ganz  beliebige  Modulsubstitution  verstanden;  man  folgert 
dies  ohne  Mühe  aus  dem  Umstände,  dass  unsere  Moduln  bei  Ausübung 
von    V  nur   einen   von  (d  unabhängigen   Factor   annehmen.     Consta- 

tieren  wir  also:  Die  beiden  m  ^^  und  |/Ä  gehörenden  homogenen 
Gruppen  Tg  und  V^  sind  ausgezeichnete  Untergruppen.  Nach  den  beiden 
ersten  Gleichungen  (3)  und  (4)  ist  in  Tg  die  Operation  S*,  in  f^  aber 
S^  enthalten,  und  es  finden  sich  demnach  auch  alle  mit  8^  gleich- 
berechtigten Operationen  in  Tg,  wie  alle  mit  S*  gleichberechtigten  in  f^. 
Sofort  entspringt  daraus  auf  Grund  früherer  Sätze:  In  V^  ist  die 
homogene  Hauptcongruenzgruppe  dritter,  in  r4  ebendiese  Gruppe  vierter 
Stufe  enthalten.  Wir  können  das  auch  dahin  aussprechen:  Die  Formen 
y~K  und  Y^  ^*^  Congruenzmoduln  dritter  bez.  vierter  Stufe,  und  eben 

deshalb  ist  *j/Ä  ein  Congruenzmodul  der  zwölften  Stufe. 

Zur  endgültigen  Bestimmung  der  fj  imd  r4  bemerke  man,  dass 
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die  homogene  Operation  T^  wohl  in  f^,  aber  nicht  in  f^  enthalten 
ist.  Es  folgt  in  bekannter  Weise,  dass  der  f,  eine  nicht-homogene 
ausgezeichnete  fs,  der  f^  aber  eine  nicht-homogene  ausgezeichnete  Tg 
zugeordnet  ist.  Da  muss  nun  diese  nicht-homogene  f,  der  dritten 
Stufe^  modulo  3  reduciert,  innerhalb  der  hier  in  Betracht  kommenden 
G^2  ^^^  Tetraedertypus  eine  ausgezeichnete  G^  ergeben,  während  ent- 
sprechend die  nicht-homogene  Tg  in  der  zur  vierten  Stufe  gehören- 
den nicht-homogenen  G^^  vom  Oktaedertypus  eine  ausgezeichnete  G^^ 
ergeben  wird.  Aber  in  jener  G^^  giebt  es  nur  eine  ausgezeichnete  Gr^, 
nämlich  die  in  ihr  enthaltene  Yierergruppe,  welche  sich  neben  der 
Identität  aus  den  Operationen  der  Periode  zwei  der  Gi^  zusammensetzt, 
und  innerhalb  der  G^  giebt  es  nur  eine  ausgezeichnete  G^^y  i^s^iiilich 
die  in  ihr  enthaltene  Tetraedergruppe.  Indem  wir  also  daran  erinnern, 
dass  in  der  G12  de^  modulo  3  incongruenten  Substitutionen  die  Ope- 
rationen der  Periode  zwei  durch  a  -^  d  e=e  0,  (mod.  3)  charakterisiert 

sind,  folgt  erstlich:  Die  Modul  form  ^A  bleibt  hei  allen  modxdo  3  mit 
einem  der  folgenden  acht  Typen: 

{+h       0\     (     0,  -1\      /+1,  +l>i      /+2,  +1\ 

V    0, +1/'  v+1,     0/'  V+1, +2>  V+1, +1;» 

/-!>       0\      /     0,  +1\      /-l,  -1\     1^-2,  -1\ 
V     0,-1/'    \-l,       0/'    \~1,  -2/'    V-1,  -1/ 

congrxienten  homogenen  Modulsubstitutionen  und  nur  bei  diesen  unver- 
ändert (was  man   übrigens  auch  leicht  durch  directe  Verwendung  der 

Formeln  (3)  ableiten  kann).  Für  j/A  charakterisieren  wir  zunächst 
die  vorhin   genannte  ausgezeichnete  f^,  die  übrigens,  wie  man  sofort 

überblicken  wird,  zur  eindeutigen  Modulform  YÄ  gehört*).  Die  in 
Rede  stehende  nicht -homogene  f,  reduciert  sich  modulo  4  auf  die 
zwölf  Typen: 

/+1,       0\      /-l,  +2\      /-l,       0\      /+!,  +2\ 
\     0,  +1/'    V     0,-1/'    \+2,  -1/'    \+2,  +5/' 


(7) 


/-l,  -1\  /+1,  +3\  /+3,  +1\  /-3,  -7\ 

\+l,       0/'  V-1,  -2/'  \-l,       0/'  \+l,  +2/' 

/     0,  +1\  /     0,  -1\  /-2,  -1\  (+2,+b\ 

\-l,  -1/'  V+l,  +3/'  \+3,  +1/'  \-3,  -7/" 


In   der  That  bilden   diese  zwölf  Substitutionen,  nicht-homogen  auf- 
gefasst,   mod.  4   eine   Untergruppe  G^   innerhalb  der  Gg^,   und  man 

*)  Mit  deren  Hülfe  sich  die  Modulfunctiou  -^  zaBammenseizt. 
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'  erkennt   an   dieser  O^^   ^^^^   leicht   den    Tetraedertjpas^   indem   sich 
diese  Gruppe  nämlich  aus  ihren  heiden  Substitutionen 

erzeugen  lässt,  welche  letztere  den  Bedingungen 

(8)  F,«  =  l,     F,»  =  l,    (F,F,)'=1 

genügen.  Aber  nun  bemerke  man,  dass  V^  und  V^,  unter  den  hier 
gewählten  Vorzeichen  ihrer  Coefficienten  als  homogene  Substitutionen 
gedeutet,  gerade  wieder  den  Bedingungen  (8)  genügen  und  sonach  eine 
homogene  Tetraedergruppe  G^^  erzeugen.  Diese  letztere  G^^  umfasst 
dann  mod.  4  gerade  die  zwölf  Typen  (7),  wenn  wir  dieselben  unter 
den  gewählten  Vorzeichen  der  Coefficienten  als  homogene  Substitu- 
tionen   deuten,    wie    man    solches    sofort    durch   Rechnung    zeigt*). 

Die  80  gewonnene  homogene  G,,  fahrt  nun  zur  Untergruppe  T,  von  VÄ, 

weil   sich   nämlich   ^A   bei    den  hier    mit   V^   und    V^    bezeichneten 

homogenen  Operationen  nicht  ändert;  in  der  That  kann  sich  YA  bei 
der  Operation  V^  der  Periode  drei  nicht  ändern,  weil  sie  allgemein  bei 
Ausübung  einer  Modulsubstitution  eine  multiplicative  vierte  Einheits- 
wurzel annimmt;  weiter  ist  aber  V^^S^T^,  so  dass  sich  |/A  zu- 
folge (4)  auch  bei  V^  nicht  ändert.  Also  der  Satz:  Die  zu  Y^  gehörende 
V^  ist  di^enige  ausgezeichnete  homogene  Congruenzgruppe  vierter  Stufe^  die 
sich  moduh  4  auf  die  zwölf  Operationen  (7)  reduciert**). 

um  jetzt  allgemein  die  Einheitswurzeln  zu  bestimmen,  welche  |/A 

und  j/A  bei  beliebigen  Modulsubstitutionen  annehmen,  setzen  wir  an: 

(9)  }/A(a<Di  +  /}(Ö2,  y«!  +  dm^)  =  q^  •  |/A(fi)i,  cö,) 

und  bestimmen  die  durch  Ä  bezeichnete,  von  a,  ß,  y^  d  eindeutig  ab- 
hängige ganze  Zahl  in  folgender  Weise.  Sei  erstlich  a  ^  + 1  (mod.  3), 
so  üben  wir  in  (9)  auf  m^  und  Og  die  Operation  S""^  aus  und 
reducieren  in  dem  auf  Grund  von  (3)  entspringenden  Resultate  linker 
Hand  die  Goefßcienten  gelegentlich  modulo  3,  was  beim  Gongruenz- 

modul  dritter  Stufe  yA  ohne  weiteres  statthaft  ist.     Es  folgt: 

*)  Der  innerhalb  der  G^^  enthaltenen  nicht -homogenen  G^^  vom  Tetraeder- 
typns  ist  hiernach  innerhalb  der  homogenen  G^^  eine  G^^  zugeordnet,  in  welcher 
letzteren  sich  aber  wiederum  eine  homogene  Gi^  aussondern  lässt;  letztere  Gi^ 
steht  zur  ursprünglichen  nicht -homogenen  (r^,  im  Verhältnis  des  holoedrischen 
Isomorphismus.    Hiervon  war  bereits  unter  dem  Texte  der  Seite  398  die  Bede. 

**)  Die  Bestimmung  der  Gruppen  f,,  r4  ist  zuerst  durch  Hm.  Hurwitz 
in  der  bereits  p.  118  genannten  Arbeit  im  18^^  Bande  der  Math.  Ann.  p.  663  u.  f. 
geschehen. 
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Durch  Ausübung  von  T  folgt  weiter: 

und  wenn  wir  jetzt  S^^  und  dann  erneut  T  anwenden,  kommt: 

Wir  schliessen  daraus,  dass  für  a  e^  +  1,  (mod.  3)  die  Zahl  A  durch 

(10)  JL  =  a/J  —  ay,  (mod.  3) 

gegeben  ist.    Für  «  ^  0,  (mod.  3)  setzen  wir  wieder: 

|/A(/J(ös,,  yoi  +  8(o^  =  /.|/A(oi,  o^); 

hier  folgt  durch  Ausübung  von  .8"^^  und  T  ähnlich  wie  soeben: 

(11)  Ä=^yd,  (mod.  3). 

Die  Congruenzen  (10)  und  (11)  lassen  sich  jetzt  in  den  allgemein 
gültigen  Ausdruck  von  Ä  zusammenziehen: 

(12)  Ä  =  a\aß  -  ay)  +  (1  -  «*)y*,  (mod.  3), 
dem  wir  übrigens  noch  leicht  die  Gestalt  verleihen: 

(13)  ul  =  a/S  —  ay  +  y J  -  ««y*  =  («*  +  /)  («/?  +  7^). 

Die  hei  Transformation  von  |/A  auftretende  dritte  Einheitstmrisel  ist  so- 
nach aUffemein  gegd)en  durch: 

(14)  VÄ^aa,,  +  ßc„  ym,  +  da,,)  =  9<«*+'">'-''+'''>.|/Ä(a,„  a,,). 

Beim  Modul  vierter  Stufe  )/A  schlagen  wir  ein  völlig  analoges 
Verfahren  ein,  indem  wir 

yE(aa)i  +  /Scög,  ycji  +  äo^)  =  »^-^(oj,  o,) 

ansetzen  und  wieder  in  zweckmässiger  Folge  Substitutionen  8  und  T 
ausüben.  Ohne  noch  einmal  die  Rechnung  explicite  durchzuführen, 
geben  wir  hier  sogleich  deren  Resultat  an.    Es  findet  sich: 

(15)  B  =  y(l  -  a«)  (a  +  *  +  1)  +  a\l  —  a  +  aß  -  ay),  (mod.  4). 

Das  Verhalten  der  vierten  Wurzd  ^Ä  aus  der  Discriminante  gegenüber 
den  Modidsubstitutionen  ist  hiernach  gegAen  durch: 

(16)  VA(a(D,+/Ja)„  yo,+*(D,)=i^^'-^^<«-^+^^+"'^^-^/*-^^^ .  Va(«i,®.)- 
Leicht  folgert  man  daraus  noch  weiter: 

(17)  YÄiam,  +  ßm„  ya,,  +  da,,)  =■  (-  1)" ''+'"'+'"'. ]/Ä(«„  «,) 

40* 
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und  gewinnt  durch  zweckmassige  Combination  von  (14)  und  (16)  das 
entsprechende  Verhalten  der  eindeutigen  Modulform  ^YÄ.*) 

§  6.    BeBtimmung  der  zu  den  Modtüformen  A^,  /Ig,  eto.  gehörenden 

homogenen  Untergruppen**). 

Vermöge  der  inzwischen  über  die  Wurzehi  aus  der  Discriminante 
gewonnenen  Resultate  ist  es  jetzt  leicht^  für  die  in  §  3,  p.  618  ein- 
geführten Modulformen  die  zugehörigen  homogenen  Untergruppen  zu 
bestimmen.     Beginnen  wir  die  Untersuchung  sogleich  mit  A^,  k^  und 

verknüpfen  diese  Moduln  mit  YL,   zu  den  beiden  neuen  Moduln: 

(1)  .     ^J^^'   ^^''-yK' 

welche  auf  Grund  von  (4)  p.  620  und  (4)  p.  624  gegenüber  S  und  T 
das  Verhalten 

/gx  ^'  A3  =       ^s    I    ^4>     ^4  ■*"       ^4> 

1 :  A3  0=       A^j  A^  =        /,3 

zeigen.  Nun  wolle  man  aus  dem  Umstände,  dass  sich  jedes  unserer 
Modulsysteme  gegenüber  den  Modulsubstitutionen  stets  linear  repro- 
duciert,  vorab  den  allgemeinen  Satz  folgern:   Die  gesamten  homogenen 


*)  Die  Bestimmung  der  bei  i^A  und  j/Ä  auftretenden  Einheits wurzeln  auf 
dem  hier  verfolgten  Wege  ist  zuerst  darch  Hm.  Hnrwitz  1.  c.  p.  564  u.  f.  ge- 
schehen.    In  der  Theorie  der  linearen  Transformation   der  ^-Functionen  spielt 

auch  VA  und  damit  ^|/Ä  eine  wichtige  Rolle.    Genaue  Untersuchungen  über  das 

Verhalten  der  letzteren  sind  schon  früher  von  Hm.  Dedekind  angestellt  worden, 

dessen  Function  17  nichts  anderes  als  1/—  ^Va  ist.    Man  vergleiche  ausser  der 

schon  p.  142  genannten  Arbeit  die  „ErlätUeiungen  zu  den  Biemann' sehen  Frag- 
menten  über  die  Grenzfälle  der  elliptischen  Modutfunctionen*'  in  Riemann's  Werken 

(Leipzig  1876)  p.  438.  Neuere  Untersuchungen  über  '|/A  sind  durchgeführt  von 
Hm.  Th.  Molien  (vergl.  dessen  Note:  tJber  gewisse  in  der  Theorie  der  elliptischen 
Functionen  auftretende  Einheüswurzeln,  Berichte  des  Egl.  Sachs.  Gesellsch.  d.  W. 
ZQ  Leipzig,  1885),  desgl.  von  Hm.  Kiepert  (im  Verlauf  der  Abhandlung:  Über 
Teilung  und  Transformation  der  elliptischen  Functionen,  Math.  Ann.  Bd.  26  (1886), 
sowie  endlich  im  Anschluss  an  Dedekind  von  Hm.  H.  Weber  in  dessen  Arbeit, 
Zur  Theorie  der  eUiptischen  Functionen,  Acta  Mathematica  Bd.  6  p.  829  u.  f.  (1886). 

Im  Texte  muss  ^j/A  ausser  Betracht  bleiben;  denn  sie  ist  in  den  0| ,  a>,  von  der 

Dimension  ( )  und  also  nicht  mehr  eine   eindeutige  Modulform  in  dem  von 

uns  festgesetzten  Sinne. 

**)  Die  in  diesem  Paragraphen  gegebenen  Entwicklungen  wurden  erst  neuer- 
dings vom  Herausgeber  durchgeführt. 
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ModtUstibstUutioneHy  welche  das  einadne  unserer  Modulsysteme  unverändert 
Ictösen^  bilden  eine  ausgemchnete  Untergruppe  der  homogenen  Modulgruppe. 
Aber  man  sieht  sofort,  dass  Ag,  A4  bei  S^  und  also  auch  bei  allen  mit 
S^  gleichberechtigten  Substitutionen  unverändert  bleiben.  Diese  Ope- 
rationen erzeugen  nun  die  homogene  Hauptcongruenzgruppe  zweiter 
Stufe^  und  demnach  sind  X^  und  X^  Modulformen  0weiter  Stufe.    Da  wir 

hingegen  in  ^Ä  bereits  einen  Congruenzmodul  vierter  Stufe  erkannten, 
so  sind  mit  ihm  auch  X^  und  X^  Modulformen  vierter  Stufe  und  werden 
zufolge  (1)  bei  einer  mit  der  Identität  modulo  2  congruenten  Sub- 
stitution das  Verhalten  von  j/A  zeigen;  wir  haben  also  nach  (16)  p.  627 
für  eine  Substitution  dieser  Art: 

X^{ac)i  +  /3a)j,  ya^.  +  da^)  =  (-  1)         *         '-^iK,  ö«) 

und  entsprechend  für  A,.  Im  Hinblick  auf  die  unter  (7)  p.  625  charak- 
terisierte Untergruppe  voü  ^A  folgt  jetzt  ohne  weiteres:  Die  zu  den 
Modülformen  vierter  Stufe  X^,  X^  gehörende  ausgeeeichnete  homogene  Con- 
gruenssgruppe  umfasst  aüe  mod.  4  mit  den  vier  Typen: 

(»)     (i:?).(-J;-D.(-^:-?).a:D 

congrtienten  homogenen  Substitutionen. 

Während  übrigens  die  aus  X^y  X^  entspringende  G^  direct  die 
Structur  der  nicht-homogenen  Diedergruppe  (n  »»  3)  besitzt,  werden  wir 
die  aus  (4)  p.  620  entspringende  homogene  (7^2  der  Formen  X^y  A^, 
da  sie  auf  die  G^  hemiedrisch  isomorph  bezogen  ist,  als  eine  homogene 
Diedergruppe  (n  ^=  3)  bezeichnen'^).  Diese  homogene  G^^  enthält, 
wie  man  leicht  nachweist,  eine  cyclische  G^  und  drei  cjclische  G^  als 
Untergruppen.  Der  Vollständigkeit  halber  rechnen  wir  uns  auch  noch 
die  zwischen  A3  und  A^  einerseits  und  g^,  g^  andrerseits  bestehenden 
Relationen  aus.    Man  findet  aus  (2)  p.  621  für  A5,  A^  sofort: 


(4) 


2 


A3  A3A4  -f-  A4  ^ 

2A3        3Aj,  A4       3A3A4  +  2A4  =        '  , 

—  A3  A4  (A3  A4)  =  -;r-  •  — 


*)  Wir  müssen  hier  von  vornherein  mit  der  Möglichkeit  rechnen,  dass  sich 
eine  nicht- homogene  G^  des  eindeutig  bestimmten  Diedertjpus  möglicherweise 
noch  in  mehreren  wesentlich  verschiedenen  Arten  zu  homogenen  6^,,  erweitern 
lässt,   d.  h.    dass    für  eine    homogene    Diedergmppe  G^^    noch   mehrere   unter- 
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In  ganz  analoger  Weise  definieren  wir  jetzt  neben  dem  System 
li,  ^2  diö  beiden  weiteren  Modalformen  (—  1)*"  Dimension: 

(5)  l,  =  l.i/Ä,    |,  =  |,VÄ. 

Diese  Formen  erfahren  gegenüber  den  homogenen  Substitutionen  S 
und  T  die  Änderungen: 

^^  T:  »ysi,' =  I3  +  2i„  ,y3i;  =  i3-i„ 

SO  dass  ^3,  ti  gegenüber  S^  invariant  sind  und  sich  demzufolge  als 
Moduln  dritter  Stufe  erweisen.  Da  S3,  5^  aber  von  ungerader  Dimension 
in  den  ü)^,  c^2  sind,  so  werden  sie  bei  T^  das  Zeichen  wechseln,  find 
es  entspringt  aus  (6)  eine  homogene  Tetraedergruppe  G24,  welche  uns  offen- 
bar direct  die  zur  Iwmogenen  Ha^iptcongruenzgruppe  dritter  Stufe  gehörende 
endlidie  G^^  darstellt.  Merken  wir  uns  für  I3,  £4  sogleich  auch  die  den 
Relationen  (4)  entsprechenden  Gleichungen: 

(7)  I,«  -  sog,"!,*  -  81/  =  216i?3, 

Jetzt  ist  besonders  interessant,  dass  auch  aus  den  Operationen  (5) 
p.  620  eine  homogene  Gruppe  von  24  Operationen  der  li,  Ig  entspringt, 
die  mit  den  eben  betrachteten  Substitutionen  der  1,,  $4,  im  ganzen 
betrachtet,  übereinstimmt.  Die  G24  <^  £19  S2  ^^^  ^^  ^^  ^^  sdwn 
gewonnenen  homogenen  Tetrasdertypus,    Inzwischen  sind  die  Formen  1^,  1^ 

ebenso  wie  )/A  Congruenzmoduln  der  secJisten  Stufe;  sie  gehören  also  zu 
einer  ausgezeichneten  homogenen  r^i  der  Stufe  sechs,  deren  bezügliche 
endliche  G24,  dieselbe  Structur  besitzt,  wie  die  zur  Hauptcongruenz- 
gruppe  vierter  Stufe  r24  gehörige  homogene  G^.  Um  jene  r24  der 
6*^  Stufe  zu  bestimmen,  schreiben  wir  uns  zunächst  die  mod.  6  ver- 
schiedenen, mod.  3  mit  1  congruenten  nicht -homogenen  Substitu* 
tionen  auf: 

/l,  3\     /l,  0\     /1,0\     /l,  3\     /-2,       3\     /-2,  3\ 
Vo,  V'  \3,  iJ'  Vo,  V'  \3,  4/'  \     3,  —5/'  \-3,  47* 

Die  entsprechenden  zwölf  homogenen  Substitutionen  werden  zur  Hälfte 
1^,  I2  ^™  Vorzeichen  ändern,  zur  Hälfte  unverändert  lassen;  die  letzteren 
sechs  werden  unsere  fragliche  r24  mod.  6  charakterisieren.  Nun  lassen 
die   sechs   eben   geschriebenen  Substitutionen,   unter  Festhaltung  der 

schiedenc  Stmctnren  möglich  sind.  Die  gleiche  Bemerkung  gilt  auch  für  die 
übrigen  Gruppen  der  regulären  Körper. 
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für  ihre  Coef&cienten  gewählten  Vorzeichen,  Ij,  I4,  |/A  einzeln  unver- 

änderty  während  j^A  nach  (17)  p.  627  bei  der  ersten^  zweiten  und 
letzten  Substitution  das  Zeichen  wechselt,  bei  den  drei  übrigen  aber 
unverändert  bleibt.  Mit  Bücksicht  auf  die  ungerade  Dimension  der 
is>  I4  folgert  man  hieraus  mühelos:  Die  5U  1^,  1,  gehörende  homogene 
r^^  sechster  Stufe  umfasst  edle  modulo  6  mit: 

(«)(-J:J).(-^;-?).a;?).G;D.(-|;-D.(I:=D 

congrttenten  homogenen  ModtdsubstihUionen.  Dass  diese  sechs  Typen 
modulo  6  thatsächlich  eine  ausgezeichnete  G^  in  der  homogenen  G^^^ 
bilden,  kann  man  natürlich  auch  direct  beweisen.  — 

Unter  Zurückschiebung  von  ftj,  ft^  nehmen  wir  jetzt  erst  g^,  ^ 
vorweg,  weil  nämlich  hier  Schritt  für  Schritt  die  nämliche  Über- 
legung Anwendung  findet,  wie  soeben  bei  Si,  £2-     ^^^  schreiben: 

(9)  ts-tiV^,     Si-ts/Ä, 

welche  Modulformen  nach  (7)  p.  620  und  (17)  p.  627  bei  S  und  T 
die  Änderungen  erleiden: 

Die  Operation  S^  lässt  ^,  ti  unverändert,  so  dass  wir  in  ihnen  Modul- 
formen fünfter  Stufe  und  übrigens  ( —  5)*"  Dimension  besitzen.  Die 
aus  (10)  entapriogende  homogene  Ikosaedergruppe  stellt  uns  also  die 
zur  Hauptcongrueuzgrappe  f&nfter  Stafe  gehörende  homogene  6ri,o  dar. 
Mit  g^,  gt  sind  t^,  ^  verbanden  durch: 

(11)  pCS»,  W-       216«/, A'», 

fits,  S.)  =  -  A», 
wobei  H,  T,  f  die  wohlbekannten  Ikosaederformen  sind« 

Andrerseits  entspringt  aus  (7)  p.  620  eine  G^^,  deren  Substitu- 
tionen, im  ganzen  betrachtet,  wieder  mit  denen  von  g,,  ^  völlig  überein- 
stimmen. Aber  Si,  ti  sind  Modulformen  eehnter  Stufe  und  gehören  als 
solche  m  einer  ausgeeeichneien  homogenen  T^^  dieser  Stufe,  deren  ent- 
sprechende 6ri2o,  wie  wir  sehen  y  dieselbe  Struäur  hesitst^  une  die  eur 
homogenen  Hauptcongruenjsgruppe  fünfler  Stufe  gehörende  G^^.  Die  frag- 
liche r^so  der  eehnten  Stufe  reduciert  sich  mod.  10  genommen  auf  die 
sechs  Substitutionen: 

(-)(-;;-D.n;-?M-5';J).a;S.a;?).(;;?)- 
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Eine  besondere  Stellung  nimmt  das  nun  noch  übrig  bleibende 
Modulsjstem  ft^,  fi,  ein.  Hier  können  wir  zuvorderst  das  Eintreffen 
derjenigen  Möglichkeiten  beobachten^  die  wir  bei  der  homogeneu  Dieder- 
gruppe  unter  dem  Texte  p.  629  in  Aussicht  stellten.  Aus  den  Formeln  (6) 
p.  620  entspringt,  wie  wir  sogleich  noch  näher  sehen  werden,  eine 
homogene  G^^y  die  als  eine  homogene  Oktaedergruppe  zu  bezeichnen 
sein  wird.  Wir  betonen  dabei  besonders,  dass  den  cjclischen  G^  der 
nicht-homogenen  Oktaedergruppe  in  dieser  homogenen  G^^  cyclisclic  G^ 
entsprechen,  wie  man  aus  der  ersten  der  eben  citierten  Formeln  ohne 
weiteres  abliest.  Auf  der  anderen  Seite  entspricht  aber  der  homogenen 
Hauptcongruenzgruppe  vierter  Stufe  eine  G^,  die  wir  mit  demselben 
Rechte  als  homogene  Oktaedergruppe  bezeichnen.  In  dieser  G^  ist 
aber  der  aus  S  entspringenden  nicht-homogenen  G^  die  homogene  G^ 
der  Operationen: 

/l,  1\      /1,2\      /1,3\      /l,  0\ 
\0,  1/'    VO,  1/'    \0,  1/'    VO,  1/' 

V     0,-1/'    V     0,-1/'    \     0,-1/'    \     0,-1/ 

zugeordnet,  und  diese  ist,  wie  maji  sofort  bemerkt,  keineswegs 
cyclisch.  Wir  haben  also  da  zwei  von  einander  verschiedene  homogene 
Oktaedergruppen. 

Beim  System  der  ft,,  fi^  verfügen  wir  nun  über  keinen  Zusatz- 
factor,  der  diese  Moduln  etwa  analog  wie  die  voraufgehenden  in  solche 
von  der  vierten  Stufe  zu  verwandeln  fähig  wäre,  und  man  hat  in  3er 
That  bislang  kein  Modulsystem  gefunden,  das  sich  mit  der  homogenen 
Oktaedergruppe  G^  vom  letzteren  Typus  holoedrisch  isomorph  sub- 
stituierte. Bei  dieser  Sachlage  ist  der  Beweis,  dass  die  fi^,  n^  der 
achten  Stufe  angehören,  etwas  umständlicher.  Wir  verfahren  nämlich 
in  diesem  Betracht,  wie  folgt: 

Durch  Combination  unserer  Moduln  fij,  /iij  mit  der  vierten  Wurzel 
aus  der  Discriminante  definieren  wir  die  beiden  Modulformen  ( —  2)**' 
Dimension: 

(13)  f*3  =  fi,>/Ä,    fi^  =  f*2J/A, 

welche  gegenüber  8  und  T  das  Verhalten  zeigen: 

o  #        1  + »  /        —  1  + 1 

(14)  ^'  ^^=1^^-  f*.  =~Y,--f*., 

T:  —  |/2ft3'  =  ^3  +  f*4 ,     -  1/2^/  =  ^  —  ^^, 
(und  dieserhalb  übrigens  wiederum  zu  einer  wesentlich  neuen  homogenen 
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Oktaedergruppe  Anlass  geben).  Mit  g^y  g^  erweisen  sich  diese  neuen 
Moduln  verbunden  durch  die  Relationen: 

(15)  ^;8  _  33^//!/  -  33f*3V4'  +  ^i*'  =  2\Gg^L.y'L, 

Von  den  jetzt  definierten  Moduln  ftg,  ft^  können  wir  nun  zeigen, 
dass  sie  der  achten  Stufe  angehören,  wofern  wir  hier  eine  später  noch 
ausführlich  zu  betrachtende  nicht-homogene  ausgezeichnete  Congruenz- 
gruppe  r^g  der  achten  Stufe  zum  Gebrauch  heranziehen.  Dieselbe 
lässt   sich,   wie   wir   hier   vorgreifend   bemerken,  aus  S^y  den  beiden 

Substitutionen  (   j^'  ^ )  ?  (         j.'  1 ) '   ^^^^^   ^^^   denjenigen    ferneren 

Substitutionen  erzeugen,  welche  aus  den  beiden  soeben  angeführten 
durch  wiederholte  Transformation  vermöge  S  entspringen.  Man  be- 
weist nun  in  der  That  ohne  Mühe « auf  Grund  von  (14) ,  dass  für 
^  s=i  3^  4  die  Gleichungen: 

lik{+  17 ö,  +  4a)2,  +  4a)i  +  (o^  ^  f*ifc(o'i,  (o^)j 
^4(+  löcDj  +  4a),,  +  4oi  +  Oj)  =  ^i(öi,  ög) 

erfüllt  sind,  und  man  schliesst  in  bekannter  Weise  daraus  sofort,  dass 
auch  alle  mit  den  soeben  ausgeübten  gleichberechtigten  Substitutionen 
fi3  und  fi4  unverändert  lassen.  Da  fi,,  ft^  aber  auch  bei  S^  in  sich  über- 
gehen, so  gehören  sie  in  der  That  zur  fraglichen  V^j  die  sich  übrigens, 
wie  man  leicht  berechnet,  mod.  8  auf  die  vier  nicht- homogenen  Typen 

(0'  1)'  (0'  5)'  (4'  5)'  (4'  1)  ^®^^^^^''*-  Merken  wir  uns  also  als 
Resultat:  Die  beiden  Formen  ^  und  ft4  sind  Congruenzmodxdn  achter  Stufe 
( —  2)**'  Dimeiision  und  gelwren  zu  einer  ausgezeichneten  homogenen  f^, 
welche  alle  modulo^S  mit: 

/1,0\      /5,  4\      /5,  0\      /l,  4\ 
,jg.  Vo,  V'    Vo,  5/'    \4,  5/'    \4,  1/' 

^  /7,  0\      /3,  4\      /3,  0\      /7,  4\ 

\0,  7/'    Vo,  3/'    \4,  3/'    \4,  7/ 

congruenten  homogenen  Modulsubstitutionen  umfasst. 

Da  sich  nun  j/A  bereits  oben  als  ein  Gongruenzmodul  der  vierten 
Stufe  erwies,  so  erkennen  wir  jetzt  in  fi^,  /[t,,  die  doch  der  vierten 
Stufe  nicht  angehören  können,  gleichfalls  Moduln  der  achten  Stufe. 
Dabei  gehören  sie  zu  einer  ausgezeichneten  homogenen  V^  dieser 
Stufe,  die  man  unter  Rücksichtnahme  auf  das  Verhalten  von  ^A 
durch  ganz  analoge  Überlegungen  in  Erfahrung  bringt,  wie  vorhin  die 
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Gruppen  von  ||,  I2  ^^^  Su  &•    ^^  findet  sich^  dass  die  fraglidie  aus- 
gezeichnete r^  sich  mod.  8  auf  die  acht  homogenen  Operationen: 

/l,  0\      /5,  0\      /5,  4\      /l,  4\ 
.j^.  \0,  V'    \4,  5/'    \0,  5/'    \4,  1/' 


/3,  0\      /7,  4\      /7,  0\      /3,  4\ 
\0,  3/'    Vo,  7/'    \4,  7;^    \4,  3/ 


redudert  Dass  die  durch  (16)  und  (17)  charakterisierten  Untergruppen 
6rg  der  zur  achten  Stufe  gehörenden  homogenen  G^^^  ausgezeichnete  sind^ 
beweist  man  in  der  That  auch  leicht  direct. 

Hiermit  kommen  unsere  an  die  Galois'schen  Hauptmoduln  sich 
anknöpfenden  formentheoretischen  Betrachtupgen  zum  Abschluss. 

§  7.     Die    sechs    gleichberechtigten  Tg  der   fünften    Stnfe   und   die 

zugehörige  jP^. 

In  dem  nun  beginnenden  zweiten  Teile  des  gegenwartigen  Kapitels 
schreiten  wir  zu  Untersuchungen  wesentlich  anderen  Charakters  vor, 
indem  wir  nämlich  nunmehr  auch  die  nicht  ausgezeichneten  Gongruenz- 
gruppeu  der  bislang  behandelten  Stufen  untersuchen  wollen.  Nach 
unseren  hier  in  Betracht  kommenden  allgemeinen  Erörterungen  (§  10 
des  vorigen  Kapitels)  entspricht  dem  einzelnen  System  gleichberechtigter 
Untergruppen  f^  dieser  Art  eine  Besolvente  f**®"  Grades  des  bezüg- 
lichen Galois'schen  Problems.  Wir  werden  also  in  erster  Linie  die 
Aufstellung  solcher  Resolventen  als  unsere  Aufgabe  ansehen.  Eine 
erschöpfende  Durchführung  dieser  Aufgabe  bleibt  hier  indessen  gänzlich 
ausgeschlossen;  vielmehr  wenden  wir  uns  sogleich  zur  fQnften  Stufe, 
da  sich  in  der  That  die  analogen  Entwicklungen  für  die  voraufgehen- 
den Stufen  in  allereinfachster  Weise  durchführen  lassen*).  Auch  bei 
der  fünften  Stufe  beabsichtigen  wir  keineswegs,  die  Gesamtheit  der 
Resolventen  des  Problems  sechzigsten  Grades  anzugeben;  vielmehr 
wollen  wir  nur  diejenigen  beiden  Systeme  von  Untergruppen  der 
fünften  Stufe  heranziehen,  welche  den  kleinsten  Index  aufweisen.  Das 
sind  nach  p.  489  einerseits  sedis  gleichbereditigte  V^,  die  den  halbmeta- 
cyclischen  Untergruppen  der  G^q  entsprechen,  sodann  aber  zufolge  des 
Galois'schen  Satzes  fünf  gleichberechtigte  fg.  Wir  gewinnen  von  ihnen 
aus  eine  Resolvente  sechsten  und  eine  fünften  Grades  der  Ikosaeder- 
gleichung,  Resolventen,  die  ju  freilich  schon  in  der  Ikosaedertheorie 
die  fundamentalste  Rolle  spielten.    Wir  müssen  hier  aber  um 'so  mehr 


*)  Wir  verweisen  in   diesem  Betracht  schon  hier  auf  das  zn  Beginn  des 
folgenden  Paragraphen  zu  gebende  Citat. 
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auf  diese  GleichuDgen  eingehen,  ala  gerade  die  Art,  wie  wir  sie  ab- 
leiten wollen,  allgemein  fOr  die  Theorie  der  Modnlfunctionen  charak- 
teristisch ist  und  weiterhin  in  einer 
ganzen  Reihe  von  Fällen  zur  Ver- 
wendni^  gelangt. 

Eine  einzelne  anter  den  Becfae 
gleichberechtigten  Tg  (um  mit  diesen 
zu  beginnen)  ist  nach  (1)  p.  458 
z.  B.  diejenige  üntergmppe,  welche 
alle  Substitutionen  der  Gestalt: 


(1)  K»)^ 


(mod.  5) 


enthält.  Diese  Vg  enthült  die  Sub- 
stitution SjeinFundameutalpolygon 
Ff  der  Tg  muss  sieb  also  ganz  inner- 
halb der  beiden  durch  o  ^  +  T 
ziehenden  Geraden  derModulteilung 
anordnen  lassen  und  stellt  übrigens 
einen  zehnten  Teil  des  in  Fig.  83 
p.  355  angedeuteten  Polygons  der 
r^  dar.  Es  ist  nicht  besonders 
schwer  zu  sehen,  dass  das  Polygon 
der  fraglichen  Tg  die  hier  in  Fig.  96 
angegebene  Gestalt  besitzt.  In- 
zwischen wollen  wir  zum  Beweise 
der  Eichtigkeit  der  Fig.  96  umge- 
kehrt von  ihr  aus  auf  Grund  des  Ver- 
zweig ungss  atze  s  eine  Untergruppe 
definieren  und  zeigen,  daes  dieselbe 
unsere  durch  (1)  gegebene  Tg  ist 
Die  Substitutionen  v,,  v^,  Vg,  v«, 
vermöge  deren  die  einander  zuge- 
ordneten liandcurven  der  Fig.  'JG 
mit  einander  correspondieren,  be- 
rechnen sich  aufs  leichteste  zu: 


(2)    v,{a,)^m-[-l,v,{<o)~ 


b«,+  : 


,   "sC»)  =  fi 


V,{^): 


2a  +  l 
~  — 6b  — 


dieseU)€n  haben  in  der   That   alle  die  Form  (1).     Um    aber  zu  zeigen, 
dass    das    in   Fig.  96    gezeichnete    Polygon    dem    Verzweigungssatze 
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genügt^  müssen  wir  dasselbe  durch  Zusammenbiegung  auf  einander 
bezogener  Bandcurven  zur  geschlossenen  Fläche  F^  zusammenlegen. 
Diese  Fläche  lässt  sich  in  einfachster  Weise  zu  einer  Ebene  gestalten, 
da  es  sich  nämlich  in  Fig.  96  um  ein  Polygon  des  Geschlechtes  p  ^  0 
handelt.  Die  zwölf  ^lementardreiecke  der  Fig.  96  geben  solcherweise 
zu  der  in  Fig.  97  angedeuteten  Einteilung  der  Ebene  Anlass.  Um  die 
Entstehung  dieser  letzteren  Figur  aus  der  ersteren  noch  leichter  zu  über- 
blicken, haben  wir  beiderseits  die  Doppeldreiecke,  wie  sie  einander 
entsprechen,  mit  den  Nummern  1  bis  6  versehen;  zugleich  sind  in  der 
letzteren  Figur  die  durch  Zusammenheftung  auf  einander  bezogener 
Randcurven  entstehenden  Linien  des  besseren  Überblicks  halber  stärker 
markiert.  —  Die  Ebenenteilung  der  Fig.  97  entspricht  nun,  wie  man 
sich  überzeugen,  wolle,  gerade  vollständig  den  Anforderungen  des 
Verzweigungssatzes  (cf.  p.  345),  und  also  werden  wir  in  den  gezeichneten 
Figuren  thatsächlich  Polygon  und  Fläche  Fq  der  vorgelegten  Tg  besitzen. 
Die  zur  Tg  gehörende  sechsblättrige  Riemann'sche  Fläche  F^  über 
der  «/"-Ebene  werden  wir  sogleich  zu  verwenden  haben;  stellen  wir 
also  schon  hier  ihre  Verzweigung  fest.  Dieselbe  liegt  in  der  Ebenen- 
teilung der  Fig.  97  ofEen  am  Tage;  in  der  That  ist  ja  diese  Figur 
im  Sinne  von  p.  65  u.  f.  ein  zweckmässiger  Ersatz  der  in  Bede  stehen- 
den Riemann'schen  Fläche  Fq,  Wir  lesen  demnach  unmittelbar  aus 
Fig.  97  ab:  Die  Fläche  Fq  ist  ausschliesslich  bei  J=0,  1,  oo  verzweigt; 
und  zwar  ordnen  sich  bei  J  =  0  die  sechs  Blatte  zu  je  drei  in  zwd 
VerzweigungsipunJcte  zusammen,  bei  J  =  1  verlaufen  zwei  Blätter  isoliert, 
die  vier  anderen  hängen  zu  Paaren  in  zwei  Verzweigung^punkten  zu- 
sammen, endlich  bei  J  ^=^  oo  verläuft  ein  Blatt  isoliert,  während  die 
übrigen  fünf  cyclisch  mit  einander  verzweigt  sind.  Hiervon  haben  wir 
nun  sogleich  eine  interessante  Anwendung  zu  machen. 

§  8.     Anfstellxing  der  Besolvente  seohsten  Grades*). 

Die  Untergruppe  Tg  des  vorigen  Paragraphen  gehört  zum  Ge- 
schlechte jp  B=  0  und  besitzt  somit  einen  Hauptmodul  r(o).  Die  com- 
plexe  Ebene  von  r  können  wir  dann  bekanntlich  geradezu  als  die  der 
Fig.  97  zu  Grunde  liegende  Ebene  betrachten  und  werden  jedenfalls 

*)  Die  hier  zur  Aufstellung  der  Kesolyente  in  Anwendung  gebrachte  Methode 
ist  zuerst  von  Klein  in  dem  Aufsatz:  über  lineare  Differentialgleichungen^  Math. 
Ann.  Bd.  12  (1877)  entwickelt  und  dann  in  den  p.  142  ausführlich  genannten 
Arbeiten  ausgiebig  benutzt  worden.  Zu  den  dortselbst  berechneten  Gleichungen 
gehören  neben  der  Besolvente  des  Textes  auch  die  entsprechenden  auf  die  Stufen 
2,  3,  4  bezuglichen  Resolventen,  weiter  solche  der  Stufen  5,  7,  13,  von  denen 
im  Texte  erst  weiter  unten  gehandelt  wird. 
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den  Hauptmodul  so  fixieren  wollen^  dass  die  in  Fig.  97  auftretende 
Gerade  die  reelle  r-Axe  werde;  es  hat  das  nach  den  bezüglichen  Ent- 
wicklungen in  §  7  des  vorigen  Kapitels  keine  Schwierigkeit.  In  der 
That  bleiben  wir  mit  dieser  Absicht  in  Übereinstimmung,  wenn  wir 
zuvorderst 

(1)  T(ioo)  =  0,     r(0)  =  oo 

setzen.  Hiermit  ist  freilich  t  erst  bis  auf  einen  constanten  Factor 
definiert;  inzwischen  werden  wir  den  letzteren  baldigst  in  zweck- 
mässiger Weise  festlegen.  Verfolgen  wir  vorerst  die  Beziehung  von  r 
zu  Jj  welche  uns  (zufolge  §  5  -des  vorigen  Kapitels)  den  Ausdruck 
der  gewünschten  Resolvente  sechsten  Grades  liefert. 

Zwischen  x  und  cT"  besteht  eine  algebraische  Relation,  deren  all- 
gemeine Form  in  (7)  p.  592  angegeben  ist.  Dabei  bedeuten  für  gegen- 
wärtigen Fall  <t),  V,  X  ganze  Functionen  sechsten  Grades  von  r, 
die  gleich  Null  gesetzt  diejenigen  Werte  von  r  liefern,  welche  bez. 
den  Werten  J  =  0,  1 ,  cx>  entsprechen.  Aber  nun  sehe  man  in  Fig.  97 
nach,  dass  die  sechs  Punkte  r  mit  «7  <»  0  an  zwei  getrennten  Stellen 
zu  je  drei  coincidieren,  was  wir  schon  in  etwas  anderer  Form  am 
Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  aussprachen.  Es  muss  demnach 
<t>(r)  =  0  zwei  dreifache  Wurzeln  haben,  so  dass  wir  setzen  werden: 

<J>(t)  =  (t«  +  ar  +  hf. 

In  völlig  entsprechender  Weise  liest  man  für  Y  und  X  aus  Fig.  97 
oder  dem  Schlusssatze  des  vorigen  Paragraphen  die  Ansätze  ab: 

V(r)  =  (r«  +  or  +  d)(T*  +  er-f/')%     X(r)=jr. 

Beim  Ausdruck  für  X  haben  wir  zugleich  berücksichtigt,  dass  zufolge 
unserer  Auswahl  des  Hauptmoduls  r  die  fünffache  Wurzel  von  Xe=0 
bei  r  =  cx),  die  einfache  bei  r  *==  0  gelegen  ist;  die  a,  6,  c,  •  •  •  sind 
hierbei  noch  nicht  näher  bekannte  numerische  Grössen.  Merken  wir 
uns  also,  dass  mr  auf  Grund  der  im  vorigen  Paragraphen  gefundenen 
Verzweigung  von  t  über  J  als  Gmtalt  der  in  Bede  stehenden  Edation 
die  folgende  ansetzen  müssen: 

(2)  J:J—  l:i  =  (t^  +  at  +  by:  (r«  +  et  +  d)  {i^ +et  +  fyigt. 

Wenn  wir  hier  übrigens  den  Coefficienten  von  z^  in  <1>  direct  gleich  1 
annahmen,  so  war  dies  deshalb  statthaft,  weil  t  =  oo  nicht  zu  den 
Wurzeln  von  <t)  «=  0  gehört  Dass  aber  dann  auch  in  V  =  0  der  höchste 
Coefficient  gleich  1  zu  nehmen  ist,  folgt  deshalb,  weil  die  Gleichung 
<t)  —  X  ■=»  V  ersichtlich  identisch  bestehen  muss. 

Nun  aber  ist  besonders  interessant,  dass  wir  vermöge  der  vorge- 
tragenen Überlegungen  die   in  Aussicht   genommene  Resolvente  vom 
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sechsten  Grade  nicht  Dur  in  der  durch  (2)  gegebenen  znm  Teil  noch 
unbestimmten  Gestalt  haben  ansetzen  können,  dcts$  mr  vielmehr  von  hier 
aus  mit  Hülfe  einiger  weniger  Beehnungen  die  fertige  Form  unserer  Besolvente 
gewinnen  können,  ohne  dass  wir  etwa  noch  wesentlich  neue  HiUfsmiüd 
heranziehen  müssten*).  Bevor  wir  diese  Rechnungen  durchführen,  müssen 
wir  r  endgültig  fixieren,  und  wir  wollen  das  dadurch  thun,  dass  wir 
die  iu  (2)  enthaltene  Constante  g  mit  —  1728  identisch  setzen.  Da- 
mit gewinnt  r,  wie  man  leicht  aus  (2)  berechnet,  bei  cd  »=  0  den 
Näherungswert: 

inj 
5tti 

r  =  —  e         , 

ist  also  endgültig  bestimmt  und  zwar  (in  Übereinstimmung  mit  unserer 
obigen  Festsetzung)  auf  der  imaginären  m-Axe  als  reelle  Grösse. 

Zur  Bestimmung  der  noch  unbekannten  Ooefficienten  a,  &,  c,  •  •  • 
benutzen  wir  nun  die  identische  Gleichung  <t>  —  X  =  V.  Man  be- 
weise nämlich  durch  elementare  Betrachtung,  dass  die  Functional- 
determinante  von  <t)  und  X: 

den  in  <t)  —  X  =  V  quadratisch  enthaltenen  Factor  (r*  +  ^if  +  /} 
noch  in  erster  Potenz  besitzen  wird.  Da  aber  ¥  mit  <t>  sicher  keinen 
linearen  Factor  gemeinsam  hat,  so  kommt  als  notwendige  Folgerung 
die  Identität: 

welche  uns  c  =  -^ ,  /*  «= r  liefert. 

o  '  o 

Mit  Hülfe  der  so  berechneten  Werte  6,  f  schreibe  man  jetzt  die 
Identität  <t>  —  X  =  V  ausführlich;  sie  lautet: 

^6_|.3ß^6+3(^2^jy^(^8^6afc)T3+3(6«-fa»fcy+(3a6«-fl728>-ffe» 

In  ihr  müssen  nun  gleich  hohe  Potenzen  rechts  imd  links  die  näm- 
lichen Ooefficienten  aufweisen.  Vergleichen  wir  aber  zunächst  die 
5**"  Potenzen  und  die  Absolutglieder,  so  kommt: 

c  =  -v^,     d=  256. 
Die  vierten  Potenzen  liefern 


r«  +  er  +  /'=T^  +  -T-r  —  -- 


*)  Eb  liegt  dies  offenbar  daran,  dass  unsere  F^  darch  Angabe  ihrer  bei 
J  BS  0,  1,  oo  gelegenen  Yerzweigungspunkte  bereits  Yollständig  bestimmt  ist,  was 
man  auch  geometriscli  leicht  bestätigen  kann. 
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und  endlich  die  zweiten  unter  Verwertung  der  schon  gefundenen  Be- 
ziehungen: 

«5  ==  -  10\ 

Da  aber  unsere  Gleichung  infolge  der  symmetrischen  Auswahl  von  t 
durchweg  reelle  Coefficienten  besitzt,  so  ist  notwendig  a  =  —  10,  und 
damit  finden  sich  ingesamt  für  die  unbekannten  Constanten  in  (2)  die 
durchgängig  rationalen  Zahl  werte: 

a  =  — 10,    6  =  5,    c  =  — 22,    d=125,  e  =  — 4,    f=  —  l. 

Unsere  gesuchte  Besolvente  sechsten  Grades  hat  demnach  die  fertige  Form*): 

(3)     J:c7^— l:l  =  (r*— 10r  +  5)':(r»  — 22r+  125)(T«-4r-  1)^ 

:  —  1728r. 

Wir  bezeichnen  Gleichung  (3)  fortan  als  die  funcHonentheoretische 
Gestalt  unserer  Besolvente  sechsten  Grades  und  setzen  ihr  eine  zweite 
formentheoretische  Gestalt  gegenüben  In  der  ersteren  Gestalt  ist  näm- 
lich die  Unbekannte  x  eine  Modulfunctiou,  in  der  letzteren  wird  ent- 
sprechend die  Unbekannte  eine  Modulform  sein.  Wir  gelangen  zu  ihr, 
indem  wir  vorab  die  Aufgabe  lösen,  den  Hauptmodul  z  als  rationale 
Function  von  t  darzustellen.  Statt  aber  hier  in  die  Einzelheiten  der 
Ableitung  dieser  Darstellung  t  =  R(^)  einzuführen,  geben  wir  so- 
gleich als  fertiges  Resultat 

125 


an  und  wollen  nun  umgekehrt  an  der  rechten  Seite  von  (4)  alle 
wesentlichen  Eigenschaften  von  r  nachweisen.  Die  rechte  Seite  von  (4) 
bleibt  in  der  That  bei  den  zehn  ^-Substitutionen 


—  e 


9 


unverändert,  welche  zufolge  leichter  Rechnung  die  unserer  Tg  zu- 
geordnete Untergruppe  G^^  der  G^q  bilden**).  Da  wir  überdies  in  (4) 
eine  rationale  Function  zehnten  Grades  von  i  haben,  so  wird  dieselbe 
auf  dem  Polygon  der  V^  einwertig  sein  und  also  einen  Hauptmodul 
der  Tg  abgeben.  Derselbe  wird,  wie  man  aus  (2)  p.  613  berechnet, 
bei  d  SS  ioo  zu  Null,  bei  a>  ■»  0  aber  <x>,  stimmt  also  mit  x  jedenfalls 
bis  auf  einen  numerischen  Factor.    Dass  aber  letzterer  mit  1  identisch 


•)  Cf.  „IkoB."  p.  111  Formel  (49). 

**)  Man  vergl.  die   aaefQhrliche  Angabe   der   60  Ikosaedersubfititutionen  in 
„Ik08."  p.  43  Formel  (82). 
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ist^  ergiebt  sich,  weil  die  rechte  und  linke  Seite  von  (4)  bei  cj^^ioo 
übereinstimmend  die  Annäherung  —  125r  besitzt,  was  man  auf  Grund 
von  (3)  p.  639  bez.  (6)  p.  614  leicht  zeigt.  Gleichung  (4)  giebt  so- 
nach in  der  That  die  richtige  Darstellung  von  r  als  Function  von  ^. 
Jetzt  schreiben  wir  unter  Heranziehung  der  Formen  g^,  ts  ^J® 
Gleichung  (4)  in  der  homogenen  Gestalt: 

_,         125  f^,« 

Aber  was  hier  im  Nenner  steht,  ist  nach  (5)  p.  622  nichts  anderes, 
als  —  A~\  so  dass  wir  für  r  die  merkwürdige  Darstellung: 

(5)  r 125gjVA 

gewinnen.  Wir  sehen:  Auch  noch  y  zi~Ä  ^^  ^'^^  eindeutige  Modulform 
fünfter  Stufe;  denn  sie  ist  unter  eweckmässiger  Fixierung  der  sedisten 

Einheitswurzel  mit  ti^Y^  identisch.  Freilich  gehört  gig^l/ö  nicht 
direct  zur  fg,  indem  diese  Grösse  nämlich  bei  der  Substitution  ti=  —  t*} 
^  B=  g^  noch  einen  Zeichenwechsel  erleidet.  Jedenfalls  aber  gehört 
dieser  Gruppe  wieder  die  Modulform: 

(6)  o^V^-^^"^* 

an,  und  dieses  e  wollen  wir  jetzt  an  Stelle  von  r  in  (3)  substituieren. 
Vorerst  setzen  wir  die  Proportion  (3)  in  die  Gleichung  um: 

um  aus  ihr  durch  Ausziehen  der  dritten  Wurzel 

t'— 10t+  5 

z  =  — 

zu  gewinnen.  Dass  übrigens  bei  dieser  letzten  Operation  nicht  etwa 
eine  complexe  dritte  Einheitswurzel  als  Factor  der  linken  oder  rechten 
Seite  auftritt,  zeigt  man  unter  Bücksicht  auf  die  Darstellung  (6)  von  e 
wieder  durch  Annäherung  an  cd  «=  ioo.  Indem  wir  jetzt  in  der  letzten 
Gleichung  vollends  r«-»  —  z^A  substituieren,  kommt  als  Gleichung  für;?: 

womit  die  in  Aussicht  genommene  formentheoretiscJie  Gestalt  unserer  Be- 
solvente  getvonnen  ist*). 


*)  In  „IkoB."  p.  110  —  112  ist  die  Anordnung  gerade  umgekehrt,  wie  hier  im 
Texte,   indem    zuerst  die  formentheoretiscbe  liesolvente  aufgestellt  und  ans  ihr 


die  functionen theoretische  abgeleitet  wird. 
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Man  wolle  bemerken^  dass  die  linke  Seite  der  Gleichung  (7)  in 
den  o>i,  (»2  Homogeneität  zeigt;  indem  nämlich  jedes  Glied  derselben 
in  d^f  02  Ton  der  Dimension  24  ist.    In  der  That  ist  ja  0  Modulform 

vierter  Dimension.     Da  übrigens  |/A  der  Dimension  (—4)  angehört^ 

so  ist  rc  =  —  0  Ya  von  der  Dimension  Null  und  stellt  also  eine  Modul- 
function  dar.  Die  Substitution  von  x  statt  js  in  die  letzte  Gleichung 
giebt  die  oft  benutzte  Gestalt  unserer  Resolvente: 

(8)  X«  —  lOic»  +  ^ .  a;  +  5  =  0. 

Indessen    gehört    diese   Gleichung    nicht    eigentlich   der   fünften, 

sondern  der  fünfzehnten  Stufe  an;  wirklich  ist  ja  auch  x  =^  zY^ 
eine  Modulf unction  der  fünfzehnten  Stufe*). 

§  9.     NlUieres  über  die  Besolvente  seohsten  Grades.     Die  Frage 

naoh  ihrem  Affeot. 

Die  Gleichungen  sechsten  Grades  des  vorigen  Paragraphen  sind 
Resolventen  der  Ikosaedergleichung  und  besitzen  als  solche  eine 
Galois'sche  Gruppe**)  sechzigster  Ordnung.  Wir  wollen  diesen  Satz 
hier  nochmals  unter  Zugrundelegung  der  formentheoretischen  Resolvente 

(1)  ^+^^-^.  +  A^o 

ableiten  und  sodann  eine  Reihe  weiterer  algebraischer  Überlegungen 
an  diese  besonders  interessante  Form  unserer  Resolvente  knüpfen. 

Wir  nennen  die  sechs  Wurzeln  von  (1)  im  Anschluss  an  eine 
schon  von  Galois  gebrauchte  Bezeichnungs weise  z^,  ^oy^if  ^2,  ^37  ^4;  und 
zwar  sei  0^  der  im  vorigen  Paragraphen  schlechthin  durch  0  be- 
zeichnete Modul: 

(2)  «00  =  «(«1,  ««)  =  ^ti%', 

während  wir  alsdann  weiter  im  Anschluss  an  Fig.  96^  p.  635: 

(3)  0r  =  0(—  m^y  ©1  —  vm^) 

schreiben.  Lassen  wir  jetzt  J  in  seiner  Ebene  irgend  welche  ge- 
schlossene Wege  beschreiben,  so  kommt  das  darauf  hinaus,  dass  wir 
auf  m  irgend  welche  Modulsubstitutionen  ausüben.  Denken  wir  uns  nun 
die  sechs  Wurzeln  von  (1)  in  die  soeben  schon  geschriebene  Anordnung 
gebracht  und  üben  alsdann  der  formentheoretischen  Gestalt  von  (1)  ent- 

*)  Bei  der  fünften  Stufe  würde  man  übrigens  bleiben,  wenn  man  statt  z  die 
Function  o;  «■  —  g^e  substituiert.   Es  kommt  dann  als  Eesolvente  (cf.  „Ikos.**  p.  111) : 

«•  —  10/«'  +  12jr*Ä  +  5  J«  =  0. 

**)  Damit  ist  hier  immer  die  Monodromiegrnppe  gemeint. 
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sprechend  homogene  Modulsubstitationen  aus,  so  ist  jeder  solchen 
eine  bestimmte  Permutation  der  0^,  z^j  £fj,  •  •  •  zugeordnet*).  Es  ent- 
sprechen dabei  den  Substitutionen  8  und  T  die  Permutationen: 

S\     £^4    =  ^00  >      ^^  ~  ^r  — 1, 
W  rrf      i0»^    =  0n*         0n    ^=  0^   ,         0a    =  0^ 


'2> 

wie  man  leicht  zum  Nachweis  bringt.  Da  aber  alle  sechs  0  Moduln 
fünfter  Stufe  sind  und  überdies  in  den  co^^  o^  gerade  Dimension  auf- 
weisen, so  erhalten  wir  insgesamt  nur  sechzig  Permutationen,  die  eine 
aus  den  beiden  Permutationen  (4)  zu  erzeugende  Gqq  bilden.  Diese 
Gqq  ist  offenbar  mit  der  Ikosaedergruppe  holoedrisch  isomorph  und  giebt 
uns  die  Galois'sche  Gruppe  der  Gleichung  (1)  in  ihrer  elementaren  Form 
als  PermtUationsgruppe,  und  zwar  unter  Zugrundelegung  des  BationalitätS' 
hereicJis  der  Goefficienten  von  (1).  Wirklich  ist  jede  Function  der  sechs 
Wurzeln,  die  ihren  Wert  bei  den  sechzig  Permutationen  der  GßQ  nicht 
ändert,  eine  Modulform  erster  Stufe;  als  solche  ist  sie  mit  Rücksicht 
auf  die  Dimension  der  0  in  ^2  ^^^  ^^  ^^^  ^^^^  Auch  in  den  Coefficienten 
von  (1)  rational  darstellbar,  d.  h.  sie  ist  für  uns  rational  bekannt. 

Wir  können  hier  die  Frage  aufwerfen,  wie  man  bei  dieser  Sachlage 
die  Eigenart  der  besonderen  Gleichung  (1)  gegenüber  der  allgemeinen 
Gleichung  sechsten  Grades  in  zweckmässigster  Weise  charakterisieren 
kann,  oder  (um  es  mit  dem  Eronecker' sehen  Ausdruck  zu  be- 
zeichnen) wie  man  den  Affect  der  Gleichung  (1)  am  einfachsten  angeben 
kann.  Wir  werden  hier  dem  allgemeinen  Brauche  dadurch  folgen, 
dass  wir  uns  mit  irgend  einer  rationalen  Function  f  der  sechs  Wurzeln 
versehen,  die  so  gebildet  ist,  dass  sie  bei  den  sechzig  Permutationen 
der  Gqq  numerisch  unverändert  bleibt,  bei  allen  übrigen  Permutationen 
der  sechs  Grössen  0ao ,  0q9  •"  indessen  ihren  Wert  ändert.  Eine  derartige 
Function  /  nennen  wir  eine  Affectfunction  von  (1)  und  ziehen  aus  dem 
Fundamentalsatze  der  Galois'schen  Theorie  ganz  allgemein  das  Resultat, 
dass  irgend  eine  Affectfunction  von  (1)  in  einer  particulär  gewählten 
und  übrigens  den  symmetrischen  Functionen  der  sechs  Wurzeln  rational 

ist.     Gegenwärtig  wäre  alsdann  ein  solches  f  gegenüber  der  Gesamt- 
em 
gruppe  aller  6!  Permutationen  der  0  noch  eine  ^  =  12-wertige  Func- 
tion und  würde   als  solche  einer  Gleichung  zwölften  Grades  genügen, 
deren    Coefficienten    sich    aus    den    symmetrischen    Functionen   der  e 


*)  Will  man  übrigens  lieber  bei  den  nicht-homogenen  Sabstitationen  bleiben, 
Ro  kann  man  auch  an  Stelle  von  (1)  die  auf  der  vorigen  Seite  anter  dem  Texte 
mitgeteilte  Form  der  Resolrente  zn  Grande  legen. 
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rational  aufbauen.  Übrigens  kann  es  vielleicht  zweckmässig  sein,  statt 
einer  einzelnen  solchen  Affectfanction  mehrere  rationale  Functionen  ff 
f  y  •  •  'y  der  sechs  Wurzeln  zu  setzen,  die  insgesamt  gerade  wieder  bei 
jenen  60  Permutationen  und  nur  bei  diesen  numerisch  unverändert 
bleiben,  während  die  einzelne  Function  vielleicht  auch  noch  darüber 
hinaus  bei  anderen  Permutationen  der  z  ihren  Wert  nicht  ändert;  man 
bemerkt  leicht,  dass  ein  solches  System  /",  f ,  •  •  •,  die  einzelne  AflFect- 
function  zu  ersetzen  vermag.  Den  Affect  von  (1)  werden  wir  also  da- 
durch in  kürzester  Weise  fixieren  können,  dass  tvir  irgend  eine  einzelne 
Ajfectfwnction  f  oder  ein  solches  Affectfunctions-System  wirTdich  angehen. 
Es  wäve  nun  nicht  schwer,  fQr  die  Gleichung  (1)  eine  einzelne 
Affectfunction  auf  directem  Wege  aufzubauen;  das  betreflFende  Ver- 
fahren würde  aber  für  ähnlich  gebaute  höhere  Gleichungen,  mit  denen 
wir  später  zu  thun  haben,  nicht  mehr  anwendbar  sein.  Wir  wollen 
demnach  zur  Erledigung  unserer  Frage  noch  andere  Mittel  heran- 
ziehen und  erinnern  uns  zu  diesem  Ende  mit  Vorteil  des  Umstandes, 
dass  unsere  Resolvente  (1)  eine  besondere  Ausdrucksform  für  ein 
ternäres  Formenproblem,  nämlich  das  „Problem  der  A"  ist,  welches 
letztere  in  „Ikos."  II  Kap.  4  in  ausgiebiger  Weise  betrachtet  worden 
ist.  Besagte  Formen  A  müssen  wir  demnach  vorab  in  Erinnerung 
bringen.  Dieser  Schritt  bringt  es  denn  freilich  mit  sich,  dass  wir 
an  Stelle  der  Gleichung  sechsten  Grades  für  z  vielmehr  die  Gleichung 

zwölften  Grades  der  Betrachtung  zu  Grunde  legen  werden,  der  Yz 
genügt.  Wir  werden  sogleich  bemerken,  dass  auch  diese  eine  Resol- 
vente der  Ikosaedergleichung  ist. 

§  10.   Das  Modnlsystem  der  A.  Affeot  der  Besolvente  zwölften  Grades. 

Nach  Massgabe  von  „Ikos."  II,  4  (p.  211  u.  f.)  bezeichnen  wir  die 
drei  quadratischen  Verbindungen  der  Formen  gj,  g^  in  der  folgenden  Art: 

In  diesen  Aq,  Aj,  A,  haben  wir  drei  Modulformen  fünfter  Stufe  zweiter 
Dimension  gewonnen,  die  ihrerseits  den  Hauptmodul  i  in  der  Gestalt: 

darstellen.     Zwischen  den  A  besteht  offenbar  die  Relation 
(3)  V  +  A.A,  =  0, 

welche  man,  wenn  man  will,  als  homogen  geschriebene  Gleichung 
eines  Kegelschnitts  auffassen  kann;  dieser  letztere  ist  alsdann  im  Sinne 
unserer  allgemeinen  Entwicklungen  p.  591  wechselweise  eindeutig«  auf 
das  Polygon  der  Hauptcongruenzgruppe  fünfter  Stufe  bezogen. 

41* 
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Das  Verhalten  der  A  bei  Ausübung  homogener  Modulsubstitutionen 
berechnen  wir  ohne  weiteres  aus  dem  entsprechenden  Verhalten  der 
^19  ^2*  ^^^  finden,  dass  sich  die  A  ternär  homogen  substituieren,  und 
erhalten  insbesondere  für  die  Operationen  8  und  T  aus  (7)  p.  620  die 
nachfolgenden  Substitutionen  (cf.  „Ikos/^  p.  213,  Formel  (4)): 

1/5A.'  =  2A„  +  (««  +  £»)A.  +  («  +  f*)A„ 

i}/öA;  =  2Ao  +  (6  +  «*)Ai  +  (ß»  +  £»)A,- 

Durch  Wiederholung  und  Gombination  dieser  Substitutionen  erhalten 
wir  eine  mit  der  Ikosaedergruppe  holoedrisch  isomorphe  G^  temärer 
A- Substitutionen,  deren  vollständige  Aufstellung  keine  Schwierigkeiten 
haben  würde.  Als  besonders  bemerkenswerten  Umstand  nennen  wir 
noch,  dass  die  A  infolge  ihrer  geraden  Dimension  insgesamt  nur 
60  Substitutionen  bilden,  im  Gegensatze  zu  den  Formen  ti)  S%9  welche 
als  solche  der  ersten  Dimension  eine  homogene  Ikosaedergruppe  G^^ 
herstellen. 

Indem  wir  die  drei  Ikosaederformen  H,  Ty  f  derart  schreiben, 
dass  sie  sich  ganz  und  rational  aus  den  quadratischen  Verbindungen 
der  ^j,  ^  aufbauen,  können  wir  sie  ohne  weiteres  als  ganze  homogene 
Functionen  der  Grade  10  bez.  15  und  6  in  den  A  darstellen  und 
gewinnen  dann  an  Stelle  der  Formeln  (5)  p.  622  das  System  der  drei 
Gleichungen: 

(5)  <t>(\,A,.A,)  =  -^^^,     VCA^A^A,)-?^, 

wo  linker  Hand  die  drei  in  Rede  stehenden  Formen  gemeint  sind. 
Dieselben  verhalten  sich  gegenüber  den  Operationen  (4),  nötigenfalls 
unter  Benutzung  der  Identität  (3),  invariant  und  lassen  sich  eben-  in- 
folge dieser  Identität  in  eine  grosse  Reihe  verschiedener  Gestalten 
umsetzen*).  Man  denke  sich  jetzt  die  drei  Formen  <t>;  V,  X  mit 
Rücksicht  auf  die  zwischen  ihnen  bestehende  Relation: 
08  ^  v|/2  ^  1728X»  =  0 

*)  Man  sehe  z.  B.  die  in  „Ikos."  p.  215  mitgeteilten  Formen  C%  Z),  JB', 
welche  bis  aaf  numeriBche  Factoren  (anter  Obacht  auf  (3))  mit  den  Formen  0,  Y,  X 
ideDtisch  sind.  Die  Formen  C\  Z>,  B'  haben  indes  noch  eine  weitergehende 
Bedeutung:  sie  verhalten  sich  gegenüber  den  Substitutionen  (4)  invariant,  auch 
ohne  dass  man  das  Bestehen  der  Identität  (8)  voraussetzt.  Auf  die  in  diesem 
Umstände  Hegende  Verallgemeinerung  können  wir  an  dieser  Stelle  nicht  eingehen. 
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beliebig  gewählt  und  verlange  dann  die  zugehörigen^  Gleichung  (3) 
befriedigenden  Wertsysteme  Aq,  A^,  Aj  zu  berechnen.  Das  so  gestellte 
Problem  sechzigsten  Grades  werden  wir  als  cUxs  Formenproblem  der  A 
bezeichnen  und  erkennen  dessen  Galois^schen  Charakter  äusserlich 
daran^  dass  sich  alle  sechzig  Lösungssysteme  A^^  A^,  A2  in  einem 
unter  ihnen  vermöge  der  aus  (4)  entspringenden  Substitutionen  linear 
darstellen. 

Nun  ist  die  Sachlage  die^  dass  unser  soeben  formuliertes  Pro- 
blem der  A  die  Gleichung  sechsten  Grades  (1)  p.  641  oder,  was  ein- 
facher ist,  die  Gleichung  zwölften  Grades: 

(6)         W+gd/^'-^Cv^^  +  ^^o, 

welcher  Yi  genügt*);  zur  Resolvente  hat.  In  der  That  gestatten  die 
Qwidrcdwurgdn  aus  den  z  in  den  Aq,  A^,  A^  eine  sehr  elegante  Dar- 
steHungy  die  aus  den  Formeln  (6)  p.  640  imd  (3)  p.  641  mit  Rücksicht 
auf  das  Verhalten  der  A  bei  S  und  T  entspringt: 

--l/5Ao, 


^^^  /^  -       Ao  +  «^A,  +  «*^A,**), 

und  andrerseits  erweisen  sich  auch  die  Coefficienten  von  (6)  als  ratio- 
nale Functionen  der  beim  Probleme  der  A  bekannten  Grössen  <t>;  X. 
Beiläufig  bemerken  wir,  dass  das  in  (7)  auftretende  Schema  von 
Jacobi  allgemein  für  (n-(-l)  Grössen  formuliert  wurde  (unter  n  eine 
ungerade  Primzahl  verstanden) ,  und  dass  man  daher  nach  dem  Vor- 
schlage Brioschi's,  Gleichungen  der  hier  auftretenden  Art  Jacobi 'sehe 
Gleichungen  nennt***). 

Um  jetzt  den  AfiPect  der  Gleichung  (6)  äusserlich  erkennbar  fest- 
zulegen, haben  wir  einfach  auf  das  Problem  der  A  Bezug  zu  nehmen. 
Aus  den  Relationen  (7)  berechnen  wir  uns 

während  andrerseits  aus  den  nämlichen  Relationen  auch   noch  folgt: 

*)  Dieselbe  gehOrt,  wie  man  sich  dnreh  (6)  p.  640  leicht  überzeugen  kann, 
zü  denjenigen  sechs  fj,,  die  den  sechs  cyclischen  G^  innerhalb  der  G^q  ent- 
sprechen. _ 

**)  Der  Fortgang  von  z  zu  Yz  erfordert  die  Auswahl  des  zunächst  fraglichen 
Vorzeichens.    Wie  dasselbe  für  die  in  den  Formeln  (7)  aufgenommenen  Modul- 

fonnen  Yz  fixiert  ist,  geht  aus  den  rechten  Seiten  dieser  Formeln  herror. 
***)  Man  vergl.  übrigens  „Ikos.**  p.  147,  160. 
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(9) 

Hier  schliessen  wir  aus  (8),  dass  Dicht  nur  0  und  X,  sondern  auch  V 
rational  in  den  ^z  ist,  und  wir  denken  uns  neben  den  Goefficienten  von  (6) 
auch  den  Wert  von  V,  der  aus  diesen  Goefficienten  nur  erst  durch 
eine  Quadratwurzel  zu  berechnen  ist,  ausdrücklich  gegeben.  In  dem 
so  fixierten  Eaiionaliiätsbereich  werden  alsdann  die  linken  Seiten  von  (9) 
für  unsere  Gleichung  ßw  elften  Grades  ein  Äff ectfunctions- System  bilden. 
In  der  That  sind  die  linken  Seiten  von  (9),  ohne  in  den  Wurzeln  von  (6) 
symmetrisch  zu  sein,  rational  bekannt,  indem  sie  in  einfachster  Weise 
den  Wert  Null  haben.  Sie  genügen  aber  auch,  um  den  Affect  festzu- 
legen. Denn  nehmen  wir  die  Gleichungen  (9)  als  bestehend  an,  so 
definieren  die  Formeln  (8)  drei,  die  Identität  (3)  p.  643  erfüllende 
Grössen  A^,  Aj,  Ag,  für  welche  wir  dann  umgekehrt  aus  unserer  Glei- 
chung (6)  und  dem  adjungierten  Werte  V  das  „Problem  der  A"  formu- 
lieren können.  Aber  dieses  Problem  hat  nur  60  Lösungen,  und  dem 
geht  es,  wie  wir  hier  nicht  noch  ins  einzelne  darlegen  wollen,  parallel, 
dass  die  linken  Seiten  von  (9)  insgesamt  nur  bei  gewissen  60  Permu- 
tationen der  yH  ihren  Wert  nicht  ändern,  eben  denjenigen,  welche 
die  Galois'sche  Gruppe  von  (6)  abgeben. 

§  11.     Die  fünf  gleichberechtigten  Tg  der  fünften  Stufe  und  die  su- 

gehörige  Fläche  F^*). 

Nach  dem  p.  489  formulierten  Galois'schen  Satze  giebt  es  bei 
<^  ==  5  als  Gongruenzgruppen  von  niederstem  Index  fünf  gleichberechtigte 
fs,  welche  den  fünf  gleichberechtigten  Tetraedergruppen  (r^g  innerhalb 
der  Ikosaedergruppe  Gqq  zugeordnet  sind.  Wir  wollen  diese  Gruppen 
jetzt  des  näheren  untersuchen,  um  die  ihnen  entsprechende  Besolvente 
fünften  Grades  der  Ikosaedergleichuug  wiederum  auf  functionen- 
theoretisch-geometrischem  Wege  aufzustellen. 

Sei  Tg  eine  einzelne  unter  den  fraglichen  Gruppen,  G^j  aber  die 
ihr  entsprechende  Untergruppe  der  G^q.  In  dieser  G^^  ist  alsdann 
sicher  die  G^  der  fünf  Substitutionen  1,  5,  S^,  S^,  ä*  nicht  enthalten, 
und  wir  entnehmen  daraus  ohne  weiteres,  dass  unter  den  fünf  Doppel- 
dreiecken 1,  S,  S^,  S\  S^  keine  zwei  bezüglich  der  f^  äquivalent  sind. 

*)  Diesem  und  dem  folgeuden  Paragraphen  liegt  die  Arbeit  von  Klein,  über 
die  Erniedrigung  der  Modulargleichungen,  Math.  Ann.  Bd.  U  (1878)  zu  Grande. 
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Da  aber  für  die  Tg  insgesamt  nur  fünf  inäquivalente  Doppeldreiecke 

existieren^  so  folgt,  dass  wir  ein  Fundamentalpoljgon  für  die  Tg  aus 

diesen  fünf  Doppeldreiecken  aufbauen  können.    Statt  ihrer  können  wir 

aber    auch    die    Doppeldreiecke 

/S-^  S'\  1,  S,  S^  wählen,  wie 

solches    in     Fig.   98    geschehen 

ist,  wo  diese  Dreiecke  dann  mit 

den  Nummern  1  bis  5  versehen 

sind. 

Hier  werden  nun  jedenfalls 
die  beiden  geraden  Randcurven, 
welche  Fig.  98  nach  rechts  und 
links  hin  abschliessen,  einander 
zuzuordnen  sein;  denn  sie  correspondieren  durch  die  Substitution  S\ 
Es  fragt  sich  nun  weiter,  wie  die  zehn  unteren  freien  Elementar- 
dreiecksseiten der  Fig.  98  einander  zuzuordnen  sind.  Ohne  hier  in 
die  Einzelheiten  der  Untersuchung  einzuführen,  constatieren  wir  so- 
gleich, dass  die  in  Fig.  98  angedeutete  Zuordnung  jedenfalls  zu  einer 
unserer  Vk  führt.    Erstlich  nämlich  lässt 

iß 

sich  das  Polygon  Fig.  98  durch  Zusammen- 
biegen aufeinander  bezogener  Randcurven 
in  eine  einfach  bedeckte  Ebene  verwandeln, 
deren  in  Fig.  99  gegebene  Einteilung, 
wie  man  sich  überzeugen  wolle,  den  Be- 
dingungen des  Verzweigungssatzes  voll- 
ständig genügt.  Es  definiert  also  das 
Polygon  Fig.  98  eine  Tg  und  zwar  eine 
solche  der  fünften  Classe,  wie  man  an 
der  Zahl  der  bei  co  =  ioo  zusammen- 
hängenden Dreiecke  sieht.  Aber  eine 
Untergruppe  fünfter  Classe  ist  nach  be- 
kannten Sätzen  des  vorigen  Abschnitts  notwendig  eine  Congruenz- 
gruppe  fünfter  Stufe,  und  da  giebt  es  als  zum  Index  5  gehörig  nur 
die  eine  Art  unserer  fünf  gleichberechtigten  fg.  Fig.  98  stellt  uns 
also  wirklich  das  Polygon,  Fig.  99  die  gesddossene  FläcJic  F^  einer  miserer 
Tg  dar.  Die  Polygone  der  übrigen  vier  fr,  gewinnen  wir  einfach 
dadurch,  dass  wir  in  Fig.  98  nicht  das  Dreieck  3,  sondern  der  Reihe 
nach  die  Dreiecke  1,  2,  4,  5  als  Ausgangsdreieck  der  Modul teilung 
ansehen*). 

*)  £8    entspringt   zugleich   aus   der  Überlegung  des  Textes,   dass   sich  die 
Randcurven   der   Fig.  98   in   anderen   als   den  hiermit  zur  Geltung  gekommenen 


Fig.  99. 
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Dieses  Resultat  kann  man  übrigens  rein  rechnerisch  in  folgender 
Weise  bestätigen.  Die  Erzeugenden  der  zunächst  betrachteten  Tg  sind 
neben  S^  die  drei  in  Fig.  98  durch  t?i,  v^,  v^  bezeichneten  Substitut 
tionen.     Wir  berechnen  für  deren  Gestalt  sehr  leicht:  , 

(1)  v,{ai)=  J°^"L%>     ^2(®)=^,     ^sW=v3r- 

Hier  befriedigen  v^  v^  die  Gongruenzen: 

Vi'  ^  1,     ^2*  ^  1,     (v^v^y  ^  1,  (mod.  5), 

erzeugen  also,  modulo  5  betrachtet,  eine  Tetraedergruppe  G^^.  Dieser 
Gi2  gehört  dann  aber  auch  die  Operation  v^  an,  denn  wir  berechnen 
sofort,  dass  modulo  5  die  Congruenz  v^  ^  v^^  v^  besteht 

Die  Verzweigung  der  unseren  Tg  zugehörigen  fUnfblättrigen  Fläche 
F^  über  der  J- Ebene  liegt  in  Fig.  99  oflfen  vor  Augen.  Wir  stellen 
die  Lage  und  Art  der  Yerzweigungspunkte  hier  zum  Schlüsse  aus- 
führlich zusammen:  Bei  J=  1  verlmft  ein  Blatt  der  F^  isoliert^  die 
vier  anderen  sind  m  Paaren  in  zwei  Vereweigungspunkten  mit  einander 
verbunden;  bei  J  =0  verlaufen  zwei  Blätter  isoliert^  während  die  übrigen 
drei  in  einem  VerzweigungspunJcte  cyclisch  eusammenhängen;  bei  J  ^^  oo 
hängen  alle  fünf  Blätter  in  einem  Vereweigungspwnkte  cyclisch  msammen. 
Diese  Sätze   werden  wir  sogleich  zur  Verwendung  zu  bringen  haben. 

§  12.     Aufstellung  der  BeBolvente  fünften  Grades. 

Die  Gewinnung  der  Besolrente  fünften  Grades  geschieht  jetzt  in 
ganz  ähnlicher  Weise ,  wie  diejenige  der  Resolvente  sechsten  Grades 
in  §  8.  Die  durch  Fig.  98  definierte  Tg  ist  vom  Geschlechte  p  =  0, 
besitzt  also  einen  Hauptmodul^  den  wir  x  nennen  wollen.  Wir  werden 
denselben  jedenfalls  so  fixieren^  dass  die  verticale  Symmetrielinie  der 
Flg.  99  die  reelle  r-Axe  wird.  Solches  triflFk  zu,  wenn  wir  in  den 
drei  Punkten  m  «=  i,  q,  ioo  für  r(a))  die  Werte: 

(1)  tr(i)  =  0,     t((>)  =  3,     r(ioo)=cx) 

festsetzen. 

Indem  dann  wieder  r  mit  J  durch  eine  Relation  der  Form  (7) 
p.  592  verbunden  ist,  specificieren  wir  auf  Grund  der  Angaben  am 
Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  diese  Relation  zu  dem  Ansätze: 


Arten  nicht  zuordnen  lassen,  wofern  wir  mit  dem  Verzweigungssatz  in  Überein- 
stimmung bleiben  wollen.  Damit  begründet  sich  dann  wieder  die  Tbatsache,  dass 
die  sogleich  zu  berechnende  Resolvente  fünften  Grades  nach  Auswahl  des  Haupt- 
moduls durch  die  blosse  Angabe  der  Verzweigungspunkte  der  ^5^*^^  bereits  ein- 
deutig bestimmt  ist. 
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(2)  J :  J-—  1  : 1  =  (t*  +  ar  +  &)  (r  —  3)» :  t(x^  +  er  +  dy :  e, 

wobei  a,  b^  c,  dy  e  noch  zu  bestimmende  numerische  Goefficienten  sind. 
Zur  Auswertung  derselben  berechnen  wir  uns  die  Functionaldetermi- 
nante  von  X  und  V,  welche  hier  in  einfachster  Weise: 

(3)  e^^6eit'  +  CT  +  d)(z*  +  '-^t+^) 

wird.  Auf  Grund  der  Identität  0  =i  V  +  X  finden  ¥nr  durch  ele- 
mentare Überlegung,  dass  (3)  den  cubischen  Factor  von  0  noch  qua- 
dratisch enthalten  wird.  Da  aber  <t>  und  ¥  jedenfalls  keine  Linear- 
factoren  gemeinsam  haben  können,  so  entspringt  aus  der  gerade 
gegebenen  Überlegung  die  Identität: 

SO  dass  wir  c  «=  —  10,  d  «»  45  finden.  Des  weiteren  wird  die  Func- 
tionaldeterminante 

den  quadratischen  Factor  (t*  —  lOr  +  45)  von  V  noch  linear  ent- 
halten, woraus  man  sofort  die  Identität 

ö  O 

zieht.  Der  Vergleich  der  Goefficienten  giebt  a^  —  11,  t>«=64, 
während  wir  endlich  für  e  den  Wert 

e  =  0(0)  -  V(0)  =  —  1728 

finden.  Die  einfachste  functionenthearetische  Gestalt  der  Besolvente  ßnßen 
Grades  ist  demnach  in  fertig  ausgerechneter  Form*): 

(4)  J:/-l:l  =  (T*-llT  +  64)(r— 3)':T(T«-10r-f45)«:-1728. 

Um  eine  formentheoretische  Gestalt  für  die  Resolvente  fünften 
Grades  zu  gewinnen,  ziehen  wir  zuvorderst  aus  der  Proportion  (4)  die 
Gleichung: 

HHll^Äi!  =  ,(t«  _  lOr  +  45)»   ■ 
und  führen  sodann  die  Modulform  fünfter  Stufe  sechster  Dimension: 
r5^  «  =  l/ZlI—    ____Ü^3___ 

^^  ^         K  —  A  ~  A(t*  —  lOr  +  46) 

ein,  wobei  das  zunächst  fragliche  Vorzeichen  von  e  durch  den  rechter 


*)  Cf.  „Iko8.'*  p.  102  Formel  (21),  wo  die  hier  mit  t  bezeichnete  GrOsse  r  ge- 
uannt  ist.  Über  die  Darstellang  derselben  in  t  sehe  man  „Ikos."  p.  103  a.  f. 
Ebendaselbst  sind  noch  zahlreiche  andere  Formen  der  Resolvente  fdnften  Grades 
berechnet. 
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Hand  steheuden  Ausdruck  dieses  Moduls  eindeutig  bestimmt  ist.  In- 
dem man  durchgehends  %  durch  0  ersetzt,  Tcommt  als  formentheoreiisdie 
Gestalt  der  Besolvente*): 

(6)  ^  +  ^^+§,_?^=,0. 

Noch  andere  einfache  Gestalten   fOr  die  in  Rede  stehende  Resolvente 


erhalten  wir  durch  die  Substitution  a?  =  je?  Y —  A ,  wobei 

(7)  s^  -  lOiT»  +  45a;  +  -^i?^  =0 

entspringt  (die  eigentlich  der  zehnten  Stufe  angehört),  oder  auch  durch 
die  Substitution  y  =  Sg^e,  wodurch  wir  erhalten: 

(8)  3j^  +  10(J-  l)i/  +  15(J-  lyy  -  8(e7-  1)»  =  0. 

Wir  haben  hier  in  einer  Reihe  verschiedener  Formen  eine  Glei- 
chung fünften  Grades  mit  einer  Monodromiegruppe  sechzigster  Ordnung 
kennen  gelernt.  Diese  Gruppe  wird  sich  als  Permutationsgruppe  der 
fünf  Wurzeln  aus  den  sechzig  geraden  Vertauschungen  derselben  zu- 
sammensetzen. Als  Äffectfunction  könnten  wir  daher  gegenwärtig  in 
einfachster  Weise  das  DilBferenzenproduct  der  Wurzeln  vorlegen,  und 
thatsächlich  ist  dasselbe  rational  bekannt,  nämlich  rational  in  g^  und  ^3 
darstellbar.  Man  vergleiche  darüber  die  Entwicklungen  in  „Ikos/' 
p.  108  und  109,  wo  sich  für  drei  verschiedene  Gestalten  der  Resolvente 
das  fragliche  Differenzenproduct  rational  in  den  bekannten  Grössen 
berechnet  findet. 


Hiermit  sind  die  beiden  interessantesten  Resolventen  für  das  zur 
fünften  Stufe  gehörende  Problem  sechzigsten  Grades  zur  Besprechung 
gelangt.  Die  so  gegebenen  Entwicklungen  müssen  nun  überhaupt  zur 
Charakterisierung  der  ausgezeichneten  Untergruppen  des  Geschlechtes 
p^O  hinreichend  sein. 


*)  Vergl.  „IkoB."  p.  105  Formel  (27). 


Fünftes  Kapitel 

Über  Modulfunctionen,  die  sicli  aus  den  Oalois'sehen  Haaptmodiilii 

herstellen  lassen.*) 

Im  Anschluss  an  die  voraufgehend  entworfene  Theorie  der  Galoi^- 
sehen  Hauptmoduln  lässt  sich  jetzt  eine  ganze  Reihe  weiterer  Unter- 
gruppen funetionentheoretisch  behandeln^  indem  sich  nämlich  deren 
Moduln  teils  durch  einfache  Operationen  aus  den  Galois'schen  Haupt- 
moduln herstellen,  teils  aber  mit  Hülfe  der  bei  den  Galois'schen  Haupt- 
moduln zu  Tage  getretenen  Gesetze  explicite  leicht  gewinnen  lassen. 
Hierfür  werden  wir  im  Laufe  des  gegenwärtigen  Kapitels  eine  Anzahl 
von  Beispielen  kennen  lernen.  Bei  der  Auswahl  derselben  ist  erstlich 
die  Absicht  massgeblich,  für  den  hyperelliptischen,  sowie  elliptischen 
Fall  ausführliche  Untersuchungen  beizubringen;  und  wir  erledigen  in 
diesem  Sinne  am  Anfang  des  Kapitels  die  beiden  ausgezeichneten 
Untergruppen  V^  und  fu^j  welche  nach  p.  607  zu  hyperelliptischeu 
Flächen  führen,  während  der  Abschluss  des  Kapitels  einer  zusammen- 
hängenden Untersuchung  der  zjx  p^==i  gehörenden  ausgezeichneten  f^, 
gewidmet  ist.  Auf  der  anderen  Seite  müssen  wir  hier  auf  diejenigen 
Modulfunctionen  zu  sprechen  kommen,  welche  seit  langer  Zeit  in  der 
Theorie  der  elliptischen  Functionen  betrachtet  worden  sind.  Dieselben 
gehören  im  Sinne  unserer  Ausdrucksweise  zu  den  Stufen  4,  8,  16; 
inzwischen  ist  es  aus  Gründen  der  Darstellung  zweckmässig,  die  Be- 
handlimg  dieser  Moduln  vor  der  Untersuchung  der  zur  Stufe  6  ge- 
hörenden r^j  vorweg  zu  nehmen.  Wir  kommen  auf  die  in  Rede 
stehenden  Grössen  demnach  sogleich  nach  Erledigung  der  hyperellip- 
tischen Fälle  zu  sprechen. 

§   1.    Die  zn  hyperelliptisohen  Gebilden  führenden  ausgezeichneten 

Im  vorletzten  Kapitel  (p.  607)  haben  wir  gesehen,  dass  es  unter 
allen  ausgezeichneten  Untergruppen  f^  der  Modulgruppe  höchstens  zwei 

*)  Die  Entwick langen  des  gegenwärtigen  Kapitels  sind,  soweit  nichts  anderes 
angegeben  ist,  ans  älteren  Untersnchangen  des  Herausgebers  her?orgegangen. 
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geben  kann,  deren  zugehörige  Modulfanctionen  ein  hyperelUptisches 
Gebilde  abgeben.  Die  erste  unter  ihnen  war  eine  zur  achten  Classe 
gehörende  f^g,  und  wir  wollen  jetzt  untersuchen,  ob  denn  eine  solche 
Gruppe  wirklich  existiert. 

Als  die  zu  den  Modulformen  ( —  2)^  Dimension  fi,,  [i^  gehörende 
Gruppe  lernten  wir  diejenige  homogene  ausgezeichnete  Congruen^nppe 
achter  Stufe  kennen,  welche  sich  modulo  8  genommen  auf  die  unter 
(16)  p.  633  gegebenen  Substitutionen  reducierte.  Wie  man  sieht,  ent- 
hält diese  homogene  f^g  die  Operation  T',  so  dass  ihr  in  der  nicht- 
homogenen Modulgruppe  f  eine  Untergruppe  r4g  achter  Stufe  Yon 
dem  nämlichen  Index  48  zugeordnet  ist.  Die  so  gewonnene  ausge- 
zeichnete nicht-homogene  Congruenzgruppe  achter  Stufe  besteht  aus 
allen  modulo  8  mit: 

(■)  G;  ?).  (1;  %  Q.  t)-  Q.  t) 

congruenten  Substitutionen  und  gehört,  wie  man  sofort  berechnet^  zum 
Geschlechte  j>  =  2,  so  dass  für  sie  der  hyperelliptische  Fall  thatsäch- 
lich  vorliegt. 

Die  in  Bede  stehende  f^g  ist  in  der  Hauptcongruenzgruppe  vierter 
Stufe  als  Untergruppe  vom  Index  zwei  enthalten,  und  es  wird  sich 
demgemäss  umgekehrt  das  Polygon  F^  der  f^g  aus  zwei  Polygonen  der 
eben  gemeinten  fg^  aufbauen  lassen.  Thatsächlich  erhalten  wir  ein  JP^g^ 
indem  wir  an  dem  in  Fig.  82  (p.  355)  angegebenen  Dreieckscomplez 
einen  völlig  gleichen  nach  rechts  hin  anlagern  und  dessen  untere  Band- 
curven  nach  dem  Gesetze*): 

(*'-y„«')-(v  +  4,  v  +  7,),  (v,  v  +  yO-(v  +  %,  v  +  4); 

i;  =  0,  1,  2,  3 

zusammenordnen.  Man  rechnet  nämlich  leicht  aus,  dass  die  dieser 
Zuordnung  entsprechenden  erzeugenden  Substitutionen  modulo  8  alle 
zu  den  Typen  (1)  gehören.  Dem  Aufbau  des  Polygons  F4g  aus  zwei 
Polygonen  F^  vierter  Stufe  entspricht  nun  weiter  der  Umstand,  dass 
wir  die  geschlossene  Fläche  F^^  in  einfachster  Weise  durch  doppelte 
Überdeckung  der  oktaedrisch  geteilten  Eugel  erzielen  können.  Beide 
Blätter  werden  dabei,  damit  |7  =  2  wird,  in  sechs  Yerzweigungspunkten 
zusammenhängen,  und  man  bemerkt  sofort,  dass  diese  nirgendwo 
anders  als  in  den  sechs  Ecken  des  Oktaeders  gelegen  sein  können. 


*)  Wir  benutzen  hier  wieder  die  schon  p.  868  n.  f.  zur  Geltang  gekommene 
Schreibweise. 
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Die  functionentheoretische  Behandlung  der  r48  erledigt  sich  hier- 
nach fast  von  selbst.  Als  zweiwertige  Function  der  F^^  werden  wir 
etwa  den  Hauptmodnl  ^  des  vorigen  Kapitels  heranziehen^  der  dann 
in  den  sechs  eben  genannten  Yerzweigungspunkten  die  Werte  0^  cx)^ 
dll;  i  *  besitzt.  Wir  schliessen  nach  p.  571  ohne  weiteres:  Die 
leiden  Grössen: 

(2)  ^,  Vit  (^*  -  1) 

baden  ein  voües  Modulsystem  der  V^*).  Gegenüber  den  Substitutionen 
der  zur  r4g  gehörenden  endlichen  (^43  erßhrt  fi  nur  24  lineare  Sub- 
stitutionen (in  Übereinstimmung  mit  dem  hierauf  bezüglichen  Satze 
p.  606).    Es  verdient  demgegenüber  bemerkt  zu  werden,  dass  wir  in 

(3)  fi3  =  (ii)/Ä,    (i^^ii^YA 

zwei  zur  V^  gehörende  Modulformen  besitzen,  welche  eine  mit  der  nicht- 
homogenen  G^g  holoedrisch  isomorphe  Gruppe  von  48  binären  Substitu- 
tionen erleiden.  Denselben  einfachen  Charakter  hat  demgemäss  auch 
das  System  der  beiden  Modulf unctionen  der  f^i 

'^     IT'  ^'      9.  ' 

in  ihnen  haben  wir  dann  wieder  ein  volles  Modulsystem  der  f^g,  in- 
dem sich  in  der  That  die  beiden  Grossen  (2)  ohne  Mühe  in  der  nach- 
folgenden Gestalt  rational  durch  ^5  und  fi^  ausdrücken  lassen: 

Die  r^s  ist  die  erste  von  uns  ausführlich  betrachtete  Gruppe  eines 
Geschlechtes  j'>0;  wir  ergreifen  die  Gelegenheit,  die  beiden  ihr  zu- 
gehörigen Integrale  erster  Gattung  gleichfalls  explicite  in  die  Unter- 
suchung einzuführen.  Unter  Aufnahme  eines  geeigneten  Zahlenfactors 
schreiben  wir  dieselben  nach  p.  571  in  der  Gestalt: 

die  wir  jetzt  noch  in  eine  sehr  viel  elegantere  Form  umsetzen  werden. 
Zuvorderst  berechnen  wir  nämlich  aus  (1),  p.  618  unter  Gebrauch 
von  (3)  für  das  Differential  d^i  die  Darstellung: 


dfl  = 


4«tf4,*  43rt>4* 


*)  Ein  mehr  symmetrisch  gebautes  volles  System  der  r^^  hat  man,  wie  wir 


4  /— 


nebenbei  bemerken,  in  den  beiden  Grössen  fij'f»,«}/A;  ^,fi,''}/A. 
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Dabei  ist  das  Diflferential  io^dfo  rechter  Hand  durch  —  {(o^dc}^  —  ©jrfo^) 
ersetzt^  eine  Schreibweise  von  o^dm,  bei  der  die  Invarianz  dieses 
Ausdrucks  gegenüber  der  Anwendung  von  homogenen  Modulsubstitu- 
tionen unmittelbar  evident  ist.  Andrerseits  zieht  man  aus  (15)  p.  633 
ohne  weiteres: 


SO  dass  die  beiden  Integrale  der  r4g  die  Gestalt  annehmen: 

Die  in  die  Integrale   aufgenommenen  Zahlenfactoren   sind  so  ab- 
geglichen,   dass    die  Coefficienten   der  ersten   Glieder  in  den  Reihen- 

entwicklungen  von  j^^  j^  ii^h  r^  möglichst  einfach  werden.  In  der 
That  finden  wir  durch  Verwendung  von  (6)  p.  614  als  bei  iD  =  ioo 
gültig: 


Mit  Hülfe  dieser  Formeln  können  wir  übrigens  auch  direct  den  Be- 
weis führen,  dass  die  beiden  unter  (4)  gegebenen  Integrale  j\  und  j^ 
im  Polygon  der  V^  allenthalben  endlich  sind,  und  wir  gehen  auf  den 
dabei  durchzuführenden  Gedankengang  um  so  lieber  ein,  als  wir  den- 
selben späterhin  bei  ähnlichen  Gelegenheiten  noch  wiederholt  zu  ver- 
wenden haben.  Man  bemerke  zunächst,  dass  die  auf  den  rechten 
Seiten  von  (4)  stehenden  Modulfunctionen  zufolge  ihrer  Bauart  sicher 
nicht  im  Innern  des  Polygons,  sondern  höchstens  noch  in  dessen 
Spitzen  unstetig  werden  können.  In  der  bej  o  =s  j  oo  gelegenen  Spitze 
bleiben  sie  aber  zufolge  (5)  offenbar  endlich.    Wollen  wir  dann  weiter 

in  (Q  =  —   untersuchen,   so   bemerken   wir,   dass  zufolge  der  linearen 

Reproduciion  der  ^,  ^4  gegenüber  den  Modulsubstitutionen  jj  (""*  T  ^) 
eine  lineare  ganze  Function: 

der  beiden  Grossen  (4)  mit  von  m  unabhängigen  endlichen  Coeffi- 
cienten -4,  Bj  C  ist.     Der  Wert  von  ji  {—)  ist  sonach  C  d.  i.  endlich, 

und  wir  finden  ein   analoges   Resultat   sofort   auch   für  j^  (— )  •     Die 

Functionen  (4)  erweisen  sich  demnach  thatsächlich  im  ganzen  Polygon 
2^48  als  endlich. 
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Sehr  viel  kürzer  werden  wir  jetzt  den  zweiten  unter  den  ausge- 
zeichneten Untergruppen  Vfi  yorkommenden  hyperelliptischen  Fall  er- 
ledigen können.  Diesem  Falle  sollte  eine  r,2o  zu  Grunde  liegen,  die 
zur  Classe  10  gehört  und  deshalb  ein  Geschlecht  |>  «=  5  besitzen 
würde.  Es  giebt  nun  in  der  That  eine  ausgezeichnete  Congruenzgruppe 
zehnter  Stufe  f^^oj  welche  alle  modnlo  10  mit 

(«)  G;?).a;e).Q?) 

congruenten  Substitutionen  umfasst  und  sonach  in  der  Hauptcongruenz- 
gruppe  fünfter  Stufe  als  Untergruppe  vom  Index  zwei  enthalten  ist. 
Letzterem  Umstände  zufolge  lässt  sich  das  Polygon  F^^  der  V^^q  aus 
dem  in  Fig.  83  (p.  355)  gegebenen  Dreieckscomplex  wieder  durch  Ver- 
doppelung  desselben  unter  geeigneter  Änderung  des  Eantenzusammen- 
hanges  herstellen,  während  sich  die  bezügliche  geschlossene  Fläche 
als  doppelt  überdeckte  ikosaedrisch  geteilte  Kugel  anordnen  lässt,  wo- 
bei die  zwölf  Verzweigungspunkte  offenbar  die  zwölf  Ecken  des  Iko- 
saeders  sind. 

Dass  wir  hier  eine  hyperelliptische  Fläche  haben,  ist  sofort  evi- 
dent. Ersichtlich  ist  ja  auf  derselben  g  eine  zweiwertige  Function,  und 
wir  gewinnen  ohne  weiteres  den  Satz:  Die  beiden  Grössen: 


(7)  5,  na^'  +  iiß'-i) 

bilden  ein  volles  Modulsystem  der  ausgezeichneten  f^^.  Mag  es  genügen, 
wenn  wir  im  Anschluss  hieran  nur  noch  die  zugehörigen  fünf  Integrale 
erster  Gattung  aufstellen.     Wir  schreiben  dieselben: 

j„=^(a+l)  r      __il4L=,    a  =  0,  1,  2,  3,  4 

und  wollen  dieselben  einer  ähnlichen  Transformation  unterziehen,  wie 
vorhin  die  Integrale  der  V^»  Wir  finden  aus  den  bezüglichen  Formeln 
des  vorigen  Kapitels: 


dt  = 


1 


it2'V^7 


ncr+iu'-i) 

und  also  kommt  für  die  Integrale  die  neue  Gestalt: 

(ß)       ja  (ö)  =  ^^5^  Ars«"""  •  i/a  •  (oj  rffijg  —  (ö^rfoi) . 

Die  numerischen  Factoren  sind  hier  wieder  so  gewählt,  dass  die  ersten 
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i_ 
Coefficienten  der  Reihenentwicklungen  nach  r^^  möglichst  einfach  aus- 
fallen; wir  haben  nämlich  als  bei  id  ==  icx>  gültig: 

2a+l 

Ja^  r    ^^    -{ . 

Dass  wir  hieran  wieder  einen  directen  Beweis  fQr  die  durchgängige 
Endlichkeit  unserer  Grossen  im  Polygon  2^,2oknfipfen  konnten,  brauchen 
wir  kaum  noch  hinzuzusetzen*). 

§  2.    Die  eindeutigen  Modulfonotionen  Yx ,  }/l — X  tl  b.  w. 

Eine  wesentlich  anders  geartete  Kette  von  Untersuch  angen,  die 
sich  durch  die  nächstfolgenden  Paragraphen  hindurchziehen  wird,  macht 
uns  u.  a.  mit  mehreren  aus  den  Galois'schen  Hauptmoduln  entspringen- 
den Grössen  bekannt,  die  in  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen 
seit  langer  Zeit  eine  wichtige  Rolle  spielen.  Wir  knüpfen  dabei  an 
die  schon  unter  (6)  p.  21  aufgestellte  Relation: 

(1)  A  :  A  —  1 : 1  =  (fi«  —  1)«  :  (ft«  +  1)' :  -  4/i« 

und  wollen  uns  vorab  überzeugen,  dass  dieselbe  auch  noch  mit  der 
im  vorigen  Kapitel  getroffenen  Fixierung  der  Moduln  X  und  ft  in 
ÜbereinstimmuDg  ist.  Man  verfolge  za  dem  Ende  die  WertverteUong 
der  auf  dem  Polygon  der  Hauptcongruenzgruppe  vierter  Stufe  (Fig.  82, 
p.  355)  vierwertigen  Function  X,  Wie  man  leicht  bemerkt,  liegen  die 
vier  Nullpunkte  von  X  thatsächlich  zu  Paaren  bei  ft  =  +  1  und  f*  =  —  1 
vereint^  die  Unstetigkeitspunkte  aber  zu  Paaren  bei  fi  =»  0  und  fi  =  cx) , 
und  man  führt  auf  diesem  Wege  mühelos  die  Bestätigung  von  (1) 
zu  Ende. 

Jetzt  ziehen  wir  aus  (1)  die  beiden  Formeln: 

(2)  VÄ  =  »^,    V^^-=^ 

und  erkennen  vermöge  derselben  in  Yx  und  ^  1  —  X  eindeutige  Modul- 
funcHonen  und  zwar  solche  der  vierten  Stufe,  wobei  dann  die  infolge 

der  Quadratwurzeln  zunächst  fraglichen  Vorzeichen  von  Yx  und  }/l  —  X 
durch  die  auf  den  rechten  Seiten  von  (2)  stehenden  Ausdrücke  ein- 
deutig fixiert  sind.  Umgekehrt  ergiebt  sich  aus  den  Formehi  (2)  die 
folgende  Darstellung  von  fi: 

(3)  ii^  —  iYx  +  yi^^. 


*)  FerDere  Entwicklungen  über  die  zehnte  Stufe  findet  man  in  der  Inangnral- 
disaertation  dea  Herausgebers  (Leipzig,  1886). 
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Es  können  demgemäss  die  beiden  Grössen  j/I,  Yl  —  X,  neben  ein- 
ander gestellt,  geradezu  als  ein  volles  Modiüsysteni  für  die  Hauptcon- 
gruensyrt^ippe  vierter  Stufe  an  Stelle  von  (i  treten.  Verbunden  sind  sie 
alsdann  durch  die  selbstverständliche  Relation: 

die  wir  im  Sinne  unserer  allgemeinen  Entwicklungen  p.  591  u.  f.  als 
einen  auf  das  Polygon  der  fg^  eindeutig  bezogenen  Kreis  (oder  Kegel- 
schnitt) zu  deuten  haben. 

Nun  ist  es  sehr  interessant,  dctös  nicht  nur  ]/X  und  }/l  —  A ,  son- 
dern gane  allgemein  ")/Ä ,  }/l  —  X  für  jegliche  ganze  Zahl  n  eindejäige 
Modulfunctionen  darsteUen,  ein  Resultat,  das  wir  ohne  Mühe  aus  dem 
Verzweigungssatze  gewinnen  werden.  Man  ziehe  nämlich  die  Fig.  13^ 
p.  72,  heran,  welche  uns  die  A-Eugel  versinnlicht,  und  denke  die- 
selbe derart  n-fach  überdeckt,  wie  es  etwa  vorerst  l/Ä  verlangt.  Da 
werden  also  die  n  Blätter  im  ganzen  in  zwei,  bei  A  "»  0  und  A  «»  oo 
gelegenen  Yerzweigungspunkten  mit  einander  zusammenhängen,  wo 
dann  beidemal  alle  n  Blätter  cyclisch  in  einander  übergehen.  Indem 
wir  f&r  die  Eckpunkte  der  Dreiecke,  in  denen  J^^l,  0,  oo  wird, 
wieder  die  alte  Benennung  der  Punkte  a  bez.  b  und  c  heranziehen, 
überblickt  man  hierbei  sehr  leicht:  Auf  unserer  n- blättrigen  Fläche 
liegen  im  ganzen  3n  Punkte  a,  jeder  umgeben  von  vier  Elementar- 
dreiecken, des  ferneren  liegen  auf  derselben  2n  Punkte  h,  jeder  um- 
geben von  je  sechs  Dreiecken,  während  sich  die  Punkte  c  in  zwei 
Kategorien  zerlegen.  Da  haben  wir  erstlich  zwei  Punktet,  nämlich 
die  beiden  Yerzweigungspunkte,  deren  jeder  von  4n  Elementardreiecken 
umgeben  ist,  und  es  bleiben  sodann  noch  n  fernere  Punkte  (in  denen 
A  =  1  wird),  deren  einzelner  von  vier  Dreiecken  umlagert  ist.  Nach 
dem  Verzweigungssatze  (p.  345)  definiert  diese  Fläche  eine  in  der  Modul- 
gruppe  enthaltene  Untergruppe  Ten  des  Index  6n  und  der  Glosse  2n;  die- 
selbe erweist  sich  sofort  als  vom  Geschlechte  p  «»  0  und  besitzt  als  zu- 
gehörigen Hauptmodul  y'Ä(co)*). 

Um  ein  Fundamentalpolygon  dieser  Ten  zu  erhalten,  müssen  wir 
die  beschriebene  n- blättrige  Fläche  in  der  cd -Halbebene  ausbreiten. 
Gebrauchen  wir  hier  als  A-Ebene  die  in  Fig.  12  (p.  70)  gegebene  Zeich- 
nung und  denken  in  derselben  die  negative  reelle  Axe  als  Verzwei- 
gungsschnitt, über  welchen  hinüber  wir  von  jedem  einzelnen  Blatte  in 


*)  Entsprechende  Überlegungen  fShrt  man  sofort  anch  für  Yl — X  dnreh;  die 
Gruppe   r^^  dieses  Hauptmoduls  ist  einfach  Vq^^S"^  '"e»'^- 
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das  nächstfolgende  geführt  werden!  Führen  wir  jetzt  längs  dieses 
Verzweigungsschnittes  einen  durch  alle  Blätter  hindurchgehenden 
Schnitt;  um  die  solchergestalt  isolierten  n  Blätter  jedes  für  sich  in  je 
ein  Polygon  F^  der  Hauptcongrnenzgruppe  zweiter  Stufe  zurückzu- 
biegen,  so  werden  diese  Polygone  F^  (um  das  Polygon  JFe»  zu  ehalten) 
jeweils  längs  derjenigen  l^andcurven  neben  einander  zu  lagern  sein, 
die  dem  oberen  und  unteren  Ufer  der  negativen  A-Axe  im  einzelnen 
Blatte  entsprechen.  Aber  wir  müssen,  um  die  Blätter  in  die  bezüg- 
lichen Polygone  F^  zurückzuverwandeln,  nun  auch  noch  jedes  einzelne 
Blatt  für  sich  längs  der  positiven  A-Axe  zwischen  0  und  1  durch- 
schneiden-, hieraus  entspringen  für  jedes  F^  zwei  halbkreisförmige 
Randcurven,  die  also  als  zusammengehörig  anzusehen  sind*).  So 
lagern  sich  nun  die  n  Polygone  direct  in  der  Art  neben  einander,  wie 


ar-^o 


a'-z 


ar^if 


U/'ß 


Fig.  100. 


durch  Fig.  100  im  speciellen  Falle  n «»  3  versinnlicht  ist,  und  wir 
haben  ausser  der  schon  in  der  Figur  angedeuteten  Zuordnung  der 
unteren  Randcurven  nun  auch  noch  die  beiden  nach  rechts  und  links 
das  Gesamtpolygon  abschliessenden  Geraden  auf  einander  zu  beziehen 
Aus  Figur  100  berechnen  wir  jetzt  sofort  ein  System  von  Er- 
zeugenden der  Untergruppe  Fe»  \   es   zeigt  sich,  dass  die  fe«.  aus  der 

SubsHiuHan  S^""  im  Verein  mit  den  n  ijoeiteren  Substitutionen: 

W     ®  = 2a,  -  (41.  +  1) '   V  —  O,  1,  2,...,  (n— 1) 

hergestellt  werden  kann.  Die  Erzeugenden  der  zu  yi  —  X  gehörenden 
r'en  entspringen  (zufolge  der  Note  auf  der  vorigen  Seite)  aus  den 
hiermit  gegebenen  Substitutionen  einfach  durch  Transformation  ver- 
möge der  Operation  S. 

Unser  Verfahren,  durch  Wurzelziehungen  aus  X  höhere  Haupt- 
moduln herzustellen,  hat  übrigens  eine  ganz  allgemeine  Bedeutung. 
Möge  irgend  eine  Untergruppe  f^  des  Geschlechtes  |>  >»  0  vorliegen, 


*)  Yergl.  den  p.  294  a.  f.  beschriebenen  entgegengesetzten  Umwandlangs- 
process  eines  Polygons  F^  in  die  2 -Ebene. 
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80  wähle  man  auf  der  geschlossenen  Fläche  Ff,  zwei  Punkte  c  der 
auf  derselben  gelegenen  Dreiecksteilung  nach  Willkür  aus  und'  fixiere 
den  zugehörigen  Hauptmodul  r  derart,  dass  im  einen  dieser  beiden 
Punkte  T  *»  0;   im  anderen  r  «=  oo  zutrifft.     Da  bemerkt   man   nun, 

genau  wie  vorhin  bei  }/A,  dass  die  zu  "^x  gehörige  n- blättrige  Fläche 
über  der  r- Ebene  eine  Teilung  in  2nf(  Elementardreiecke  trägt,  welche 
durchgängig  dem  Yerzweigungssatze  genügt.     Daher  der  Satz:  Mü  t 

ist  auch  Yx  für  jede  positive  Zahl  n  eine  eindeutige  Modul funcOati,  und 
sswar  gehört  dieselbe  als  Sauptmodül  zu  einer  Untergruppe  Vnfi  des  Index 
wfA  und  des  Geschlechtes  p  ««  0.*) 

Im  speciellen  wollen  wir  uns  noch  anmerken:  f^S  —  1  ist  Haupt- 
modul einer  T^  des  Geschlechtes  Null,  die  neben  S^  noch  folgende 
Substitutionen  zu  Erzeugenden  hat: 

.        (8s>  +  l)a>  -  8f>«  .     9    A     ^     7     ft. 

«  -   3„_(8,,_l)  ^   ^  =  1»  ^;  4,  5,  7,  8, 

C ______ ,    i;  =  0,  3,  6, 

Mit  1^5  —  1    sind  gleichberechtigt   die   beiden  Hauptmoduln  j/6  —  ^ 

und  ]/%  —  (»' ;  die  zu  den  bezüglichen  Untergruppen  gehörenden  Er- 
zeugenden entspringen  aus  (5)  durch  Transformation  vermöge  8^  bez.  S. 

§  3.    Axtfiifthlnng  aller  unter  den  Qrösaen  y^X  n.  s.  w.  enthaltenen 

Oongmensmoduln. 

Während  wir  im  Laufe  unserer  gegenwärtigen  Untersuchungen 
für  gewöhnlich  von  etwa  vorliegenden  Untergruppen  Tu  der  Modul- 
gruppe auf  die  Existenz  zugehöriger  Modulfunctionen  schliessen,  war 
die   Entwicklung   des.  vorigen   Paragraphen    gerade    die    umgekehrte. 

Dort  gewannen  wir  z.  B.  die  eindeutigen  Modulfunctionen  Yk  direct 
durch  Wurzelziehung  aus  dem  Galois'schen  Hauptmodul  zweiter  Stufe 
und  haben  dann  erst  hernach  für  die  zugehörige  Ten  wenigstens  inso- 
fern eine  vollständige  Definition  gewonnen,  als  wir  deren  Erzeugende 
angaben.  Aber  man  weiss,  dass  hiermit  ein  vollständiger  Einblick  in 
den  arithmetischen  Charakter  dieser  Untergruppen  fcn  noch  keines- 
wegs erlangt  ist.  Um  so  mehr  drängt  sich  jetzt  die  Frage  auf,  wie 
wir  die  gesamten  Substitutionen  der  einzelnen  reu  durch  ihre  zahlen- 
theoretischen Kennzeichen  direct  erschöpfend  zu  definieren  vermögen. 


*)  Die  Yerallgemeinerang  auf  p  >  0  lassen  wir  hier  der  Kürze  halber  ausser 
Betracht. 
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Man  wird  nach  unseren  bezüglichen  Bemerkungen  auf  Seite  418  voraus- 
sehen, dass  wir  eine  volle  Auflösung  dieses  Problems  zur  Zeit  nicht 
zu  geben  vermögen,  und  in  der  That  müssen  wir  für  die  wirklich 
durchzuführenden  Entwicklungen  eine  sehr  viel  engere  Grenze  ziehen: 
Es  soll  sich  nämlich  nur  um  die  Entscheidung  der  Fr^e  handeln, 
welche  von  den  im  vorigen  Paragraphen  gewonnenen  Untergruppen 
Congruenzgruppen  sind.  Wir  können  das  auch  dahin  ausdrücken,  dass 
mr  die  durch  Wureehfiehung  aus  den  GdUns'schen  Hauplmaduln  zu  ge- 
winnenden Congruenzmoduln  namhaft  machen  wollen. 

Um  die  Lösung  zu  vereinfachen,  führen  wir  vorab  die  folgende 
Entwicklung  durch.  Seien  n^  und  n,  irgend  zwei  relative  Primzahlen, 
so  kann  man  stets  zwei  der  Gleichung  an^  -{-  hn^  <»  1  genügende 
ganze  Zahlen  a,  h  finden  und  hat  für  dieselben: 

(1)  (vxn'vx)"=""VÄ. 

Man  ersieht  aus  dieser  Gleichung,  dass  jede  zugleich  in  den  beiden 

zu   Yx  und   Yx   gehörenden   Untergruppen    Föwj  und   f««,    enthaltene 

Substitution  auch  ^  yj.  in  sich  transformiert,  d.  h.  der  bezüglichen 
Te«,«»  angehört.  Umgekehrt  wird  aber  jede  Operation  der  f^ji^  selbst- 
verständlich sowohl  der  fcni  wie  der  fe«,  angehören,  und  wir  können 
demnach  V^^n^  geradezu  als  gemeinsame  Untergruppe  von  V^n^  ^^^ 
fcn,  definieren.  Den  arithmetischen  Charakter  der  T^n^n^  werden  wir 
also  vollständig  aufgewiesen  haben,  wenn  wir  solches  für  die  Unter- 
gruppen fem  und  Ten,  einzeln  abgeleistet  haben,  und  wir  brauchen 
dieserhalb  der  directen  Untersuchung  nur  diejenigen  Untergruppen  Fe« 
zu  unterwerfen,  bei  denen  n  eine  Primzahlpotenz  q^  ist.  Bei  diesem 
Unternehmen  werden  wir  übrigens  die  allgemeinen  Entwicklungen 
p.  416  u.  f.  heranzuziehen  haben. 

Für  die  Rechnung  empfiehlt  es  sich,  an  'Stelle  der  durch  die 
Operationen  (4)  p.  658  zu  erzeugenden  Fe«  die  mit  ihr  gleichberech- 
tigte Untergruppe  Fen  =  2'/S~^F6«/ST  zu  setzen,  welche  durch  Com- 
bination  und  Wiederholung  der  Operationen  {TS^^T)  und 

(2)  «^('°)-8^j'-(ol')>  «'  =  0,  1,  2,...,  («-1) 

entspringt.  In  Ansehung  des  allgemeinen  Congruenzcharakters  gilt 
von  V^n  genau  dasselbe  wie  von  T^n*  Ist  aber  Fe«  überhaupt  eine 
Congruenzgruppe,  so  ist  deren  Stufe  2n  oder  ein  Teiler  von  2nf  wie 
p.  417  gezeigt  ist.  Sei  nun  n  =  g^  und  q  zunächst  eine  beliebige 
ungerade  Primzahl,  so  werden  wir  die  Operationen  (2)  modulo  2^  zu 
reducieren  haben,  um  zu  sehen,  was  für  eine  Untergruppe  der  bezüg- 
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liehen  G/^^^q^)  durch  dieselben  erzeugt  wird.  Da  ist  es  nun  ein  erstes 
wichtiges  Resultat^  dass  die  Substitutionen  (2)  nwdulo  2  genommen  edle 
mit  der  Identität  congrtient  sindy  wahrend  sie  modtdo  <t  sämtliche  iiiq"") 
verschiedenen  Tifpen  erzeugen.  Jene  Behauptung  ist  selbstverständlich 
richtig,  diese  beweisen  wir  dadurch;  dass  wir  zwei  mit  S  und  T  mo- 
dulo  9^  congruente  Substitutionen  aus  (2)  herstellen  (cf.  p.  41 7,  unten). 
Thatsächlich  ist,  wie  man  leicht  berechnet: 

— i.  i.         — i. 

4 

Ein  Blick  auf  die  p.  402  u.  f.  gegebenen  Entwicklungen  überzeugt  uns 
bei  dieser  Sachlage,  dass  die  aus  (2)  entspringende  Untergruppe  der 
Oft^ii^f)  diejenige  Gfi(^)  ist,  welche  alle  mod.  2  mit  der  Identität  con- 
gruenten  Operationen  der  6r^(29^)  umfasst.  Die  feg«  erleidet  somit  mo- 
dtdo 2q"  keine  andere  Einschränkung^  cds  dass  ihre  Substitutionen  nur 
modulo  2  mit  1  congruent  sind.  Die  fe^  ist  also  gewiss  keine  Gon- 
grueuzgruppe. 

Es  bleibt  übrig,  dass  wir  noch  den  Fall  n  —  2'  untersuchen, 
wobei  wir  also  die  Operationen  (2)  modulo  2'+^  zu  reducieren 
haben  i?^ erden.  Sei  hier  zuvorderst  «  >  3  vorausgesetzt,  so  erinnern 
wir  daran,  dass  innerhalb  der  zur  Stufe  2"+*  gehörenden  r^(8aH-i)  im 
ganzen  acht  modulo  2"  mit  der  Identität  congruente  Substitutionen 
enthalten  sind,  nämlich  die  folgenden: 

die  alsdann  innerhalb  der  (r^(8a+i)  eine  Untergruppe  G^  bilden 
(cf.  p.  412).  Jede  Congruenzgruppe  der  Stufe  2"+^,  welche  die  Gg 
der  Substitutionen  (3)  enthält,  lässt  sich  alsdann  bereits  durch  Gon- 
gruenzen  modulo  2^  vollständig  charakterisieren.  Thatsächlich  aber 
können  wir  aus  den  Operationen  (2)  leicht  die  acht  Typen  (3)  mo- 
dulo 2"+*  herstellen.    Wir  berechnen  uns  zuvörderst: 

und  bewahrheiten  dann  vermöge  dieser  Formel  nach  kürzester  Rech- 
nung die  Gongruenzen  modulo  2^+^ 

8«-i  _  n,  2«\  ^,_n  +  2%     0    \ 

^"^     —  \o,  1  y '  *'«"-**'^    =  V    0,     1  +  2-/ ' 

-2^-*    -2"-*    2^-'         /l,    0\     ♦*) 

''         "«  "^      ^l2M> 

*)  Hierbei  bedeutet  wieder  y  diejenige  ganze  Zahl,  welche  mit  b  maliipli- 

ciert  modulo  g^  einen  mit  a  congmcoten  Best  giebt. 

**)  Auf  der  rechten  Seite  der  letzten  Congruenz  tritt  jedoch  für  a  »»  4  der 
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aus  deuen  nun  in  der  That  durch  Combination  die  ganze  G^  der 
Operationen  (3)  entspringt.  Die  fe-s^  unterliegt  demgemäss,  modulo 
2"+^  reduciert,  höchstens  derartigen  Einschränkungen,  die  auch  bereits 
modulo  2^  vollständig  angegeben  werden  können«  Reducieren  wir  aber 
die  Erzeugenden  der  fe.s"  modulo  2'^  so  können  wir,  sofern  auch 
noch  a  —  1  >  3  ist,  genau  die  nämliche  Schlussweise  wie  soeben 
durchführen  und  finden,  dass  sich  die  etwa  modulo  2"  bestehenden  Ein- 
schränkungen auch  schon  modulo  2""^  erschöpfend  ausdrücken  lassen. 
So  weiter  schliessend  setzen  wir  die  Betrachtung  fort^  bis  wir  endlich 
den  Zahlmodul  2'+^»='16  erreicht  haben.  Hier  müssen  wir  dann 
wieder  directe  Betrachtungen  anstellen  und  merken  uns  vorab  den 
Satz:  Ist  die  Fe.»"  für  a  >  3  überhaupt  durch  Cangruenjsen  unserer  Art 
eingeschräfJct^  so  ist  der  zugehörige  Zahlmodul  16. 

So  haben  wir  jetzt  die  Operationen  (3)  modulo  16  zu  reducieren, 
und  hier  erzeugen  sie  die  32  Typen  mit  willkürlich  bleibendem  r: 

<^>    a:r)-G;S'G;r)'a:5')'<°"'^">' 

welche  innerhalb  der  bezüglichen  Q^^  eine  O^^  festlegen*)  und  dem- 
gemäss  eine  Congruenegruppe  sechjsehnter  Stufe  r^  definieren.  Diese  aber 
ist;  wie  man  sieht,  nicht  bereits  modulo  8  vollständig  darstellbar^ 
sondern  vielmehr  eine  eigentliche  Gruppe  des  Stufe  16.  Da  nun  die 
Fe«  für  n  =  8  gerade  eine  Untergruppe  des  Index  48  ist,  so  coincidiert 
die  Fg.g  direct  mit  der  durch  (5)  definierten  Gongruenegruppe  sechzehnter 
Stufe  (vergl.  den  Hauptsatz  p.  417).  Nun  findet  sich  sofort  weiter: 
Die  Fg. 4  ist  eine  Congruenggruppe  achter  Stufe,  welche  alle  modulo  8  mit 

congruenten  Substitutionen  umfasst.  Und  weiter:  Die  F«.,  ist  eine  Con- 
gruenzgruppe  vierier  Stufe,  toelche  aUe  modulo  4  mit 


(')  G;  D 


congruenten  Substitutionen  umfasst. 

Indem  wir  aber  die  Gesamtentwicklungen  dieses  Paragraphen  zu- 
sammennehmen, folgt  der  Hauptsatz:  Unter  aUen  im  vorigen  Pa/ragraphen 
definierten  Gruppen  Fe.«  sind  nur  die  vier  /Sr  n  =  1,  2,  4,  8  Congruefna- 

Typus  y^^    ^J  ein;  dieser  Umstand  beeinträchtigt  die  weiterbin  im   Texte  ge- 

zogenen  Schlüsse  nicht. 

*)  Man  vergl.  die  Tabelle  p.  898. 
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gruppen;  aUe  übrigen  sind  nur  insofern  durch  Congruemen  hegüglich 
fester  Moduln  eingeschränkt,  als  die  einedne  unter  ihnen  in  einer  he- 
sHmmten  der  soeben  namhaft  gemachten  Congrtienzgruppen  T^,  fj,,  fj^,  f^g 
enthalten  ist   Anders  ausgedrückt  heisst  dies:  Unter  den  unendlich  vielen 

Modulfunctionen  Yx  sind  ausser  X  selbst  nur  die  drei:  yi,  Yx,  Yk  Con- 
gruensmoduln;  aUe  übrigen  werden  wir  dagegen  als  Nichtcongruenemoduln 
bezeichnen  müssen*).    Die  gleichen  Sätze  gelten  für  y^l  —  A . 

Für  die  übrigen  aus  den  Galois'schen  Hauptmoduln  durch  Wurzel- 
ziebungen  entspringenden  Modulfunctionen  lassen  sich  sofort  die  ent- 
sprechenden Fragen  aufwerfen  und  mit  den  nämlichen  Hülfsmitteln 
beantworten.  Wir  stellen  hier  sogleich  die  Resultate  der  bezüglichen 
Untersuchungen  zusammen:  Unier  den  aus  dem  Hatipimodul  dritter  Stufe 

entspringenden  Modulfunctionen  Vi —  1,  ^g—  p,  yj  —  p*  sind  einzig 
diejenigen  für  n  «»  3  Congruenzmodtdn,  und  zwar  solche  von  der  neunten 

Stufe;  die  zu  j/|—  1  gehörende  T^  besteht  aus  aUen  modulo  9  mit 

(«)  (st;-r)-Grr)'(3rr)"-'''''^ 

congruenten  Subsüttäionen.  Unter  allen  Wurzeln  aus  [i  sind  nur  die 
drei  gleichberechtigten  Vft,  V^'^t  >  l/'^^^.  Congruenzmoduln,  und  zwar 
solche  der  achten  Stufe]  die  zu  Yyi  gehörende  V^  ist  definiert  durch: 

(')     ü;D.  G;^.  QS.  (J;?)-("»^-«)- 

Sämtliche  auf  Grund  der  p.  659  entwickelten  Begd  aus  ^  herstellbaren 
Modulfunctionen  aber  sind  Nichtcongruenzmoduln. 

§  4.   Besondere  Untersnohting  der  Oongraenzmoduln  y  Ä  ^  Yl  —J., 

Die  im  vorigen  Paragraphen  gewonnenen  Moduln  j/Ä,  )/Ä  sind 
diejenigen,  welche  in  der  überlieferten  Theorie  der  elliptischen  Func- 
tionen seit  lange  fast  ausschliesslich  betrachtet  worden  sind.  Es  kann 
dabei  als  auffallend  bemerkt  werden,  dass  man  in  der  Entwicklung 


*)  Die  erste  Mitteilung  dieses  Resultates  findet  siofa  (ohne  Beweis)  in  der 
wiederholt  genannten  Note  von  Klein:  Zur  Theorie  der  eüiptiachen  Modulfunc- 
tionen^ Math.  Ann.  Bd.  17  (1879).  Beweise  des  fraglichen  Satzes  wurden  späterhin 
Yon  Hrn.  Pick  (vergl.  dessen  fflr  die  Darstellung  des  Textes  verwertete  Abhand- 
lung: Über  gewisse  gameahlige  lineare  StibsiiMionen,  welche  sich  nicht  durch  atge' 
bratsche  Ckmgruemen  erklären  lassen^  Math.  Ann.  Bd.  28,  1886),  sowie  auch  Tom 
Herausgeber  in  der  p.  418  gen.  Arbeit  nachgetragen. 
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der  gedachten  Theorie  Anlass  fand,  gerade  bei  der  achten  Wurzel 
aus  X  stehen  zu  bleiben,  und  nicht  auch  noch  die  sechzehnte  oder 
irgend  eine  andere  in  Betracht  zog,  zumal  sie  doch  alle  eindeutige 
Functionen  des  Periodenyerhältnisses  o  sind.  Die  Erklärung  dieses 
Umstandes  finden  wir  in  den  Sätzen  des  vorigen  Paragraphen:    Unter 

allen  Wurgeln  atis  X  sind  nur  Yx,  Yx,  Yx  Congruenismoduln;  und  in 
der  That  darf  man  den  Satz  aufstellen,  dctös  aUe  diqenigen  eindeaUigen 
Functionen  des  Periodenverhältnisses  m,  welche  sich  in  der  überlieferten 
Theorie  als  nottoendige  Glieder  der  Entwicklungen  vorfinden,  CkmgrueM- 
ntoduln  sind  und  sein  müssen. 

Eine  besonders  eingehende  Untersuchung  haben  die  in  Rede  stehen- 
den Moduln  als  eindeutige  Functionen  von  co  zuerst  durch  Hrn.  Her- 
mite  erfahren*).  In  der  Absicht,  auf  die  hiermit  gemeinten  Entwick- 
lungen vom  Standpunkte  unserer  Theorie  ein  wenig  näher  einzugehen, 
wollen  wir  vorab  die  Hermite'sche,  sowie  die  auch  sonst  gebräuchliche 
Bezeichnungsweise  mit  der  unsrigen  in  Beziehung  setzen.  Es  ist 
übrigens  ffir  die  Rechnung  eine  Erleichterung,  wenn  wir  an  Stelle  von 

yx  lieber  ]/ — X  setzen,  welchen  Modul  wir  dadurch  endgültig  fixieren, 
dass  wir  auf  der  imaginären  o-Axe  für  denselben  reelle  positive  Werte 
vorschreiben.     Mit  X  gleichberechtigt  sind  z.  B.  auch  1  —  X,   sowie 

,   und  wir  müssen,  was  wir  noch  bald  einsehen  werden,  neben 

__  8     / 7 

Yx  auch  noch  |/l  —  X  und  L/,  __  setzen,  um  unserer  Betrachtung 
die  richtige  Symmetrie  zu   geben.      Auch   die   beiden   letztgenannten 

*)  la  der  Abhandlang:  Sur  1a  resoltUion  de  Vdguatüm  du  cinquihne  degre, 
Couiptes  rendos,  Bd.  46,  p.  608—516  (1858).  Unter  dea  hauptsächlichsten  an  die 
Herrn ite'schen  Resultate  anknüpfenden  Arbeiten  steht  denselben  der  Zeit  nach  am 
nächsten  die  Abhandlung  von  Stephen  Smith,  Beport  on  (he  iheory  of  numbers, 
Part.  VI,  Reports  of  the  British  Association  for  the  advancement  of  sciences  1865. 

In  derselben  werden  die  Substitutionen,  welche  Y^  •  Y^  *  ^'  ^*  ^'  ^  "^^^  über- 
führen, modulo  16,  8  u.  s.  w.  charakterisiert,  und  St.  Smith  erkannte,  was  für  uns 
interessant  ist,   auch  bereits  umgekehrt,  dass  zwei  Zahlwerte  m  mit  positivem 

imagin&ren  Bestandteil,  die  gleiche  VI,  i^  u.  s.  w.  besitzen,  notwendig  durch 

eine  der  modulo  16  bez.  8,  u.  s.  w.  charakterisierten  Substitutionen  verknüpft  sind. 

Wie  man  sieht,  ist  damit  ein  charakteristisches  Merkmal  der  Grössen  i/l  u.  s.  w. 

in  ihrer  Eigenschaft  als  J7awptmoduln  ihrer  Untergruppe  ausgesprochen.  Dass 
übrigens  dieser  Satz  für  die  Vorstellungsweisen  der  überlieferten  Theorie  der 
elliptischen  Functionen  nicht  hinreichend  vermittelt  und  demnach  überraschend 
auftritt,  darf  man  aus  gelegentlichen  Äusserungen  Hermite^s  schliessen  [vergL 
dessen  Anmerkung  zu  einer  Abhandlung  von  Fuchs  in  Crelle*s  Journal  Bd.  83, 
p.  229  (1877),  sowie  die  bez.  Erläuterungen  von  Dedekind  ebenda]. 
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Moduln  wollen  wir  durch  die  Bestimmung  fixieren,  dass  sie  auf  der 
imaginären  (o-Axe  reell  und  positiv  sein  sollen.  Insbesondere  haben 
wir^also  als  Greuze  bei  id  «=*  ioo  (cf.  5  p.  614): 

(1)  V—X-^y^\    n^A  =  ^r--,     1/^=1. 
Jetzt  schreiben  wir: 

(2)  g,(a,)=.^l_:,    V'(«)  =  l/^,     X(a>)-.V^Ä 

und  haben  dann  in  g>  und  ^  direct  die  Bezeichnung  Hermite's  wieder- 
gegeben*), während  wir,  wie  schon  gesagt,  x(a))  der  Symmetrie  halber 
hinzuzusetzen  haben.     Die  Grössen  (p  und  ^  sind  aber  keine  anderen 

als  die  sonst  durch  Yk  und  Yk'  bezeichneten  Moduln,  unter  k^  den 
sogenannten  Legendre'schen  Integralmodul,  unter  k'*  aber  den  com- 
plementären  Modul  ä'*  =  1  —  k^  verstanden**).  Merken  wir  uns  also 
ftlr  gelegentliche  Verwendung  die  Formeln: 

<'>         ^'-yhi'  ♦^•-VS'  Vr-»^- 

Eine  eingebende  Untersuchung  der  Moduln  97,  ^,  %  werden  wir 
jedenfalls  damit  beginnen  müssen,  dass  wir  auf  die  zu  ihnen  ge- 
hörenden Congruenzgruppen  sechzehnter  Stufe  vom  Index  48  zurück- 
gehen;  mögen  wir   diese  Gruppen   bez.   fig,    f^,  fÄs   benennen.     Da 

erinnere  man  sich  nun,  dass  k  durch  die  Operation  jT  in  j,  durch  S 

aber   in   (1  —  A)   transformiert    wird.     Bis    auf    eine   Einheitswurzel 


**)  Vergl.  auch  Königsberger,  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  elliptischen 
F%vnctionen  (Leipzig,  1874)  Bd.  II  Vorl.  27,  sowie  eine  bezügliche  frühere  Abhand- 
lung in  Band  8  der  Mathem.  Annalen  (1871).  Es  muss  hierbei  ausdrücklich  be- 
merkt werden,  dass  die  Bezeichnung  x^  die  sich  im  Texte  wie  von  selbst  aufdrängt, 
in  den  soeben  namhaft  gemachten  Arbeiten  in  mehrfach  wechselnder  Bedeutung 

gebraucht  wird.    Hermite  versteht  unter  %  die  dritte  Wurzel  i/qp^,  eine  Grösse, 

auf  die  wir  bald  ausführlich  zurückkommen;  Eönigsberger  nennt  das  Product  9'^ 
direct  %,  Will  man  aber  in  9,  ^,  ;|^  drei  in  unsereni  Sinne  gleichberechtigte  Mo- 
duln haben,  so  mnss  man  unter  %  wie  im  Texte  den  Quotienten  -^  yerstehen.  — 

Man  vergL  übrigens  auch  die  im  folgenden  Paragraphen  noch  ausführlich  zu 
nennende  Arbeit  Ton  Schläfli  in  Bd.  72  yon  Crelle's  Joum.,  wo  die  Bezeichnung 
wieder  die  Hermite*sche  ist. 

^)  Man  yergl.  die  bezüglichen  Bemerkungen  p.  26. 
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geht  also  q>  durch  T  in  if,  dorch  S  aber  in  —  über,  worauB  wir  denn 

schliessen,  dass  zwischen  unseren  drei  Gruppen  die  Beziehungen  be- 
stehen : 


(4) 


ri-T-^r^T,  n 


s-^r^s. 


rü  ist  direct  die  Untergruppe  von  yi,  an  deren  Stelle  wir  doch  im 
Torigen  Paragraphen  die  Untei^ruppe  TS^^rigST  setzten.  Was  wir 
also  unter  (5)  p.  662  kennen  lernten,  ist  unsere  jetzige  f^ ;  die  anderen 
beiden  Gruppen  stellen  wir  daraus  yermoge  der  jetzigen  Gleichung  (4) 
her.    Es  ist  übrigens  besonders  folgenreich,  dass  wir  die  Substitutionen 

unserer  Untergruppen  unter  Gebrauch  des  Legendre'schen  Zeichen  l—j 

in  einer  einfachen  Form  zusammenfassen  können.    Wir  haben  nämlich: 


r^:    Va,l,= 


+--"(1)]' 


(5)    r«:  »«,* 


_/       a,  26  \ 

=  1^4-4(1),   «  +  4-4(|)j' 


rtf  ff      


/a  +  26, 

l     26,        o  — 


-26 

26  +  4 


-*W\ 


(mod  16), 


wobei  von  den  beiden  Zahlen  a,  b  die  erste  ungerade  sein  soll,  wäh- 
rend die  andere  beliebig  ist.  In  der  That  wolle  man  sich  Oberzeugen, 
dass  die  32  modulo  16  unterschiedenen  Substitutionen  Va,b  gerade  die 
unter  (5)  p.  662  gegebenen  sind;  die  Operationen  Va,b  und  Va\b  ent- 
springen dann  durch  Transformation  vermöge  T  und  S. 

Jetzt  bestätige  man  durch  directe  Rechnung  den  Satz:  Die  drei 
Gruppen  (5)  werden  sowohl  durch  S  als  durch  T  in  einander  trans- 
formiert und  bilden  dieserhalb  ein  System  von  drei  (und  nicht  mehr) 
mit  einander  gleichberechtigten  Untergruppen.  Hierin  hat  man  den 
Grund  zu  sehen,  warum  wir  neben  die  Hauptmoduln  9  und  ^  als 
dritten  noch  %  setzen  mussten.  Jede  unserer  Gruppen  (4)  muss  hier- 
nach relativ  ausgezeichnet  in  einer  Untergruppe  des  Index  drei  ent- 
halten sein,  und  man  erkennt  in  den  solchergestalt  entspringenden 
^9f  ''s;  Ts'  unschwer  diejenigen  drei  gleichberechtigten  Untergruppen 
zweiter  Stufe,  welche  den  drei  cyclischen  G^  innerhalb  der  Dieder- 
gruppe  Gq  entsprechen.  Die  drei  fraglichen  Gruppen  findet  man  defi- 
niert durch: 
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'*  •  Vi,   0/'  \o,  vn 


(mod.  2). 


Man  bestätigt  iu  der  That  auch  durch  directe  Rechnung  leicht,  dass 
r^g  mit  den  Operationen  von  f,  yertauschbar  ist  u.  s.  w. 

Zufolge  unserer  allgemeinen  Erörterungen  p.  603  (unten)  wird  sich 
die  f),  bezüglich  der  r48  reduciert,  auf  eine  endliche  G^^  zusammenziehen, 
und  wir  erhalten  so  insgesamt  von  den  Gruppen  (5)  aus  drei  Gruppen 
^161  ^16  >  Cria  ▼on  gleichem  Typus.  Da  es  sich  hier  übrigens  «m  f^ 
des  Geschlechtes  j) »»  0  handelt,  so  muss  dieser  Tjpus  zu  denjenigen 
gehören,  welche  in  der  Theorie  der  regulären  Körper  auftreten.  Wir 
haben  es  dieserhalb  entweder  mit  cyclischen  oder  diedrischen  O^^  zu 
thun.  Man  wird  sofort  sehen,  dass  die  letztere  Alternative  zutrifft, 
und  dass  sich  z.  B.  für  g>  die  in  Rede  stehende  G^^  durch  die  Sub* 
stitutionen: 


vfti 
vni  — - 

e  * 


(7)  •         9)  =6*9,     9  — — 

darstellt.  Zu  diesem  Ende  müssen  wir  indessen  eingehender  auf  das 
Verhalten  unserer  Moduln  gegenüber  beliebigen  Modulsubstitutionen 
Bezug  nehmen,  was  im  folgenden  Paragraphen  geschehen  soll. 


§  5.  Verhalten  von  9,  ^,  x  gegenüber  beliebigen  ModuLmbetitationen. 

Es  ist  zunächst  ganz  leicht,  das  Verhalten  unserer  oft  genannten 
drei  Moduln  bei  Ausübung  der  erzeugenden  Substitutionen  S  und  T 
in  Erfahrung  zu  bringen;  wir  brauchen  zu  dem  Ende  nur  unter  Be- 
nutzung der  Angaben  des  vorigen  Paragraphen  auf  das  Verhalten  von  A 
selbst  zurückzugehen.  Um  hier  ein  einzelnes  Beispiel  wirklich  durch- 
zurechnen, so  haben  wir  nach  (7)  p.  615  die  Formel  —  il(co  +  1) 
«=  —  (1  —  A  (»))  und  also  durch  Ausziehen  der  achten  Wurzel  unter 
Benutzung  von  (2)  p.  665: 


x(ö>  +  i)  = 


tp(a) 


Um  hier  den  noch  unbekannten  Wert  der  16*^  Einheitswurzel  f/ —  1 
zu  bestimmen,  berechnen  wir  auf  Grund  von  (1)  p.  665  für  die  linke 
und  rechte  Seite  der  letzten  Gleichung  den  Näherungswert  bei  Gf^ioo 


(2) 
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^ai 

und  finden  dann  durch  Vergleich  |/ —  1  =  c  ®  .  Insgesamt  folgen 
durch  derartige  Überlegungen  die  sechs  Formeln: 

9,((0+l)=^,     ^(0,+  !)  =  ^^,     jj  (o,  +  1)  = -^j , 
sowie  dann  weiter  durch  Wiederholung  von  8: 

bni 

bni 

Hiermit  ergiebt  sich  bereits  die  Richtigkeit  der  Angaben  am  Schlüsse 
des  vorigen  Paragraphen,  sowie  insbesondere  der  Formeln  (7)  dortselbst. 
Um  unsere  Entwicklung  jetzt  noch  allgemeiner  zu  gestalten,  ver- 
stehen wir  unter  F  =  (      J\  eine   mit   der  Identität  modulo  2  con- 

\y,  SJ 

gruente  Substitution  und  haben  dann  (um  mit  9  zu  beginnen): 

Hierbei  bedeutet  v  eine  von  den  Substitutionscoefficienten.  a,  /3,  y,  S 
eindeutig  abhängige  ganze  Zahl.  Wir  werfen  die  Frage  auf,  wie  sich 
diese  Abhängigkeit  des  v  darstellen  lässt,  und  ob  vielleicht  insbesondere 

ähnlich  wie  bei  |/A  und  j/A  die  Zahl  v  als  eine  ganze  rationale  Func- 
tion der  a,  ß,  y^  d  geschrieben  werden  kann.  Hierzu  bemerken  wir 
vorab:  Ware  g>  Nickbsongmenemodul,  so  wäre  diese  einfachste  Abhängig^ 
Jceit  des  v  von  a,  ß,  y,  d  jedenfalls  ausgeschlossen;  dieselbe  erscheint  also 
als  ein  charakteristisches  Merkmal  für  einen  CongruenzmodtU.  Ist  näm- 
lich V  ganze  rationale  Function  der  Coefficienten,  so  werden  modulo  16 

tTti 

congruente  Substitutionen  offenbar  dasselbe  e  ^  liefern,  womit  denn 
unsere  Behauptung  bestätigt  ist. 

Nun  ist  es  aber  sehr  leicht,  eine  gewünschte  Darstellung  fOr  v 
thatsächlich  zu  liefern.  Schreiben  wir  Formel  (3)  etwa  noch  kürzer 
g>{V((o))  «^  xg)((o)  und  üben  hier  auf  cd  diejenige  besondere  Operation 
der  r48  aus,   die  wir   im  Anschluss   an  (5)  p.  666  durch  v^  _^j^     be- 

zeichneu.  Rechter  Hand  wird  dabei  q){(o)  direct  in  sich  transformiert, 
während  wir  die   links    entspringende  Substitution  Vv^  ^±     sogleich 

modulo  16  reducieren.    Es  folgt  solchergestalt: 
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«p  (o,  + /3*  +  4  [l  -  (I)])  =  x«p(«,) . 

Aber  der  Wert  der  linken  Seite  entspringt  direct  aus  (2)^  und  wir 
erhalten  so  durch  Vergleich  ohne  weiteres  die  Bedeutung  von  x: 

^(f^)-(l)'^''V«. 

Um  directen  Anschluss  an  die  Hermite'sche  Formel  zu  erhalten,  üben 
wir  hier  noch  auf  o  die  zu  V  inverse  Operation  V"^  aus  und  schreiben 
alsdann  statt  —  8  und  —  a  wieder  a  und  8,     So  kommt 

(^'  »(ff^5)-(l)«^"K"). 

womit  die  gewünschte  Formel  gegeben  ist. 

Wir  wiederholen,  dass  die  Richtigkeit  der  Formel  (4)  die  Be- 
dinguDgen  a^tf^l,  /J^y^O,  (mod.  2)  voraussetzt;  aber  es  ist 
sehr  leicht,  auch  für  die  übrigen  fünf  Typen  modulo  2  incongruenter 
Substitutionen  durch  zweckmässige  Gombination  von  (1)  und  (4)  ent- 
sprechende Formeln  zu  entwickeln.  Man  übe  z.  B.  in  (4)  auf  o  die 
Operation  T  aus  und  findet  unter  Benutzung  von  (1) 

woraus  unter  Wechsel  der  Bezeichnung  der  Substitutionscoefficienten 
sofort 


»(Si-5)-(l)«-^"'*w 


entspringt  EHese  Formel  gilt  dann  ersichtlich  unter  der  Bedingung 
«EE^d^^O,  /Sr^^yE^l,  (mod.  2).  Oder,  um  ein  anderes  Beispiel  bei- 
zubringen, man  übe  auf  (4)  die  Substitution  S  aus.     Dieselbe  giebt 

/aa,+cr  +  p\  _  /2\    j^/^  +  D  J_ 
^  Vyo)  +  y  +  <y/  \a)^  %{p)' 

woraus  wieder  unter  Wechsel  der  Bezeichnungsweise  und  Benutzung  von 


0- 


?'(!-«•) 

e^ 


^P    1 


die  Formel  entspringt: 

^\yfi)  +  d/  ^  x(ö)' 

dieselbe  gilt  nun  offenbar  für  «^/S^ziJe^I,  y£^0,  (mod.  2). 
Ebenso  mühelos  ergeben  sich  die  drei  noch  rückstandigen  Typen,  und 
wir  stellen  die  Resultate  hier  insgesamt  gleich  tabellarisch  zusammen: 
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ia  =  d=l,     ß  =  y  =  0;      9'=(|) 

• 

«  =  r  =  S  =  l,    ß  =  0;      9'  =  (|) 


(5) 


T'" 


9 


«  =  d  =  o,   ß  =  r  =  h    9''  =  (|)«  """v-i 


«  =  0,     /J  =  y  =  4=l;      V=^{j) 


*' 


a  =  ß=y^l,     d  =  0; 


9  ="«     *      Z» 


l«  =  /J 


wobei  sich   die  Congruenzen  sämtlich  auf  den  Zahlmodal  2  beziehen. 

Durch  Benutzung  von  <p  y^  "T  U  =  ^  (_Z^    —  fl)  cii^^i^^tD^^ii  ^^^  *^^ 

(5)  sofort  entsprechende  Formeln  für  ^ ;  es  sind  dies  unter  Festhaltang 
der  soeben  eingehaltenen  Reihenfolge  für  die  Typen  modulo  2  incon- 
gruenter  Substitutionen  die  sechs  Formeln: 


(6) 


ni    . 


*,    *  =c 


8 


♦■  -  (1) 


2\    -s-y* 


8 


^» 


9> 


..    ♦•-(f)«-^"i.  ♦•-(i)«^"i 


Wir  unterlassen,  auch  noch  eine  entsprechende  Tabelle  für  %  zu  ent- 

werfen,  die  man  sich  ja  auf  Grund  von  x  **=       ^^^  (5)  ^'^^  C^)  »ofo^^ 
herstellt*). 


§.  6.    ZuBammensteUong  weiterer  CongraenBmoduln. 

Entwicklungen,  wie  wir  sie  hier  im  Anschluss  an  den  Haupt- 
modul X  durchgeführt  haben,  lassen  sich  in  ganz  analoger  Weise  auch 
an  die  Hauptmoduln  $  und  fi  knüpfen;  denn  auch  bei  den  letzteren 
waren  einige  unter  den  bezüglichen  Wurzeln  Congruenzmoduln.  So 
erkannten  wir,  um  dies  hier  noch  ein  wenig  näher  zu  skizzieren,  in 


*)  Die  unter  (5)  and  (6)  aufgestellten  Formelsysteme  sind  zuerst  von  Her- 
mite  in  der  p.  664  gen.  Abhandlung  mitgeteilt  worden;  eine  eigenartige  Ableitung 
derselben  ist  späterhin  durch  Schläfli  gegeben  in  der  Abb.:  Beweis  der  HermiU- 
sehen  Venoandlungstafeln  für  die  elliptiaehen  Modtdarfundionen,  Crelle^s  Jonm. 
Bd.  72  (1870);  man  vergl.  auch  die  p.  666  cit.  Abhandlungen  Eönigsberger's. 

Über  die  Möglichkeit,  die  Formeln  des  Textes  aus  dem  Verhalten  von  't/^bez. 

von  log  A  abzuleiten,  sehe  man  Dedekind  in  Riemann's  Werken  p.  430. 
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j/|  —  1  einen  zur  neunten  Stufe  gehörenden  Modul^  und  die  Erzeugen- 
den der  zugehörigen  T^  waren  die  imtar  (8)  p.  66A  gegebenen  Opera- 
tionen. Durch  Combination  derselben  finden  wir,  dass  r^  modulo  9 
reduciert  die  neun  Typen: 

(l)  ^aA^)  =         .!'"!"  ?ax      ,  f    (y^^'  9) 

liefert.    Diese  Gruppe  ist  nun  eine  unter  sechs  gleichberechtigten,  und 

als  zugehörige  Hauptmoduln  können  wir  ^ S  —  1 ,  VI  —  p ,  V^6  —  p* , 
sowie  die  Quotienten  der  ersten  und  zweiten,  ersten  und  dritten, 
sowie  zweiten  und  dritten  dieser  drei  Wurzeln  braueben.  Bei  dieser 
Sachlage  ist  V^  relativ  ausgezeichnet  in  einer  f^;  aber  hier  finden  wir 
nicht  sechs  solche  fß,  sondern  nur  drei,  die  der  dritten  Stufe  angehören 
und  den  drei  cyclischen  G^  der  Tetraedergruppe  entsprechen.  Es  wird 
sonach  die  einzelne  Tg  immer  zwei  von  unseren  sechs  gleichberech- 
tigten r,^  ausgezeichnet  enthalten,  f^  giebt  übrigens,  bezüglich  einer 
zugehörigen  f^^  reduciert,  eine  endliche  (xg,  an  ,der  man  sofort  den 
Diedertypus  erkennt. 

Da  können  wir  denn  auch  sofort  weiter  die  dritte  Einheitswurzel 

angeben,  welche  z.  B.  t^£  —  1  bei  Ausübung  einer  Operation  der  zu- 
gehörigen Tg  als  Factor  annimmt.  Wir  werden  z.  B.  für  eine  der 
Identität  modulo  3  congruente  Substitution  ansetzen  können: 


vi=^^(i^)--n-^H'o), 


wo  X  die  zu  bestimmende  dritte  Einheitswurzel  ist.     Hier  übe  man 
auf  o  die  unter  (1)  gegebene  Substitution  v^  i.     aus  und  findet: 

Vr=n  (o  +  ay  +  ßd)  =  X  .  VS  ~~1  (cd). 

Indem  man  dann  noch  direct  das  Verhalten  unseres  Moduls  bei  An- 
wendung Ton  S^  feststellt,  kommt  sofort: 

(2)        y^zn  (^^+_;)  =  e-  '-^''^'■''^.  i/r^i  (.> , 

eine   Formel,   die   sich   der   Gleichung   (4)  des   vorigen   Paragraphen 
direct  an  die  Seite  stellt 

Ganz  entsprechende  Überlegungen  gelten  fär  /c.    Da  haben  wir, 

um  auch  das  noch  kurz  zusammenzufassen,  in  Yfi  einen  Gongruenz- 
modul  achter  Stufe,  dessen  V^  sich  zufolge  (9)  p.  663  aus  allen  mit 

/QN  aai  +  2  -  2  (-) 
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congruenten  Operationen  zusammensetzt.  In  gewohnter  Weise  schliessen 

wir  daraus  weiter,  dass  }//i  bei  einer  beliebigen  Substitution  mit  y^O 
(mod.  4)  die  Änderung  erleidet: 

w         ^^(f^t-^-(l)«"^'■'•^• 

Besonders  interessant  aber  dürfte  sein^  dass  wir  in  Yi  —  ft^  einen 
Congruenzmodul  der  32'*^  Stufe  haben.  Dies  würden  wir  ganz  wohl 
in  unserer  bisher  üblichen  Art  beweisen  können;  inzwischen  gewinnen 
wir  hier  durch  Gebrauch  der  sogenannten  Transformation  zweiten 
Grades  eine  derartige  Erleichterung  des  Verfahrens,  dass  wir  nicht 
umhin  können,  dieselbe  heranzuziehen,  wenn  auch  ihre  ausführliche 
Besprechung  an  eine  andere  Stelle  unseres  Werkes  gehört.    Man  bilde 

sich,   indem  man  ^  ^^  Stelle  von  cd  setzt,   die  eindeutige  Function 

von  CD  und  übe  auf  dieselbe  eine  beliebige  mit  der  Identiiat 
modulo  2  congruente  Substitution  aus.     Es  kommt: 


-•(t) 


,  / 1  a  «JJ\  _     ,  ("  (I)  +  (0 


denn  es  ist  offenbar 


1'  ±«  I     (mod.  4). 


.0, 

Wir  schliessen  ohne  weiteres  auf  die  Existenz  einer  Gleichung  ^*  (— ) 

=  i2(A(<D))  und  merken  uns  sogleich,  dass  die  linke  Seite  dieser  Glei- 
chung in  i  cx> ,  0,  1  des  Polygons  zweiter  Stufe  (Fig.  68,  p.  279)  gleich 
C30  bez.  1,  0  wird,  während  im  Innern  des  Polygons  jedenfalls  Nall- 
oder  Unstetigkeitsstellen  nicht  mehr  auftreten.   Bei  der  Werteverteilung 

des  X  folgt  sogleich,  dass  1  —  f**{v)  ^^^  einer  ganzen  positiven  Po- 
tenz von  l  proportional  ist: 

i-^*(;-)=cA«, 

wo  wir  nun  zur  Auswertung  von  a  und  c  die  Annäherung  bei  ai  =>  t  od 
für  die  rechte  und  linke  Seite  dieser  Gleichung  nach  (5)  und  (6) 
p.  614  berechnen.     Durch  Vergleich  findet  sich  aufs  leichteste: 

(5)  l-^^(-^-)  =  A(«,). 


Galois'schen  Hauptmoduln  heiBtellcn  lassen.  673 

Üben  wir  gleich  noch  auf  cd  die  Operation  (      i '  i )  ^^^}   ^^  kommt 
bei  der  bekannten  Wirkung  derselben  auf  fi  und  X  die  Gleichung: 

(C)  i_.    '     -    "<•) 


(f) 


1(0,)  -  1 


Nunmehr  ziehe  man  aus  (5)  rechter  und  linker  Hand  die  achte 
Wurzel  und  schreibe  2o  für  cd: 

Wird  auf  cd  eine  mit  1  mod.  32  congruente  Substitution  ausgeübt,  so 
erfahrt  dabei,  wie  man  leicht  berechnet,  2a>  eine  mod.  16  mit  1  con- 
gruente Substitution.  Die  rechte  Seite  der  letzten  Gleichung  bleibt 
bei  dieser  Substitution  unverändert  und  also  auch  die  linke,  welche  dem- 
gemäss  einen  Congruenemodtd  32'^'  Sttrfe  darstellt 

Zur  genaueren  Betrachtung  ist  es  zweckmässiger,  aus  (6)  die  achte 
Wurzel  zu  ziehen,  wobei  wir  rechts  direct  die  Function  ^(cj)  erhalten 
(cf.  (2)  p.  665).  Dieselbe  bleibt  bis  auf  eine  vortretende  Einheitswurzel 
bei  jeder  mod.  2  mit  1  congruenten  Substitution  unverändert.  Wir 
sahen    aber   schon,   dass   die  Ausführung  einer   derartigen  Operation 

für  Y  eine  solche  Modulsubstitution  nach  sich  zieht,  die  einen  durch  4 

teilbaren  dritten  Coefficienten  hat.    Des  näheren  ist  jene  Einheitswurzel 

(     )6  ,   während  die   letztgemeinte  Substitution  I   ^  '   2  )    wird. 

V2y,  dJ 
Indem   wir   hier   sogleich   statt  o,  /3,  y  bez.   2g>,  2/},  ^y   schreiben, 
folgt   aus   alledem   offenbar   der  Satz:    Übt  man  auf  cd  eine  bdiMge 

Substitution  mit  y  be  0,  (mod.  4)  aus,  so  erfährt  KiLrL  die  Änderung  i 
woraus  denn  noch  durch  Multiplication  mit  (4)  -entspringt: 

(8)  {V^r=i)  =c  "  -V/t*-!. 

Als  unmittelbare  Folgerungen  ziehen  wir  noch:  Die  Bedingung 
4/5  +  y  ^  0,  (mod.  32)  definiert  eine  Gruppe  f^g  der  -  Stufe  32  vom 
Geschlechte  p  =  Oj  die  übrigens,  wie  wir  nebenbei  bemerken,  eine  von 
sechs  gleichberechtigten  Untergruppen  f^  ist. 

Einen  wichtigen  Gebrauch  machen  wir  noch  von  den  Formeln 
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die  im  vorigen  Kapitel  (p.  629  u,  f.)  abgeleitet  wurden.  Wir  ent- 
nehmen aus  ihnen  ohne  weiteres: 

(9)  f/i(Ä3i)  =  -._A_    y^z=rj  =  J^_ 

und   also   folgt   aus   den   bezüglichen  Angaben  des  vorigen  Kapitels, 

dass  j/A(/l  —  1)  und  "j/g'  —  1  Congruengmodtdn  der  sechsten  Stufe  sind, 
Ihr  Verhalten  gegenüber  der  Ausübung  von  Modulsubstitutionen  ent- 
springt ohne  weiteres  aus  den  Formeln  (14)  und  (17)  p.  627: 

^^Q^   f/A(A-l)-  =  p-<-^+^'^<°^+^-^.|/Ä(I^^;     y  =  0,  (mod.2), 
yg3  _  r  =  (_  i)«/+/»/+y^|/|3  _  1.     y  ^  0,  (mod.  3), 

wobei  diese  Formeln  indessen  nur  für  die  rechts  angehängten  Con- 
gruenzbedingungen  gelten.  Ziehen  wir  noch  aus  den  Tabellen  p.  670 
die  unter  der  Bedingung  y  ^  0,  (mod.  2)  gültige  Formel  heran: 

(U)  ri(rrT7-(|)a-'^'""-'"i/iCl=rT), 

80  entspringt  damit  zugleich  durch  zweckmässige  Combination  von 
(10)  und  (11)  das  Verhalten  des  Congmenemoduls  achtundvierzigster  Stufe 

*j^A(A  —  1),  der  natürlich  wieder  Hauptmodul  ist*).  Hat  man  übrigens 
einmal  den  Congruenzcharakter  der  Wurzeln  aus  l  erkannt,  so  ist  es 
nun   ein   Leichtes   nachträglich  zu  zeigen,   dass  unter   allen    Wursteln 

yx{l  —  1)  nur  *|/A(A —  1)  und  die  aus  ihr  durch  Erhd)en  m  ganzen 
Potetizen  entspringenden  Wurzeln  Congruenzmodtdn  sind  (vergl.  Math. 
Ann.  Bd.  28,  p.  123  oder  p.  117)**).     Aus  (9)   sieht   man   übrigens, 


*)  Die  Modulfunction  yl(l  —  1)  ißt  übrigens  mit  derjenigen  Grösse  gleich- 
berechtigt, welche  Hermite  darch  %  bezeichnet;  vergleiche  dessen  Abhandlung:  Sur  la 
resolution  de  V^quation  du  quatrihne  degrd,  Gomptes  Bendus  Bd.  46  (1858),  woselbst 
auch  eine  Tabelle  fiir  das  Verhalten  von  %  gegenüber  linearen  Substitutionen 
des  m  berechnet  wird. 

**)  Dieses  Resultat  ist  um  so  wichtiger,  als  dadurch  die  frühere,  durch  Hermite 

vertretene  Auffassung  des  Wesens  der  Wurzeln  yx{X  —  1)  eine  grundsätsliche 
Modification  erfährt.  Hermite  betont  nämlich  (in  der  eben  genannten  Abhand- 
lung), dass  man  aus  dem  Producte  der  beiden  Functionen  9(0))  und  ^(o>)  auch 
noch  durch  Ausziehen  der  dritten  Wurzel  zu  einer  eindeutigen  Function  von  m 
gelange.     Wie  im  Texte  entwickelt,  ist  indessen  die  Hauptbedeutung  gerade  der 

dritten  Wurzel  f^9^  nicht  in  deren  Eindeutigkeit  in  o  zu  suchen  (denn  diese 
kommt,  wie  wir  wissen,  allen  Wurzeln  aus  (ftp  zu),  vielmehr  ist  y^^  durch  ihre 
Eigenschaft  als  Congruenzmodul  vor  allen  übrigen  GrCssen  1/9^  ausgezeichnet. 
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dass  auch  noch  |^|^  —  1  Congruenzmodul  ist,  und  zwar  der  zwölften 
Stufe.  Holen  wir  dann  auch  noch  f^5  —  1»  Vi  —  Q  ^^-  heran,  so 
können  wir  als  zur  36"'®°  Stufe  gehörig  den  Hauptmodul  ^}/|^  —  1 
aufstellen.  —  Ahnliche  Entwicklungen  könnten  wir  auch  an  /i  und  ^ 
knüpfen. 

Es  wurde  schon  gelegentlich  betont,  dass  die  in  der  überlieferten 
Theorie  der  elliptischen  Functionen  vorkommenden  Moduln  durch- 
gehends  Congnienzmoduln  sind,  und  zwar  gehören  dieselben  fast  aus- 
schliesslich  den  Stufen  2,  4,  8,  d.  i.   allgemein  2^  an,   wie  denn  im 

Mittelpunkt  dieser  Entwicklungen  die  Moduln  sechzehnter  Stufe  Yk,  ^k' 
stehen.  Übrigens  ist  bei  der  nahen  Verwandtschaft  von  X  und  (i 
die  Kenntnis  der  aus  ft  entspringenden  Congnienzmoduln  seit  lange 
vorhanden,  nur  dass  dieselben  nicht  aus  dem  ft  als  solchem,  sondern 
vielmehr  auf  complicierterem  Wege  aus  Ä,  k'  hergestellt  werden.  Wir 
wollen  zur  näheren  Erläuterung  dieser  Beziehung  hier  noch  einige  von 
den  aus  ft  herzustellenden  Congnienzmoduln  in  k,  k'  umschreiben. 
Erstlich  entspringt  aus  (2)  p^  656  im  Verein  mit  (3)  p.  665: 

durch  Addition  und  Wurzelziehung  folgt  also: 


(12)  f*-=-T->     y^^-yr'^ 

so  dass  wir  in  l/i  +  k'  einen  Modul  achter  Stufe  erkennen.     Weiter 
folgt  aus  der  ersten  Formel  (12)  nach  leichter  Zwischenrechnnng: 

Durch  Ausziehen  der  achten  Wurzel  entspringt  rechts  ein  Congruenz- 
modul 32"^'  Stufe;  also  gehört  auch 


(13)  l/i±^  Yk' 


als  Congruenzmodul  der  Stufe  32  an.  Dass  übrigens    Ykk'  Congruenz- 
modul 48"**'  Stufe  ist,  wird  man  aus  (9)  und  (11)  sofort  entnehmen*). 


*)  Irrationalitäten  der  hier  besprochenen  Art  finden  sich  zahlreich  in  der 
Abhandlang  von  Hrn.  Schröter:  De  aequationibus  modularibuSf  Regiomonti,  1854; 
im  übrigen  sehe  man  die  sachlichen  und  litterari sehen  Zasammenstellnngen  in 
Enneper,  Elliptische  Functionen,  Theorie  und  Geschichte,  2^  Aufl.  bearbeitet 
Ton  Felix  Mailer  (Halle,  1890)  p.  471  u.  f. 
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§  7.     Die  axiB   den  betrachteten  Moduln  sn  bildenden  Galois*8ohen 

Systeme. 

In  unseren  voraufgehenden  Entwicklungen  sind  wir  insofern  von 
unserem  allgemeinen  Programm  abgewichen^  als  wir  immer  die  einzelnen 
Hauptmoduln  ^  nicht  aber  die  von  ihnen  aus  zu  gewinnenden  ausge- 
zeichneten Untergruppen  der  Betrachtung  unterwarfen.  Es  wird  jetzt 
ein  Leichtes  sein^  dass  wir  die  so  gemeinten  ausgezeichneten  Unter- 
gruppen noch  nachträglich  namhaft  machen.  Inzwischen  lassen  wir 
uns  auf  eingehendere  Untersuchung  derselben  keineswegs  ein^  beziehen 
uns  vielmehr  in  dieser  Beziehung  auf  die  in  Betracht  kommenden 
Originalarbeiten. 

Indem  wir  hier  die  Stufen  in  natürlicher  Folge  anreihen^  haben 

wir   erstlich   von   den   beiden  Moduln   sechster  Stufe   ]/>l(A  —  1)  und 

y^^  —  1  zu  handeln.  Für  den  ersten  gehen  wir  auf  die  Darstellung 
(9)  p.  674  zurück^  wo  man  direct  sieht*),  dass  er  einer  ist  unter  den 
drei  gleichberechtigten  Moduln: 

2  2  2   

Wir  schliessen  sofort:  Alle  Modulsubstitutionen,  welche  die  drei 
Moduln  (1)  in  sich,  transformieren,  bilden  eine  ausgezeichnete  f^  der 
Stufe  6  und  eben  deswegen  des  Geschlechtes  j>  «=>  1.  An  Stelle  von  (1) 
koimen  wir  übrigens  die  beiden  Moduln 

(2)  A,    t^A(A-l) 

als  Galois'sches  System  dieser  f^  brauchen,  die  dann  durch  die  Re- 
lation vom  Geschlechte  1: 

Wi^-\)f  -  [A]»  +  W  -  0 

verknüpft  sind.     In  der  That  lässt  sich  sofort  jeder  der  Moduln  (1) 

rational  in  A,  ^^{k  —  1)  darstellen,  wie  auch  umgekehrt  k  rational  in 
den  Moduln  (1).  Zufolge  (10)  p.  674  enthält  übrigens  unsere  f^  alle 
den  Bedingungen 

/3  =  y  =  0,   (mod  2),     a/J-fyd  =  0,   (mod.  3) 

genügenden  Substitutionen.  Das  sind  mod.  6  genommen  gerade  vier, 
welche  in  dem  p.  408  gegebenen  Schema  in  der  ersten  Yerticalreihe 

stehen.  Merken  wir  uns  also  den  Satz:  Das  Modulsystem  l,  ^A(A  —  1) 
definiert  eine  atisgegeichnete  Congraemgruppe  sechster  Stufe  r^g,  die  aUe  mit 


^  Vergl.  das  Verhalten  von  1«,  wie  es  durch  Formel  (2)  p.  628  gegeben  ist. 
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(«)      C;?).G;D.Ü;5).a;D.<-") 

congruenten  Substitutionen  umfasst. 

Eine  ganz  ähnliche  Entwicklung  knüpft  sich  an  )/|^  —  1.     Wir 
haben  da  zufolge  (9)  p.  674  und  (6)  p.  630  das  Galois^sche  System 

aber  dasselbe  lässt  sich  durch 


(5)  I,  Vi'-i . 

ersetzen,  f&r  welche  beiden  Moduln  alsdann  die  Relation 

iVW^^]^  -  [i?  +  1  =  0 

besteht.     In    der   That    sieht    man    zuvörderst  leicht,   dass   sich   die 

Moduln  (4)  mit  Hülfe  von  %  im  ersten  unter  ihnen,  d.  i.  in  y\^  —  1 , 
rational  darstellen.  Umgekehrt  haben  wir  durch  Quotientenbildung 
aus  (4)  sofort  die  drei  Moduln  (|  —  1)*,  (g  —  of^  (J  —  q^Y  und  damit 

-  t((5  - 1)* + <»*(^  -  <»)* + 9{i  -  «*y]  ==  s- 

Zufolge  (10)  p.  674  bleiben  die  Moduln  (5)  bei  allen  die  Congruenzen 
j8  =  y  =  0,    (mod.  3),     a/S  +  /5y  +  7/*  =  D    (mod.  2) 

befriedigenden  Substitutionen  ungeändert.  Es  sind  dies,  mod.  6  ge- 
nommen, die  drei  als  G^  zusammengefassten  Operationen  in  der  ersten 
Horizontalreihe  des  Schemas  p.  408.    Also  der  Satz:  Die  leiden  Grössen  ^ 

und  }/|^  —  1  definieren  eine  ausgezeichnete  Cangruenzgruppe  sechster  Stufe 
fg^,  die  alle  mit 

(")        (J; !)' (J: ')' G;  5)' <-") 

congruenten  Substitutionen  enthalt 

Fundamentalpolygone  F^^  und  F^^  für  unsere  Untergruppen  sondern 
wir  innerhalb  der  Fig.  84  p.  365  aufs  leichteste  ab.  Dieselben  haben 
in  einfachster  Weise  die  Gestalt  regulärer  Sechsecke,  wo  wir  dann 
jedesmal  je  zwei  gegenüberliegende  Seiten  einander  zuzuweisen  haben*). 

Weiter  verweilen  wir  einen  Augenblick  bei  den  drei  gleich- 
berechtigten Moduln  achter  Stufe  }/Ä,  j/l  — A,  y  ^^^—^^  Da  der 
dritte  rational  in  den  beiden  ersten  ist,  so  haben  wir  bereits  in 


*)  Man  vergleiche  die  Arbeit  des  HeransgeberB:  Die  Congruemgruppen 
der  8€c7i8ten  Stufe,  Math.  Ann.  Bd.  28  (1886),  insbesondere  p.  103  und  118. 
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(7)  VI,  VT^x 

ein  Galois'sches  System  für  eine  ausgezeichnete  f^  der  achten  Stufe. 
Die  zu  dem  einen  unserer  drei  Modulu  gehörende  rg4  ist  in  (6)  p.  662 
definiert.  Bilden  wir  dann  V^^*  Tr2iT  und  sammehi  die  gemein- 
samen Substitutionen  von  fg^  und  fut  so  erhalten  wir  für  die  ausgezeich- 
nete r^  insgesamt  die  beiden  Typen: 

(«)  (J;  ?).  (o!  D'  <-'"^  8)- 

Da  aber  mod.  8  im  ganzen  192  incongruente  Substitutionen  existieren, 
so  haben  wir  den  Satz:  Zum  Modulsystem  (7)  gehört  eine  ausgezeichnete 
fgg  der  Stufe  8,  die  durch  (8)  direct  definiert  ist  und  deren  Geschlecht 
sich  als  p  ^=  S  findet.  Die  Grössen  (7)  sind  an  einander  geheftet  durch 
die  Relation: 

die  wir  im  Sinne  unserer  allgemeinen  Theorie  (p.  559  u.  f.)  als  Glei- 
chung einer  ebenen  Curve  vierter  Ordnung  deuten  werden.  Da  haben 
wir  also  direct  die  für  unser  Gebilde  p »»  3  existierende  Normal- 
curve  der  9?*).  , 

Ganz  kurz  erwähnen  wir  noch,  dass  die  drei  Moduln 


(9)  r^.  1^,  V0, 

ein  Galois'sches  System  für  die  Hauptcongruenzgruppe  f^^g  achter  Stufe 
abgeben,  un.d  dass  das  System 

(10)  Vf^^,  y-f:^,  ri"^^* 

in  demselben  Sinne  zur  neunten  Stufe  gehört.    Endlich  geben 

(11)  .  n.  VT^x 

ein  volles  Modulsystem  fiir  eine  ausgezeichnete  f^^  der  Stufe  16,  die 
durch  die  Congruenzen 


*)  Man  vergleiche  hierzu  zwei  Arbeiten  von  Hrn.  Dyck  im  17*««  Bande  der 
Math.  Ann.  (1880).  In  der  ersten  {Über  Aufstellung  und  Untersuchung  von  Gruppe 
und  Irrationdlüät  regulärer  Biemann'scher  Flächen^  1.  c.  p.  473)  wird  das  Polygon 
Fg^  mitgeteilt  und  die  Zerlegung  der  G^^  geleistet;  in  der  zweiten  Arbeit  {Notiß 
über  eine  reguläre  Riemann'sche  Fläche  vom  Geschlechte  drei  und  die  zugehörige 
Normaicuroe  vierter  Ordnung,  1.  c.  p.  610)  untersucht  Hr.  Dyck  die  im  Texte 
gerade  erwähnte  C^  und  zieht  insbesondere  eine  Reihe  invariantenthcoretischer 
Folgerungen  aus  dem  Umstände,  dass  diese  C^  eine  Gruppe  von  96  CoUineationen 
in  sich  zulässt. 
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(J:?).(^D.C:D.(1:D.(-^-) 

definiert   ist.     Man    eutnimmt    alle    diese   Angaben    ohne    besondere 
Mübe  aus  den  bezüglichen  Entwicklungen  des  §  3*). 


§  8.    AufstellxiDg  einiger  Oongmenzgrappen  seohster  Stufe'*'*). 

Nachdem  wir  bereits  im  Yoraufgehendeu  mehrfach  die  sechste 
Stufe  gestreift  haben,  schreiten  wir  jetzt  zu  einer  mehr  systematischen 
Betrachtung  derselben  und  wollen  zu  dem  Ende  vorab  einige  wichtige 
Congruenzgruppen  sechster  Stufe  namhaft  machen.  Wir  gehen  zu- 
vörderst auf  die  beiden  soeben  schon  betrachteten  f^s  und  r24  zurück, 
die,  modulo  6  reduciert,  zwei  Gruppen  vierter  bez.  dritter  Ordnung 
liefern,  welche  wir  kurz  gi  und  g^  nennen  wollen«  Dieselben  um- 
fassen bez.  die  Substitutionen: 

'3,  2\^ 


(1) 


^*'    (o'  1/^    \2\  ö)'    (4' 5/'    (4' 3) 
^»'  \o\  1/'    W,  4/'    Vsi  5/ 


,  (mod.  6). 


Demnächst  ziehen  wir  die  Substitution  S  heran  und  legen  zur 
Untersuchung  derselben  das  in  Fig.  84,  p.  365  gegebene  Polygon  F^^ 
der  r^g  heran.    S  bedeutet  eine  Drehung  von  F^^  um  den  Mittelpunkt 

des  Sechsecks  durch  den  Winkel  y.    Man  wolle  sich  da  erinnern,  wie 

sich  die  auf  dem  Rande  des  Sechsecks  gelegenen  Dreiecksecken  zu 
Punkten  c  zusammenlegen  (p.  366)  und  wird  dann  leicht  bemerken, 
dass  bei  Ausübung  von  8  unter  den  zwölf  Punkten  c  der  geschlossenen 
l^ij  nur  der  eine  der  Stelle  cn  =  icx>  entsprechende  Punkt  c  fest  bleibt. 
Da  S  modulo  6  die  Periode  6  hat,  so  folgt  sofort:  .Die  aus  8  m  er- 
zeugende cyclische  Gq  ist  eine  unter  zwölf  gleiMerecktigten  Untergruppen 
der  Gyj. 

In  dieser  aus.  8  entspringenden  Gruppe  Gq  bilden  die  drei  Ope- 

« 

*)  Für  die  in  diesem  Paragraphen  zur  Betrachtuug  gekommenen  Stufen 
findet  man  eine  Reihe  TOn  BesoWenten  in  Hrn.  Qierster's  Arbeit:  Notiz  über 
Modulargleiehungen  hei  zusammengesetztem  Trans formationsgrad,  Math.  Annalen 
Bd.  14  (1878). 

**)  Für  die  den  Abschluss  des  gegenwärtigen  Kapitels  bildenden  Paragraphen 
vergleiche  man  die  Arbeit  des  Herausgebers:  Die  Congruenzgruppen  sechster 
Stufe,  Math.  Ann.  Bd.  29  (1886),  sowie  namentlich  die  dort  beigegebene  Figuren- 
tafel. Übrigens  wurde  die  hier  zur  Darstellung  kommende  Behandlung  der 
sechsten  Stufe  erst  neuerdings  vom  Herausgeber  durchgeführt. 
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rationen  1^  S*,  S^  eine  cyclische  G^,  bei  der  ausser  dem  Mittelpunkte 
der  Fig.  84  noch  die  beiden  weiteren  Punkte  c  in  sich  übergehen,  die 
sich  aus  den  sechs  Ecken  des  Sechsecks  zusammensetzen.  Indem  also 
G^3,  wie  wir  kurz  sagen,  um  drei  unter  den  zwölf  Punkten  c  dreht, 
wird  G^  eine  unter  vier  gleichberechtigten  Untergruppen  der  G^^  sein. 
Ihnen  entsprechend  haben  wir  vier  gleichberechtigte  Congruenegruppen  fj^, 
deren  einzelne  demgemäss  in  einer  f^  relativ  ausgezeichnet  ist.  Die  einzelne 
dieser  r4  reduciert  sich  aber,  bezüglich  ihrer  r24  genommen,  auf  eine 
endliche  6re,  deren  Typus  wir  sogleich  feststellen  wollen. 

Zu  solchem  Ende  schneiden  wir  uns  aus  Fig.  84  ein  Polygon  F24 
für  unsere  Tg«  aus,  indem  wir  vom  Mittelpunkt  der  Figur  nach  den 
beiden  Ecken  Cq  und  Cj  zwei  geradlinig  verlaufende  Schnitte  führen. 
Der  damit  entspringende  rautenförmige  Dreieckscomplex  ist  dann  da- 
durch zum  Polygon  F^^  auszugestalten,  dass  wir  einerseits  die  beiden 

eben  entspringenden  Schnitträn- 
der, fürs  zweite  aber  die  beiden 
in  Fig.  84  durch  1  und  6  be- 
zeichneten Sechseckseiten  ein- 
ander zuordnen.  Wir  sehen  so- 
fort: V^^istvomGeschlechie  p'=0 
und  also  Gq  entweder  cydisch  oder 
diedrisch.  Indem  wir  aber  JP24 
auf  Grund  der  Eantenzuordnung 
zur  vollständig  bedeckten  Ebene 
auseinander  biegen,  entspringt 
Fig.  101.  Da  liefert  die  in  Fig.  84 
unser  jP^^  vom  Mittelpunkt  nach  c^ 
durchziehende  Symmetrielinie  das 
mittlere  Stück  der  Fig.  101  ver- 
tical  teilenden  Symmetrielinie. 
Die  Fortsetzungen  der  letzteren 
Linie  nach  oben  und  unten  wer- 
den alsdann  durch  diejenigen 
beiden  Paare  von  Randcurven  gebildet,  die  wir  im  Polygon  F^^  soeben 
einander  zuordneten.  Mit  diesen  Angaben  wird  es  leicht  gelingen,  in 
die  gegenseitige  Beziehung  unserer  beiden  Figuren  klaren  Einblick  zu 
gewinnen.  Hier  sehen  wir  nun  in  Fig.  101  die  vier  Symmetriekreise 
der  Diederteilung  (Fig.  12,  p.  70)  direct  vor  Augen:  Die  zur  fj^  im 
obigen  Sinne  gehörende  Gq  ist  also  eine  Diedergruppe,  ein  Umstand,  den 
wir  baldigst  functionentheoretisch  zu  verwerten  haben. 

Merken  wir  uns  sogleich  noch,  dass  wir  als  Repräsentantensystem 


Fig.  101. 
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der  zur  fg^  gehörenden  f^  die  vier  unter  (1)  gegebenen  Operationen 
der  g^  ansehen  können*).  Wenn  wir  also  durch  r^,  Vu,  Tgi,  V^ 
unsere  vier  gleichberechtigten  Untergruppen  bezeichnen  ^  entspringen 
sie  alle  aus  der  ersten  unter  ihnen  durch  die  vier  Operationen  der  g^. 

Indem  wir  auf  die  anfanglich  aus  S  hergestellte  Gq  zurückgehen, 
verfolgen  wir  nun  in  ähnlicher  Weise  deren  aus  1,  S^  bestehende 
Untergruppe  (r^.  Bei  Ausübung  von  S^  bleiben  aber  ausser  dem 
Mittelpunkte  in  Fig.  84  noch  die  weiteren  drei  Punkte  c  an  Ort  und 
Stelle,  welche  aus  den  Mittelpunkten  der  Sechseckseiten  hervorgehen. 
Indem  wir  also  insgesamt  vier  Fixpunkte  haben,  v  entspringen  drei 
gleichberechtigte  (r,  und  demnach  ebensoviele  gleichberechtigte  Congruenz- 
gruppen  V^.  Die  einzelne  V^  ist  bei  dieser  Sachlage  innerhalb  einer 
r,  ausgezeichnet,  welch'  letztere  sich  bezüglich  der  V^q  auf  eine  endliche 
Gi2  reduciert.  Es  liegt  uns  wieder  die  Aufgabe  ob,  die  Structur  der- 
selben in  Erfahrung  zu  bringen. 

Indem  wir  Fig.  84  längs  der  horizontal  durch  ihre  Mitte  ziehen- 
den Symmetrielinie  zerschneiden,  können  wir  etwa  aus  der  unteren 
Hälfte  durch  geeignete  Zusammenordnung  der  Randlinien  ein  Polygon 
F^  für  unsere  r^Q  herstellen.  Wir  müssen  da,  wie  man  durch  leichte 
Betrachtung  findet,  die  rechte  Hälfte  des  eben  geführten  Schnittes  der 
linken  zuordnen,  sodann  bei  den  Sechseckseijben  1  und  6  jeweils  gleich- 
falls die  eine  Hälfte  der  einzelnen  Seite  der  anderen;  endlich  aber 
bleiben  noch  die  beiden  verticalen  nach  rechts  und  links  unser  Polygon 
^sc  begrenzenden  Geraden  einander  zuzuordnen.  Wir  folgern  vor  allen 
Dingen  wieder:  Unsere  f^  gehört  zum  Geschlechte  i)=0,  und  also  ist 
Gi2  ^^^  ***  ^  Theorie  der  regulären  Körper  auftretende  Gruppe, 

Die  Zusammenlegung  des  Polygons  F^^  zur  geschlossenen  Fläche 
gestaltet  sich  hier  in  besonders  übersichtlicher  Weise.  Indem  wir  die- 
jenigen Punkte  c  der  Fig.  84,  bei  denen  die  Nummern  1^  2,  5,  6 
geschrieben  sind,  kurz  als  Punkte  1,  2,  5,  6  benennen,  den  Mittel- 
punkt der  Fig.  84  aber  kurz  als  Punkt  0  bezeichnen,  fixiere  man  die 
fünf  geraden  Verbindungslinien  der  folgenden,  jedesmal  in  eine  Klammer 
neben  einander  gestellten  Punkte:  (0,  1),  (0,  6),  (5,  6),  (6,  1),  (1,  2). 
Längs  dieser  Linien  denke  man  das  Polygon  F^  eingeknickt,  wobei 
es  nun  gelingt,  ohne  weitere  Formänderungen  aus  jP^^  ein  gewöhn- 
liches reguläres  Tetraeder  herzustellen.  Indem  wir  dasselbe  aus  seinem 
Mittelpunkt  auf  eine  concentrische  Kugeloberfiäche  projicieren,  diese 
dann   aber   stereographisch   in  geeigneter  Weise  auf  eine  Ebene  be- 


*)  Man  zeigt  nämlich   sofcrt,   dass  r,^    unter   den  Operationen  der  (/^  nur 
durch  die  erste  in  sich  transformiert  wird. 
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ziehen ;  entspringt  Fig.  102.  In  derselben  sehen  wir  sofort  die  Sjm- 
metriekreise  der  Tetraederteilung  vor  Augen,  und  also  ist  unsere  G^^ 
eine  Tetraedergruppe. 

Wir  haben  solchergestalt  zwei  interessante  Beispiele  fiir  unsere 
allgemeinen   Erörterungen   über   relativ   ausgezeichnete  Untergruppen 


Fig.  102. 

vom  Geschlechte  p  =  0  erhalten,  die  wir  nun  sogleich  noch  fiir  die 
functionentheoretische  Behandlung  der  sechsten  Stufe  specificieren. 
Merken  wir  uns  vorab  noch,  dass  die  mit  f^^  gleichberechtigten  Unter- 
gruppen  (ms  ihr  durch  TraTisformation  vermöge  der  unter  (1)  gegebenen 
Operationen  der  ausgezeichneten  g^  entspringen. 


§  9.    Die  CongruenzmodtQn  sechster  Stufe  2/((d)  und  x(jd). 

Die  Untergruppen  r24  des  vorigen  Paragraphen  waren  vom  Ge- 
schlechte Null;  es  gehört  also  zu  der  einzelnen  unter  ihnen,  z.  B.  zu 
der  soeben  besonders  betrachteten  r24,  ein  Hauptmodul,  den  wir 
wegen  seiner  durch  Fig.  101  begründeten  Verwandtschaft  mit  der 
Diederirrationalitat  A  durch  l((o)  bezeichnen.  Für  die  Fixierung  von 
1{(d)  halten  wir  an  den  Vorschriften  der  Fig.  12,  p.  70  fest,  wobei  wir 
dann  noch  zu  bestimmen  haben,  dass  der  obere  Teil  der  verticalen 
Symmetrielinie  der  Fig.  101  die  positive  reelle  l-Axe  sein  soll.    Gehen 
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wir  auf  dieser  Sjmmetrielinie  von  oben  nach  unten,  so  durchschneidet 
sie  die  übrigen  Symmetriekreise  der  Fig.  101  der  Reihe  nach  in  den 

Punkten  Z  =  cx>,  2,  1,  y,  0,  —  1.  Indem  wir  diese  Punkte  rück- 
wärts im  Polygon  F^i  verfolgen  und  von  da  ab  in  die  cd -Halbebene 
zurückverlegen,  finden  sich  als  zugehörige  Werte  von  m  bez.  +^1 

±1,  ioo,  0,   ±  y,  ±Y- 

Unter  den  24  mit  l  gleichberechtigten  Moduln  sind  sechs  lineare 
Functionen  von  l,  deren  Gestalt  man  auf  p.  15  unten  angegeben  findet. 
Diese  sechs  Substitutionen  des  l  bilden  eine  Diedergruppe  Gq,  und  es 
wird  insbesondere  den  drei  unter  (1)  p.  679  gegebenen  Operationen 
der  ausgezeichneten  g^  die  in  dieser  Diedergruppe  enthaltene  aus- 
gezeichnete G^  entsprechen.  Thatsächlich  wird  ja,  wie  man  noch 
nachträglich  bestätigen  wolle,  unsere  fg^  durch  die  Operationen  der 
^3  in  sich  transformiert,  und  wir  finden  leicht: 

W  ^\3cD-fi0/""      Z(<o)      '      Hsoj  +  Ö/  ""  1  —  Z{a))' 

Andrerseits  haben  wir  für  die  Operation  S: 

Für  einige  noch  durchzuführende  Rechnungen  setzen  wir  jetzt  an 
Stelle  von  2(o)  zweckmässig 

als  Hauptmodul  der  r^^  an.  Aus  den  für  l  gemachten  Angaben  findet 
sich  dann  für  y{a})  ohne  weiteres  die  Werte  Verteilung: 

y(ioo)=oo,     y(0)  =  3,    y(±  y)  =  0, 
(4)  ^  '^ 

y(±i)  —  3,  y(±T)  =  i>   n+l)  —  1- 

Die  sechs  linearen  Substitutionen  des  y  aber  werden: 

/         ,  /         ,   y  +  3         /         ,   y  —  3 

insbesondere  haben  wir  den  Formeln  (1)  und  (2)  entsprechend: 
u(  "  +  ^  ]=.  yW-^       „/g«>  +  3\ y(«)  -f  3 

(5)  2f\3a)  +  10/  y(a>)+l'       ^\3(d  +  6/~         y(a))  —  1  ' 

y{(D  +  1)  =  -  y((o). 

Den  Hauptmodul  der  vorhin  besonders  betrachteten  fge  benennen 
wir  wegen  seiner  Verwandtschaft  zur  Tetraederirrationalität  5  durch 
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x{coi)  und  halten  an  der  üblichen  Werteverteilung  fest,  nach  welcher 
die  vier  Tetraederecken  die  Werte  a;  =  cx>,  1,  p,  qI^  bekommen.  In- 
dem wir  wieder  die  Schnittpunkte  der  Symmetriekreise  von  Fig.  102 
rückwärts  in  die  o- Halbebene  verlegen,  findet  sich  als  Werteverteilung 
für  x((o)  die  folgende: 

x{i<x>)  =  (x>,    x(—^)  =  Q^,     x(^)  =  Q,    x{f)  =  l, 

^(i)=0>    ^(0) 2,    xi-l)  =  ^2Q,     x{l) 2p«. 

Die  zwölf  Substitutionen  des  x  sind  nach  p.  615  durch: 

X      =    O'^Xy  X      =    &* \- 

gegeben,  und  es  liefert  uns  insbesondere  die  in  (1)  p.  679  geschriebene 
g^  die  ausgezeichnete  Yierergruppe  innerhalb  der  Tetraedergruppe: 

^\2(»  +  6/°*     ic(a))  — 9      '     ^\4d)  +  17/  a;(ffl)  —  9*     ' 

„/3a)  +  2\        a;((D)  +  2 
\4a)  +  3/ '^a;(a))  —  1' 

während  wir  andererseits  für  S  leicht  berechnen: 
(8)  X{(D  +  \)^Q^x{io). 

Auf  der  geschlossenen  Fläche  F^^  ist  y  eine  dreiwertige,  o;  aber 
eine  zweiwertige  Function;  beide  Functionen  zusammengenommen  wer- 
den sonach  genügen,  den  einzelnen  Punkt  der  Fläche  zu  definieren: 
Die  leiden  Moduln  x{(o) ,  y(G))  bilden  ein  Gäloi^sches  System  für  die 
Hauptcongnienzgruppe  sechster  Stufe  V^^*  um  die  zwischen  ihnen  be- 
stehende Relation  in  Erfahrung  zu  bringen,  bemerke  man,  dass  ^ 
und  tx?  zwei  auf  dem  Gesamtpolygon  i^^^  sechswertige  Functionen  sind, 
die  zufolge  (5)  und  (8)  bei  Ausübung  der  Substitution  S  unverändert 
bleiben.  Sie  sind  demnach  einwertige  Functionen  auf  dem  Polygon  V^^ 
der  aus  S  entspringenden  G^  des  Geschlechtes  |} «»  0,  und  also  wird 
z.  B,  y*  eine  lineare  Function  von  x^  sein*).  Setzen  wir  sogleich 
hinzu,  dass  diese  lineare  Function  eine  ganze  Function  ist^  da  t^  und  a? 
bei  CD  =  i  cx>  zugleich  unendlich  werden.  Man  schreibe  demnach  vor- 
läufig: 

y^  SS  as?  -f-  b 

und  substituiere  zur  Bestimmung  von  a  und  &  für  o  in  diese  Glei- 


*)   Die  Wurzel  t  der  von  Hrn.  Gierster   L  c.  (Math.  Ann.  Bd.  14)  p.  641 
unter  No.  2  berechneten  Reaolvente  zwölften  Grades  ist: 

__      36 36 

^  "^  y^~^^  ~       ö"^  +  8 ' 
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chaDg  nach  einander  die  beiden  Werte  0,  -r-.    Indem  wir  für  x  und  y 

die  bezüglichen  unter  (4)  und  (6)  gegebenen  Werte  eintragen^  kommen 
zwei  lineare  Gleichungen  für  a  und  h,  aus  denen  wir  a«=  —  &»==:  —  1 
berechnen.    Die  zwischen  x  und  y  bestehende  Beiation  ist  cdso: 

(9)  rc«  +  y«  =  l. 

Als   mit  y  gleichberechtigte   Moduln   haben   wir  nach   den   Mit- 
teilungen des  vorigen  Paragraphen  die  folgenden: 

yi^*»)  ==  y  (^T^) '  y^  («') = y  Li  H) '  '^'  ^"'^  ^  ^  (j^^)  • 

Dieselben  werden  im  Modulsystem  der  x^y  rationale  Functionen  sein, 
und  wir  nehmen  uns  vor,  die  Gestalt  dieser  Functionen  y,-  =  J?,-  {x,  y) 
in  Erfahrung  zu  bringen.  Da  unabhängig  von  m  stets  j^^  =»  1  —  xi^ 
ist,  so  folgt  aus  Formel  (7)  für  y,  zunächst 

QX  +  2  p*\8        -  9(a;*p  +  xg^  +  1) 


.'  - 1  -  C-^t-l'-l 


^*  *  \     X  —  Q      /  {X  —  qY 

Hier  muss  es  nun  möglich  sein,  die  rechte  Seite  mit  Hülfe  von  y 
derart  umzugestalten,  dass  das  Quadrat  einer  rationalen  Function  von 
X  und  y  dasteht.  Thatsächlich  folgt  durch  Erweiterung  mit  (x  —  q) 
nach  elementarer  Zwischenrechnung: 

2_9(1— a;»)_| 3y       1* 

^^  ~  (Vic-i)*  ~  U^'x-' i)«J  ' 

Beim  Ausziehen  der  Quadratwurzel  setzen  wir  behufs  Bestimmung  des 

Vorzeichens  etwa  den  Specialwert  cd  =  —  1  ein  und  finden: 

3y 

y^~  ^  (^  -11)« ' 

Indem  wir  auch  noch  die  beiden  andern  Formeln  (7)  verwerten,  findet 
sich  insgesamt  für  die  Moduln  y^y  y^,  y^  die  Darstellung: 

v^^;  Vi  —  (^«^  _  i)«7   y«     (^a-  _  i^t  y   ys  —  (a;  _  i)* 

Wiederum  in  völlig  analoger  Weise  erledigt  sich  x.     Da  haben 
wir  für  die  drei  gleichberechtigten  V^  als  Hauptmoduln  neben  x: 

^i('»)=«(£-:FTö)'  «^*  (*«) = (St^)  ' 

deren  Ausdrücke  in  x^y  wir  von  den  Formeln  (5)  aus  leicht  berechnen. 
In  der  That  ist  z.  B. 

^8_i  /y^8\«_8(y-l) 

'  ~  \y+i/  ~"(y  +  i)»' 

Hier  folgt  durch  Erweiterung  mit  (y  +  1)  • 
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X 


wo  wir  nun  beim  Ausziehen  der  dritten  Wurzel  die  vortretende  Ein- 
heitswurzel  durch  den  Specialwert  m  =  —  4  bestimmen.  Wir  finden 
auf  solche  Weise  für  die  Moduln  x^y  x^  die  Darstellungen  in  x,y: 

(11)  ^i  =  .Tjr?»    ^2  = 


Wir  werden  diese  Formeln  sogleich  zu  einer  weiteren  Anwendung 
benutzen. 

§  10.   Die  72  Transformationen  der  Cg  in  sich.     GeometriBChe  Sätse. 

Vermöge  des  Modulsystems  a;,j^  haben  wir  im  vorigen  Paragraphen 
das  Polygon  F^2  eindeutig  auf  die  durch 

(1)  y' x'+i 

dargestellte  ebene  Curve  dritter  Ordnung  bezogen.  Indem  wir  Glei- 
chung (1)  mit  der  allgemeinen  Gleichung  (1)  p.  539  vergleichen,  sehen 
wir,  dass  für  unser  algebraisches  Gebilde  des  Geschlechtes  1  die 
rationale  Invariante  g^  verschwindet.  Wir  haben  es  also  hier  mit  dem 
äquianharmonischen  Falle  eines  elliptischen  Gebildes  zu  thun  (cf.  p.  13 
oben).  Der  G^^  entsprechend  wird  unsere  G,  eine  Gruppe  von  72  ein- 
deutigen Transformationen  in  sich  zulassen,  als  deren  Erzeugende  wir 

berechnen*). 

Hier  tritt  nun  die  Frage  ein,  wia  viele  unter  diesen  72  Transforma- 
tionen in  einfachster  Weise  Collineationen  sind,  und  wir  teilen  in 
diesem  Betracht  vorerst  den  Satz  mit,  dass  eine  elliptische  C^  im 
äquianharmonischen  Falle  insgesamt  54  Collineationen  in  sich  ge- 
stattet Im  allgemeinen  Falle  haben  wir  deren  freilich  nur  18;  hier 
aber  tritt  zu  der  sogemeinten  G^^  als  neue  Collineation  noch  die 
Operation  x   ^  qx  der  Periode  drei,  woraus  die  G^^  entspringt 

Bilden  wir  uns  sogleich  die  transcendente  Darstellung  dieser 
Collineationsgruppen  vermöge  dea  zu  unserem  elliptischen' Gebilde  ge- 
hörenden Integrals  erster  Gattung  u.  Schon  wiederholt  bemerkten 
wir,   dass   dieses  Integral  nichts  anderes   als   die  5-Function  ist,   in 


*)  Die  beiden  letzteren  Formeln  stellt  man  sofort  durch  Combination  von 
(a'  ^  ^^^  \<i'  ft)  ^^^^  nachheriger  Anwendung  von  jS^her;  die  Wirkung  letzterer 
Substitutionen  aber  auf  x  und  y  ist  im  vorigen  Paragraphen  angegeben. 
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deren  Ebene  Fig.  84,  p.  365  wir  unser  Polygon  F^^  einlagerten.  Dieses 
Sechseck  müssen  wir  sonach  durch  erlaubte  Abänderung  in  das  bezüg- 
liche Periodenparallelogramm  umwandeln  können,  was  man  in  der  That 
aufs  leichteste  ausführen  wird.  Insbesondere  kann  man  solches  in  der 
Weise  thun^  dass  den  Erzeugenden  S  und  T  die  Substitutionen: 

(3)  Si  u' (>«w,      T:  m' u  +  '^^^-i^ 

von  u  entsprechen,  unter  m^^  fo^  die  Perioden  unseres  elliptischen  Ge- 
bildes yerstanden.  Unter  Gebrauch  der  damit  in  Vorbereitung  ge- 
brachten Bezeichnungsweise  stellt  sich  die  im  allgemeinen  Falle  für 
eine  ebene  elliptische  G^  existierende  Collineationsgruppe  transcendent 
in  der  Form: 

(4)  M    =  +  14  H ^ 

dar,  womit  im  aquianharmonischen  Falle  noch  u'  =  pti  zu  combi- 
nieren  ist*). 

Indem  wir  zu  unserer  speciellen  G^  und  zu  ihrer  G^^  zurückkehren, 
wird  die  letztere  Gruppe  mit  der  jetzt  wiederholt  genannten  Collinea- 
tionsgruppe 654  höchstens  eine  Untergruppe   G^^  gemein   haben.     In 

der  That  aber  findet  man  der  Operation  ( «  '  1^)  d^r  Periode  drei  ent- 
sprechend: 
(5)  x^y'^\ 2  a; :  (y  -  3)  :  (y  +  1 ) , 

woTa%t&  denn  durch  Gomhination  mit  der  unter  (2)  ftir  8  angegebenen 
GoUineation  wirklich  eine  in  der  G^^  enthaltene  G^^  von  Gollineationen 
der  C3  in  sich  entspringt  Nebenher  fuhren  wir  noch  an,  dass  diese 
Gig  keineswegs  die  auch  im  allgemeinen  Falle  für  eine  C^  existierende 
Collineationsgruppe  ist,  dass  unsere  G^^  vielmehr  mit  dieser  letzt- 
gemeinten Gruppe  nur  eine  diedrische  Gq  gemeinsam  hat. 

Wir  bringen  hier  endlich  noch  eine  interessante  Anwendung  der- 
jenigen Sätze,  welche  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen  für  die 
Betrachtung  der  ebenen  Curven  dritter  Ordnung  geliefert  hat;  es  han- 
delt sich  dabei  in  erster  Linie  um  Tangentenconstructionen  an  der 
C^**)f  ohne  dass  wir  indessen  bei  der  elementaren  Ableitung  unserer 
mitzuteilenden  Sätze  ausführlich  verweilen.   Wir  wollen  die  Lagerungs- 


*)  Man  vergL  hier  überall  die  Abhandlung  von  Klein,  Über  die  elliptischen 
NormcUcurven  der  n^^  Ordnung  u.  ä.  to.,  Abb.  der  Math.-phys.  Classe  der  Kgl. 
Sachs.  Gesellsch.  der  Wissenschaften,  Bd.  13,  insbesondere  p.  357;  wir  kommen 
anf  diese  Theorie  später  noch  zurück. 

**)  Vergl.  die  von  Lindemann  bearbeiteten  Vorlesungen  von  Clebsch  über 
Geometrie  (Leipzig,  1876)  p.  602  m  f. 
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Verhältnisse  derjenigen  Punkte  unserer  C^  charakterisieren,  welche  den 
Ecken  a,  b,  c  der  Dreiecke  des  Polygons  F^^  entsprechen  und  stellen 
in  diesem  Betracht  vorab  den  Satz  auf,  der  unmittelbar  aus  der -Ge- 
stalt des  Polygons  folgt:  J)  als  rationale  Function  auf  der  C^  gedeutet, 
nimmt  den  einzelnen  complexen  Wert  in  72,  im  allgemeinen  getrennt 
liegenden  Punkten  an;  nur  für  tT«»  1  fallen  diese  Punkte  eu  Paaren 
in  die  36  Punkte  a  eusammen,  für  J'=^0  eu  dreien  in  die  24  Punkte  b, 
für  Js=  <x>  m  je  sechs  in  die  awölf  Punkte  c.  um  mit  diesen  letzteren 
zwölf  Punkten  c  zu  beginnen,  so  besitzen,  wie  man  leicht  findet,  drei 

unter  ihnen  die  Argumente  t*  =  0,  '"'  "T  ^* ,  ^'  '^-  -* -  Nach  be- 
kannten Sätzen  haben  wir  also  in  ihnen  Wendejmnkte  der  C^  (1),  und 
zwar  sind  dies  die  drei  reellen  Wendepunkte  derselben,  für  welche 
die  Wendetangenten  durch  die  beiden  Linien  y  +  1  =  0  und  die  un- 
endlich ferne  Gerade  der  a;y- Ebene  geliefert  werden. 

Von  einem  Wendepunkte  aus  kann  man  noch  drei  von  der 
Wendetangente  verschiedene  Tangenten  an  die  (7,  legen.  Führen  wir 
das  von  unseren  drei  reellen  Wendepunkten  aus,  so  entspringen  neun 
fernere  Punkte  in  den  Berührungspunkten  dieser  Tangenten;  es  sind 
damit  die  neun  noch  fehlenden  Punkte  c  auf  unserer  C^  markiert. 

Von  jedem  der  eben  gewonnenen  neun  Punkte  lassen  sich  vier 
Tangenten  an  die  C^  legen,  die  Tangente  in  dem  betreffenden  Punkte 
selbst  nicht  mitgezählt.  In  den  86  dabei  entspringenden  Berührungs- 
punkten besitzen  wir  die  36  Punkte  a  der  Cg. 

Endlich  besitzen  wir  in  den  sechs  imaginären  Wendepunkten  6 
unter  den  24  Punkten  6  der  Cg.  Die  Berührungspunkte  der  3  -  6  von 
ihnen  aus  noch  möglichen  Tangenten  liefern  den  Rest  der  Punkte  b, 

§  11.    Die  Moduln  yx{^  —  1) ,  j/g^  —  1 .     Die  ansgezelohnete  f^. 

Der  Vollständigkeit  halber  fügen  wir  hier  noch  einige  kurze  Ent- 
wicklungen an,  welche  erstlich  die  Darstellung  der  Moduln  sechster 

Stufe  j/A(^  —  1),  ]/6^ — 1  im  vollen  Modulsystem  rr,  y  bezwecken, 
fürs  zweite  aber  eine  bislang  noch  nicht  explicite  genannte  ausgezeich- 
nete Gongruenzgruppe  vom  Index  6  berücksichtigen  sollen. 

Wir  knüpfen  an  den  Umstand,  dass  die  zum  Modul  x{m)  ge- 
hörende Pg^  Untergruppe  der  Hauptcongruenzgruppe  f^,  dritter  Stufe 
ist,  woraus  wir  umgekehrt  entnehmen,  dass  |  eine  rationale  Function 
dritten  Grades  von  x  ist:  |  =  2J(a;).  Aber  bei  a)  =  too  werden  | 
und  X  in  gleichem  Grade  unendlich,  so  dass  offenbar  die  im  Zähler 
von  R  stehende  ganze  Function  von  x  auf  den  dritten,  die  im  Nenner 
stehende  aber  bis  auf  den  zweiten  Grad  steigen  wird.    Sonach  ist  auch 


Galoi8*8clien  Haaptmoduln  hdrstellen  lasseou  689 

noct  —  vom  dritten  Grade  in  x,  und  da  dieser  Quotient  sich  gegen- 

fiber  der  Substitution  8  invariant  verhält^  so  muss  er  linear  in  x^  seiu. 
So  haben  wir  den  Ansatz 


I 


x^ 


Hier  tragen  wir  die  Specialwerte  o  «»  0 ,  -^  ein  und  finden  auf  solche 

Weise  zwei  Gleichungen  f&r  a  und  b,  die  zur  Bestimmung  dieser 
Coefficienten  ausreichen.  Eine  ganz  ähnliche  Behandlung  gestattet  l, 
und  wir  finden  solcherart  für  X  und  |: 

r\\  1  _  (« "  yy  (^  +  y)     t^^^-^ 

^^/  ^~  I6y»  '     ^       —Sä"' 

Von  hier  aus  schliessen  wir  nun  in  folgender  Weise  weiter:  Der 

Modul  yx  (A  —  1)  bleibt  bei  der.  zu  x  gehörenden  V^  invariant^  j/j* — 1 
desgleichen  bei  der  zu  y  gehörenden  r24.  Indem  wir  also  aus  (1)  den 
rationalen  Ausdruck  für  X{X  —  1)  berechnen  und  an  Stelle  von  y  den 
Modul  X  einführeU;  muss  die  dritte  Potenz  einer  rationalen  Function 
von  X  entspringen.  In  gleicher  Weise  wird  sich  für  (5'  —  1)  das 
Quadrat  einer  rationalen  Function  von  y  zeigen.  Die  Rechnung  be- 
stätigt das  wirklich^  indem  sie  nämlich  auf  die  nachfolgenden  Dar- 
stellungen der  beiden  in  Rede  stehenden  Functionen  führt: 

(2)         t/Ä(r:ri)^y  +  ^\  Y^^^J^Liz^y.. 

2*  (1  —  o;»)  3^  (y*  —  1) 

Die  noch  zu  besprechende  fg  gewinnen  wir  sehr  leicht  von  j^A 
aus.  Wir  sahen  schon  früher,  dass  diese  Modulform  (—2)^  Dimension 
zu  einer  ausgezeichneten  homogenen  Untergruppe  sechster  Stufe  vom 

Index  6  gehört.  Aber  infolge  der  geraden  Dimension  von  {/A  in  cd^;  o^ 
wird  in  dieser  Untergruppe  sicher  auch  die  Operation  T^  enthalten 
sein,  so  dass  ihr  beim  Fortgang  0u  den  nicht-homogenen  Substitutionen 
eine  at^sgeeeichnete  nicht-homogene  V^  der  sechsten  Stufe  entspricht  Dieses 
ist  die  Gruppe,  welche  wir  hier  noch  erwähnen  mussten.  Auf  Grund  von 
(14)  und  (17)  p.  627  werden  ihre  Substitutionen  durch  die  Congruenzen 
a/S  +  yd  =  0,  (mod.  3),  a/J  +  /Jy  -f  y*  =  0,  (mod.  2)  charakteri- 
siert sein,  die  sich  übrigens  mod.  6  genommen  in  die  eine  zusammen- 
ziehen lassen: 
(3)  a/J  +  3/Jy  +  yd  =  0 ,  (mod.  6) . 

Nebenher  bemerken  wir,  dass  sich  die  f^,  modulo  6  genommen,  auf  eine 
ausgezeichnete  6?^  reduciert,  welche  den  in  der  Note  p.  476  erwähnten 
Typus  zeigt  Die  zu  Anfang  in  §  8,  p.  679  aufgestellten  g^  und  </, 
sind  Untergruppen  der  hier  in  Rede  stehenden  G^^. 

Kloln-Frioke,  ModnKtinctioncn.  4( 
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Ein  Galois'sches  Modulsystem  ftir  unsere  f^  verschaffen  wir  uns 
aufs  leichteste.  Mit  yÄ  werden  zur  Vq  offenbar  auch  die  beiden  Grossen: 

(4)  v?^-^s  yj-^ 

gehören,  deren  erste  auf  dem  Polygon  F^  der  Tg  dreiwertig,  deren 
andere  zweiwertig  ist.  Ztisammengenommen  bilden  sie  also  gerade  das 
gesuchte  Modulsystem  und  erscheinen  an  einander  gAunden  durch  die  Re- 
lation des  Geschlechtes  j?  =  1 : 

(5)  ivj^iy = m'  - 1 . 

Von  hier  aus  gewinnen  wir  eine  sehr  elegante  Darstellung  f&r  das 
Integral  erster  Gattung  sechster  Stufe.  Wir  schreiben  dasselbe  unter 
Aufnahme  eines  numerischen  Factors  x  im  Anschluss  an  (5): 


dJ 


Nun  aber  entspringt  durch  Ausziehen  der  6*^  Wurzel  aus  der  dritten 
Relation  (5)  p.  118  nach  leichter  Umgestaltung: 


yÄ  ((Oid(02 CögdCDi)  =  —^ 


dJ 


Setzen  wir  also  x  ■=  —  3r»}/3,  so  gelangen  wir  für  u  zur  Darstellung 
(6)  u  =J  YE  (©1  dog  —  Og  c?  ©g) , 

womit  sich  umgekehrt  }/A  als   eindeutige  Modulform   sechster  Stufe 

direct  in  der  Gestalt: 

du 


(7)  V^ T  ^ 

^  '  '  (»^  a  09,  —  (0,  a  a>| 

darstellt    Auf  Formel  (6)  werden  wir  noch  gelegentlich  zurückkommen 
müssen. 

Dass  wir  übrigens  für  die  ausgezeichneten  Untergruppen  fig,  r^y 
r^s  als  zugehörige  Integrale  erßter  Gattung  bis  auf  numerische  Fac- 
toren  gerade  wieder  die  in  (6)  gegebene  Function  u  gewinnen  (was 
wir  schon  gelegentlich  bemerkten),  lässt  sich  nun  hinterher  leicht 
auch  direct  bestätigen.  Erstlich  nämlich  kommt  unter  Gebrauch  der 
Formeln  (5)  p*  15  und  (1)  p.  104  vermöge  einer  elementaren  Zwischen- 
rechnung die  Identität: 

y-j - 1    yiosj  yv (i - ly     J  y^^^i' 

wo  wir  nun  rechts  thatsächlich  die  zur  fig  bez.  r24  gehörenden  Inte- 
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grale   haben.    Endlich   stellt  man   unter  Gebrauch   der  Formeln  (1) 
und  (2)  von  hier  aus  mühelos  die  Gleichung  her: 


f^-^y-'f'i' 


WO  nun  rechter  Hand  wirklich  das  zur  f^g  gehörende  Integral  erster 
Gattung  steht. 

Zum  Schluss  möge  noch  bemerkt  sein^  dass  die  hier  gegebene 
Behandlung  der  Hauptcongruenzgruppe  sechster  Stufe  r^j  auch  für  die 
übrigen  in  der  Modulgruppe  enthaltenen  ausgezeichneten  Untergruppen 
des  Geschlechts  j>  =  1  Anwendung  gestatten.  Inzwischen  würde  es 
zu  weit  führen,  wenn  wir  auf  dieselben  hier  noch  ausführlich  eingehen 
wollten*). 


*)  Man  vergl.  in  diesem  Betracht  die  Arbeit  des  Herausgebers:  Über 
die  ausgezeicJineten  Untergruppen  vom  Geschlechte  p  >=  1 ,  welche  in  der  Gruppe 
der  linearen  m- Substitutionen  enthalten  sind,  Math.  Ann.  Bd.  30  (1887). 


44* 


Sechstes  EapiteL 

Die  Hodnlsysteme  »a  nnd  A,.  der  siebenten  Stnfe*). 

Um  nnseren  p.  609  aufgestellten  Plan  der  Untersuchung  yoUig 
zu  erschöpfen I  bleibt  uns  jetzt  noch  übrige  die  zur  Hauptcongruenz- 
gruppe  siebenter  Stufe  f^^  gehörenden  Modulfunctionen  ausführlich  zu 
betrachten.  Diese  V^^  ist  vom  Geschlechte  |)  x«  3^  und  zwar  gehört 
sie,  wie  wir  wissen^  zum  allgemeinen  (nicht  hyperelliptischen)  Falle, 
80  dass  wir  von  drei  linear-unabhängigen  Functionen  tp  aus  ein  zur 
r,68  gehörendes  volles  Modulsystem  gewinnen.  Wir  werden  diese 
Functionen  q>  sogleich  in  zweckmässiger  Weise  zu  drei  Modulformen 
siebente  Stufe  Za  ausgestalten  und  gewinnen  in  ihnen  ein  Grössen- 
System ;  dessen  nähere  Untersuchung  zu  den  interessantesten  Ent- 
wicklungen gehört,  denen  wir  hier  überhaupt  begegnen.  Von  diesen 
Modulformen  Za  aus  definieren  wir  alsdann  ein  neues  System  von 
Moduln  siebenter  Stufe  A^r,  dessen  nähere  Betrachtung  das  gegenwärtige 
Kapitel  abschliesst.  Wie  sich  das  Galois'sche  Problem  168^^  Grades 
^uf  Grund  dieser  verschiedenen  Modulformen  darstellt,  und  welche  Gestalt 
die  niederen  Resolventen  dieses  Problems  besitzen,  wird  Gegenstand 
der  Untersuchung  für  das  nächste  Kapitel  sein. 

§  1.     Einfülinmg  der  Modalformen  Za  und'  der  Curve  C^, 

Sind  ^\,  ^2,  ^4  drei  zur  V^^  gehörende  linear-unabhängige  Integrale 
erster  Gattung**),  so  wollen  wir  die  Differentiale  dja  derselben  durch 
das  gegenüber  allen  homogenen  Modulsubstitutionen  invariante  Diffe- 
rential {m^dm^  —  a^dm^  =  —  m^dcii  dividieren,  um  uns  auf  diesem 
Wege  die  drei  Modulformen  siebenter  Stufe  (—  2**)  Dimension: 

*)  Inhaltlich  ist  dieses  und  das  folgende  Kapitel  zumeist  eine  Reprodaction 
der  oft  genannten  Abhandlung  von  Klein:  Über  Transformation  siebenter  Ordnung 
der  elliptischen  Functionen,  Math.  Ann.  Bd.  14  (1878).  Die  über  die  Corve  sechster 
Ordnung  der  Ay  gegebenen  Entwicklungen  wurden  von  Hrn.  Klein  in  der  Arbeit 
„Über  Äußösung  gewisser  Gleichungen  vom  7*«"  «ni  8*«"  Orad^*,  Math.  Ann.  Bd.  16 
(1879)  hinzugefügt  Die  formentheoretische  Durchbildung  ist  überall  erst  vom 
Herausgeber  gemacht  worden. 

**)  Es  ist  zweckmässig,  als  untere  Indices  der  j  die  3  quadratischen  Reste 
von  7  zu  gebrauchen. 
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(1)  Jß^ttfo.,  (D.)  =  ;j ■^— 

zu  yerschaffen.  Statt  derselben  konnten  wir  natürlich  auch  jedes  linear- 
unabhängige  System  dreier  linearer  homogener  Verbindungen  der  ga 
zu  Grunde  legen,  und  es  wird  bald  unsere  Aufgabe  sein,  aus  der 
Gesamtheit  dieser  Systeme  ein  besonderes  auszuwählen. 

Eine  ganze  Reihe  von  Sätzen  betreffs  unserer  Formen  (1)  gehen 
aus  den  bezüglichen  allgemeinen  Erörterungen  des  dritten  Kapitels 
(p.  604  u.  f.)  ohne  weiteres  hervor.  Vor  allem  werden  wir  sagen: 
Der  Quotient 

^     ^  ft«l    +ft««   +   p4*4 

irgend  zweier  linearen  Verbindungen  unserer  Moduln  ist,  wofern  er  nicht 
überhaupt  constant  ist,  entweder  eine  vierwertige  oder  eine  dreiu?ertige Function 
auf  der  Fläche  F^^^y  letzteres  in  dem  Falle,  dass  unter  den  vier  be- 
weglichen Nullpunkten  des  Zählers  von  (2)  ein  einzelner  mit  einem 
der- vier  beweglichen  Nullpunkte  des  Nenners  coincidiert.  Wir  werden 
uns  aber  hier  sogleich  auf  einen  noch  allgemeineren  Standpunkt  stellen 
und  nach  den  Null-  und  Unstetigkeätspunkten  der  Formen  »a  im 
Polygon  i^ißg  fragen*).     Wir  schreiben  zu  dem  Ende  Formel  (1)  in 

die  Gestalt  um 

dj^      dJ 

woraus  unter  Benutzung  von  (3)  p.  118  für  unsere  Formen  0a  die 
Darstellung: 

^^)  ^« dJ'  l^iK- 

entspringt.  Nun  wird  auf  der  i'^^g  in  einem  Punkte  a  der  erste  Factor 
rechter  Hand  einfach  unendlich,  aber  in  demselben  Grade  verschwindet 
dortselbst  ^3  bei  endlichen  g^  und  A  (cf.  p.  128),  so  dass  Za  selbst 
endlich  bleibt.  In  gleicher  Weise  zeigt  sich,  dass  auch  in  den  Punkten  b 
die   Formen  Za   endlich   und   von   Null    verschieden   sind.     In   einem 

dJa 
Punkte  c  ist  -^  im  Grade  8  Null**),  während  auf  der  F^^^  gemessen 


*)  Wir  halten  hierbei,  wie  flberhaapt  stets  beim  Gebrauch  der  ModnlformoD, 
an  der  Yorstellang  der  0,,  o,  als  dorchans  stetiger,  nnd  also  Oberall  endlicher, 
I  niemals  zugleich  verschwindender  Yariabelen  fest,  deren  Qaoüent  m  auf  die  Halb- 

,  ebene  bez.  anf  das  Polygon  F^^^  eingeschränkt  ist;  den  Bechnnngen  des  Teites 

.  liegen  im  übrigen  die  allgemeinen  Erörterungen  p.  686  u.  f.  zu  Grunde. 

!  **)  Hier  ist  in  erster  Annäherang  {J  —  j^)t^cJ     '  ,  woraus  man  die  im  Text 

[  gemachte  Angabe  sofort  bestätigt 
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A  im  Grade  sieben  verschwindet  und  g^,  g^  endlich  bleiben.  Fassen 
wir  also  zusammen:  Ausser  den  vier  hetveglicfien  NuUpunJcten  des 
einzelnen  0a  verschwindet  dasselbe  in  jedem  Punkte  c  der  jPj^g  emfadh 
und  ist  übrigens  auf  der  F^^  endlich  und  von  Null  verschieden^. 

Bei  der  Ausübung  homogener  Modulsubstitutionen  er&hren  unsere 
Za  notwendig  insgesamt  168  verschiedene  ternäre  Substitutionen: 

V  =  «11^1  +  «12^2  +  ^14^41 
(4)  ^«'=«21^1  +  ««2^8  +  084^4, 

Z^    =  «41^1  +  «42^2  "I"  ^44^4  > 

• 

welche  eine  mit  der  nicht-homogenen  G^^  holoedrisch  isomorphe  teruäre 
Gruppe  ergeben.  Hierbei  zeigt  sich  ein  wichtiger  Unterschied  zwischen 
dem  System  z^^  z^y  z^  und  z.  B.  dem  Modulsystem  fünfter  Stufe  Si»  £29 
es  bildete  nämlich  das  letztere  eine  homogene  G^f^j  welche  zur  nicht- 
homogenen Ikosaedergruppe  nur  erst  hemiedrisch  isomorph  war.  — 
Nun  sogleich  die  ferneren  Resultate:  Die  ternäre  G^^^  lässt  sich  aus 
den  beiden  besonderen  Operationen  erzeugen,  die  den  Modulsubstitu- 
tionen S  und  T  entsprechen.  Diese  beiden  ternären  Operationen  müssen 
offenbar  die  Perioden  sieben  bez.  zwei  haben,  und  deshalb  werden  ihre 
bezüglichen  Substitutionsdeterminanten  |  aik  |  eine  siebente  resp.  zweite 

2nia 

Einheitswurzel  sein.    Seien  diese  Einheitswurzeln  e   ^    und  e^*^,  so  ist 

die  Determinante  der  ternären   Substitution   ST  offenbar    e       ^ 

Aber   ST  ist  von   der   Periode   drei   und   also   die   letztgeschriebene 

Einheitswurzel  eine  dritte.    Die  beiden  Zahlen  a,  ß  genügen  demnach 

der  Congruenz 

6a  +  21/}  =  0,     (mod.  14), 

woraus  man  ohne  weiteres  a  =  0,  (mod.  7),  ß^O,  (mod.  2)  schliesst. 
Daher  der  Satz:  Die  168  temäreti  Substitidionen  (4)  sind  ausnahtnslos 
solche  von  der  Determinante  1. 


*)  Diese  Angaben  gelten,  strenge  genommen»  nicht  von  z^ ,  sondern  nur  erst 

von   der  eindeutigen  Fonction  m^*z^  von  a  allein.    Man  wolle  z.  B.  bemerken, 

dass  man  gemäss  unserer  Vorschrift  zum  Punkte  cd  »=  too  nur  dadurch  gelangen 
kann,  dass  man  »,  zu  Null  werden  l&sst.  Aber  von  diesem  Verschwinden  des  o, 
ist  bei  den  Angaben  des  Textes  nicht  weiter  Notiz  genommen,  und  zwar  deshalb, 
weil  es  gleichmässig  fGLr  aUe  Modulformen  derselben  Dimension  in  der  nämlichen 
Weise  eintritt.  —  Noch  directer  lässt  sich  der  in  Rede  stehende  Einwurf  durch 
eine  entsprechend  modificierte  Festsetzuog  Über  die  Veränderlichkeit  der  «b^,  m^ 
zur  Erledigung  bringen.  Halten  wir  nämlich  im  übrigen  an  noseren  bezüglichen 
eben  geschehenen  Augaben  fest,  nur  dass  (in  Anlehnung  an  p.  55)  der  Punkt 
09.»  icx>  dadurch  erreicht  wird,  dass  wir  o^  in  %  log  1728/,  co,  aber  in  2»  Über- 
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Alle  Modulfimctionen  siebenter  Stufe  sind  homogene  rationale 
Functionen  nullter  Dimension  der  drei  Grössen  ^^^  z^y  0^.  Diese  drei 
Grossen  aber  sind  an  einander  geknüpft  durch  eine  homogene  iiqiiadra- 
tische  Bdationf  die  ^ir  durch 

(5)  a^,,  0,,  xfj  =  0 

gegeben  denken.  Es  ist  die  ^richtigste  Eigenschaft  dieser  Relation, 
dass  ihre  linJce  Seite  durch  die  168  verschiedenen  temären  Substitutionen  (4) 
in  sich  transformiert  wird.  Indem  wir  die  0a  als  homogene  Coordinateu 
einer  Ebene  deuten,  stellt  uns  Gleichung  (5)  eine  Curve  vierter  Ordnung 
C^  dar,  welche  wechselweise  eindeutig  auf  das  Fundamentalpolygon  F^^^ 
bezogen  ist.  Biese  ebene  C^  gestattet  eine  Gruppe  von  168  Collineationen 
in  sichy  welche  in  (4)  ihren  Ausdruck  finden.  Die  damit  gefundene 
Thatsache  eröffnet  uns  die  Möglichkeit,  Hülfsmittel  der  ternären 
Invariantentheorie  auf  unsere  (7^  in  Anwendung  zu  bringen,  was 
uns  alsbald  zur  Aufstellung  der  wichtigsten  Folgerungen  Anlass 
bietet.  Merken  wir  uns  vorab  noch,  dass  die  Auswahl  eines  spe- 
cielleh  Modulsystems  0a  jetzt  auf  die  Fixierung  eines  besonderen 
Goordinatendreiecks  filr  unsere  C^  hinauskommt;  unter  diesem  Gesichts- 
punkt werden  wir  ein  System  0^,  02y  0^  denn  auch  baldigst  einzu- 
führen haben. 


§  2.     GtoometriBOhe  Bedentang  der  Punkte  a,  b,  c  auf  der  C^. 

m 

Um  eine  erste  Anwendung  invariantentheoretischer  Überlegungen 
auf  unsere  Curve  C^  durchzuführen,  erinnern  wir  daran,  dass  J  selbst 
auf  der  C^  eine  168-wertige  Function  ist.  Den  Einzelwert  nimmt 
dieselbe  in  168  im  allgemeinen  getrennt  liegenden  Punkten  an;  nur 
für  eT"«»  1  fallen  diese  168  Punkte  zu  je  zweien  an  84  Stellen  zu- 
sammen, welche  wir  nun  auch  auf  der  C^  als  die  84  Punkte  a  be- 
.  zeichnen;  weiter  fallen  für  J  =  0  die  zugehörigen  168  Punkte  der  C^ 
zu  je  dreien  in  die  56  Punkte  &,  und  endlich  coincidieren  für  J^^  <x> 
die  168  Punkte  zu  je  sieben  in  den  24  Punkten  c  der  O^.  Da  wolle  man 
nun  bemerken,  dass  allgemein  168  Punkte  der  C^  mit  gleichem  J 
sich  bei  den  Collineationen  der  C^  in  sich  als  geschlossenes  System 
permutieren.  Insbesondere  aber  folgern  wir:  Die  8d  Punkte  a  per- 
mutieren  sich  bei  den  168  Collineationen  nur  unter  einander,  und  ein 


führen  (was  dann  für  die  rationalen  reellen  Punkte  to  eine  entsprechende  Fest- 
setzung nach  sich  zieht),  so  werden  ersichtlich  die  Angaben  des  Textes  ohne 
weiteren  Zusatz  gelten. 
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Gleiches  gut  vom  System  der  56  PunJcte  h,  sowie  einllich  auch  von  den 
24:  Funkten  c. 

Einer  sogleich  durchzuführenden  Anwendung  halber  stellen  wir 
uns  auf  Grund  dieser  Überlegungen  das  allgemeinste  Punktsystem  der 
(74  auf,  das  die  Eigenschaft  hat,  sich  gegenüber  den  168  Collinea- 
tionen  geschlossen  zu  permutieren.  Indem  wir  gar  nicht  ausschliessen, 
dass  die  Punkte  dieses  Systems  in  irgend  welchen  Multiplicitüten  coin- 
cidieren,  bemerke  man  hier  nur  soviel,  dass  die  Ptinhanzahl  eines  der- 
artigen Systems  notwendig  in  der  Gestalt 

(1)  168a  +  84/3  +  ööy  +  24J 

muss  geschrieben  werden  Jcönnen,  wobei  a,  ß,  y^  d  ganze,  nicht  negative 
Zahlen  sind.  In  der  That  muss  sich  ja  ein  System  fraglicher  Art  aus 
den  vorhin  besonders  charakterisierten-  Systemen  zusammensetzen,  und 
da  bemerkt  man  sofort,  dass  wir  auf  die  Anzahl  (1)  geführt  werden, 
wofern  im  einzelnen  Punkte  a  je  ß,  im  einzelnen  Punkte  6  je  y  etc. 
Punkte  des  Systems  vereint  liegen. 

Nun  ist  es  besonders  interessant,  dass  man  aus  der  Theorie  der 
Curven  auf  einer  ebenen  Q  verschiedene  derartige  Punktsysteme  be- 
reits kennt,  welche  sich  ganz  allgemein  gegenüber  Oollineationen  der 
C^  in  sich  geschlossen  permutieren  müssen.  Man  bemerke  z.  B.,  dass 
bei  Ausführung  linearer  Transformation  ein  Wendepunkt  einer  C^  auf 
der  transformierten  Curve  notwendig  wieder  ein  Wendepunkt  wird. 
Nun  giebt  es  auf  jeder  Curve  vierter  Ordnung  24  Wendepunkte,  die 
entweder  getrennt  liegen,  oder'  auch  irgendwie  teilweise  coincidieren 
mögen.  Immer  haben  wir  auf  unserer  C^  in  deren  Wendepunkten  ein 
System  von  24  Punkten,  wie  wir  solche  Systeme  unter  (1)  allgemein 
betrachteten.  Indem  wir  aber  die  Anzahl  (1)  mit  24  identificieren, 
folgt  a  =  /J  —  y  =  0,  d  =  l,  womit  denn  sofort  der  Satz  bewiesen 
ist:  Die  24  Punkte  c  sind  die  Wendepunkte  unserer  Curve  C^,  die  eben 
dieserhaJb  auf  der  C^  durchgehends  getrennt  liegen. 

Man  kennt  femer  in  den  Berührungspunkten  einer  Doppeltaugente 
der  C^  ein  Punktepaar,  das  bei  linearer  Transformation  stets  wieder 
in  das  Paar  von  Berührungspunkten  einer  Doppeltangente  der  trans- 
formierten C^  übergeht  Eine  Curve  vierter  Ordnung  aber  hat  28  Doppel- 
tangenten, und  also  besitzen  wir  in  den  bezüglichen  56  Berührungs- 
punkten ein  zweites  Punktsystem  unserer  Art  auf  der  C^  der  ga- 
Indem  wir  aber  die  Anzahl  (1)  mit  56  gleichsetzen,  ist  die  einzige 
Lösung  der  so  entspringenden  diophantischen  Gleichung  in  nicht  nega- 
tiven ganzen  Zahlen  a,  ß,  •  •  •  durch  a  =  /J  =  ds=0,  y«=l  gegeben. 
Damit  haben  wir  den  Satz  bewiesen:   Die  56  Punkte  b  der  C^  sind  die 
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Berührungspunlcte  ihrer  28  Doppeltangenten;  diese  Berührungspunkte  liegen 
also  (als  Punkte  h)  wiederum  durchgängig  von  einander  getrennt 

Etwas  weniger  bekannt  dürfte  ein  drittes  System  von  Punkten 
unserer  Art  sein^  die  wir  nach  Cayley  als  die  sextactischen  Punkte 
der  (74  bezeichnen.  Ihr  Charakter  ist  der,  dass  in  einem  einzelnen 
solchen  Punkte  ein  Kegelschnitt  mit  der  C^  sechs  consecutive  Schnitt- 
punkte gemein  haben  kann^  womit  von  selbst  gesagt  ist,  dass  die 
sextactischen  Punkte  ihren  Charakter  gegenüber  linearer  Transformation 
bewahren.  Man  kann  zeigen,  dass  auf  einer  C^  im  ganzen  84  Punkte 
dieser  Art  existieren*),  und  die  84  Punkte  müssen  also  auf  unserer 
64  wieder  ein  System  yon  Punkten  darstellen,  die  sich  bei  den 
168  Collineationen  unter  sich  permutieren.  Setzen  wir  aber  die 
Anzahl  (1)  mit  84  identisch,  so  ist  die  einzige  Lösung  ß  ^^  1 , 
a  = ;;  >=  ^  B=  0 ,  und  damit  haben  wir  den  Satz  erhärtet:  Die  64  Punkte  a 
unserer  Curve  vierter  Ordnung  sind  die  sextactischen  Punkte  derselben; 
letztere  liegen  also  durchgängig  von  einander,  sowie  auch  von  den  Wende- 
punkten und  Berührungspunkten  der  Doppeltangenten  getrennt 

Nach  diesen  ersten  Resultaten  gehen  wir  auf  die  Structur  der 
(ti68  zurück,  wie  sie  oben  p.  374  u.  f.  entwickelt  wurde.  Allen  dort 
aufgestellten  Gruppen  werden  wir  jetzt  die  entsprechenden  Collineations- 
gruppen  der  C^  in  sich  gegenüber  zu  stellen  haben  und  gewinnen 
durch  ausführliche  Betrachtung  derselben  eine  Fülle  interessanter  geo- 
metrischer Sätze  über  die  C4. 

§  3.    Die  acht  Wendedreieoke  nnd  die  aoht  Gr^j.     Auswahl 

besonderer  jer«. 

In  der  G^^^  fanden  wir  seinerzeit  acht  gleichberechtigte  (r^,  deren 
einzelne  auf  der  Fläche  F^^  jeweils  drei  Punkte  c  za  Fixpunkten 
hatte.  In  diesem  Sinne  gehörten  zu  der  aus  S  entspringenden  G^ 
die  drei  Fixpunkte,  welche  bei  der  arsprünglichen  Lage  des  Polygons 

2        3 

jFjßg  in  der  ©-Halbebene  die  Spitzen  01  =  icx),  y ,    -  abgaben  (cf.  Fig. 88, 

p.  373).  Diese  drei  Fixpunkte  wurden  cyclisch  permutiert  bei  der- 
jenigen G3,  die  durch  Wiederholung  der  fortan  durch  ü  zu  bezeichnen- 
den Operation 

(1)  ^^(oiD'  ^'"°*'-'^) 

*)  Man  yergl.  betreffs  der  obigen  Angaben  Cayley,  Philosopliical  Trans- 
actions  155  (1854)  p.  545.  Die  Anzahl  der  sextactischen  Funkte  auf  der  all- 
gemeinen Car?e  n**'  Ordnung  ist  n(l2n  —  27). 
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entspringt.  Als  Ganzes  betrachtet,  wird  demgemäss  das  fragliche 
Tripel  von  Punkten  c  durch  diejenige  halbmetacyclische  G^^  in  sich 
übergeführt,  welche  aus  S  und  ü  zu  erzeugen  ist  und  also  die  Ope- 
rationen 

c'  =  ?^+i,   (mod.  7) 

umfasst.  Die  acht  Tripel  der  Punkte  c  auf  F^^  entsprechen  solcher- 
gestalt den  achLhalbmetacyclischen  &21;  ^^^  ^^^  ^^  ^^^  ^les  vorfanden. 

Indem  wir  nun  diese  Verhältnisse  in  geometrischem  Gewände 
als  Sätze  über  unsere  C^  verfolgen  wollen,  knüpfen  wir  an  den  Um- 
stand, dass  jede  Wendetangente  die  C^  noch  in  einem  weiteren  Punkte 
schneidet.  So  gewinnen  wir  in  diesen  weiteren  Punkten  von  den 
Wendetangenten  aus  insgesamt  wieder  ein  System  von  24  Punkten 
auf  der  C4,  und  man  bemerkt  ohne  weiteres,  dass  auch  dieses  System 
die  im  vorigen  Paragraphen  oft  genannte  Eigenschaft  hat,  sich  gegen- 
über der  G^jQg  geschlossen  zu  permutieren.  Inzwischen  sahen  wir  schon 
vorhin,  dass  es  nur  ein  System  zu  24  Punkten  dieser  Art  giebt, 
nämlich  das  System  der  Punkte  c,  d.  h.  die  24  Wendepunkte  selbst. 
Wir  folgern  also  aus  dieser  Überlegung  den  Satz:  Jede  der  24  Wende- 
tangenten  schneidet  unsere  C^  in  einem  weiteren  Wendepunkte. 

Auf  Grund  dieser  Verhältnisse  lassen  sich  die  Wendetangenten 
in  eigentümlicher  Weise  zu  geschlossenen  Ketten  anordnen.  Mag  man 
nämlich  von  einem  einzelnen  Wendepunkte  aus  die  zugehörige  Wende- 
tangente ziehen;  sie  schneidet  einen  weiteren  Wendepunkt  auf  der  Q 
aus,  und  wir  ziehen  nun  sogleich  die  zu  diesem  Punkte  gehörende 
Wendetangente.  Da  finden  wir  als  weiteren  Schnittpunkt  der  letzteren 
mit  der  C^  einen  neuen  Wendepunkt,  dessen  Tangente  wir  nun  gleichfalls 
den  vorhergehenden  beiden  anhängen.  Da  alle  Punkte  c,  d.  h.  alle 
Wendepunkte,  gleichberechtigt  sind,  werden  wir  auf  diesem  Wege  nach 
einer  endlichen  Zahl  von  Schnitten  zum  ersten  Wendepunkte  zurück- 
gelangen, wobei  wir  dann  eine  ganze  geschlossene  Eette  von  Wende- 
tangenten gezogen  haben.  Wie  gross  wird  vor  allen  Dingen  die  An- 
zahl der  Tangenten  sein,  welche  diese  Eette  zusammensetzen?  Bemerke 
man,  um  hierüber  zu  entscheiden,  dass  es  in  der  Crjgg  sieben  Colii- 
neationen  giebt,  welche  die  C^  derart  in  sich  überführen,  dass  der 
zum  Ausgangspunkte  unserer  Eette  gewählte  Wendepunkt  dabei  er- 
halten bleibt.  Damit  wird  auch  die  betreffende  Wendetangente  bei 
den  fraglichen  Gollineationen  erhalten  bleiben,  und  es  müssen  also, 
wie  man  sofort  überblickt,  auch  alle  übrigen  unsere  Eette  zusammen- 
setzenden Tangenten  resp.  Wendepunkte  durch  die  fragliche  G^  in 
sich   übergehen.     Nun  aber  hat  eine  G^    drei  Fixpunkte  c,  und  also 
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besteht  die  iu  Rede  stehende  Kette  von  Wendetangenten  (da  sie 
unmöglich  nur  eine  oder  zwei  Weudetangenten  enthalten  kann)  gerade 
aus  drei  solchen.  Wir  werden  sagen^  dass  diese  Tangenten  ein  Wende- 
dreieck bilden,  und  haben  nun  der  Anordnung  der  24  Punkte  c  in  die 
acht  Tripel  entsprechend  folgenden  wichtigen  Satz  über  unsere  C^ 
aufzustellen:  Die  24  Wendetangenten  ordnen  sidi  in  der  gekenweichneten 
Weise  in  acht  Wendedreiecke  an,  deren  einzelnes,  als  Games  betrachtet, 
hei  den  CoUineationen  einer  bestimmten  unter  den  acht  gleichberechtigten 
G^i  erhalten  bleibt. 

Wir  bringen  jetzt  dadurch  ein  neues  Element  in  die  Entwicklung 
hinein^  dass  wir  eines  unter  diesen  acht  Wendedreiecken  zum  Ooordi- 
uatendreieck  in  der  Ebene  der  C^  zu  Grunde  legen.  Mögen  wir  etwa 
zuYÖrderst  in  demjenigen  Punkte  c,  welcher  der  Stelle  o  =  ioo  ent- 
spricht, die  Wendetangente  an  die  C^  legen  und  selbige  als  Seite 
j?]  s»  0  des  Goordinatendreiecks  ansetzen.  Die  beiden  anderen  Punkte 
des  zu  (D  SS  ioo  gehörenden  Tripels  sind  diejenigen,  welche  den  Spitzen 
o  s»  if  und  G>  =3  ^  entsprechen,  und  es  handelt  sich  hier  um  Ent- 
scheidung der  Frage,  welcher  von  diesen  beiden  Punkten  von  jr^  =  0 
auf  der  C^  ausgeschnitten  wird.  Wir  sagen,  dass  es  der  der  Spitze 
d  s»  ^  entsprechende  ist,  und  werden  im  folgenden  Paragraphen  die 
Richtigkeit  dieser  Behauptung  erkennen.  Ziehen  wir  nun  in  dem  so 
erreichten  Punkte  die  Tangente,  die  wir  ^er^  =  0  nennen,  und  vervoll- 
ständigen endlich   das   Coordinatendreieck   durch   die  dritte  Tangente 

Durch  diese  Bestimmungen  sind  die  Modulformen  Za  &ls  solche 
erst  bis  auf  numerische  Factoren  bestimmt;  doch  wollen  wir  hier 
gleich  solche  Verabredungen  treffen,  dass  auch  diese  letzteren  als  end- 
gültig fixiert  anzusehen  sind.  Bemerken  wir  zu  diesem  Ende,  dass 
die  „beweglichen^^  Nullpunkte  unserer  Moduln  Za  in  den  vier  Schnitt- 
punkten der  Geraden  sSa^=^^  iind  der  C^  unmittelbar  vor  Augen  liegen. 
So  sehen  wir  denn,  dass  von  den  vier  „beweglichen'^  Nullpunkten 
von  z^  drei  bei  o>  >»  ioo  im  Polygon  vereint  liegen,  und  da  ohnedies 
ein  einfacher  „fester'*  Nullpunkt  für  z^  an  der  betrachteten  Stelle  ge- 
legen ist,  so  wird,  wie  man  sofort  überblickt,  (o^e^  bei  cd  «=»  too  in 

erster  Annäherung  mit  r^  proportional  sein.  Wir  fixieren  jetzt  unsere 
Modulform  dadurch  endgültig,  dass  wir  für  sie  an  der  betrachteten  Stelle 
die  Annäherung  vorschreiben: 

Etwas   anders    verfahren   wir    bei  z^  und  z^.    Hier   gehe   man  davon 


700  ni,  6.   Die  Modulsysteme  e^  und  A    der  siebenten  Stufe. 

aus,  dass  bei  Anwendung  der  unter  (1)  gegebenen  Substitution  U 
die  Seiten  unseres  Coordinatendreiecks  in  leiebt  ersichtlicher  Folge 
cyclisch  permutiert  werden.  Für  unsere  Modulformen  haben  wir  dem- 
entsprechend bei  Ausübung  von  U  die  Substitution: 

wobei  die  c  drei  der  Bedingung  CiC^c^  =  1  genügende  Zahlen  sind 
(cf.  p.  694),  im  übrigen  aber  davon  abhängen,  wie  wir  die  noch  aus- 
stehenden numerischen  Factoren  für  n^,  z^  fixieren.  Letzterem  Umstände 
zufolge  werden  z^,  z^  sich  endgültig  dadurch  bestimmen  lassen ,  dass  wir 
C4  =  Ca  =  1  setzen,  worauf  wir  als  Definition  der  Modulformen  z^,  jer^ 
diese  haben: 

^\{^i}  ^2)  =  ^i(2a)i  +  Tog,  7c}|  +  25a}j), 
jßfg((Di,  CO2)  =  z^(2a}^  +  '^ö'a?  '^®i  +  26(02). 

Die  dritte  Constante  c^  ist  damit  Yon  selbst  gleich  1,  und  wir  haben 

also  der  Operation  U  entsprechend  die  Substitution: 

(3)  ^i'  =  ^4;     ^4' =  ^2?     V  =  ^i- 

Die  nämliche  Überlegung,  die  uns  soeben  zu  Formel  (2)  fahrte, 
ergiebt  ohne  Mühe  allgemein: 

4  18 

(4)     ^i  =  -y^,    '^-''A-^)'''    ^*  =  «A^)^ 

als  Näherungswerte  bei  o  =»  ioo.  Welche  Werte  indessen  die  hier 
aufgenommenen  numerischen  Factoren  x  besitzen,  können  wir  an  gegen- 
wärtiger Stelle  noch  nicht  entscheiden. 

Die  Operation  S  transformiert  jede  unserer  drei  Wendetangenten 
Za  =  0  einzeln  in  sich;  bei  Ausübung  Ton  S  wird  sich  also  Za  bis  auf 
einen  numerischen  Factor  reproducieren.     Wie  dieser   letztere  heisst, 

ist  aus   den  Formeln  (4)   ohne   weiteres   evideni    Indem  wir  für  e 
abkürzend  s  schreiben,  haben  wir  offenbar  zusammenfassend: 

Durch  Oombination  dieser  Formel  mit  (3)  finden  wir  mühelos  die 
Gestalt  derjenigen  ternären  G^i,  welche  der  im  Anfang  des  Para- 
graphen besonders  namhaft  gemachten  halbmetacycliscben  G^i  ent- 
spricht. In  der  That  ist  die  Operation  5^  U^  als  ternäre  Substitution 
gegeben  durch: 

(5)  S^^7^•    za  =  ^^"z^ya  ,    ^  =  0'  1'  •  •  •'  "^^ 

^  ^  '    i;  =  0,  1,  2. 

Hiermit  haben  wir  dann  zugleich  alle  Substitutionen  der.  G^^^  auf- 
geschrieben, welche  das  Goordinatendreieck  in  sich  transformieren. 
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§  4.    AnfiBtellimg  der  Gleiohnng  der  Q.    Der  reelle  Ourvensug. 

Ohne  sogleich  die  geometrische  Bedeutung  auch  der  übrigen  CoUi- 
neationen  der  G^ß^  zu  verfolgen^  wollen  wir  vorab  die  Ergebnisse  des 
vorigen  Paragraphen  zur  weiteren  Verwendung  bringen.  Es  gelingt 
vermöge  derselben  zunächst  ausserordentlich  einfach,  die  Gleichung 
f{^i9  ^%f  ^J'^O  ^^^  Q  explicite  aufzustellen.  Von  den  Schnittpunkten 
der  C4  mit  z^^^O  lagen  drei  auf  0^  =  0,  einer  auf  g^  =  0,  und  also 
wird  f(g^,  g^y  jgfj  für  jet,  =  0  in  az^g^  übergehen,  unter  a  eine  nicht 
verschwindeude  Constante  verstanden.  In  entsprechender  Weise  wird 
für  jsfi  =  0  die  ganze  homogene  Function  vierten  Grades  f  in  hg^g^ 
sowie  endlich  für  ^^4  =  0  in  cz^^g^  übergehen.  Wir  dürfen  also  für 
f  die  Gestalt  ansetzen: 

f=  ag^^g^  +  hg^g^  +  cg^g^^  +  (ßg^  +  ^^2  +  AJ^i^i^A- 

Aber  /"=  0  soll  durch  TJj  d.  h.  bei  cyclischer  Permutation  der  jgf«, 
in  sich  übergehen,  und  also  ist  des  genaueren 

f=  V^4  +  V^i  +  V^i  +  dg^g^g^{g^  +  ^2  +  ^4)  , 

wobei  wir  den  sicher  von  Null  verschiedenen  Coefficienten  a  sogleich 
mit  der  Einheit  identisch  setzten.  Jetzt  übe  man  S  aus,  wobei  f  bis 
auf  einen  Factor  in  sich  übergehen  muss.  Aber  dieser  Factor  ist 
einfach  gleich  1,  da  die  drei  ersten  Glieder  von /*  bei  Anwendung 
von  S  durchaus  unverändert  bleiben.     Somit  ist 

/•=  g^^ß^  +  z^^g^  +  V^i  +  dz^g^g^{B^g^  +  Bg^  +  £»^^), 

und  wir  erblicken  ohne  weiteres,  dass  d  gleich  Null  sein  muss.  Die 
Gleichung  unserer  Curve  vierter  Ordnung  mit  168  Collineationen  in  sich 
ist  hiemadi,  auf  ein  Wendedreieck  hegogen,  vermöge  der  Verabredungen  (3) 
des  vorigen  Paragraphen  explicite  durch 

(1)  f(Ziy  Zi,  z^  =  g^'g^  +  g^^g^  +  z^^g^  =  0 

gegeben. 

Die  so  gewonnene  Formel  (1)  wollen  wir  jetzt  zunächst  benutzen, 
um  die  unter  (4)  des  vorigen  Paragraphen  gemachten  Angaben  um 
einen  weiteren  Schritt  zu  vervollständigen.  Man  berechnet  aus  den 
eben  gemeinten  Formeln,  dass  f{z^^  z^,  z^  bei  o  «=  too  näherungs- 
weise durch 

f{^U   ^2,   ^4)  =  W^2  -    O  (^)'^ 

gegeben  ist.  Nun  soll  /*=  0  identisch  d.  h.  unabhängig  von  o  bestehen, 
und  das  ist,   da  Xj  ^  0  sein  muss,   nur  möglich,   falls  X4^  — x^^^O 
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ist    Indem    wir  fortan   kurz  x  statt  x,  schreiben ,   ersetzen  wir  also 
die  Formeln  (4)  des  vorigen  Paragraphen  durch  die  anderen: 


(2) 


'.--© 


4 

r 


z. 


2 


/2«\2  y  T/2«V  T 


Die  linke  Seite  der  Gleichung  (1)  ist  eine  biquadratische  ternäre 
Form  der  Za^  welche,  -wie  wir  schon  sagten^  bei  AusQbung  der  Ope- 
ration S  absolut  unverändert  bleibt.  Gegenüber  der  Operation  T 
bleibt  sie  entweder  auch  unverändert^  oder  sie  erleidet  einen  Zeichen- 
wechsel. Aber  man  bedenke  doch,  dass  im  letzteren  Falle  auch  bei 
ST,  mithin  auch  bei  {ßXy  Zeichenwechsel  von  f  eintritt,  während 
doch  {STf  =  1  ist.  Somit  wird  auch  T  die  Form  f  direct  in  sich 
transformieren,  und  wir  folgern  den  späterhin  zur  Verwendung  kommen- 
den Satz:  Die  hiquadratische  ternäre  Form  f  tmrd  durch  aUe  168  tertiären 
Za' Substitutionen  unverändert  in  sich  transformiert 

Die  weiter  in  diesem  Paragraphen  angehängte  Besprechung  hat 
wesentlich  den  Zweck,  an  unsere  allgemeinen  Erörterungen  über  Sym- 
metrie  der   Flächen  2^   Anschluss    zu    bekommen,    sowie   auch   eine 

gelegentlich  im  vorigen  Para- 
graphen aufgestellte  Behauptung 
zu  beweisen.     Die  durch 

dargestellte  ebene  Curve  vierter 
Ordnung  besitzt  einen  reellen 
Curvenzug,  für  welchen  eine 
elementare  Untersuchung  im 
wesentlichen  die  hiemeben  in 
Fig.  103  angedeutete  Gestalt 
giebt*).  Man  bemerkt,  dass 
dieser  reelle  Zug  bei  cyclischer 
Permutation  der  Za  in  sich  über- 
geführt wird.  Aber  durch  die 
entsprechende  Operation  U wurde 
diejenige  Symmetrielinie  der  Fläche  F^^^  in  sich  übergeführt,  die  in 
Fig.  86,  p.  370  vertical  durch  die  Mitte  der  Figur  zog,  und  die  wir 


Fig.  103. 


*)  Yergl.  den  zweiten  Abschnitt  in  der  bereits  p.  374  genannten,  kürzlich 
(Juli  1890)  erschienenen  Dissertation  von  Hrn.  Haskell,  in  welcher  die  zur  C^  des 
Textes  „im  projcctiven  Sinne  gehörende*^  mehrfache  Überdeckung  der  Ebene  nnter- 
sncht  wird.  (Es  handelt  sich  dabei  nm  die  „nene  Art  von  Riemann'scben  Flächen'*, 
welche  Hr.  Klein  in  Bd.  7  der  Math.  Ann.  (1874)  eingeführt  hat,  Bctrachtnngon, 
die  wir  leider  im  Text  nicht  weiter  verfolgen  kOnnen.) 
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dann  in  Fig.  89,  p.  377  noch  gesondert  darstellten.  So  haben  wir  in 
Übereinstimmung  mit  den  allgemeinen  Erörterungen  (p.  598)  den  be- 
merkenswerten Satz  gewonnen,  dass  die  in  Hede  stehende  Symmelnelinie 
sich  in  der  Ebene  der  ea  auf  den  in  Fig.  103  abg^üdeten  Curvenzug 
überträgt.     Wir  verfolgen  dies  nun  noch  weiter  ins  einzelne. 

Auf  der  fraglichen  Symmetrielinie  sind  insgesamt  je  sechs  Punkte 
a,  b,  c  gelegen,  die  wir  in  Fig.  89  durch  Nummern  unterschieden 
haben«  Wir  folgern:  Unsere  C^  besitzt  an  sextacHschen  Funkten^  Be- 
rührungspunkten von  Dqppeltangenten ,  endlich  Wendepunkten  jedesmal 
sechs  reell€y  die  auf  dem  in  Fig.  103  dargestellten  Zuge  gelegen  sind, 
Thatsächlich  sehen  wir  diese  dreimal  sechs  Punkte  in  Fig.  103  direct 
vor  Augen  und  haben  sie  dortselbst  in  derselben  Weise  wie  in  Fig.  89 
bezeichnet  Ausser  dem  Coordinatendreieck,  von  dem  wir  ausgingen, 
besitzt  die  C4  sonach  noch  ein  zweites  reelles  Wendedreieck,  das  in 
Fig.  103  punktiert  angedeutet  ist.  Vor  allem  aber  übersehen  wir  jetzt 
den  Beweis  des  Satzes,  dass  die  Wendetangente  jer^ «» 0  denjenigen 
Wendepunkt  auf  der  C4  ausschneidet,  welcher  der  Spitze  oa  ^==  \  zu- 
geordnet ist.  Thatsächlich  ist  ja  nur  unter  dieser  Annahme  die  Ab- 
folge der  Punkte  a,  5,  c  auf  dem  reellen  Zug  der  C^  die  nämliche, 
wie  auf  der  Symmetrielinie  in  Fig.  89,  p.  377*). 

§  5.'    Anfstellting  der  168  temftren  Snbstitationen.     Znaätzliohe 

Bemerktingen. 

Es  ist  nun  auch  ein  Leichtes  alle  168  ternären  Substitutionen  der 
Za  explicite  aufzustellen,  nachdem  wir  die  Za  einmal  endgültig  fixiert 
haben,  sowie  bereits  die  Gestalt  der  Operationen  8  und  U  als  jera- Sub- 
stitutionen kennen  lernten.  Alles  wird  hier  darauf  ankommen,  die 
ternäre  Substitution  7: 

Zl  =  Ci^i  +  Cjif,  +  c^z^ 

in  Erfahrung  zu  bringen,  die  übrigens,  wie  wir  uns  durch  blossen 
Anblick  der  Fig.  103  überzeugen,  neun  durchgehends  von  Null  ver- 
schiedene Coefficienten  besitzt.  Es  sind  drei  Schritte,  die  uns  zur 
expliciten  Kenntnis  der  Substitutionscoefficienten  in  (1)  führen. 

Erstlich  beweisen  wir  durch  einfache  Rechnung  die  Richtigkeit 

*)  Wir  machen  noch  besonders  daranf  aufmerksam,  dass  die  Anfstellnng  der 
Gleichung  der  C^  unabhängig  ist  von  der  Annahme,  dass  die  Wendetangente 
XTj  =»  0  zur  Spitze  cd  »»  2  führt  (so  dass  also  in  der  Schlussweiso  des  Textes 
nicht  etwa  ein  Zirkel  vorliegt). 
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der  Congruenz  UT^  TTJ^j  (mod.  7),  Indem  wir  aber  nach  einander 
die  Wirkung  der  beiden  Operationen  TJT  und  TIP  auf  die  Za  ausüben, 
erhalten  wir  die  beiden  folgenden  ternären  Substitutionen,  die  wir  kurz 
durch  das  Schema  ihrer  Goefficienten  angeben: 


Cl, 

Ci, 

CA 

/«4, 

<h, 

Oj 

«i; 

o,, 

«J, 

Ih, 

h, 

6, 

h, 

K 

hJ 

\c*, 

Cl, 

c* 

Da  haben  wir  nun,  weil  wir  doch  mit  einer  und  derselben  Substitu- 
tion zu  thun  haben,  die  Goefficienten  des  ersten  Schemas  einzeln  mit 
den  entsprechenden  des  zweiten  identisch  zu  setzen.  Hierdurch  drücken 
sich  ohne  weiteres  sechs  unserer  Goefficienten  in  den  drei  übrigen  aus, 
womit  deua  für  T  die  bereits  mehr  specificierte  Gestalt  gewonnen  ist: 

V=H  +  C^8  +  «^4; 

^/  =  czj^  +  a02  +  ih ' 

Fürs  zweite  benutzen  wir   den  Umstand,   dass  sowohl  T5,   wie 

auch   TS"^  die  Periode  drei   besitzt,  und  beweisen  vorab    noch  auf 

völlig  elementarem  Wege,  dass  für  eine  ternare  Substitution  der  Periode 

jdrei   die  Summe   der  Diagonalglieder    mit  Null   identisch    ist     Indem 

wir   also    die  Substitution  (2)  einmal   mit  £»,  sodann   mit  S~^  com- 

binieren,  entspringen  für  die  Mittelglieder  a,  c,  b  die  beiden  linearen 

Gleichungen : 

5*a  +  fc  +  £^&  =  0, 

Wir  finden  daraus  för  a,  c  und  b  die  Werte: 

(3)  a«-Ä(£-fi«),     c  =  h(a^^€^),    6  =  Ä(£*  — «»), 

wobei  wir  unter  h  eine  noch  nicht  naher  bekannte  endliche  und  von 
Null  verschiedene  Zahl  verstehen. 

Der  dritte  Schritt  gilt  endlich  der  Bestimmung  von  k.  Zu  dem 
Zwecke  verwerten  wir  den  Umstand,  dass  T  die  Periode  zwei  besitzt. 
Die  Substitution  (2)  muss  also  mit  ihrer  Inversen  identisch  sein,  und 
wir  haben  dementsprechend  z.  B.  die  Gleichung  a  ^^bc  —  a\  Setzen 
wir  hier  die  Werte  (3)  ein,  so  kommt  unter  Benutzung  von 

(4)  £  +  £«  4-  ^4  _  ^8  _  ^5  _  ^6_,  iyif 

nach  kurzer  Zwischenrechnung  Je  = -=i .   Die  fertige  Gestalt  der  tcr- 

—  iyi 

nären  Substitution  T  ist  soiiach  gegeben  durch: 
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-  iVlB:={B    -  *»)«,  +  (6*-  «>) «»+(«*-  «*)«0 

(5)  T:     -  i/7  V  =  (6*  -  £»)*.  +  (e* -^)b^  +  {b-  *«)£„ 

drei  Formeln^  die  wir  auch  in  die  eine  zusammenfassen  können: 

(6)  -.•/74-=2'(*''""-^"'"'^>/'- 

Jetzt  ist  es  ein  Leichtes,  durch  Combination  von  (6)  mit  (5)  p.  700 
die  gesamten  168  ternären  Substitutionen  in  übersichtlicher  Form  hin- 
zuschreiben.   Wir  finden: 

Wir  benutzen  diese  Gelegenheit,  um  hier  noch  ein  paar  zusätz- 
liche Bemerkungen  anzuschliessen.    Erstlich  schreiben  wir 

Va—  —  ^«-Jj? 

sowie  allcremein: 

^       dJ' 

unter  j  ein  beliebiges  Integral  erster  Gattung  der  Fj^g  verstanden.  Es 
ist  alsdann 

(8)  y  =  c,yi  +  c,y^+c^y^ 

mit  von  o  unabhängigen  Coefficienten  c.  Die  y«  reproducieren  sich 
bei.  Anwendung  irgend  einer  Modulsubstitution  linear  mit  der  Deter- 
minante 1;  und  ein  Gleiches  gilt,  wie  man  sofort  bemerkt,  von  den 

dy  ^  d^y 

drei  Moduln  -jj ,  sowie  auch  von  -^-~  u.  s.  w.,  welche  Systeme  in  der 

That  die  nämliche  Substitution  erfahren,  wie  die  ya  selbst.  Jetzt  bilde 
man  aus  (8)  durch  Differentiation  die  vier  Gleichungen: 

dr      '  dr  ^  ^  dj^^  ^  dr 

für  1^  =  0,  1,  2,  3,  und  eliminiere  aus  denselben  die  drei- Grössen 
^\j  ^8)  ^4*     ^^  entspringende   viergliedrige  Determinante  ordne   man 

nach  -Tjä^  dJ^^"*  ^^^  findet  dabei  solche  Coefficienten,  die  zufolge 

ihrer  Determinantenform  leicht  ersichtlich  gegenüber  allen  Modulsub- 
stitutionen invariant  sind.  Da  sich  aber  diese  Coefficienten  aus  alge- 
braischen Functionen  von  J,  nämlich  den  Ableitungen  der  ya  aufbauen, 
80  werden  sie  selbst  rational  in  J  sein,  und  also  genügen  die  y  einer 

KIein*Frioke,  Modal(b,notioneii.  45 
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homogenen  linearen  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  mit  rationalen 
Coefficienten: 

Diese  Differentialgleichung  ist  von  Halphen*)  und  Hurwitz**) 
betrachtet  worden^  auf  deren  bezügliche  Abhandlungen  wir  demnach 
behufs  ausführlicherer  Entwicklung  verweisen.  Mag  es  genügen,  wenn 
wir  die  explicite  Gestalt  der  fraglichen  Gleichung  hier  noch  ohne  Be- 
weis mitteilen;  sie  ist  gegeben  durch***): 

(9)  ■^(•f-  !)•  0 + ^(.''- 1)  ('■'-«)  a^ 

+  |?A^-l)-¥(/-l)+|j)|j+{^ü(J-l)+|+|),-0. 

Die  Normalintegrale  erster  Gattung  der  F^^g  sind  von  Hur  witz  und 
Poincaref)  betreffs  ihrer  Periodeneigenschaften  untersucht  worden. 
Wir  wollen  auch  in  diesem  Betracht  das  Hauptresultat  kurz  historisch 
mitteilen,  weil  es  nicht  ohne  Interesse  ist,  benutzen  dasselbe  jedoch 
weiterhin  in  keiner  Weise«  Als  Periodenschema  (cf.  p.  530)  für  die 
betreffenden  Normalintegrale  findet  sich  bei  geeigneter  Zerschneidung 
der  zugehörigen  Biemann'schen  Fläche: 

1,  0,  0,  r,  r-1,  —t  \ 

0,  1,  0,r-l,  -r,     r  ,  (^  =  L±^. 

0,  0,  1,  — r,     r,  T  —  1 1 

Darin  liegt,  wie  man  sieht,  der  interessante  Satz,  dass  jedes  dieser 
drei  Normalintegrale,  für  sich  genommen,  ein  elliptisches  ist.  Denn 
seine  sämtlichen  Perioden  setzen  sich  aus  nur  zwei  Grossen  ganzzahlig 
zusammen. 

§  6.   Die  in  der  G^^g  enthaltenen  Collineationen  der  Perioden 

drei  nnd  swei. 

Da  wir  nunmehr  über  ausreichende  analytische  Hülfsmittel  ver- 
fügen, nehmen  wir  die  geometrischen  Überlegungen  der  §§  2  und  3 
wieder  auf  und  wenden  uns  zunächst  zur  ausführlichen  Besprechung 
der  cyclischen  G^  und  G2  innerhalb  der  G^^^. 

*)  Sur  une  dquation  differentielle  du  froisihne  ordre,  Math.  Ann.  Bd.  24  (1884). 
**)  Vher  eine   besondere  homogene  lineare  Differentiaigleichung ,  Math.  Ann. 
Bd.  26  (1885). 

***)  Hurwitz,  1.  c.  p.  120  Formel  (8). 
t)  Hurwitz,  1.  c.  p.  123,  Poincar^  in  der  p.  683  aasffihrlich  genannten 
Abhandlung. 
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Bei  Gelegenheit  der  Betrachtung  der  28  Symmetrielinien  auf  der 
Fläche  F^Qg  (p.  377  u.  f.)  fanden  wir  in  der  (r^ßg  28  gleichberechtigte 
cjclische  Untergruppen  G^,  welche  den  Symmetrielinien  wechselweise 
eindeutig  zugeordnet  sind.  Bei  Ausübung  der  einzelnen  G^  erschien 
die  zugehörige  Symmetrielinie;  gesondert  betrachtet,  in  sich  verschoben; 
was  wir  noch  besonders  durch  Fig.  89^  p.  377  yeranschaulichten.  Zu- 
dem hatte  die  einzelne  G^  zwei  Fixpunkte  b  auf  der  F^q^,  und  in  diesem 
Sinne  gehörten  z.  B.  die  beiden  in  Fig.  86,  p.  370  mit  h^  und  h^  be- 
zeichneten Punkte  zu  der  aus  U  zu  erzeugenden  G^,  welche  ihrerseits 
derjenigen  Symmetrielinie  zugeordnet  war,  die  vertical  durch  die  Mitte 
der  eben  genannten  Figur  hindurchzog. 

Nun  aber  bemerke  man  auf  der  anderen  Seite,  dass  eine  CoUinea- 
tion  der  C^  in  sich,  bei  der  ein  Berührungspunkt  b  einer  Doppeltangente 
in  sich  übergeht,  notwendig  diese  Doppeltangente  selbst  in  sich  über- 
führt. Daher  der  Satz:  Die  28  DqppeUangenten  unserer  C^  sind  den 
28  G^  in  dem  Sinne  eindeutig  zugeordnet,  dass  die  einzelne  Doppeltangente 
durch  die  CoUineationen  der  zugehörigen  G^  in  sich  übergeführt  wird. 
Ordnen  wir  aber  eine  Gerade  coUinear  sich  selbst  zu,  so  giebt  es 
wohlbekannter  Weise  stets  zwei  sich  selbst  entsprechende  Punkte  auf 
der  Geraden.  Auf  den  Doppeltangenten  liefern  dann  offenbar  die  so  ent- 
springenden 2 '  28  sich  selbst  entsprechenden  Funkte  die  56  Punkte  b 
der  C^. 

Indem  aber  durch  diese  Betrachtung  zugleich  eine  eindeutige  Zu- 
ordnung zwischen  den  28  Symmetrielinien  der  jF\gg  und  den  28  Doppel- 
tangenten der  C^  begründet  ist,  wollen  wir  hier  insbesondere  diejenige 
Doppeltangente  samt  ihren  Berührungspunkten  ausrechnen,  die  der  zu 
U  gehörenden  Symmetrielinie  und  also  dem  in  §  4  gefundenen  reellen 
Curvenzuge  der  C^  (Fig.  103,  p.  702)  entspricht.  Die  beiden  frag- 
lichen Punkte  b  müssen  sich  unter  den  Fixpunkten  der  durch  Za'=Z4.a 
dargestellten  Collineation  finden.  Setzen  wir  aber  diese  Za  Jien  Za  pro- 
portional ,  so  finden  sich  als  solche  Fixpunkte  ausser  dem  nicht  auf  der 
C4  gelegenen  Punkte  Zi :  Z2  *  z^  =  1  '-  1  :  1  noch  die  beiden: 

(1)  z^:Zi:z^=l:Q±':Q+\ 

welche  Punkte  vermöge  der  besonderen  von  uns  in  Fig.  103  festge- 
haltenen Maassverhältnisse  keine  anderen  sind,  ais  die  zu  unserem  Co- 
ordinatensystem  gehörenden  beiden  imaginären  Kreispunkte  auf  der  un- 
endlich fernen  Geraden.  Diese  letzteren  Punkte  liegen  denn  auch  that- 
sächlich  auf  der  C4,  wie  man  sofort  bestätigt,  und  liefern  in  der 
unendlich  fernen  Geraden  des  Coordinatensystems 

(2)  ^^  +  ^^  +  ^^=.0 

(als  ihrer  Verbindungslinie)  die  gestickte  zu  JJ  gehörende  Doppeltangente^ 

46* 
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Von  hieraus  ist  es  nun  ein  Leichtes ,  die  Coordinaten  der  übrigen 
Punkte  hy  sowie  die  Gleichungen  der  übrigen  Doppeltangenten  her- 
zustellen. Wir  haben  zu  dem  Ende  offenbar  auf  die  Coordinaten  (1) 
bez.  auf  die  Gleichung  (2)  geeignete  unter  den  Substitutionen  (7)  p.  705 
auszuüben.  Insbesondere  stellen  wir  zum  Zwecke  späterer  Verwendung 
die  Gleichungen  für  die  drei  in  Fig.  (103)  p.  702  sichtbaren  Doppel- 
tangenten auf  und  finden  als  solche: 

(3)        ^i(««  —  6-«)*  +  ^2(«*"-  «~*'')*  +  ^4(^*"—  f-***)*—  0, 

wo  a  nach  einander  die  Werte  1,  2,  4c  annehmen  solL  Wollen  wir 
alsdann  noch  auf  die  vier  Gleichungen  (2)  und  (3)  nach  einander  die 
sieben  Operationen  S^  anwenden,  so  haben  wir  alle  28  Doppeltangenten 
gewonnen.  — 

Wir  gehen  weiter  zur  Besprechung  der  21  gleichberechtigten  G^, 
die  wir  p.  381  in  der  G^q^  vorfanden,  und  deren  einzelne  jedesmal  vier 
Punkte  a  zu  Fizpunkten  besass.  Vorab  haben  wir  ganz  allgemein  die 
Eigenart  ternärer  Collineationen  der  Periode,  zwei  festzustellen,  zu 
welchem  Ende  wir  die  nachfolgende  Betrachtung  anstellen. 

Von  einer  CoUineation,  die  jede  Gerade  der  Ebene  sich  selbst 
zuordnet,  erkennt  man  ohne  weiteres,  dass  sie  auch  jeden  Punkt  der  Ebene 
in  sich  überführt;  eine  solche  muss  also  die  identische  Gollineation 
sein.  Ist  uns  also  irgend  eine  Gollineation  V  der  Periode  zwei  vor- 
gelegt, so  wird  es  stets  möglich  sein,  zwei  Gerade  a^^sO,  bg^^O 
derart  ausfindig  zu  machen,  dass  sie  durch  F  in  die  nicht  mit  ihnen 
zusammenfallenden  Geraden  a«  «>  0  und  b«  «=  0  übergehen,  und  dass 
überhaupt  von  den  vier  so  fixierten  Geraden  keine  zwei  über  einander 
fallen.  Da  nun  V  die  Periode  zwei  besitzt,  so  werden  umgekehrt  bei 
Ausübung  von  V  die  Geraden  a«  ==»  0  und  6^ «»  0  wiederum  in  a«  «s  0 
und  b«  =»  0  übergehen,  und  wir  entnehmen  daraus  das  Resultat,  dass 
der  Schnittpunkt  von  a«  »=:  0  und  a^^aO,  sowie  auch  dexjenige  von 
6^  K3  0  und  &«  BS  0  durch  V  in  sich  selbst  übergeht. 

Auf  diese  Verhältnisse  gründen  wir  nun  eine  neue  Coordinaten- 
bestimmung  in  der  zu  Grunde  liegenden  Ebene.  Die  Verbindungslinie 
der  beiden  soeben  für  V  gewonnenen  Fixpunkte  sei  x^ «»  0,  während 
ag  =s  0  und  6j «»  0  bez.  die  Seiten  a^g  «=  0  und  0^3  ■»  0  des  neuen  Co- 
ordinatendreiecks  liefern  mögen.  Die  Gollineation  V  dürfen  wir  dann 
unter  Aufnahme  eines  Proportionalitätsfactors  6  in  der  Gestalt  ansetzen: 

(fXi  =  —  a?i ,     0X2  •=  (iXi  +  6 jjj ,     iJx^'  «=»  cXi  +  dx^ 

und  wollen  nun  der  Forderung  Ausdruck  geben,  dass  die  so  aufge- 
schriebene Gollineation  die  Periode  zwei  besitzt.   Eine  leichte  Rechnung 
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ergiebty  dass  dies  nur  fQr  h  '^  d^^l  der  Fall  ist;  womit  sich  V  in 
der  Gestalt  darstellt: 

(4)  0x^  =  —  a?i ,    6x^  =  ax^  "t"  ^«  >    ^  ^s'  =  c^i  +  ^j  • 

Jetzt  schreiben  wir  unter  erneuter  Änderung  des  Coordinaten- 
systems: 

»1— a?i,    y^  —  ax^  +  2x^,    yz  =  cx^  +  ^3h 

und  transformieren  damit  die  Formeln  (4)  in 

(5)  <fyi=  —  yu   ^y^^y%,   ^ys^y»- 

Auf  Grund  dieses  Resultats  ist  V  eine  solche  GoUineation^  die  man 
als  eine  Perqpectifntät'^)  zu  bezeichnen  pflegt.  Festbleibende  Elemente 
von  V  sind  einerseits  alle  Punkte  der  Geraden  y^t^  0,  der  ^,Axe  der 
Perspectivität'^,  überdies  aber  noch  der  ausserhalb  der  Aze  gelegene 
Punkt  y^  «s  0,  9$  ■»  0;  das  ,,Gentrum  der  Perspectivität'^.  Alle  übrigen 
Punkte  permutieren  »ich  zu  Paaren,  und  zwar  so,  dass  die  Verbindungs- 
linie je  zweier  durch  Feinander  zugeordneter  Punkte  durch  das  Centrum 
y^tss>  y^cssQ  geht.  Ist  hiermit  der  allgemeine  Charakter  der  Perspecti- 
yitaten  gekennzeichnet,  so  kommt  für  unsere  besondere  Operation  V  auf 
Grund  von  (5)  noch  die  specielle  Eigenschaft  hinzu,  dass  je  zwei  ein- 
ander zugeordnete  Punkte  durch  den  Schnittpunkt  ihrer  Verbindungs- 
linie mit  der  Axe  einerseits  und  durch  das  Centrum  der  Perspectivitat 
andrerseits  von  einander  harmonisch  getrennt  sind.  In  diesem  Sinne 
benennen  wir  V  als  harmonische  Perspectivitat  und  haben  als  Resultat 
unserer  nun  beendeten  Zwischenbetrachtung  den  Satz :  Jede  ColUneaüan 
der  Periode  0wei  ist  eine  harmonische  Perspectivitat 

Dieser  Satz  klärt  uns  zugleich  im  wesentlichen  über  die  nun  zu  be- 
trachtende geometrische  Bedeutung  der  21  gleichberechtigten  G^  au^ 
welche  wir  p.  381  in  der  G^i^  fanden.  Wir  haben  in  dieser  Hinsicht 
offenbar  den  Satz:  Den  G^  entsprechend  geht  unsere  Q  durch  21  harmonische 
Perspectivitäten  in  sich  Ober.  Bei  einer  Perspectivitat  der  C^  in  sich 
bleiben  notwendig  die  vier  Schnittpunkte  der  bezüglichen  Axe  mit 
der  G^  an  ihrer  Stelle.  Also  weiter  das  Resultat:  Die  84  sextactischen 
Punkte  der  Q  werden  von  21  geraden  Linien^  nämlich  von  den  eu  den 
in  Rede  stehenden  Perspectivitäten  gebärenden  Axen  ausgeschnitten.  Da 
aber  die  einzelne  G^  nur  vier  Fixpunkte  auf  der«  Fläche  Fi^^  hatte, 
so  werden  die  21  Perspectivitätscentren  selber  nicht  auf  der  Curve  vierter 
Ordnung  gelegen  sein. 


*)  Vergl.  z.  B.  ClebBch-Lindemann,  Vorlesungen  über  Geometrie  (Leipzig, 
1876)  p.  266. 
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Hiermit  ist  die  geometrische  Bedeutung  der  in  der  G^^  euthaltenen 
Collineationsgruppen  G^  und  G^  vollständig  aufgewiesen*). 

§  7.  Die  in  der  G^^  enthaltenen  Oollineationsgruppen  G^^  G^  nnd  G^. 

In  besonders  beziehungsreicher  Weise  gestalten  sich  die  geo- 
metrischen Resultate  des  vorigen  Paragraphen  aus,  wenn  wir  nun 
auch  noch  die  28  Diedergruppen  G^  (cf.  p.  377),  sowie  die  2  •  7  Vierer- 
gruppen G^^  und  Oktaedergruppen  G^^  (cf.  p.  382)  in  die  Betrachtung 
hineinziehen. 

Die  einzelne  der  28  gleichberechtigten  G^  erwies  sich  früher  mit 
drei  verschiedenen  Operationen  V^  der  Periode  zwei  vertauschbar,  was 
sich  uns  geometrisch  so  darstellte,  dass  die  beiden  Fixpunkte  der  G^ 
durch  die  fraglichen  drei  Operationen  V^  unter  einander  vertauscht 
wurden**).  Wir  werden  jetzt  folgern:  Die  einzelne  Doppeltangente  wird 
durch  drei  unter  den  21  Perspectivitäten  in  sich  transformiert,  wobei 
dann  die  beiden  Berührungspunkte  derselben  permutiert  werden.  Es 
liegen  sonach  auf  der  einzelnen  Dappeltangente  stets  drei  PerspecUvitäts- 
centren,  und  es  wird  diese  Tangente  insgesamt  gerade  durch  die  CoUinea- 
tionen  einer  in  der  G^^^  enthaltenen  G^  in  sich  Obergeßihrt,  in  Überein- 
stimmung mit  den  Verhältnissen,  die  wir  früher  für  die  der  Doppel- 
tangente zugewiesene  Symmetrielinie  fanden. 

Die  einzelne  V^  beteiligte  sich  aber  immer  an  vier  verschiedenen 
unter  den  in  Rede  stehenden  28  gleichberechtigten  Diedergruppen  G^. 
Durch  die  einzelne  harmonische  Perspectivität  werden  also  immer  zu- 
gleich vier  Doppeltangenten  der  (7^  in  sich  übergeführt,  so  dass  wir 
jetzt  umgekehrt  den  Satz  auszusprechen  haben:  Durch  das  einzelne  der 
21  Perspectivitätscentren  laufen  insgesamt  je  vier  DoppeUangenten  hindurdi. 

Wollen  wir  beispielsweise  auf  der  zu  CT  gehörenden  durch  (2)  p.  707 
gegebenen  Doppeltangente  die  drei  PerspectiviiHtscentren  berechnen, 
die  alsdann  den  CoUineationen  T,  TU,  TU*  angehören  werden,  so 
bemerke  man,  dass  dieselben  offenbar  durch  die  drei  unter  (3)  p.  708 
gegebenen  reellen  Doppeltangenten  ausgeschnitten  werden.  Durch  Auf- 
lösung der  beiden  Gleichungen: 

^  ^1  +  ^2  +  ^4=0 


*)  In  ans^ebiger  Weise  werden  übrigens  analytisch  die  Doppeltangenien, 
Perspectivitätsazen  etc.  von  Hrn.  Haskell  in  der  p.  702  genannten  Abhandlung 
untersucht. 

**)  Man  vergl.  die  geometrischen  Erörterungen  p.  378. 
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finden  wir  demnacli  sofort  als  Coordinaten  der  fraglichen  drei  Centren: 

wobei  a  nach  einander  die  drei  Zahlwerte  1^  2,  4  annehmen  soll. 
Umgekehrt  werden  durch  das  unter  (2)  geschriebene  Perspectivitats- 
centrum  ausser  den  beiden  Doppeltangenten  (1)  noch  zwei  weitere 
hindurchgehen.  Wir  finden,  dass  dieselben  conjngiert  imaginär  VLXXß- 
fallen;  denn  eine  elementare  Rechnung  ergiebt  als  ihre  Gleichungen: 

Wir  fanden  oben  (p.  378)  für  die  einzelne  G^  ein  System  von 
vier  Sjmmetrielinien,  die  sich  gegenüber  den  Operationen  der  G^  ge- 
rade so  verhalten,  wie  die  vier  Symmetriekreise  der  Diederteilung 
n  SS  3  bei  den  bezüglichen  Verschiebungen  der  Kugel  in  sich.  Gehen 
wir  Yon  den  Symmetrielinien  der  F^^  zu  den  ihnen  zugeordneten 
Doppeltangenten  der  C^  über,  so  werden  sich  dort  entsprechende  Ver- 
hältnisse für  die  CoUineationen  der  G^  zeigen.  Für  dieselbe  haben  wir 
erstlich  eine  ausgezeichnete  Doppeltangente,  diejenige,  welche  wir 
schon  bisher  der  in  der  G^  enthaltenen  G^  zugeordnet  fanden,  sodann 
aber  drei  gleichberechtigte  Doppeltangenten,  deren  sechs  Berührungs- 
punkte diejenigen  Punkte  b  sind,  welche,  auf  der  F^^^  betrachtet,  auf 
der  zur  eben  genannten  ausgezeichneten  Doppeltangente  gehörenden 
Symmetrielinie  gelegen  sind.  Wir  haben  alsdann  den  Satz:  Bei  den 
CoUineationen  der  in  Rede  stehenden  G^  geht  die  ausgezeichnete  Doppel- 
tangente  durchweg  in  sich  selbst  über,  während  sich  die  drei  gleichberechr 
tigten  Doppeltangenten  auf  alle  sechs  Arten  permutieren. 

Um  auch  hier  ein  Beispiel  anzuführen,  so  gehört  zu  der  aus  T 
und  U  entspringenden  G^  als  ausgezeichnete  Doppeltangente  im  Falle 
unserer  Figur  die  unendlich  ferne  Gerade  (2)  p.  307,  während  die  drei 
reellen  Doppeltangenten  (3)  p.  708  die  drei  gleichberechtigten  sind. 
Man  sieht  in  der  That  in  Fig.  103  p.  702  direct,  wie  sich  dieselben 
bei  den  sechs  reellen  CoUineationen  der  (7^  unter  einander  permutieren. 
Multiplicieren  wir  die  linken  Seiten  der  drei  Gleichungen  (3)  p.  708 
mit  einander,  so  kommt  unter  Forthebung  des  Factors  —  7 : 

(4)    (^/  +  .  0  +  5(ifir,%  +  .  •)  +  6(0,%  +  . .)  +  130^s!,0,=  O*). 
Diese  Gleichung  unrd  offenbar  bei  den  CoUineationen  der  Gq  in  sich  üher- 


*)  Durch  die  Punkte  soll  angedeutet  werden,  dass  in  der  einzelnen  Klammer 
neben  jedes  thatsächlich  aufgeführte  Glied  noch  die  beiden  anderen  zn  setzen  sind, 
die  ans  ihm  durch  die  Operationen  ü  und  U^  entspringen. 
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gehen,  tmd  es  wird  ein  Gleiches  auch  noch  von  der  Gleicktmg  geüen,  die 
aws  (4)  durch  MuUiplication  mit  (2)  p.  707  entspringt: 

(5)(V  +  -O  +  6(^i'^a+-O  +  ll(V^2'  +  -O  +  24ir,030,(^,+ 

An  Yierergrappen  gab  es  innerhalb  der  6r|gg  zwei  Systeme  von 
je  sieben  solchen  G^y  und  es  beteiligte  sich  die  einzelne  Fj  stets  an 
einer  einzelnen  G^^  jedes  Systems.  Insgesamt  ist  also  F,  mit  weiteren 
vier  Operationen  der  Periode  zwei  vertauschbar,  und  das  heisst  nun 
offenbar  geometrisch:  Auf  der  einzelnen  der  21  Perspectimtätsaxen  liegen 
jedesmal  vier  Ferspedivitätscentra,  so  dass  umgekehrt  durch  jedes  Centrum 
vier  solche  Äxen  gehen  müssen.  Greifen  wir  eine  einzelne  Yierergruppe 
auf,  so  werden  sich  die  drei  zugehörigen  Axen  offenbar  zu  einem 
Dreieck  zusammenlegen,  in  dem  jede  Ecke  das  zur  gegenüberliegenden 
Seite  gehörende  Centrum  ist.  Das  Verhalten  der  Seiten  dieses  Dreiecks 
gegenüber  den  Operationen  der  G^  werden  wir  dem  Verhalten  der  drei 
Symmetriekreise  der  Viererteilung  (Fig.  22,  p.  80)  an  die  Seite  zu 
stellen  haben.  Übrigens  werden  sich  die  21  Axen  auf  zwei  Weisen  zu 
je  sieben  solchen  Dreiecken  zusammenordnen  lassen.  Diese  2  •  7  Dreiecke 
sind  dann  ihrerseits  den  2  •  7  Oktaedergruppen  G^,  welche  sich  inner- 
halb der  6rjßg  finden,  in  dem  Sinne  eindeutig  zugeordnet,  dass  das 
einzelne  Dreieck,  als  ganzes  betrachtet,  bei  den  CoUineationen  seiner 
6^24  in  sich  Obergeht;  die  Seiten  des  Dreiecks  werden  sich  dabei  auf 
alle  sechs  möglichen  Weisen  permutieren. 

Vor  allem  aber  ist  es  wichtig,  betreffs  der  zwei  Systeme  V^on  je 
sieben  Oktaedergruppen  Gr^^  noch  die  folgende  Betrachtung  durchzu- 
führen: Innerhalb  der  einzelnen  G^i  sind  vier  gleichberechtigte  G^ 
enthalten,  welche  sich  bei  Transformation  durch  die  Operationen  der 
Gg4  auf  alle  24  Weisen  permutieren.  (Sie  entsprechen  ja  den  vier 
Würfeldiagonalen  in  der  Oktaederconfiguration,  und  diese  werden  that- 
sächlich  durch  die  Oktaederdrehungen  auf  alle  Weisen  permntiert.) 
Den  G^  aber  sind  die  Doppeltangenten  der  C^  zugeordnet;  also  der  Satz: 
Jeder  Oktaedergruppe  G^^  innerhalb  der  G^^  ist  ein  Quadrupel  von 
Doppeltangenien  zugeordnet,  die  sich  bei  den  CoUineationen  der  Gj^  auf 
alle  24  Weisen  permutieren.  Die  28  Doppeltangenten  aber  Uzssen  sich 
auf  zu^ei  verschiedene  Arten  zu  je  sieben  Quadrupeln  dieser  Art  anordnen^ 
so  dass  die  einzelne  Doppeltangente  jedesmal  an  einem  Quadrupel  der  einen 
und  an  einem  Quadrupel  der  andern  Art  teilnimmt. 

Über  die  gegenseitigen  Lagerungsverhältnisse  der  Doppeltangenten 
eines  einzelnen  solchen  Quadrupels  gewinnen  wir  nun  leicht  in  folgender 
Weise  Aufschluss:  Wir  greifen  eine  einzelne  Doppeltangente  t  au^ 
welche  im  Sinne  unseres  soeben  erhaltenen  Resultates  zur  G^  gehören. 
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Die  zu  t  gehörende  O^  wird  sich  dann  in  der  G^^  finden;  entspringe 
diese  G^  etwa  aus  F3.  Auf  t  liegen  insgesamt  drei  Perspectivitäts- 
centra,  und  man  bemerkt  sofort,  dass  die  drei  zugehörigen  V^  in  G^^ 
enthalten  sind*).  Die  einzelne  Fg  ist  aber  infolge  der  Structur  der 
Oktaedergruppe  noch  mit  einer  zweiten  G^  innerhalb  der  G^,^  vertausch- 
bar,  so  dass  durch  das  fragliche  Gentrum  von  F,  noch  eine  zweite 
Tangente  des  Quadrupels  hindurchzieht.  Jetzt  erinnern  wir  uns,  dass 
durch  diese^s  Centrum  ausser  t  insgesamt  noch  drei  Tangenten  t^,t%jtz 
hindurchziehen,  welch'  letztere  durch  Ausübung  von  V^  und  V^  in 
t[y  t%f  i'z  bez.  t'i,  t^,  ^3  übergehen  mögen.  Unser  Quadrupel  ist  dann 
offenbar  eines  yon  den  dreien: 

(6)  {t,  U,  t\,  {{),    1  =  1,  2,  3. 

Aber  eines  yon  diesen  Quadrupeln  wird  mit  dem  unter  (5)  gegebenen 
gleichberechtigt  sein  und  gehört  wie  jenes  einem  System  von  28  gleich- 
berechtigten Quadrupeln  an.    Die  beiden  dann  noch  bleibenden  Quadrupel 

(6)  sind  nun  offenbar  gerade  diejenigen  beiden  gesuchten^  an  denen  sich  t 
beteiligt. 

Sollen  wir  auch  hier  ein  Beispiel  durchrechnen,  so  wählen  wir 
etwa  wieder  für  t  die  unendlich  ferne  Doppeltangente  unserer  Figur 
und  haben  derselben  dann  ersichtlich  die  beiden  unter  (3)  p.  711  ge- 
gebenen Tripel  zuzufügen.  Sind  diese  beiden  Quadrupel  etwa  durch 
Qi'^O  und  ^s»0  dargestellt,  so  finden  wir  nach  kurzer  Rechnung 
für  Qt  und  Qt  die  ausführlichen  Gestalten: 

(7)  —4^1  ^8^4(^1 +_••); 

Hiermit  findet  die  geometrische  Interpretation  der  Untergruppen 
der  (tiss,  die  sich  also  durch  blosse  Benutzung  der  Doppeltangenten 
und  Perspectiyitätsaxen  formulieren  lässt,  ihren  Abschluss. 

§  8.   Die  drei  Arten  von  Kegelsobnitten  durch  acht  Punkte  b. 

Die  Resultate  unserer  bisherigen  Untersuchungen  über  die  Gurye 
yierter  Ordnung  der  Za  benutzen  wir  jetzt  zu  einer  Reihe  fernerer 
Entwicklungen,  welche  uns  späterhin  namentlich  für  die  Betrachtung 
der  Resolyenten  des  Galois'schen  Problems  168^  Grades  nützlich  sein 
werden. 


*)  Da  die  Oktaedergnippe  Untergruppen  G^  enih&lt. 
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Wir  greifen  irgend  vier  Doppeltangenten  unserer  C^^  auf,  multi- 
plicieren  die  linken  Seiten  ihrer  Gleichungen  mit  einander  und  finden 
so  das  fragliche  Quadrupel  durch  eine  Gleichung  vierten  Grades  dar- 
gestellt, die  wir  abkürzend  durch  Q  <»  0  bezeichnen.  Dem  Viereck 
Q  =  0  ist  alsdann  unsere  Curve  vierter  Ordnung  fQSay  ■=  0  in  dem 
Sinne  eingeschrieben,  dass  die  C^  jede  Seite  des  Vierecks  in  zwei  Punkten 
b  berührt.  Aber  man  bemerke,  dass  in  demselben  Sinne  überhaupt 
jede  C^  des  ganzen  Büschels 

(1)  Q  +  xf=0 

dem  fraglichen  Viereck  eingeschrieben  ist,  indem  sie  gleichzeitig  das 
Viereck  Q »» 0  wieder  in  den  nämlichen  acht  Punkten  b  berührt. 
Die  Frage,  die  wir  hier  aufwerfen  wollen,  ist  nun  die,  ob  sich  vielleicht 
im  Büschel  der  Curven  vierter  Ordnung  (1)  doppelt  zählende  Kegel- 
schnitte finden.  Einfach  gezählt  würde  ein  solcher  Kegelschnitt  auf 
dem  Viereck  Q  =  0  die  acht  in  Bede  stehenden  Punkte  b  ausschneiden*). 
Nun  lernten  wir  im  vorigen  Paragraphen  drei  besondere  Systeme 
von  Quadrupeln  Q  kennen,  deren  erstes  28  gleichberechtigte,  deren 
letzte  je  sieben  gleichberechtigte  Quadrupel  umfasste.  Als  Beispiel 
für  das  erste  System  haben  wir  für  Q  =  0  die  unter  (5)  p.  712  ex- 
plicite  gegebene  Gleichung  einzusetzen.  Dieses  specielle  Quadrupel 
besteht  aus  den  drei  in  Fig.  103  p.  702  sichtbaren  reellen  Doppeltan- 
genten im  Verein  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  der  Ebene  und 
ist  der  Gq  der  reellen  CoUineationen  der  0^  in  sich  zugeordnet.  Da 
haben  wir  nun  in  der  Figur  direct  vor  Augen,  dass  im  zugehörigen 
Büschel  der  C4  ein  doppelt  zählender  Kegelschnitt  enthalten  ist.  In 
der  That  liegen  ja  die  sechs  reellen  Punkte  6,  wie  in  der  Figur  ange- 
deutet, auf  einem  Kreise.;  dieser  geht  dann  von  selbst  durch  die  beiden 
in  Betracht  kommenden  imaginären  Punkte  &,  welche  ja  durch  die 
beiden  imaginären  Kreispunkte  gebildet  werden«  Die  Rechnung  be- 
stätigt dieses  Resultat  sofort.  Die  Gleichung  des  Kegelschnitts  werden 
wir  in  der  Gestalt: 

(2)  ^1'+  V  + V+  «(^2^4  +  ^4^1  +  ^1^2)  =  0 

anzusetzen  haben.  Weiter  tragen  wir  in  (1)  für  Q  und  f  ihre  Aus- 
drücke (5)  p.  712  und  (1)  p.  701  ein  und  haben  dann  x  in  solcher 
Weise  zu  bestimmen,   dass   (ö  +  ^f)  <las  Quadrat   der   linken  Seite 


*)  Die  aUgemeinere  Theorie  der  Curven  4*«  Ordnung  belehrt. uns,  dass  die 
Frage  des  Textes  in  der  That  für  315  der  aus  den  Doppeltangenten  aufzustellen- 
den Quadrupel  zu  bejahen  ist;  vergl.  z.  B.  Clebsch- Linde  mann,  Vorlesungen 
über  Geometrie,  p.  862;  wir  yerfolgen  dies  indes  im  Texte  nicht  weiter. 
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Ton  (2)  wird.  Das  ist,  wie  man  leicht  ausrechnet^  nur  in  einer  Weise 
möglich,  nämlich  für  x=^  6,  a  «*  3 : 

Q  +  6f=  (V  +  0,'  +  0^  +  3^,0,  +  30,0,  +  30,0,y. 

Wir  erhalten  also  in 

(3)  ^^2_p  ^^2+  ^^«+  3(0,0,+ 0,0,+ 0,0,)  -  0 

einen  Kegelschnitt  durch  die  fraglichen  acht  Punkte  hj  und  dieser  Kegel- 
schnitt gehört  natürlich  selbst  wieder  einem  System  von  28  be0üglich  der 
^168  gl^hberechtigten  Kegelschnitten  an. 

Noch  sehr  viel  folgenreicher  wird  es,  wenn  wir  jetzt  die  beiden 
Systeme  von  je  sieben  Quadrupeln  heranziehen,  von  denen  die  in  (7) 
p.  713  gegebenen  Qt  und  Q't  Beispiele  sind.  Auch  hier  findet  sich  im 
einzelnen  Büschel  der  C,  jedesmal  ein  doppelt  zählender  Kegelschnitt, 
indem  wir  z.  6. 

sofort  bestätigen.  Die  sieben  gleichberechtigten  Kegelschnitte  gehen 
aber  aus  einem  unter  ihnen  durch  wiederholte  Anwendung  der  Opera- 
tion S  hervor*).  Also  haben  wir  das  nachfolgende  wichtige  Resultat 
zu  formulieren:  Die  56  Punkte  der  C,  lassen  sich  auf  0wei  verschiedene 
Arten  0u  je  acht  durch  siAen  gleichberechtigte  Kegelschnitte  ausschneiden. 
Die  Kegelschnitte  der  einen  Art  sind  gegeben  durch: 

(4)  s^z,^+  a^-0,'+  ^^0,^  -  Lz_iV!(^5v^^^^  +  ^.,^,^  +  ,6.^^^j  =  0, 
diejenigen  der  anderen  Art  durch: 

(5)  £'V  +  ^*  V  +  «'"^4'-  —2*^  (^"^1^2  +  «^^^2^4  +  ^'•'/^4^l)  =  0  . 

Wie  die  zuletzt  betrachteten  Doppeltangentenquadrupel,  so  sind  die 
2  •  7  Kegelschnitte  (4)  und  (5)  den  2  •  7  Oktaedergruppen  G„  eindeutig 
zugeordnet,  und  zwar  so,  dass  der  ein0elne  Kegelschnitt  durch  die  24  Colli- 
neationen  seiner  G,,  in  sich  iibergefuhrt  unrd.  Wir  stellen  uns  aber  hier 
sogleich  auf  den  noch  allgemeineren  Standpunkt,  dass  wir  die  linken 
Seiten  der  Gleichungen  (4)  und  (5)  als  Modulformen  siebenter  Stufe 
( —  4)*^  Dimension  auffassen.  Merken  wir  uns  sogleich  für  die  spätere 
Anwendung,  dass  die  einzelne  dieser  Formen  im  Polygon  er»tlich 
an  bestimmten  acht  mit  <o  «=  q  äquivalenten  Stellen  je  einfach,  ausser- 
dem aber  in  allen  Spitzen  je  zweifach  verschwindet**),  sonst  indessen 


*)  Man  bemerke  etwa,  dass  die  Operationen  1,  S,  8*,  ..  .^  S^  ein  Repräsen- 
tantensystem  für  die  zogehörige  G^^  abgeben. 

**)  Infolge  der  bezäglichen  Eigenschaft  der  Za. 


716  III}  6.   Die  ModulBjsteme  z^^  und  A    der  BieJ^enten  Stufe. 

allenthalben  endlich  und  von  Null  verschieden  ist.  Die  einzelne 
unserer  2  •  7  Modulformen  wird  sich  gegenüber  den  Operationen  ihrer 
6r24  je  bis  auf  einen  Factor  reproducieren.  Da  indessen  die  G24  ^^^ 
einer  F4  und  einer  V^  zu  erzeugen  ist,  welche  in  V^^V^  eine  Operation 
F3  liefern,  so  sieht  man  leicht,  dass  sich  die  fragliche  Farm  bei  den 
24:  Operationen  bis  auf  das  Vorzeichen  reproduciert  Wir  werden  später 
leicht  erkennen,  dass  sie  überhaupt  unverändert  bleibt. 

V 

§  9.  Die  Berühnrngsonrven  dritter  Ordnimg  der  C^.  Ausgeseiobnetes 

System  derselben. 

Ein  besonders  interessanter  Teil  der  Theorie  der  Gurven  vierter 
Ordnung  handelt  von  den  Berührungscurven  dritter  Ordnung  derselben*). 
In  der  Absicht,  einzelne  derselben  für  unsere  besondere  G^^  der  Za 
näher  zu  betrachten,  bringen  wir  vorab  folgende  allgemeine  Sätze  in 
Erinnerung. 

Wird  eine  durch  f=0  dargestellte  C4  von  der  durch  jf  =  0  ge- 
gebenen C3  in  sechs  Punkten  einfach  berührt,  so  nennen  wir  die  Q 
eine  Berührungscurve  der  C4.  Für  eine  nicht  zerfallende  C^  können 
wir  stets  Berührungscurven  C^  angeben;  jedes  beliebig  aufgegriffene 
Tripel  von  Doppeltangenten  bildet  eine  solche.  Aber  es  gelingt  leicht, 
von  der  einzelnen  durch  g  =  0  dargestellten  Berührnngs-Cg  aus  ein 
ganzes  System  von  00^  derartigen  Curven  für  die  C^^  aufzustellen. 
Es  gehen  nämlich  durch  die  sechs  Berührungspunkte  von  g  =^0  ins- 
gesamt noch  00^  Curven  dritter  Ordnung  der  Ebene,  da  die  einzelne 
C/g  erst  durch  neun  ihrer  Punkte  bestimmt  ist.  Dieses  System  von 
00^  Curven  dritter  Ordnung  schneidet  ausser  den  sechs  Berührungs- 
punkten von  g  =  0  die  C^  noch  in  00*  ferneren  Punktsextupeln,  und 
jedes  solche  Sextupel  liefert,  wie  wir  behaupten,  das  System  der  Berühr 
rungspunkte  für  eine  gewisse  Berührungs-C^  der  Curve  vierter  Ordnung. 

Sei  nämlich  h  =  0  eine  beliebige  unter  den  00'  Curven  dritter 
Ordnung  durch  die  sechs  Berührungspunkte  von  ^  =  0 ,  so  geht  die 
durch  h^=  0  dargestellte  Cq  durch  die  sämtlichen  zwölf  Schnittpunkte 
von  f=0  und  g  =^0.  Dieserhalb  lässt  sich  vermöge  einer  bekannten 
Schlussweise  der  Geometrie  die  linke  Seite  der  Gleichung  h^^=0  ia 
der  Gestalt  darstellen: 
(1)  ■  ¥^^ig).f-{■Bie)•g, 

wobei  A  und  B  ganze  homogene  Functionen  zweiten  bez.  dritten  Grades 

*)  Man  vergl.  betreffs  derselben  etwa  Clebsch-Lindemann,  Vorl.  über 
Geometrie  p.  852,  sowie  die  Entwicklangen  über  Warzelf unctionen  dritter  Ordnung  in 
Weber,  TJieorie  der  Abel' sehen  Functionen  vom  Gesdhlechte  3  (Berlin,  1876)  p.  119. 
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der  drei  homogenen  Coordinaten  sind.  Hier  erblickt  man  nun  aufs 
leichteste  in  B  =  0  diejenige  6erührung8-(73,  welche  im  Sinne  unserer 
Behauptung  zur  Curye  %  b=  0  gehört. 

Nebenher  bemerken  wir,  dass  es  für  eine  C^  insgesamt  64  ver- 
schiedene Systeme  von  je  cx)'  derartigen  Berührungscurven  (7,  giebt, 
36  Yon  gerader,  28  von  ungerader  Charakteristik ^  wie  man  im  An- 
schluss  an  die  Theorie  der  zugehörigen  ^-Functionen  sagt*).  Die 
28  Systeme  der  letzteren  Art  stehen  zu  den  28  Doppeltangenten  der 
(74  in  einer  (charakteristischen  Beziehung,  worüber  man  die  angegebenen 
Litteraturnachweise  vergleichen  wolle.  Vor  allem  aber  merken  wir 
uns  noch  den  Satz:  Ztcei  durch  8  =  0  und  ^  <=»  0  dargestellte  Beruh- 
rungS'C^  gehören  stets  und  nur  dann  demselben  Systeme  an,   wenn  B 

und  g  einer  Gleichimg 

(2)  Bg  =  h^-  Af 

genügen  Icönnen  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  wenn  die  »wölf  Be- 
ruhrungspufücte  von  B  =  0  und  flr  =  0  auf  einer  Curve  dritter  Ordnimg 
Ä  =  0  liegen. 

Indem  wir  jetzt  zu  unserer  speciellen  O^  der  0a  zurückkehren, 
bemerken  wir,  dass  offenbar  auch  deren  acht  Wendedreiecke  als  Be- 
rührungscurven C^  aufgefasst  werden  können,  wobei  dann  die  sechs 
Berührungspunkte  jeder  einzelnen  dieser  Gurven  noch  zu  Paaren  an 
drei  Stellen  c  coincidieren.  Diesen  besonderen  Berührungscurven  soll 
nun  unsere  fernere  Betrachtung  gelten,  und  wir  versehen  uns  dem- 
nach vor  allen  Dingen  mit  den  Gleichungen  derselben.  Als  erstes 
Wendedreieck  nehmen  wir  etwa  unser  Coordinatendreieck  der  Zay  wel- 
ches also  durch  ^i^^ß^  «=»  0  dargestellt  ist.  Ein  zweites  entspringt  aus 
ihm  durch  die  Operation  T,  aus  dem  so  gewonnenen  die  übrigen 
sechs  durch  Ausübung  der  Operationen  S^  S*,,..,  S^.  Um  die  ent- 
stehenden Formeln  in  bequemer  Gestalt  zu  haben,  schreiben  wir 

wobei  der  Factor  A  linker  Hand  späterhin  mit  der  Discriminante 
der  Modulfunctionen  identisch  gesetzt  werden  soll  und  zur  Verein- 
fachung weiterhin  auftretender  Formeln  aufgenommen  wurde.  Wir 
schreiben  alsdann  weiter  dy(a>i,  w^)  =  8^^^^ — »j,  «»i  +  ^^i)}  wobei  v 
die  Zahlen  0, 1, . . .,  6  durchlaufen  soll.    Eine  kurze  Rechnung  ergiebt: 

*)  Diese  Systeme  sind  zuerst  von  Hesse  nntersncht  worden;  siehe  dessen 
Abhandlung:  Ober  Determinanten  und  ihre  Anwendung  in  der  Oeomdrie,  inibesondere 
auf  Curven  vierter  Ordnung,  Crelle*B  Journ.  Bd.  49  (1856).  Wegen  der  Beziehang 
SU  den  Thetafonctionen  ^ergl.  Clebsch:  Über  die  Anwendung  der  Abu' sehen 
F%mciionen  in  der  Geometrie,  Cr.  Joom.  Bd.  68  (1B64),  sowie  Clebsch-Linde- 
mann  und  Weber  1.  c. 


(4) 
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durch  Nnllsetzen  dieser  acht  Ausdrücke  sind  dann  unsere  acht  Wende- 
dreiecke dargestellt 

Fügen  wir  gleich  noch  an,  dass  diese  acht  Dreiecke  ohne  weiteres 
den  acht  gleichberechtigten  halbmetacyclischen  G^^  zugeordnet  sind, 
wie  wir  denn  schon  wiederholt  sahen,  dass  Ad^  ,  als  Modulform 
7*"  Stufe  gedeutet,  bei  allen  Operationen 

unverändert  bleibt.  Bei  den  JL68  Collineationen  der  Za  bilden  die  in 
Rede  stehenden  8  Dreiecke  eine  Permutationsgruppe  F^^^  als  deren 
Erzeugende  wir  uns  merken: 

T:  d^  (— ©2,  ©1)  —  *o(fl>i*  ^i)f       Sy(—(ßi,  ©1)  =  *-|(oo  ©2), 

wobei  in  den  beiden  rechts  stehenden  Gleichungen  die  Indices  mod.  7 
zu  nehmen  sind. 

Es  drängt  sich  nunmehr  die  Frage  auf,  zu  wieviel  verschiedenen 
unter  den  64  Systemen  von  Berührungs-Og  die  acht  Wendedreiecke 
gehören.  Sie  sind,  behaupten  tvir,  alle  in  dem  nämlichen  Systeme  enihalten. 
Wir  zeigen  dies  ohne  weiteres,  indem  wir  bemerken,  dass  unsere  d  die 
folgende  Identität  befriedigen: 

(5)     — |A(J«,  '£^S,=K\Za)—{s''Z^Z^+^-Z^Z^+E'-Z,Z,)f(Za), 

h  dabei  abkürzend  in  der  Bedeutung  gebraucht: 

(6)  K{Za)  =  z,z,z^  +  s^'z^^z^  +  ^'z^*z^  +  s^-z^^z^ . 

Es  giebt  also  für  unsere  besondere  C^^  der  Za  ein  ausgezeichnetes 
System  von  Berührungscurven  dritter  Ordnung*),  dasjenige,  welches 
unsere  acht  Wendedreiecke  in  sich  enthält.  Ein  System  von  Ourven 
dritter  Ordnung  h  =  0,  das  in  seinen  betveglichen  SchnittpunlUen  mit 
der  C^  die  JSeriihrungspunktsextupel  für  unser  in  Bede  stehendes  System 
von  Beruhrungs-C^  ausschneidet ^  werden  unr  im  Anschluss  an  (5)  dar- 
stellen  durch: 

(7)  h{zc)  =  ^f^z^z^z^  +  Xj^SjL  V  +  ^^2^4*  +  ^4^4^i*  =  0  • 

In  der  That  bemerkt  man  sofort  durch  directe  Rechnung,  dass  jede 


*)  und  zwar  von  gerader  Charakteristik,  weil  sonst  eine  der  28  Doppeltan- 
genten vor  den  anderen  ausgezeichnet  sein  müsste,  was,  wie  wir  wissen,  bei 
unserer  Curve  nicht  der  Fall  ist. 
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der  durch  (7)  gegebenen  cx>'  Corven  dritter  Ordnung  mit  unserer  G^ 
in  den  Ecken  des  Coordinatendreiecks  der  0a}  wie  es  sein  muss,  je 
zwei  Schnittpunkte  gemein  hat.  Die  &wr  einzelnen  Curve  h(jfa)  =  0  ge- 
hörende Berührungscurve  dritter  Ordnung  ist  dann  durch 

^g.  A^f  =  —  x^^z^z^z^  +  (xj^^i»  +  •  •)  —  2(xi«a^j«^^  +  •  •) 

gegeben^  wobei  wir  die  fiir  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  eingef&hrte 
Abkürzung  A^  in  Übereinstimmung  mit  Formel  (5)  wählten.  Wirk- 
lich zeigt  man  ja  sofort  durch  directe  Rechnung  das  identische  Be- 
stehen der  Gleichung: 

(9)        — I A*;^  •  Afjr  =  A*  —  (xi«^i2fa  -f  x^^z^z^  +  x^^B^s^)  •  f. 

Wie  sich  hier  die  Gleichungen  (3)  und  (5)  unter  (7)  und  (8)  sub- 
sumieren, wird  man  sofort  fiberblicken.  -^  Für  Gleichung  (7)  machen 
wir  endlich  noch  die  zusätzliche  Bemerkung,  dass  wir  natürlich  an 
Stelle  von  ^8^=0  jedes  der  sieben  anderen  Wendedreiecke  gerade 
so  gut  zum  Ausgangspunkte  fär  die  Construction  eines  Netzes  von  C^ 
hätten  machen  können,  das  dieselben  Punktseztupel  auf  der  C^  aus- 
schneidet wie  (7). 

§  10*    Sinfülining  des  ModnlBystemfl  der  Ay. 

Die  Entwicklungen  des  voraufgehenden  Paragraphen  werden  be- 
sonders folgenreich,  falls  wir  die  ga  nun  wieder  als  Moduln  der 
siebenten  Stufe  ansehen  wollen.  Dieser  Annahme  gemäss  werden  wir 
f{sia)  "»  0  ZU  setzen  haben,  und  damit  entnehmen  wir  aus  den  Glei- 
chungen (5)  und  (9)  des  yorigen  Paragraphen  durch  Wurzelziehung: 

(1)        v^y*:-»/?-^',  v^>^-=»i/7  4- 

Es  zeigt  sich  sonach,  dass  die  Producte  y^doo  *  V^r ,  sowie  ganz  all- 
gemein Yd^ '  Yg  Moduln  der  siebenten  Stufe  sind.  Da  knüpfen  wir 
nun  unsere  weitere  Entwicklung  an   die  Frage,  ob  yielleicht  dasselbe 

Yon  den  Factoren  Y^  7  Y^^  ^^'  einzeln  gilt.  Thatsächlich  werden 
wir  diese  Frage  im  bejahenden  Sinne  zu  beantworten  haben:  Die  frag- 
liehen  Factoren  sind,  auch  einzeln  genommen^  eindeutige  Modulformenj 
und  zwar  solche  der  7*^  Stufe^  welches  letztere  wir  übrigens  erst  durch 
Aufnahme  des  Bestandteils  A  in  die  Formeln  des  vorigen  Paragraphen 
bewirkt  haben. 

Die  geschehene  Behauptung  brauchen  wir  ersichtlich  nur  für  eine 

einzelne   unter   den   Grossen  YOi  ^^^^  ^^  Y^<n  ^^   beweisen;   damit 
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gilt  sie  dann  zugleich  für  alle.  Wir  gehen  zu  dem  Ende  auf  die 
erste  Formel  (3)  p.  718  zurück  und  interpretieren  im  Anschlnss  an 

dieselbe  gj^g^g^A"^  als  Modulform  siebenter  Stufe  sechster  Dimension^ 
um  insbesondere  die  Null-  und  Unstetigkeitspunkte  derselben  auf  dem 
Polygon  F^Q^  aufzuzahlen.  Aber  es  ist  erstlich  jedes  ga  im  einzelnen 
Punkte  c  einfach  Null^  während  A  dortselbst  je  siebenfach  yersch windet. 
Überdies  kommen  noch  diejenigen  zwölf  Nullpunkte  hinzu^  welche  von 
den  Schnittpunkten  der  C^  mit  g^g^g^^^O  herrühren.  Bei  der  be- 
kannten Lage  der  letzteren  ziehen  wir  sogleich  zusammenfassend  den 
Schluss:  g^g^g^A"^  wird  in  den  24  Puncten  c  je  vierfach  unendlich,  aus- 
genommen die  drei  Eckpunkte  des  Wendedreiecks  Adoo  "=0;  in  welchen 
letzteren  die  in  Rede  stehende  Grosse  endlich  und  nicht-verschwindend 
bleibt;  das  letztere  gilt  dann  von  g^^g^g^A"^  zugleich  in  allen  übrigen 
Punkten  des  Polygons  F^^. 

Wenn  wir  nun  im  Anschluss  an  diese  Überlegung  von  g^g^g^Ar^ 
durch  Wurzelziehung  zu  

(2)  f^-Y'-^f 

übergehen  (welche  Bezeichnung  wir  an  Stelle  von  Ydao  einfähren), 
so  haben  wir  damit  nach  bekannten  Sätzen  eine  eindeutige  Modulform 
dritter  Dimension  definiert*),  welche  sich  bei  Operationen  der  Haupt- 
congruenzgruppe  siebenter  Stufe,  vielleicht  vom  Zeichen  abgesehen, 
reproduciert.  Inzwischen  werden  wir  später  noch  sehen,  dass  die 
Modulform  Aq  gegenüber  den  genannten  Operationen  direct  unverändert 
bleibt,  und  wir  benennen  sie  in  diesem  Sinne  schon  jetzt  als  einen 
Modtd  der  sid>enten  Stufe.    Unter  Vorbehalt  dieses  letzteren  Nachweises 

hat  sich  sonach  unsere  obige  Behauptung  betreffs  der  Yg  bestätigt.  — 
Für  die   nächsten  Entwicklungen  ist  es  übrigens  hinreichend,   in  A^ 

und  damit  in  den  Yg  überhaupt  (eindeutige)  Modulformen  ek*kannt  zu  haben. 
Die  Modulform  A^,  mit  der  wir  uns  jetzt  weiter  beschäftigen,  ist^ 
wie  aus  der  bisherigen  Überlegung  ohne  weiteres  hervorgeht,  in  den 
21  von  den  Eckpunkten  des  Coordinatendreiecks  der  ga  verschiedenen 
Punkten  c  je  gweifach  unendlich^  in  allen  übrigen  Punkten  der  F^^^  die 
drei  rückständigen  Punkte  c  eingeschlossen,  erweist  sich  Aq  endlich  und 
nicht-verschwindend.  Dass  A^  einer  von  acht  gleichberechtigten  Moduln 
ist,  welche  den  acht  Wendedreiecken  und  damit  den  acht  G21  eindeutig 
gugeordnet  sind,  wird  man  sogleich  überblicken. 

*)  Man  bemerke  z.  B.,  dass  Aq^A  eine  Modulfunction  7*^  Stufe  ist,  welche 
nur  in  den  Spitzen  des  Polygons  0  oder  00  wird;   demgemäss  ist  bekanntlich 

(cf.  p.  669)  j/AAo*  Modulfunction  und  also  \  Modalform. 
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Weiter  wird  man  es  baldigst  als  fandamental  anerkennen,  wenn 
wir  unter  allen  ferneren  Moduln  Yy  gewisse  drei  näher  in  Betracht 
ziehen,  die  wir  etwa  durch  Rückgang  auf  (8)  p.  719  einführen.  Indem 
wir  Xjj=l,  X,  =  X2=X4=0  setzen,  gewinnen  wir  in  |/^  wiederum 
den  Modul  A^.  Nehmen  wir  jetzt  ein  zweites  Mal  x^^^  1,  sodann  Xj  =  l/ 
endlich  x^=  1  und  jeweils  die  drei  anderen  Grössen  verschwindend, 
80  reihen  sich   dementsprechend  dem  A^  die  drei  weiteren  Moduln  an: 


3    A 

6 


(3)  A,=-|/'-^V-'     A.»]/'-^^'-^',     A,=]AiSV. 

Was  zunächst  die  gruppentheoretische  Stellung  dieser  Moduln  angeht, 
so  sfeht  man,  dass  sie  sich  von  einer  Einheitswurzel  abgesehen  gegen* 
über  der  Operation  'S  reproducieren,  durch  U  aber  permutiert  werden. 
Wir  schliessen  sofort:  Unsere  Grössen  gehören  einem  System  von  24 
gleichberechtigten  Moduln  an^  die  sich  in  acht,  den  G^^  zugeordnete  Tripel 
zerlegen.  So  gehören  die  drei  Moduln  (3)  mit  Aq  zur  nämlichen  G^^^ . 
Die  vier  Grössen  A^.  sind  bisher  nur  erst  bis  aufs  Vorzeichen  be- 
stimmt, und  um  in  diesem  Betracht  eine  besondere  Auswahl  zu  treffen, 
werden  wir  vorab  für  A^  im  Anschluss  an  (2)  p.  702  die  bei  cd  «=  ioo 
gültige  Annäherung  festsetzen: 

(4)  Ao=(li)'"'    , 

WO  X  die  schon  in  den  eben  citierten  Formeln  (2)  p.  702  enthaltene 
numerische  Constante  ist.  Eine  analoge  Festsetzung  für  die  drei 
anderen  A^.  aber  möge  man  aus  den  Formeln: 

entnehmen.  Dieselben  entspringen  aus  (2)  und  (3)  unter  Rücksicht 
auf  f{Zc)  =  0  sehr  leicht  bis  auf  die  Vorzeichen.  Indem  wir  aber 
die  letzteren  wie  in  Formel  (5)  wählen,  sind  die  Ay  nun  in  der  That 
endgültig  bestimmt. 

Ihrerseits  benutzen  wir  jetzt  die  Formeln  (5)  weiter,  um  bei  dem 
bekannten  Verhalten  von  A^  und  Za  die  Null-  und  Unstetigkeitspunkte 
der  drei  anderen  A^  auf  dem  Polygon  in  Erfahrung  zn  bringen.  Wir 
finden  nach  kurzer  Betrachtung:  In  den  Funkten  c  wird  ky  je  doppelt 
unendlich,  ausgenommen  allein  die  drei  Eckpunkte  Ca  des  Coordinaten- 
dreiecks*);  Ay  wird  nämlich  im  Punkte  Cy  einfach  oo,  im  Punkte  Ciy 
zweifach  oo,  während  es  im  Punkte  c%y  im  Grade  drei  verschwindet 
In  allen  übrigen  Punkten  des  Polygons  ist  aber  Ay  endlich  und  von 
Null  verschieden. 


*)  c^  soll  der  Berührungspunkt  der  Tangente  xr^  "•  0  der  C^  sein. 
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Eine  nocli  gleichmässigere  Auffassung  dieser  Verhältnisse  bilden 
wir  uns  dadurch ,  dass  wir  die  vier  Moduln  A^  in  allen  24  Punkten  c 
je  mit  einem  zweifachen  Unstetigkeitspunkte  behaftet  denken.  Man 
bemerkt  sofort  ^  dass  bei  dieser  Auffassung  jedes  Ay  insgesamt  sechs 
Nullpunkte  auf  dem  Polygon  besitzt:  und  fswar  liegen  dieselben  für  A^ 
eti  Paaren  in  den  drei  Punkten  Cy,  wahrend  fii/r  Ay  (mit  y  «=»  1 ,  2,  4) 
ein  Nullptmkt  bei  Cy,  die  Obrigen  fünf  bei  c%y  vereint  liegen.  Abgesehen 
Yon  den  damit  gekennzeichneten  Null-  und  Unstetigkeitspunkten  giebt 
es  aber  auf  dem  Polygon  keine  weiteren  fQr  unsere  Modulformen  Ay. 

Nunmehr  bilde  man  sich  mit  beliebigen  Constanten  x  den  Ausdruck 

(6)  XoAo  +  Xi  Ai  +  «jAj  +  X4A4 

und  diyidiere  selbigen  durch  A^.  Der  Quotient  wird  eine  algebraische 
Function  der  JP^es  darstellen,  und  zwar  eine  solche  mit  sechs  Unstetig- 
keitspunkten, sofern  x^,  Xj,  X4  Ton  Null  verschieden  sind.  Zugleich 
bemerkt  man,  dass  die  fragliche  Function  nur  dann  mit  einer  Con- 
stanten (nämlich  0)  identisch  sein  kann,  wenn  alle  vier  x  =  0  sind; 
die  vier  Ay  sind  also,  wie  wir  sagen  werden,  linear-unabhängig.  In  (6) 
haben  wir  demgcmäss  ein  System  von  00^  Moduln  siebenter  Stufe  mit 
sechs  beweglichen  Nullpunkten  gewönnen^  und  letztere  Puhktsextupd  bildm^ 
(um  die  Bezeichnungs weise  von  p.  562  u.  f.  zu  brauchen)  eine  oo^-fadte 
Vollschaar.  Diese  Schaar  ist  uns  äusserst  bekannt;  indem  wir  nämlich 
auf  Grund  von  (5)  in  dem  mit  Null  identisch  gesetzten  Ausdruck  (6) 
die  A  durch  die  Za  ersetzen,  gelangen  wir  zu  der  unter  (7)  p.  718  ge- 
gebenen Gleichung  h{Zc)  ^=  0  zurück.  Bei  der  Bedeutung  dieser  letzteren 
Gleichung  folgt  ohne  weiteres:  Das  System  der  NiMpunkte  v<m  (6) 
erscheint^  auf  der  Q  betrachtet,  direct  mit  den  Berührungspunktsextupeln 
unseres  ausgezeichneten  Systems  der  Beruhrungs-C^  identisch.  Man  wird 
es^  also  als  Zweck  der  Einführung  des  Modulsystems  der  Ay  bezeichnen 
dürfen,  dass  wir  vermöge  dieser  Grossen  die  oft  genannte  00' -fache 
Schaar  von  Berührungspunktsextupeln  in  der  einfachsten  Weise,  näm- 
lich durch  Nullsetzen  des  linearen  Ausdrucks  (6)  zur  Darstellung  bringen 
können. 

Von  den  mannigfachen,  hieran  knüpfenden  Folgerungen  behandeln 
wir  zuvörderst  diejenigen,  welche  uns  zu  den  Formeln  des  vorigen 
Paragraphen  zurückführen. 

§  11.    Beziehungen  zwischen  Y^  ''^^^  ^y*     ^^^  Substitntionssystem 

der  Ay. 

Nachdem  sich  soeben  für  die  Darstellung  der  oo^- fachen  Vollschaar 
der  oft  genannten  Punktsextupel  bereits  die  vier  Grössen  Ay  als  hin- 
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reichend  erwiesen  haben^  ziehen  wir  eine  beliebige  unter  den  Modul- 
formen Y9  heran.  Die  sechs  Berührungspunkte  der  durch  9  =»  0  ge- 
gebenen BerQhrungs-C,  (cf.  Formel  (1)  p.  719)  liefern  die  Nullpunkte 

der  Form  Yg^  und   letztere  bilden  also  eines  der  Punktsysteme  der 

gemeinten  Schaar.  Hieraus  entnimmt  man  mühelos,  dass  sich  j/^ 
in  der  Form  (6)  darstellen  lassen  muss,  und  in  der  That  zieht  man  aus 
den  Formeln  des  vorletzten  Paragraphen  nach  kurzer  Rechnung: 

Vg  =  «o^)  +  ^lAi  +  x,A3  +  x^A4. 
Darin  sind  die  speciellen  Formeln  enthalten 

■j/d;  =       Ao  +  B—^,  +  6-«^A2  +  6-^'A„ 

die  übrigens  direct  aus  (5)  p.  718  heryorgehen.     Ihnen  eu folge  stellen 

sich  die  acht  Grössen  Yd  in  den  vier  Ay  vermöge  eines  Jaccbi'sdien 
Schemas  dar  (cf.  p.  645).     Wie  übrigens  beim  Übergange   von  S  zu 

yS  die  Vorzeichen  dieser  Moduln  siebenter  Stufe  gewählt  sind^  geht 
aus  den  rechten  Seiten  der  Gleichungen  (1)  hervor. 

Durch   zweckmässige   Combination    der    Formeln  (1)   gelingt   es, 

umgekehrt  die  Ay  durch  die  Wurzeln  Y^  darzustellen,  und  zwar  in  der 
folgenden  Weise:  


«     [ 


(2) 


7A,  =0  2'*'^*'» 

7A,=  2''*'V^, 

[7A,-  W>^. 


wobei   die  Summenzeichen   sich   auf  1/  beziehen  und   über  die  Werte 
Oy  1,  2^  -••,  6  auszudehnen  sind.    Andrerseits  kommen  die  folgenden 

für  die  Y^  bestehenden  Identitäten: 

Gegenüber  den  homogenen  Modulsubstitutionen  bilden  die  Y^ 
eine  Permutationsgruppe,  bei  der  jedoch  auch  Zeichenwechsel  der  ein- 
zelnen Grossen  eintreten  werden.  Die  Ordnung  der  so  entspringenden 
Gruppe  wird  Übrigens  nicht  168,  sondern  2  •  168  sein.  In  der  That 
haben  wir  ja  nun  mit  Modulformen  ungerader  Dimension  zu  thun,  die 
also  bei  Ausübung  der  homogenen  Operation  T^  einen  Zeichenwechsel 
erfahren.     Hiermit  erhalten  wir  auf  Grund  der  Formeln  (2)  und  (1) 
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zugleich  über  das  Verhalten  der  Ay  bei  homogenen  Modulsnbstitutionen 
Anfschluss.  Ein  transformiertes  A^  drücken  wir  linear  durch  die  per- 
mutierten Y^  9  ^'  ^*  durch  die  ursprünglichen  Y^  ^^^9  letztere  aber 
ersetzen  wir  nach  (1)  durch  lineare  Combinationen  der  ursprüng- 
lichen A^.  Also  der  Satz:  Bie  vier  Moduln  Ay  reproduderen  sich  gegen- 
über  homogenen  ModulsubstituHonen  linear*).  Dabei  werden  sie  aber  im 
Gegensatz  zu  den  Za  als  Modulformen  ungerader  Dimension  eine  quatemäre 
Substitutionsgruppe  der  Ordnung  2  •  168  bilden^  die  mit  der  homogenen 
Ö2.168  holoedrisch  isomorph  ist**). 

Um  das  Substitutionssjstem  der  A^  zu  berechnen,  müssen  wir 
etwa  die  Wirkung  der  beiden  in  (1)  und  (2)  p.  57  fixierten  homogenen 
Substitutionen  S  und  T  auf  die  Ay  bestimmen.  Hier  bietet  zunächst  8 
nicht  die  geringste  Schwierigkeit.  Da  8^  gegenüber  S  invariant  isi^ 
so  kann  Aq  höchstens  noch  einen  Zeichenwechsel  erfahren;  indessen 
wird,  wie  man  unter  Gebrauch  der  Näheruugsformel  (4)  p.  721  leicht 
sieht,  auch  Ag  direct  unverändert  bleiben.  Nun  entspringt  weiter  das 
Verhalten  von  A^,  A^,  A4  aus  (5)  p.  721  unter  Benutzung  des  ent- 
sprechenden Verhaltens  der  Za]  wir  finden  zusammenfassend: 

\^)  ^  •       Aq    =  Aq  ,      Aj    =  £       A| ,      A2    =  B       A2 ,      A4    =  8       A4  • 

Umgekehrt  folgt  hieraus  unter  Gebrauch  von  (1)  für  die  Y^: 

(5)  s:  Vd^^yj^,  i/57=}/*;7T. 

Etwas  umständlicher  ist  die  Bestimmung  der  quaternären  Sub- 
stitution T,  Wir  schreiben  uns  zuvorderst  für  die  Wirkung  von  T 
auf  Yd  aus  (4)  p.  718  die  nachfolgenden  Ansätze  ab: 


wobei  die  Ca  die  Bedeutung  von  +  1  oder  —  1  haben.  Hier  ist,  wie 
wir  zunächst  behaupten,  e^  e»  ^^  s=  ^^  s»  e.  Zum  Beweise  entnehmen 
wir  aus  (1)  p.  723  und  (5)  p.  721: 

*)  Die  lineare  Reproduotion  der  A  lässt  sich  auch  aus  unseren  bezüglichen 
allgemeinen  Erörterungen  p.  56i  a.  f.  folgern.  Man  bemerke,  dass  die  00' -fache 
Schaar  der  Nnllpunktsysteme  von  (6)  p.  722,  als  ausgezeichnet,  bei  den  168  Colli- 
neationen  der  Q  in  sich  übergeht. 

**}  Man  beachte  hier  allenthalben  die  Analogie  der  gegenwärtigen  Entwick- 
lungen zu  denen  über  die  fünfte  Stufe  (p.  643  u.  f.).  Wir  werden  auf  diese  Ge- 
sichtspunkte am  Schlüsse  des  folgenden  Kapitels  im  Zusammenhang  eingeben. 
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0) 


V*»  1  ^  ^  +  £«  +  ?i 

^1      «1      «j 


während  wir  auf  der  anderen  Seite  identisch 

haben.    Jetzt  setze  man  in  der  letzten  Gleichung  o  «»  ioo,  wobei  von 

ff 
den    drei   in  (7)    enthaltenen    j^a- Quotienten    der    zweite/  —  ^   in    der 

höchsten  Ordnung  oo  wird^  so  dass  der  Wert  des  Ausdrucks  (7)  ein- 
fach £*  wird.  Andrerseits  gewinnt  man  aus  (5)  p.  705  fElr  die  in  (6) 
enthaltenen  ea  die  Proportion: 

^1  '  <  '  <  —  («*  —  «') :  («*  -  «')  '  (ß  —  «')  I 
woraus  sich  sofort  berechnet: 

«'j  *^  *! 

Also  lautet  (8)  fOr  a  =  too  explidte 

1  +  e-»(«  +  «*)  +  «-*(«*  +  c')  +  6-*(f»  +  «*)  —  ^  •  «*  •  »yf, 

WO  nun  weiter  durch  Ausrechnung  der  linken  Seite  e^  =»  e  entspringt. 
In  genau  analoger  Weise  findet  man  6^=^  e  und  a^  =  e.  Den  Wert 
von  e  aber  bestimmt  man  auf  Grund  einer  schon  öfter  durchge- 
führten Überlegung  durch  die  Forderung,  dass  ST  erst  sechsmal 
wiederholt  die  Identität  giebi    Es  findet  sich  so  e=^  -{-  1  und  damit 

als  Permutation  T  der  Y^  in  fertiger  Form: 


y^  =  }/*;,  ys.'^-Vs 


00  ; 


(9)      r'^=  - 

Nun  verfahren  wir  nach  der  oben  angegebenen  Vorschrift.  Wir  drücken 
A/  vermöge  (2)  und  (9)  in  den  ursprünglichen  Yd  aus  und  sodann 
diese  in  den  A^.    Nach  kurzer  Rechnung  finden  wir  für  T: 

f- ty7A„' =  Ao  +  Ax  +  A,  +  A*. 

-  i  /7  A/  =  2\  +  (s*  +  «»)  A,  +  («  +  ««)  A,  +  («*  +  6»)  A„ 

-  .-^/TA,'  =  2Ao  +  («  .+  6«)A,  +  (««  +  «»)A,  +  (6«  +  £S)A„ 
l-  i  j/7  a;  -  2Ao  +  («*  +  £»)Ai  +  («»  +  e*)N  +  («  +  6*)A4. 

In  (4)  und  (10)  zusammen  haben  wir  jetzt  die  Ergeugendm  der  ^pia- 
temären  Substitutionsgrttppe   G%.im  der  Modtdformen  A^.     Ea   wfirde 


(10)  T: 
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keinerlei  Schwierigkeit  haben,  von  hieraus  die  gesamte  quatemäre 
Gruppe  in  übersichtlicher  Form  herzustellen. 

Hier  besitzen  wir  nun  alle  Mittel,  um  in  den  A^  thatsächlich 
Moduln  der  siebenten  Stufe  zu  erkennen.  Wir  werden  die  Erzeugenden 
der  homogenen  Hauptcongruenzgruppe  siebenter  Stufe  aus  8  und  T 
aufbauen  und  vermöge  (4)  und  (10)  die  Wirkung  derselben  auf  die 
Ay  berechnen.  Die  Ay  erweisen  sich  direct  als  unverändert^  wie  man 
bei  zweckmässigen  Verfahren  ohne  viel  Rechnung  sieht.  Immerhin 
wollen  wir  doch  bemerken^  dass  uns  späterhin  andere  Mittel  zur  Ver- 
fügung stehen,  in  den  Ay  auf  ganz  directem  Wege  Modulformen  der 
siebenten  Stufe  zu  erkennen. 

§  12.    Die  Banmexurve  seohster  Ordnung  der  A,,. 

Unsere  Untersuchungen  über  das  Modulsystem  der  A,,  erscheinen 
in  einer  besonders  übersichtlichen  Gestalt,  wenn  wir  auf  die  Schluss* 
sätze  des  vorletzten  Paragraphen  die  allgemeinen  Erörterungen  über 
Normalcurven  p.  565  u.  f.  in  Anwendung  bringen.  Im  Sinne  dieser 
Erörterungen  bilden  die  Systeme  der  Nullpunkte  der  Moduln  (6) 
p.  722,  wie  wir  schon  betonten,  eine  cx>*- fache  VoUschaar  von  Punkt- 
sextupeln,  und  zwar  sind  die  sechs  Punkte  dieser  Systeme  ohne 
Ausnahme  beweglich.  Setzen  wir  also  die  Ay  als  homogene  Coordi- 
naten  des  Raumes  B^,  so  erscheint  die  Riemann'sche  Fläche  F^^  auf 
eine  eigentlich  in  diesem  Baume  gelegene  Curve  sechster  Ordnung  eindeutig 
bejsogen,  die  wir  hinfort  als  die  C^  der  Ay  bezeichnen. 

Über  diese  Curve  ziehen  wir  aus  den  voraufgehenden  Entwick- 
lungen ohne  weiteres  die  nachfolgenden  Sätze:  Die  C^  der  Ay  ist 
durch  Vermittlung  der  Riemann'schen  Fläche  2^,^  eindeutig  auf  die 
C^  der  Za  bezogen;  ihre  rationale  Darstellung  erfährt  diese  Beziehung 
durch  die  schon  unter  (5)  p.  721  aufgestellten  Formeln: 

^  ^  Aq        if^'     Ao        xf/     Aj,        xf, ' 

Eine  directe  Darstellung  der  C^  zu  liefern  behalten  wir  uns  f&r  den 
nächsten  Paragraphen  vor.  Die  C^  der  A^  geht  durch  168  verschiedene 
Gollineationen  des  Raumes  ü,  in  sich  über.  Die  Erzeugenden  dieser 
CoUineationsgruppe  sind  in  den  Formeln  (4)  und  (10)  des  vorigen  Pa- 
ragraphen gegeben.  Auf  die  Zahl  von  168  Gollineationen  kommen  wir 
hier  übrigens  deshalb  zurück,  weil  geometrische  Bedeutung  bei  unserem 
Ansätze  ja  nur  den  Quotienten  der  Ay  zukommt,  und  also  ein  gleich- 
zeitiger Zeichenwechsel  der  Ay  jeden  Punkt  des  B^  an  seiner  Stelle 
lässt.    Dass  endlich  die  Punktsextupel,  in  welchen  die  C^  der  ßa  von 
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den  Berührungs-C/s  des  ausgezeichneten  Systems  berührt  wird,  auf 
der  Gq  diejenigen  Punktsysteme  werden^  welche  durch  die  Ebenen 
des  jß,  der  Ay  ausgeschnitten  werden,  ist  bei  der  Art,  wie  wir  die 
Cq  eingeführt  haben,  Ton  vornherein  selbstverständlich. 

Vor  allen  Dingen  aber  gestatten  jetzt  unsere  Sätze  über  das  Ver- 
schwinden der  Formen  A,.  eine  elegante  Deutung.  Die  durch  A^  =  0 
dargestellte  Ebene  wollen  wir  eine  Hauptä}ene  im  Räume  B^  der  Ay 
nennen.  Gegenüber  den  168  CoUineationen  giebt  es  dann  insgesamt 
acht  gleichberechtigte  Hauptebenen ,  als  deren  Gleichungen  wir  aus 
den  Formeln  (10)  und  (4)  des  vorigen  Paragraphen 

(2)  Ao  =  0,    Ao  +  ^''A,  +  £"«-A,  +  «-*''A,  =  0 

entnehmen.  Die  sechs  Nullpunkte  von  A^  lagen  zu  Paaren  vereint  an 
den  drei  Stellen  c^^  c^,  c^;  also  der  Satz:  Jede  der  Sauptebenen  be- 
rührt die  Cq  in  drei  getrennt  liegenden  Punkten,  und  die  Gesamtheit  der 
so  entspringenden  3  •  8  Berührungq^nkte  liefert  uns  direct  das  System 
der  24  Funkte  c  auf  der  Q. 

Die  durch  Ai«=0,  ^  =0,  A4  =  0  dargestellten  Ebenen  des  R^ 
sollen  Nebenebenen  genannt  werden.  Bei  den  168  CoUineationen  ge- 
winnen wir  dann  insgesamt  24  Nebenebenen^  die  mit  einander  gleich- 
berechtigt sind,  und  deren  Gleichungen  wir  mühelos  aus  (10)  p.  725 
abschreiben  könnten.  Bei  der  Lage  der  Nullpunkte  der  einzelnen 
Form  Ay  entspringt  das  Resultat:  Die  einzelne  Nebenebene  hat  an  einer 
bestimmten  SteUe  c  fünf  consecutive  Schnittpunkte  mit  der  C^  gemein,  be- 
rührt letztere  daselbst  also  vierfach,  und  schneidet  alsdann  noch  einein 
weiteren  Punkt  c  auf  der  C^  aus. 

Im  Verfolg  dieses  Satzes  kommen  wir  für  die  24  Nebenebenen 
zu  einer  ganz  analogen  Anordnung,  wie  wir  sie  für  die  24  Wende- 
tangenten der  C^  der  ßa  kennen  lernten.  Es  zeigt  sich,  dass  dem 
einzelnen  von  einer  Hauptebene  ausgeschnittenen  Tripel  von  Punkten  c 
der  Q  je  ein  Tripel  von  Nebenebenen  zugeordnet  ist.  Selbiges  bildet 
mit  der  bezüglichen  Hauptebene  ein  Tetraeder,  und  derartiger  Tetraeder 
haben  wir  offenbar  acht  gleichberechtigte,  die  den  acht  haJhfnetacyclischen 
G^i  in  wohlbekannter  Weise  mgeordnet  sind.  Eines  unter  diesen  Te- 
traedern ist  unser  Coordinatentetraeder  der  A,^,  und  letzteres  wird  in 
sich  übergeführt  durch  die  G^  der  Operationen 

(3)  0i'  =  --t^,  (mod.  7). 

Einer  im  folgenden  Paragraphen  durchzuführenden  Anwendung 
wegen  benennen  wir  diejenigen  Eckpunkte  der  in  Rede  stehenden 
Tetraeder,  die  den  Hauptebenen  gegenüber  liegen,  als  die  acht  Haupt- 
punkte^   während    demgegenüber   die   24   anderen   Eckpunkte   als   die 
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24  Nebenpunkte  zu  bezeichnen  sein  würden.  Die  Coordinaten  des  dem 
Tetraeder  der  A^  angehörenden  Hauptpunktes  sind 

(4)  AotAirAa:  A4  =  1:0:0:0, 

die  Coordinaten  der  sieben  übrigen  Hauptpunkte  berechnen  sich  von 
hier  aus  durch  zweckmässigen  Gebrauch  von  (4)  und  (10)  §  11  zu: 

(5)  Ao  :  A, :  Aa :  A4  =  1 :  2£-'' :  2£-^*' :  2a-*'. 

Man  bemerkt  schliesslich  ohne  weiteres,  dass  die  24  Nebenpunkte  die 
Punkte  c  der  Curve  sechster  Ordnung  sind,  während  die  acht  Haupt- 
punkte überhaupt  nicht  auf  der  Gq  gelegen  sind. 

§  13.   Direote  Darstellimg  der  Cq  der  A^..   Die  Cg  als  KegelspitEenoimre 

eines  Bündels  von  Flächen  zweiter  Ordnnng. 

Wir  haben  bislang  die  Cq  der  Ay  noch  nicht  direct  algebraisch 
dargestellt  und  wollen  jetzt  zum  Schluss  die  Ableistung  dieser  Aufgabe 
im  Zusammenhang  mit  einer  sehr  interessanten  geometrischen  Ent- 
wicklung bringen,  welch'  letztere  uns  die  eindeutige  Beziehung  der  Cq 
der  Ay  auf  die  C^  der  iSa  in  ganz  neuem  Lichte  erscheinen  lässt. 

Vorab  entwickeln  wir  uns  aus  (1)  p.  726  im  Verein  mit  f(Za)  «=  0 

die  folgenden  vier  zwischen  den  Modulformen  A,^  identisch  bestehenden 

Relationen: 

Aq   =  AiA2A^, 

Aq  A|    -f-  A|  A4    -p  Ag  Aq    =  U , 

AqAj    -f-  AgAj    -j-  A4AQ   =  u, 

A0A4      -f-    A4A2      "T    AjAq      =   ü. 

Die  erste  unter  ihnen  entspringt  aus  (1)  p.  726  direct;  zur  Ableitung 
der  andern  drei  Relationen  dividiere  man  f(ea)  =  0  der  Reihe  nach 
durch  die  drei  Glieder  von  f  xmi  ersetze  die  jar«- Quotienten  auf  Grund 
von  (1)  p.  726  durch  die  Ay.  Die  Gleichungen  (1)  werden  wir  als 
Flächen  dritter  Ordnung  im  Räume  der  Ay  interpretieren  und  be- 
merken, dass  die  Cq  der  Ay  auf  jeder  einzelnen  unter  diesen  Flächen 
vollständig  gelegen  ist.  Aber  es  entspringt  hier  die  Frage,  ob  die  C^ 
durch  diese  vier  Flächen  rein  ausgeschnitten  wird  oder  nicht.  Ohne 
hierüber  auf  directem  Wege  zu  entscheiden,  bringen  wir  hier  viel- 
mehr die  in  Aussicht  genommene  geometrische  Entwicklung,  welche 
uns  alsdann  die  Entscheidung  über  die  aufgeworfene  Frage  an  die 
Hand  giebt*). 

*)  Die  allgemeine  Theorie,  auf  welche  wir  hier  Bezug  nehmen,  rührt  von 
Hesse  her,  der  sie  in  den  beiden  Abhandlangen:   Über  Determinanten  und  ihre 


(1) 
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Wir  haben  am  Schlasse  des  vorigen  Paragraphen  die  Coordinaten 
der  acht  Hauptpunkte  im  Räume  der  Ay  angegeben  (Formel  (4)  und 
(5)  §  12)  und  stellen  jetzt  die  Behauptung  auf,  dass  diese  acht  Punkte 
die  Grundpunkte  eines  Bündels  von  Flächen  zweiter  Ordnung  sind.  Ohne 
in  diesem  Betracht  allgemeine  Satze  als  bekannt  vorauszusetzen;  geben 
wir  vielmehr  direct  in: 

(2)  2AoAi-A,>  =  0,     2AoA,-A,^  =  0,    2AoA,-Ai«=0 

drei  offenbar  nicht  demselben  Büschel  angehörende  Flächen  zweiter 
Ordnung;  deren  jede  zufolge  leichter  Rechnung  durch  die  sämtlichen 
acht  Hauptpunkte  hindurchgeht.  Indem  wir  also  in  den  0^:  0^:  z^ 
zunächst  nichts  weiter  als  beliebig  variabele  Parameter  sehen ;  haben 
wir  in 

(3)  g, (2 Ao A,  -  A,*)  +  ^,(2 Ao A,  -  ^^)  +  z,  (2 A^ A,  -  A^«)  =  0 

direct  das  Flächenbündel  hingeschrieben ,  dessen  Existenz  wir  be- 
haupteten. 

Was  die  Oestalt  der  drei  Flächen  (2)  anlangt,  so  erkennt  man 
in  ihnen  leicht  Eegel  2^^^  Grades,  welche  bez.  die  .  drei  unter  den 
Ecken  des  Coordinatentetraeders  befindlichen  Nebenpunkte  zu  Spitzen 
haben,  während  sie  im  übrigen  jeweils  die  Hauptebene  Aq  =»  0  und 
eine  der  Nebenebenen  Ay  «=  0  in  charakteristischer  Weise  berühren. 
Im  Anschluss  hieran  wollen  wir  jetzt  ganz  allgemein  die  unter  den 
Flächen  des  Bündels  (3)  befindlichen  Eegel  verfolgen.  Damit  wer- 
den wir,  wie  man  gleich  sehen  wird,  für  giie^iss^  eine  Bedingung 
erhalten,  so  dass  es  im  Bündel  (3)  im  ganzen  cx>^  Eegel  giebt. 
Was  aber  das  Wichtigste  ist,  die  Spitzen  dieser  Eegel  werden  im 
Räume  der  A^.  eine  einfach  unendliche  Mannigfaltigkeit  d.  i  eine  Ourve 
bilden.  Wir  bezeichnen  dieselbe  als  die  eum  Bündel  (3)  gehörende 
Kegelspitßencwrve. 

Um  die  Oleichungen  der  so  gemeinten  Gurve  G  zu  gewinnen, 
erinnern  wir  daran,  dass,  falls  F{k^  »>  0  einen  Eegel  darstellt,  für 

dessen  Spitze  die  vier  Ableitungen  ^ .  =»0  zu  gleicher  Zeit  ver- 
schwinden* Indem  wir  diese  vier  Ableitangen  für  (3)  bilden  und  mit 
Null  identisch  setzen,  entspringt  das  System  der  vier  Gleichungen: 


Amoend'wng  in  der  Geometrie,  Über  Doppeltangenten  der  ebenen  Owrve  vierter  Ord- 
nung, Cr.  Joarnal  Bd.  49,  1855  entwickelt  hat.  Wir  kleiden  übrigens  die  Hesse'sche 
Theorie  sogleich  in  die  Bezeichnungs weisen  und  Voraussetzungen  ein,  wie  sie 
im  Texte  vorliegen. 
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(4) 


js'iAi  +  ÄA  +  'S'iA, -=0, 

*j  Aq  —  *4"1  ^  "  > 

—  «fiAj  +^4Ao  =  0, 

Hier   erhalten   wir  nun   durch  Elimination   der  A  die  Discriminante 
von  (3)  in  der  Gestalt: 

0 
0 


(5) 


0,       ^1,       e^, 


B 


H,       0,  ~^4> 

^47  0;  0,   — ^1 


=  0. 


Wenn  wir  aber  jetzt  die  Za  als  homogene  Coordinaten  einer  Ebene 
deuten,  so  stellt  (5)  eine  Ourve  vierter  Ordnung  C^  in  dieser  Ebene 
dar,  und  wir  haben  ohne  weiteres  den  Satz:  Jedem  Punkte  dieser  C^ 
entspricht  eindeutig  ein  Kegel  (3)  und  damit  ein  Punkt  der  Kegelspttssen- 
curve  C  und  umgekehrt.  Die  Gleichungen  dieser  letzteren  Ourve  C  aber 
entspringen  einfach  durch  Elimination  der  iSa  aus  (4)  in  Gestalt  der 
mit  Null  identisch  gesetzten  Matrix: 

0,       Ao,  -\ 
Aj,  0,        Aq 

Aq ,        A4 ,  0 


(6) 


0, 


die  wir  also,  ausführlich  geschrieben,  in  die  vier  Gleichungen  zu  spalten 
haben: 


(7) 


0,       Ao, 

-A. 

^4 »           ^1 ;           ^ 

-A,,        0, 

\ 

=  0, 

0,       \,  -A, 

\}              \} 

0 

Ao,  -A^,        0 

A4;    \f 

A. 

A4,       \>  Aj 

o,\, 

-A. 

-0, 

Aj,        0  ,  Ao 

—  A,,  0, 

\ 

\,  -A,,   0 

=  0, 


0. 


Um  jetzt  zum  Schluss  zu  kommen,  rechnen  wir  uns  die  Determi- 
nanten (5)  bez.  (7)  explicite  aus.    An  Stelle  von  (5)  erhalten  wir: 

(8)  0,%  +  0,%  +  0,\  -  0 . 

Also  das  Resultat:  Die  auf  die  Eegelspiteencurve  wechselw^se  eindeutig 
bezogene  ä>ene  C^  ist  unsere  wohlbekannte  C^  der  Za-  Berechnen  wir 
andrerseits  die  vier  Gleichungen  (7),  welche  die  Eegelspitzencurve  rein 
darstellen,  ausführlich,  so  kommen  wir  gerade  auf  die  vier  Belationen  (1) 
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zurück.  Also  das  fernere  Resultat:  Die  C^  der  ky  ist  entweder  ein 
Bestcmdteil  der  Kegelspitzencurve  oder  mit  der  letzteren  geradem  identisch, 
je  nachdem  die  vier  Gleichungen  (1)  zur  Barstellung  der  Cg  noch  nicht 
hinreichend  sind  oder  diese  Ourve  rein  darstellen.  Von  diesen  beiden 
Fällen  ist  jedoch  nur  der  letztere  möglich,  denn  die  Kegelspitzencurve 
ist  ja  durch  Vermittlung  der  C^  der  Za  auf  die  Cq  der  Ay  wechselweise 
eindeutig  bezogen*).  Somit  ist  unsere  Curve  sechster  Ordnung  der  Ay 
die  Kegelspitzencurve  des  Bündels  (3)  von  Flächen  zweiter  Ordnung,  und 
als  solche  wird  sie  durch  die  BelatUmen  (1)  rein  dargestellt. 

Die  gegenseitige  Beziehung  der  beiderlei  Curven  auf  einander 
kann  man  jetzt  leicht  durch  Auflösung  der  Gleichungen  (4)  darstellen. 
Wir  können  ofTenbar  die  Ay  auf  vier  verschiedene  Arten  mit  ganzen 
rationalen  Functionen  dritten  Grades  der  Za  proportional  setzen ^  wie 
wir  umgekehrt  die  Za  auf  sechsfache  Weise  mit  ganzen  rationalen 
Functionen  zweiten  Grades  der  Ay  proportional  finden.  Aber  alle  diese 
Proportionen  lassen  sich  vermöge  (1)  und  (7)  aus  (1)  p.  726  herleiten, 
bringen  uns  also  nichts  Neues. 


Die  Theorie  der  Modulsysteme  Za  und  Ay  der  siebenten  Stufe 
schliessen  wir  hiermit  ab;  sie  wird  sich  in  der  vorgelegten  Form  als 
völlig  ausreichend  für  die  Behandlung  des  bezüglichen  Galois'schen 
Problems  erweisen. 


*)  Man  kann  übrigens  den  nämlichen  Schluss  aach  dadurch  ziehen,  dass 
man  durch  zweckmäasige  Untersuchung  der  Gleichungen  (6)  in  der  Kegelspitzen- 
curve eine  Banmcnrve  sechster  Ordnung  ernennt. 


Siebentes  Kapitel. 

Das  Galois'sGlie  Problem  168^  Orades  und  seine  Resolventen 
8**"  nnd  1^  Grades.  —  Schlassbemerknngen. 

Die  ausführliche  Begründung  der  zur  Stufe  $  «s  7  gehörenden 
Modulsysteme  0a  und  A^,^  die  wir  im  yorigen  Kapitel  gaben,  gestattet 
uns  jetzt,  verhältnismässig  mühelos  das  Galois'sche  Problem  168*" 
Grades  anzusetzen,  welches  zur  Hauptcongruenzgruppe  figg  gehört. 
Sofern  wir  nur  auf  die  Primzahlstufen  sehen,  ist  dieses  Problem  das 
nächste  in  der  Beihe  der  Probleme,  die  sich  an  das  Ikosaederproblem 
fe  =  5)  anreihen.  Wie  übrigens  dort  zur  expliciten  Kenntnisnahme 
der  Ikosaedergleichung  eine  Reihe  invariantentheoretischer  Schlüsse 
diente  („Ikos."  p.  56),  so  werden  wir  auf  ganz  analogem  Wege  auch 
hier  bei  der  Gleichung  168*®*  Grades  verfahren.  Die  Zerlegung  der 
endlichen  öj^g,  wie  wir  sie  früher  kennen  lernten,  giebt  uns  alsdann 
weiter  den  Überblick  über  die  Besolventen  des  in  Rede  stehenden  Ga- 
lois'schen  Problems.  Von  diesen  Resolventen  werden  wir  zur  expliciten 
Untersuchung  natürlich  nur  die  niedersten  heranziehen.  Es  ist  das 
erstens  eine  solche  vom  Grade  acht,  diejenige  nämlich,  welche  den 
acht  gleichberechtigten  halbmetacyclischen  G^i  entspricht.  Sodann 
haben  wir  den  zwei  Systemen  von  je  sieben  gleichberechtigten  (rg^ 
entsprechend  zwei  Resolventen  siebenten  Grades,  und  die  Existenz 
dieser  Resolventen  giebt  dem  Galois'schen  Satze  (p.  490)  zufolge  der 
Stufe  g  »=  7  das  besondere  Interesse,  welches  dieselbe  vor  der  allge- 
meinen Primzahlstufe  3>  11  voraushat. 

§  1.   Die  drei  Oovarianten  der  temären  biquadratisohen  Form  /*(j?a). 
Unsere  biquadratische  ternäre  Form 

(1)  f(0a)  =  ^1^04,  +  h^^2  +  V^l 

geht,  wie  wir  oben  (p.  702)  fanden,  bei  Ausübung  der  168  ternären 
j?a- Substitutionen  (7)  p.  705,  welche  die  Determinante  Eins  hatten, 
unverändert  in  sich  selbst  über;  dabei  denken  wir  fortan,  wie  gleich 
betont  sein  mag,  die  drei  ßa  als  unabhängig  veränderliche  Grössen 
und  werden  dieselben  erst  wieder  in  §  2,  indem  wir  /*=  0  setzen,  mit 
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unseren  Moduln  der  7*^  Stufe  identificieren.  Nach  den  Elementen  der 
Inyariantentheorie  wird  notwendig  jede  mit  f{Zc)  covariante  Form  gleich- 
falls bei  den  168  Substitutionen  der  Ha  unverändert  erhalten  bleiben. 
Indem  wir  also  die  bezüglichen  Hülfsmittel  der  Invariantentheorie  zur 
Verwendung  bringen,  werden  wir  von  f{z^  aus  neue  Formen  kennen 
lernen,  welche  die  in  Rede  stehende  Eigenschaft  mit  f{0o)  teilen. 

Eine  Covariante  von  f{Zo)  ist  aber  erstlich  die  Hesse'sche  Deter- 
minante der  Form  /*,  für  welche  wir  die  Bezeichnung  einführen  wollen« 


(2) 


54X(^i,  ^2,  ^4)  = 


dz,*' 

dz,  dzu ' 


av 


aY 


dzidz^^ 

dz,dz^ 

av 

ay 

dz,^' 

dz^  dz^ 

b*f 

dV 

cz^  dz^^ 

av 

Der  Factor  54  ist  linker  Hand  aufgenommen,  damit  X(/fa)  in  ausge- 
rechneter Form  möglichst  einfach  ausfallt.  Man  findet  nämlich  nach 
kurzer  Zwischenrechnung: 


(3) 


X(^l  ,  ^27  ^4)  =  5^1*^2*^4*  —  ^1^4^  "^  ^4^2*^  —  ^2  V  • 


Um  sogleich  von  der  geometrischen  Bedeutung  der  durch  X(jSa)  =  0 
dargestellten  C^  zu  handeln,  insoweit  wir  dieselbe  nötig  haben,  so 
wolle  man  zunächst  durch  eine  leichte  Rechnung  zeigen,  dass  diese  Q 
jedenfalls  die  C^  der  £!a  nicht  als  einen  Bestandteil  enthält.  Demgemäss 
wird  die  C^  auf  der  Q  ein  System  von  24  Punkten  ausschneiden,  und 
dieses  Punktsystem  muss  ersichtlich  durch  alle  168  Gollineationen  in  sich 
übergeführt  werden.  Es  giebt  aber  auf  unserer  C^  nach  der  p.  696  durch- 
geführten Überlegung  nur  ein  einziges  derartiges  Punktsystem,  näm- 
lich das  der  Punkte  c.  Also  haben  wir  den  Satz:  Die  durch  Nullsetgen 
der  Form  (3)  gegebene  ebene  Curve  sechster  Ordnung  schneidet  auf  der 
C^  der  0a  die  24  Punkte  c  aus  (was  übrigens  auf  einen  wohlbekannten 
Satz  aus  der  analytischen  Geometrie  zurückkommt). 
Des  ferneren  bilden  wir  uns  etwa  die  Covariante: 


(4)  9<t)(^„£r„i?J  = 


av 

dz,*' 


dz^  dz, ' 

d*f 
dz^dz,' 

ax^ 

dz,' 


d*f 

dz,dz^' 

d*f 
dz^*' 

o*f 


dz^  dz^ ' 

ax 

dz^' 


d*f 

dz,  dz^' 

d*f 

dz^  dz^ ' 

av 

dz;*' 

ax 

dz^' 


ax 

dz, 

ax 

dz^ 

dX 

dz^ 

0 


deren  ausgerechnete  Gestalt*)  die  nachfolgende  ist: 


*)  Die  ansgereohnete  Form  der  Covariante  0,  sowie  des  sogleich  anzugeben- 
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(5)     +S15z,'0,'0j(z,W  +  '  0  +  18(W+-)  +  126  W^4'(W+  •  •)• 

Hier  sieht  man  wieder  direct,  dass  0  jedenfalls  nicht  die  Form  f(jSa) 
als  Factor  enthält^  und  dass  demgemass  die  durch  0  =s  0  dargestellte 
Gurve  vierzehnter  Ordnung  die  C^  der  0a  nicht  als  Bestandteil  enthält. 
Die  Q4  wird  also  die  C^  in  einem  gegenüber  der  ff^^  invarianten 
System  von  56  Punkten  schneiden^  und  dass  dieses  nur  aus  den  Punkten 
h  der  C4  bestehen  kann^  ist  von  p.  696  her  bekannt.  Also  der  Satz: 
Die  durch  0  =  0  dargestellte  C^^  schneidet  auf  der  C4  die  56  Punkte  J, 
d.  i.  die  Berührufigsp^mkte  der  28  Doppdtangenten  aus. 

Um  in  ähnlicher  Weise  endlich  auch  noch  die  84  sextactischen 
Punkte  der  C^  zu  erledigen,  werden  wir  nach  einer  Covariante  21**^ 
Grades  in  den  Za  suchen.  In  der  That  findet  sich  eine  solche  in  der 
Functionaldeterminante  von  /,  X,  0: 


(6) 


14T(«„^„;erJ  = 


df 

d<t> 

dx 

dz^' 

Sz,' 

8z, 

df 

dz^> 

dzt' 

dz. 

df 

d<t> 

ax 

dzt> 

dz,' 

dz. 

0) 


welche  in  ausgerechneter  Form  so  lautet: 

— 3O8VVi?4'(^i'V+'0-57(;efiiV+-)— 289(W+-) 
+  4018  VV^4'(^i'V+  •  0  +  637VV^4'(^i'^/+  ••) 
+  1638i?i^2i?4(^i^^i^4«  +  •  •)  -  Q21Qz^^z^H^  (ifi V  +  •  0 

+  7007i?iV^/(^i'^^2+  •  •)  — 10010^1*  V^/(V^/  +  •  0 

+  3432^^2' V- 

Da  auch  V  offenbar  nicht  den  Factor  f{Za)  enthält,  so  schliessen  wir 
in  üblicher  Weise:  Die  durch  V  =  0  dargestellte  Acne  C^^  (die  übrigens 
nichts  anderes  als  das  Aggregat  der  21  Perspectivitätsazen  darstellt) 
schneidet  auf  der  G^  der  Za  die  84  sextactischen  Punkte  a  aus*). 


den  V  ist  von  Hm.  Gor d an  veröffentlicht  worden;  man  sehe  dessen  Arbeit:  Über 
die  typische  Darstellwng  der  Urnären  biquadratischen  Form  fiza),  Math.  Aon.  Bd.  17 
p.  372  (1880).  In  den  Formeln  (5)  n.  s.  w.  des  Textes  bringen  wir  übrigens  eine 
schon  von  p.  711  gewohnte  Abkürzung  in  Anwendung. 

•)  Es  verdient  bemerkt  zu  werden,  dass  /*,  <J),  V,  X  das  zur  Form  /"gehörende 
„volle  Formensystem"  bilden,  sofern  wir  uns  nur  auf  Punktcoordinaten  Za  be- 
schränken; vergl.  überall  die  grundlegende  Arbeit  von  Klein  (Math.  Ann.  Bd.  14, 
hier  speciell  p.  448).  Führt  man  auch  Liniencoordinaten  Ua  ein,  so  wächst  der 
Kreis  der  Formen  nicht  unbeträchtlich,  cf.  Gordan:  Über  das  voUe  Farmensystem 


und  seine  Resolvenien  8^*^  und  7^*^  Qrades.  735 


§  2.   Die  <t>f  Y,  X  als  Modtilf ormen  erster  Stufe.    Formulierung  des 

GUilois*8Chen  Problems  168"^  Grades. 

Nunmehr  legen  wir  den  jSa  wieder  ihre  Bedeutung  als  Modul- 
formen der  siebenten  Stufe  bei.  Alsdann  wird  f{0a)  mit  Null  identisch 
sein,  während  X  (£?«),  ^(^^o),  ^(^a)  Modulformen  der  Dimensionen  ( — 12), 
(—  28)  und  (—  42)  werden ^  die  gegenüber  allen  homogenen  Modulsubsti- 
tutionen unverändert  bleiben  und  demgemäss  der  ersten  Stufe  angehören. 
Es  gelingt  nun  sofort,  über  das  Verschwinden  und  Unendlichwerden 
dieser  Moduln  erster  Stufe  auf  Grund  der  bezüglichen  Sätze  über  die 
0a  eine  Reihe  Ton  Angaben  zu  machen.  Wir  gelangen  so  insbesondere 
zur  Kenntnis  der  Beziehungen,  durch  welche  die  0,  V,  X  an  die  Modul- 
formen g^f  9s,  A  gekettet  sind. 

Um  mit  X  zu  beginnen,  so  haben  wir  da  erstlich  diejenigen  Null- 
punkte namhaft  zu  machen,  welche  wir  in  den  Schnittpunkten  der 
Curye  X  =  0  mit  der  C^  der  0a  vor  Augen  haben.  Es  sind  das  24 
einfache  Nullpunkte  von  X,  die  sich  auf  die  24  Punkte  c  der  Fläche 
^168  verteilen.  Darüber  hinaus  aber  müssen  wir  beachten,  dass  die  0a 
übereinstimmend  in  den  Punkten  c  der  F^q^  je  einfach  Null  sind 
(cf.  p.  694),  und  dass  X  in  den  0  homogen  in  6^'  Dimension  ist.  Wir 
bemerken,  dass  hiernach  in  jedem  Punkte  0  für  X  noch  je  sechs  einfache 
Nullpunkte  hinzukommen,  und  finden  so  den  Satz:  Die  Modulform  erster 
Stufe  X  wird  im  einzelnen  Punkte  c  des  Polygons  F^^  je  siebenfach 
zu  Null  und  ist  sonst  allenthalben  endlich  und  von  Null  verschieden. 
Auf  dem  Polygon  erster  Stufe  d.  i.  im  Ausgangsdreieck  betrachtet 
wird  also  X  in  der  Ecke  o  »■  ioo  einfach  Null  und  ist  sonst  endlich 
und  von  Null  verschieden.  Genau  dasselbe  haben  wir  seiner  Zeit  von 
A  kennen  gelernt  (p.  128  u.  f.)  und  finden  jetzt  (da  beide  Grossen  von 
der  gleichen  Dimension  in  den  o^,  o,  sind)  in  X :  A  eine  Modul- 
function  erster  Stufe,  die  im  Ausgangsdreieck  allenthalben  endlich  und 
von  Null  verschieden  ist.  Nach  bekannten  Sätzen  ist  eine  derartige 
Function  mit  einer  Constanten  c^  identisch,  womit  wir  den  Ansatz  ge- 
wonnen haben:  X  =  c^A. 

Eine  völlig  analoge  Überlegung  erweist  sich  auf  <t>  und  V  an- 


der iernären  higwidrtäischen  Farm  f(ßa)i  Math.  Ann.  Bd.  17  p.  217  (1880).  Als 
ein  wichtiges  Resultat  letzterer  AbhandlaDg  erwähnen  wir  noch,  dass  es  Hrn.  Qordan 
gelnngen  ist,  den  besonderen  Charakter  der  biqaadratischen  Form  f{Za)  vor  der 
allgemeinen    biquadratischen   ternären   Form    auf   rein   invariantentheoretischem 

Wege  ro  fixieren.   Ist  9  — a^/"»)*,  »«-/J,   so  ist /J  —  j  1»/ =  0    die   not- 

wendige  und  hinreichende  Bedingung  (cf.  Math.  Ann.  Bd.  17,  p.  227). 
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wendbar.  Indem  wir  dieselbe  niebt  nocb  besonders  durclif&hren, 
schreiben  wir  sogleich  zusammenfassend  den  Ansatz  auf: 

(1)  X  =  c,A,     0  =  c,flr,A%    Y=C3(7aA«. 

um  hier  die  Factoren  c  zu  bestimmen,  berechnen  wir  zuvorderst 
die  Annäherungen  der  letzten  Formeln  bei  G>«=too,  indem  wir  uns 
zu  dem  Ende  für  die  jSa  von  (2)  p.  702  die  Näherungswerte 

W        ..-.(!,-)Vt  ..-.T(!_-)Vr,    ,_-('-;)VT 

heranholen,  unter  dieser  Voraussetzung  bestimmt  man  leicht  aus 
den  Formeln  des  vorigen  Paragraphen  einige  Anfangsglieder  der 
Reihenentwicklungen  für  <t>,  V,  X: 

(3)  )  (|t  j    Y  _  x"  r»  -  513  X»"  »•*  H 

Indem  wir  stets  nur  die  ersten  Glieder  benutzen  und  übrigens  für 
^2,  g^y  A  die  Formeln  (3)  p.  613  verwerten,  erhält  man  sofort: 

17 

Ci=  — X»,    Cj«=12x^S    c,— 216x". 

Da  ist  nun  noch  x  selbst  zu  bestimmen,  zu  welchem  Ende  man  die 
Relation  g^—21g^=^L.  mit  Hülfe  der  soeben  gewonnenen  Werte 
von  c^,  Cg,  O3  in 

(4)  Y»— 08«=12»x»  X' 

umrechnen   wolle.     Als   Näherungswert    der   linken  Seite  findet  sich 

119 

vermöge  (3)  sogleich  — 12'x*  r',  während  die  rechte  Seite  von  (4) 

—  12^ x'  r^  ergiebt.  Man  sieht,  dass  x^  =  1  sein  muss,  und  folgert 
daraus  x  =»  1 ,  da  man  in  der  That  aus  Sätzen  des  vorigen  Kapitels 

leicht  entnimmt,  dass  die  Factoren  x,  x'  in  (2)  notwendig  reell  sind. 
So  haben  wir  an  Stelle  von  (2)  endgültig: 

und  gewinnen  damit  zugleich  als  EeUUionen  eunschen  0,  y,  X  einerseits 
und  g^,  g^y  A  andrerseits: 


T 
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(6)  <t>=12g,A\    Y=  216(78  A^    X A, 

während  wir  endlich  als  eine  zunschen  den  0,  V  und  X  bestehende  Bela- 
tion  aus  (4)  die  nachfolgende  entnehmen*):  * 

(7)  0»— ¥«+1728X^=0. 

Im  Anschluas  an  die  Gleichungen  (6)  kann  man  jetzt  das  Galois- 
sehe  Problem  168**^  Grades  in  formentheoretischer  Gestalt  wie  folgt  de- 
finieren: Es  sind  g^j  g^,  A  ihrer  Relation  gemäss  numerisch  gegeben; 
man  verlangt  aus  den  Gleichungen  (6),  denen  wir  auch  noch  die  Gleichung 
f(j!a)'=0  hinzuzufügen  haben,  die  zugehörigen  Lösungssysteme  z^,  z^,  z^ 
zu  berechnen.  Wir  können  diese  Aufgabe  kurz  als  das  Formenproblem 
der  Za  bezeichnen.  Um  aber  unser  Problem  in  functionentheoretischer 
Gestalt  auszusprechen,  setzen  wir  etwa  j^j  =  a?,  z^^^y,  jer^«»  1,  wobei 
die  Formeln  (6)  und  f(Za)  =  0  die  folgenden  Gleichungen  liefern: 

(8)  J:  J-  1 : 1  =  ^\x,  y,  1)  :  V\x,  y,  1):  -  1728X^(ar,  y,  1), 

(9)  afi+xy'+y^O. 

Unser  Gleichungsprcblem  168'*^  Grades  ist  nun,  bei  geg^enem  J  aus  diesen 
Gleichungen  die  zugehörigen  Lösungssysteme  x,  y  zu  berechnen. 

Im  Gegensatz  zu  den  bei  n^aö,  4  u.  s.  w.  eintretenden  Problemen 
gehört  das  Formenproblem  der  Za  keineswegs  dem  doppelten,  sondern 
vielmehr  demselben  Grade  an,  wie  das  Gleichungsproblem  (der  übrigens 
leicht  auch  durch  directe  Betrachtung  der  soeben  angegebenen  Formeln 
zu  168  bestimmt  wird).  Es  ist  dieser  Umstand  natürlich  in  der  geraden 
Dimension  der  Moduln  Za  begründet,  oder  auch  darin,  dass  die  Zahl 
der  homogenen  Substitutionen  der  Za  ebenso  gross  (=»168)  ist,  wie 
die  Zahl  der  nicht-homogenen. 

§  3.    Das  Problem  der  A^.     Erwähnung  der  erweiterten  Probleme. 

Resultate,  wie  wir  sie  in  den  beiden  voraufgehenden  Paragraphen 
für  die  Za  gewonnen  haben,  lassen  sich  bis  zu  einem  gewissen  Grade 
auch  beim  Modulsystem  der  A,,  aufstellen.  Es  tritt  da  vorerst  die  Frage 
ein,  ob  sich  ähnlich  wie  in  der  Ebene  der  Za  bei  der  C^  vielleicht  im 

*)  Dieser  Formel  entspricht  eine  Identität  zwischen  den  drei  Formen  /*,  <t>,  V,  X 
der  unabhängigen  Yariabelen  e^,  z^,  z^,  welche  von  Gordan  im  17.  Bande  der 
Math.  Ann.  p.  371  explicite  berechnet  warde  und  so  lautet: 

V««.  08+  1728X^—  88»Y»X<t>«+  16  •  G3»7X*0+  17  •  64»V*X«0—  266»/''0 

—  128  .  469iV'X'^+  43  •  612»Y*X»  -  2048iY'X  ; 

hier  ist  %  die  p.  736  (Anm.)  definierte  Invariante. 

Klein-FrickOi  HodalfaDctionen.  47 
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Baume  der  Ay  Flachen  angeben  lassen,  welche  auf  der  Cß  der  Ay  die 
besonderen  Systeme  der  Punkte  a,  b,  c  rein  ausschneiden.  Da  ist 
denn  sogleich  zu  sehen:  Für  die  56  Punkte  b  ist  dies  sicher  xmmSg- 
lich^  aus  dem  einfachen  Grunde ,  weil  56  nicht  durch  6  teilbar  ist. 
Dagegen  werden  wir  versuchen  wollen ,  die  24  Punkte  c  durch  eine 
Flache  vierier  Ordnung  X'(Ay)  =  0,  sowie  die  84  Punkte  a  durch  eine 
Fläche  vierisehnter  Ordnung  M^'(Ax)  ^^  ^  ^^^^  auszuschneiden,  und  es 
wird  uns  das  in  der  That  ohne  Mühe  gelingen. 

Wofern  diese  Flächen  wirklich  existieren  sollten,  knüpfen  wir  an 
ihre  Gleichungen  yorab  die  folgende  Entwicklung.  Indem  wir  den  Ay 
ihre  Bedeutung  als  Moduln  siebenter  Stufe  dritter  Dimension  wieder- 
geben, erlcennen  wir  (gerade  wie  vorhin  in  0(2?«)  etc.)  nwn  in  X'(Ay) 
und  Y'(Ay)  Modulformm  erster  Stufe  und  12^  bez,  42*"  Dimension. 
Dabei  können  wir  wieder  die  Null-  und  Unstetigkeitspunkte  dieser 
Moduln  ohne  weiteres  angeben,  wie  wir  etwa  für  X'(Ay)  explicite  durch- 
führen. Zunächst  haben  wir  von  den  Schnittpunkten  der  G^  mit  der 
Fläche  X'bsO  her  24  einfache  Nullpunkte,  die  sich  auf  die  24  Paukte  c 
des  Polygons  verteilen.  Überdies  aber  werden  alle  Ay  in  den  Punkten  e 
jeweils  doppelt  unendlich  (cf.  p.  722);  und  wir  ziehen  daraus  zusammen- 
fassend die  Folgerung,  dass  X'(Ay)  in  den  Punkten  c  jeweils  siebenfach 
unendlich  wird,  während  diese  Grosse  sonst  im  F^^^  allenthalben  endlich 
und  nicht-verschwindend  ist.  Genau  dasselbe  gilt  von  A~^,  wenn  wir 
diesen  Modul  auf  der  Fläche  F^^  betrachten.  Da  zudem  X'  •  A  von 
nuUter  Dimension  ist,  so  erkennt  man  in  diesem  Producte  ohne  weiteres 
eine  Constante.  Eine  ähnliche  Schlussfolgerung  wird  man  leicht  für 
Y  durchführen  und  gewinnt  damit  die  Ansätze: 

(1)  X'(Ay)-|,     r(Ay)-^. 

Die  fraglichen  Flächen  vierter  und  vierzehnter  Ordnung  werden 
wir  nun  thatsächlich  ohne  Mühe  durch  Rückgang  auf  die  Modulform  A^ 
gewinnen  können.  Wir  besassen  in  —  Ik^  eine  unter  a4M  gleich- 
berechtigten Modulformen,  die  insgesamt  gegeben  waren  durch: 

(2)  -7V,    (Ao  +  «-'Ai  +  «-»'A,  +  «-*'A,)*,    i;  =  0,l,2,.-.,  6. 

Gegenüber  den  2  •  168  quaternären  Ay-Substitutionen  werden  sich  diese 
acht  Grossen  unter  einander  permutieren,  und  es  muss  demnach  jede 
symmetrische  Function  der  letzteren  bei  den  fraglichen  Substitutionen 
unverändert  bleiben.  Man  bilde  in  diesem  Sinne  die  beiden  nach- 
folgenden symmetrischen  Verbindungen  von  (2),  die  wir  sogleich  mit 
der  oben  bereits  eingeführten  Benennung  X',  ^'  belegen: 
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28  X' (Ay)  =  49 V  +  "y  (A«  +  £—Ai  +  «-«'Aj  +  «"♦"AJ*,  oder 
(3)   j  V 

X'(A,)  -  2Ao*  +  6 AoAj A, A,  +  A^'A,  +  A/A,  +  A,»A., 
und  andrerseits: 

(4)  ^ri^y)  =  -  7^"  +^ (a«  +  ^-a,  +  «-»'A,  +  6-*'aj», 

wobei  wir  die  ausgerechnete  Gestalt  von  V  hier  nicht  angeben^  da 
dieselbe  etwas  umfönglich  ausföllt*).  Diese  aus  den  Modulformen 
siebenter  Stufe  zusammengesetzten  Ausdrücke  X'  und  V'  konneu  nun 
jedenfalls  nicht  mit  Null  identisch  sein.  Indem  wir  nämlich  für  die 
Ay  bei  o  «B  tcx>  nachträglich  die  Näherungsformeln  yerificieren: 

finden  wir  nach  leichter  Zwischenrechnung  als  Anfangsglieder  der  bei 
(o  =  ioo  gültigen  Reihenentwicklungen  von  X'  und  V: 

(6)  x---(S)'V-,  r-(a)'V-. 

Auf  Grund  dieser  Überlegung  besitzen  wir  in  X'  und  V  in  der  That 
zwei  nicht-verschwindende  Modulformen  der  ersten  Stufe. 

Nun  wolle  man  andrerseits  wieder  den  Baum  R^  der  A,^  heran- 
ziehen und  in  diesem  die  Gleichungen  X'(Ay)  =  0,  Y^Ay)  =  0  als 
Fläche  vierter  bez.  vierzehnter  Ordnung  deuten.  Die  Cß  der  Ay  kann 
nicht  vollständig  auf  diesen  Flächen  gelegen  sein  (weil  sonst  X';  ¥'^ 
als  Modulformen  gedeutet,  identisch  verschwinden  müssten),  vielmehr 
wird  sie  von  ersterer  Fläche  in  24,  von  letzterer  in  84  Punkten  ge- 
schnitten, und  dass  diese  Punktsysteme  unsere  wohlbekannten  Punkte 
c  und  a  sind,  folgern  wir  durch  eine  oft  vollzogene  Schlussweise.  Die 
am  Anfang  des  Paragraphen  gesuchten  Flächen  werden  also  thatsäch- 
lich  durch  Nullsetzen  der  Ausdrücke  (3)  und  (4)  geliefert. 

Betrachten  wir  jetzt  wieder  o^,  Og  als  unabhängige  Yariabele, 
so  benutze  man  zur  expliciten  Berechnung  der  Formeln  (1)  die  An- 
näherungen (6)  bei  (D^aioo.  Unter  BücksuM  auf(3)  ^.613  findet 
sich  als  Darstellung  von  y  und  X  in  g^  und  A: 


*)  Man  vergl.  jedoch  das  Nähere  über  die  ausführliche  Gestalt  von  (4)  in 
der  hier  in  Betracht  kommenden  Abhandlang  Brioschi's:  Über  die  JacoWsdie 
Modülargleichung  vom  achten  Grade,  Math.  Ann.  Bd.  15  (1879). 

47* 


740  HI,  7.   Das  6aloi8*8cfae  Problem  168^  Grades 

(7)  X'(A,) i,    V'(A,)-?^; 

damit  ist  J  als  168- wertige  Function  auf  der  C^  dargestellt  durch: 

(ß)  •'^~^  =  ^i728X^ 

und  wird  also  durch  ein  Flächenbüschel  28"*^  Ordnung  rein  mm  Aus- 
schnitt gä/racht. 

Die  Grossen  A^  auch  ferner  noch  als  Modulformen  siebenter 
Stufe  gedacht;  knüpfen  wir  jetzt  an  (8)  den  Ausspruch  des  Glddiungs- 
Problems  der  Ay :  F$  ist  t*ws  J  seinem  Zahlwerte  nach  gegeben,  wir  ver- 
langen unter  Berücksichtigung  der  Belationen  (1)  p.  728  aus  (8)  die  Ver- 
hältnisse der  Ay  0u  bestimmen.  Dieses  Problem  168^^  Grades  kommt 
geometrisch  darauf  hinaus^  bei  gegebenem  J  die  zugehörigen  Punkte 
auf  der  Cg  der  Ay  zu  bestimmen.  Beim  FormenpröbUm  der  Ay  haben 
wir  an  die  Formeln  (7)  anzuknüpfen.  Die  rechten  Seiten  derselben 
sind  uns  beliebig  numerisch  gegeben:  toir  verlangen  aus  diesen  beiden 
Gleichungen  im  Verein  mit  den  zunschen  den  Ay  bestehenden  Identitäten 
diese  Grössen  selbst  0u  berechnen.  Im  Gegensatz  eum  Formenprdblem 
der  Sa  ist  dasjenige  der  Ay  vom  Grade  2  •  168. 

Es  ist  hier  endlich  der  Ort,  einer  naheliegenden  Erweiterung 
unserer  Probleme  zu  gedenken.  Sobald  es  sich  darum  handelte,  das 
einzelne  unter  diesen  Problemen  zu  formulieren,  haben  wir  bislang  die 
Grossen  Za  bez.  Ay  als  Moduln  der  siebenten  Stufe,  nicht  aber  als 
beliebig  veränderliche  Grössen  betrachtet.  Mit  anderen  Worten:  wir 
haben  vorausgesetzt,  dass  es  sich  um  Punkte  z  unserer  Gurve  vierter 
Ordnung  oder  A  unserer  Curve  sechster  Ordnung  handeln  solle.  Nun 
aber  können  wir,  um  vorerst  allein  von  den  Za  zu  handeln,  folgende 
Erweiterung  des  Standpunkts  eintreten  lassen:  Wir  sehen  die  Za  als 
beliebige  veränderliche  Grössen  an,  stellen  ihre  168  ternären  Substitu- 
tionen auf  und  bilden  uns  die  vier  gegenüber  diesen  Substitutionen 
absolut  invarianten  Formen  /",  0,  Y,  X,  wobei  sich  übrigens  Y* 
als  ganze  Function  der  drei  anderen  Formen  darstellt  (cf.  737,  Note). 
Jetzt  geben  wir  die  Zahlwerte  von  /*,  <t>,  V,  X  dieser  Relation  gemäss 
und  übrigens  beliebig  und  verlangen  nun,  die  zugehörigen  Wertsysteme  der 
Za  ZU  berechnen.  Indem  wir  nur  auf  die  Verhältnisse  der  Za  sehen, 
kommt  dies  darauf  hinaus,  zugehörige  Punkte  in  der  Ebene  der  Za  za 
bestimmen,  die  aber  jetzt  nur  dann  auf  der  C^  der  Za  gelegen  sind, 
falls  wir  f=^0  nehmen,  was  ja  nicht  ausgeschlossen,  aber  doch  ein 
ganz  specieller  Fall  ist.  Die  hiermit  ausgesprochene  Aufgabe  wollen 
wir  das  erweiterte  Problem  der  Za  nennen  und   kommen  auf  dasselbe 
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bei  Gelegenheit  zurück.  Einstweilen  verweisen  wir  auf  bezögliche 
Entwicklungen  Yon  Klein  im  Ib*^^  Annalenbande*)  und  bemerken  zu- 
gleich noch^  dass  den  p.  734  genannten  Arbeiten  von  Gordan  durch- 
weg die  hiermit  bezeichnete  Auffassungsweise  der  ga  zu  Grunde  liegt.  — 
Dass  wir  in  entsprechender  Weise  auch  ein  erweitertes  Problem  der  Ay 
aufstellen  könnten,  ist  ohne  weiteres  ersichtlich.  Inzwischen  müssten 
wir,  um  dasselbe  explicite  zu  formulieren^  neben  den  Formen  V,  X'; 
die  wir  oben  aufstellten,  noch  eine  ganze  Reihe  invarianter  Formen 
bilden  (die  alle  selbstverständlich  für  Punkte  unserer  CurvQ  sechster 
Ordnung  verschwinden);  wir  gehen  daher  hier  auf  die  Einzelheiten 
nicht  ein**). 

§  4.    FnnctionentlieoretiBclie  Anfstellimg  der  Besolvente  achten 

Grades***). 

Es  soll  jetzt  die  Besprechung  der  für  die  siebente  Stufe  auf- 
gestellten Galois'schen  Probleme  dadurch  ausgestaltet  werden,  dass 
wir  deren  niederste  Besolventen  aufstellen  und  untersuchen.  Wir  be- 
ginnen hier  mit  dem  Gleichungsproblem  168*^  Grades  und  verfolgen 
diejenige  Resolvente  achten  Grades  desselben,  welche  den  acht  halb- 
metacyclischen  Untergruppen  G^i  ^^^  ^les  zugeordnet  ist.  Unter  den 
bezüglichen  Congruenzgruppen  ziehen  wir  zum  speciellen  Gebrauch 
diejenige  Tg  heran,  welche  die  Operationen: 

(1)  ,(<„)  =  ^5L+J,  (mod.7) 

enthält,  um  solcherweise  später  den  bequemsten  Anschluss  an  die 
Entwicklungen  des  vorigen  Kapitels  zu  besitzen. 

Um  zuvorderst  ein  Fundamentalpolygon  für  die  gewählte  Tg  in 
der  CD -Halbebene  abzugrenzen,  bemerken  wir,  dass  unter  den  acht 
Modulsubstitutionen  1,  T,  TS,  TS%  •  •  •,  TS«  keine  zwei  bezüglich 
der  Tg  relativ  äquivalent  sind,  wie  man  durch  Rechnung  bestätigt. 
Diese  acht  Operationen  werden  also  ein  Repräsentantensystem  für 
die  Tg  bilden,   und  die   ihnen  entsprechenden  Doppeldreiecke  werden 

•)  In  der  Arbeit:  Über  Auflöswng  gewisser  Gletchimgen  vom  siebenten  und 
achten  Grade  (1879). 

**)  Vergl.  die  bereits  auf  p.  739  genannte  Arbeit  von  BrioBchi;  die  sämt- 
lichen von  BrioBchi  berechneten  Goefficienten  der  allgemeinen  Jacobi*8chen  Gleichung 
achten  Grades  sind  Formen  der  im  Text  gesuchten  Art  —  Übrigens  ist  das  ent- 
sprechend bei  g  =  6  eintretende  erweiterte  Problem  der  A  in  „Ikos."  Kap.  II,  4 
ausführlich  behandelt;  alle  wesentlichen  Gesichtspankte  der  dortigen  Entwicklang 
würden  auch  hier  bei,  q  ^^  1  in  Kraft  bleihen. 

♦♦♦)  Vergl.  Math.  Ann.  Bd.  14,  p.  136,  37,  141  - 143. 
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ein  bezagliches  Fundamentalpolygon  Fg  aufbauen.  Zwecks  besserer 
Übersicht  wollen  wir  indessen  die  drei  Doppeldreiecke  TS^,  TiS^  TS« 
durch  die  ihnen  relativ  äquivalenten  TS"^,  TS"^,  TS^^  ersetzen. 
Die  acht  Doppeldreiecke  ordnen  sich  alsdann  gegen  die  imaginäre 
a)*Axe  symmetrisch  an,  und  in  der  That  wird  ja  das  Polygon  JPg  be- 
züglich der  imaginären  Axe  mit  sich  selbst  symmetrisch  sein  müssen, 
da  Tg  mit  der  Spiegelung  Ä  vertauschbar  ist. 

Um  jetzt  den  gewonnenen  Dreieckscomplex  zum  Polygon  JFg  aus- 
zugestalten, haben  wir  die  Randcurven  desselben  auf  die  in  Fig.  104 
angezeigte  Art  einander  zuzuordnen.    Dass  aber  diese  Zuordnung  die 

richtige  ist,  beweisen  wir  zu- 
nächst durch  folgende  rein  geo- 
metrische Überlegungen  auf 
Grund  des  Yerzweigungssatzes. 
Jedenfalls  werden  die  beiden 
"\  von  CO =0  ausstrahlenden  Rand- 
-4^^  curven  einander  zuzuweisen 
sein,  da  auf  der  geschlossenen 
JPg  der  von  0  =  0  herrührende 
Punkt  c  von  nicht  mehr  als 
14  Elementardreiecken  um- 
lagert sein  kann.  Ein  zweiter 
Punkt  c  der  geschlossenen  F^ 
wird  von  o  =  »oo  herrühren, 
und  dieser  kann  dann  nur  noch 
von  zwei  Elementardreiecken 
umgeben  sein.  Demzufolge 
werden  die  beiden  nach  rechts 
und  links  unseren  Dreiecks- 
complex abgrenzenden  Geraden  einander  zuzuweisen  sein. 

Betrachten  ^vir  ferner  die  Punkte  b  der  geschlossenen  Fg  oder 
auch  gleich  die  Stelle  J=:0  der  Biemann' sehen  Fläche  lyK  Von 
den  acht  Blättern  werden  dort  jedenfalls  zwei  isoliert  verlaufen  (zu- 
folge des  Yerzweigungssatzes),  und  diese  müssen  von  solchen  mit 
CD  =>  Q  äquivalenten  Ecken  in  der  Fig.  104  herrühren,  die  bei  der 
Symmetrie  der  ganzen  Figur  selbst  bezüglich  der  imaginären  cd -Axe 
symmetrisch  gelegen  sind;  sehen  wir  uns  also  daraufhin  die  Eck- 
punkte des  Polygons  Fig.  104  an.  Jedenfalls  können  die  beiden  frag- 
lichen Punkte  nicht  der  mit  (o  >==  q  äquivalente  Punkt  von  TS^  und 
der  symmetrische  sein.  In  diesem  Falle  müssten  wir  nämlich  die 
offene  Kante  des  schraffierten  Dreiecks  TS^  mit  derjenigen  des  freien 


Fig.  lOA. 
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Dreiecks  TS  eueammenordnen;  das  aber  widerstreitet  der  bereite  er- 
kanaten  Zusammenordnang  der  beiden  geraden  Grenzen  unseres  Polygons. 
Wie  man  sieht,  bleibt  nichts  Qbrig,  als  dass  die  beiden  Ecken  der 
o  E=  p  äquivalente  Punkt  von  TS',  sowie  der  mit  a  =•  —  q*  äqui- 
valente Punkt  von  TS—'  sind.  Die  Zuoi-dnung  der  Randeurren  ist 
demnach  so  zu  vollenden,  wie  es  in  Fig.  104  durch  die  Pfeile  v^  und  v« 
angedeutet  ist. 

Um  jetzt  hinterher  eine  arithmetische  Beslätigung  dieses  Resultates 
zu  geben,  berechnen  wir  uns  explicite  die  vier  erzeugenden  Sabstitu- 


mg.  u». 

tionen  v,,  v„  v^,  v^,  welche  die  Tg  der  Fig.  104  zufolge  besitzt.  Um 
etwa  mit  v,  2u  beginnen,  so  erblickt  man  in  t>,  diejenige  Operation, 
welche  das  Doppeldreieck  TS-*  in  TS~*T  transformiert  Wir  haben 
also  ohne  weiteres  die  IdentiiÄt  v^TS'*  =  TS-^T  und  damit 

Va  =  TS-^TS*T. 
In  ähnlicher  Weise  zeigt  sich  tlberhaupt: 

v^  =  TS^TS-'T,    Vi  =  S,    v^^TS'T. 
AasfQhrlich  berechnet  findet  sich: 
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Substitutionen^  die  in  der  That  ohne  Ausnahme  die  Congmenz  (1)  be- 
friedigen. 

Als  wichtigstes  Resultat  der  bisherigen  Entwicklung  entspringt 
die  Thatsache,  dass  die  acht  gleichberechtigten  Tg  dem  Geschlechfe  p  =  0 
angehören.  In  der  That  legt  sich  das  Polygon  F^  zu  der  in  Fig.  105 
gegebenen  einfach  bedeckten  Ebene  F^  zusammen,  deren  Einteilung  in 
2  •  8  abwechselnd  schraffierte  und  freie  Bereiche  in  wohlbekannter 
Weise  aus  den  Dreiecken  der  Fig.  104  entspringt.  Als  Verzweigung 
der  achtblättrigen  Riemann'schen  Fläche  I^^  lesen  wir  ans  Fig.  105 

ohne  weiteres  ab:  Bei  J=0  verlaufen  zwei  Blätter  isoliert^  die  anderen 
sechs  hängen  isu  je  dreien  in  zwei  VergweigungspunJcten  ssasammen;  bei 
J"  =  1  hängen  die  acht  Blätter  su  je  zweien  in  vier  Verztoeigungspunkten 
zusammen;  bei  J=  00  verläuft  ein  Blatt  isoliert ,  die  arideren  sieben  sind 
mit  einander  in  einem  Verzu^eigung^inkte  cyclisch  verbunden. 

Dieses  Resultat  versieht  uns  mit  allen  Mitteln,  die  zu  den  Tg  ge- 
hörende Resolvente 

J:  J  -  1  :  1  =  <t>(T)  :  V(r)  :  X(t) 

durch  eine  kurze  Rechnung  endgültig  anzugeben*);  wir  werden  sofort 
sagen:  0(r)  besteht  aus  einem  einzelnen  quadratischen  Factor  und 
der  dritten  Potenz  eines  zweiten  quadratischen  Factors  u.  s.  w.  Dabei 
wollen  wir  den  Hauptmodul  r  durch  die  Bedingungen 

(2)  T(ioo)  =  0,    r(0)  =  cx> 

bis  auf  einen  Factor  bestimmen  und  fixieren  diesen  letzteren  dadurch, 
dass  wir  den  Ansatz  aufschreiben: 

J:J'— l:l  =  (r«-f  ar  +  49)(r^  +  6r+c)»:(t*+dr'+er«+/'T-f(7y:Är. 

Man  wolle  nämlich  bemerken,  dass  das  dritte  Glied  im  ersten  Factor 
von  <t>  sicher  von  Null  verschieden  ist,  da  r  «=  0  nicht  Wurzel  von 
<t>(r)  =  0  sein  darf.  Indem  wir  aber  das  fragliche  Glied  mit  49  identisch 
setzen,  ist,  wie  man  leicht  bemerkt,  der  in  die  Definition  von  t  noch 
aufzunehmende  numerische  Factor  bis  auf  das  Vorzeichen  fest  be- 
stimmt; über  das  letztere  werden  wir  sogleich  entscheiden.  Dass  wir 
übrigens  die  Coefficienten  der  höchsten  Glieder  in  O  und  V  sogleich 
mit  1  identisch  annahmen,  war  zufolge  der  Identität  0  —  X  =  V 
statthaft. 

*)  Dass  die  Besolvente  auf  Grund  der  gemachten  Angaben  sich  bereit«  ein- 
detttig  bestimmen  lässt,  kommt  natürlicH  auf  die  Thatsacfae  zurück,  dass  es  nur 
eine  Fläche  F^  mit  den  beschriebenen  Yerzweigungspunkten  giebt. 
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Für  die  BerechnuDg  der  noch  unbestimmten  Coefficienten  a,  b^  •  •  • 
bilde  man  sich  vor  allem  die  Functionaldeterminante  von  <t>  nnd  X.  Da 
benutzten  wir  schon  öfters  den  Umstand,  dass  dieselbe  den  quadratischen 
Factor  von  Y(r)  noch  linear  enthalten  muss.  Nun  aber  ist  V  selbst  ein 
reines  Quadrat^  und  also  muss  die  fragliche  Functionaldeterminante 
den  Factor 

^f\t)  =  (r*  +  dt^  +  ez^  +  ft  +  9) 

enthalten.  Aber  sie  reduciert  sich  nach  Abstreifung  eines  jedenfalls 
unbrauchbaren  Factors  geradezu  auf  den  Ausdruck  vierten  Grades: 

T^  +  Y  (6«  +  46)i^'  +  y  (245  +  Sab  +  c)r*  +  Übt  -  7c; 

dieser  Ausdruck  ist  also  direct  mit  ¥  identisch,  wodurch  sich  die 
Zahlen  d,  e,  f,  g  iu  a,  b,  c  ausdrücken.  —  Auf  der  anderen  Seite 
muss  die  Functionaldeterminante  von  ¥  und  X  den  cubischen  Factor 
von  <t>  noch  quadratisch  enthalten  und  dieser  Umstand  giebt  uns  nach 
kurzer  Überlegung  die  neue  Identität 

r'  +  \dt'  +  \er'+]-ft-\g^T^+2br'+(b'+2c)r'+2b€t+(^. 

Aus  den  hiermit  zur  Verfügung  stehenden  Gleichungen  zwischen 
den  Coefficienten  berechnet  man  nun  ohne  Mühe: 

b=^^a,     c=l,     d=-a,     f^-a,    g  =  —  l, 


13     '  *,       ^         13     '       '  13 

246    ,     15     o         14     ,     175 
7     ^  91  3   ~  507 


und  es  folgt  weiter  aus  der  letzten  Gleichung  a  »»  +  13.  Das  hier 
noch  fragliche  Vorzeichen  haben  wir  willkürlich  zu  wählen  und  werden 
erst  dadurch  den  Hauptmodul  t  endgültig  fixiert  haben.  Wollten  wir 
in  der  That  lieber  —  t  statt  r  als  Hauptmodul  zu  Grunde  legen,  so 
sieht  man,  dass  dies  für  unsere  Resolvente  auf  einen  einfachen  Zeichen- 
wechsel der  Coefficienten  a,  b,  d,  fy  h  hinausläuft.  Wir  setzen  also 
a  =  13  und  finden  dann  zugleich  aus  der  Identität  <t>  —  X  =  V,  dass 
h  =  1728  sein  muss.  Als  Qestcdt  der  in  Aussickt  genommenen  Besol- 
vente achten  Grades  gewinnen  wir  somit: 

e/:  e/-  1  :  1  =  (r«  +.13ir  +  49)  (r«  +  5r  +  1)* 

^  ^  :  (r*  +  14r»  +  63r«  +  70r  —  7)« :  1728r. 

Insofern  die  Wurzeln  derselben  lAoAxAfunctionen  sind,  wollen  wir  sie 
hinfort  als  die  functionentheoretische  Besolvente  achten  Grades  bezeichnen. 
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§  5.    Ausdrücke  der  Moduln  t  in  den  jer«.     Die  formentheoretisohen 

Besolyenten  achten  Grades. 

Um  die  Hauptmoduln  r,  wie  wir  sie  im  vorigen  Paragraphen  fBr 
die  gleichberechtigten  Tg  fixierten,  in  den  sSa  darzustellen,  greifen  wir 
auf  den  Umstand  zurück,  dass  das  Product  ßifS^Bi,  bei  allen  Ope- 
rationen (5)  p.  700  unverändert  bleibt.  Dasselbe  wird  also  auch  von 
z^z^Zj^ '  A""^  gelten,  und  da  diese  GrSlise  überdies  in  den  ©j,  m^  von 
nuUter  Dimension  ist,  so  wird  z^z^z^-  ^"^  eine  rationale  Function 
des  zum  Polygon  Fig.  104  gehörenden  Hauptmoduls  x  sein.  Aber  wir 
erinnern  uns,  dass  diese  rationale  Function  z^z^z^-tk"^  jedenfalls 
nur  in  den  Spitzen  des  Polygons  F^  Null  oder  unendlich  werden  kann, 
und  derartige  Spitzen  hat  JPg  nur  zwei,  die  bei  cd  =  ioo  und  ©  =  0 
liegen;  untersuchen  wir  also  die  fragliche  Grösse  an  diesen  beiden 
Stellen.  Bei  cd  »  ioo  verscbwindet,  wie  wir  schon  öfters  abzahlten, 
z^z^z^  im  Polygon  F^^  siebenfach,  und  sonach  wird  dortselbst 
Zi^z^^z^'d^r^  im  Polygon  JPjgg  siebenfach,  und  also  im  Polygon  F^  ge- 
messen einfach  verschwinden.  Ebenso  leicht  bemerkt  man,  dass  in 
der  anderen  bei  0  =  0  gelegenen  Spitze  von  F^  die  fragliche  Grösse 
einfach  unendlich  wird  (was  man  auch  a  priori  aus  dem  gerade  er- 
haltenen Resultate  schliessen  kann,  da  doch  die  Zahl  der  Unendlich- 
keitsstellen im  Polygon  ebenso  gross  sein  muss,  wie  die  Zahl  der 
Nullstellen).  Demzufolge  muss  z^z^z^  •  A""^  bis  auf  einen  numerischen 
Factor  mit  r  identisch  sein: 

(1)  ,(a,)  =  c.^i^. 

Um  c  zu  bestimmen,  berechnen  wir  den  Näherungswert  f&r  die 
rechte  und  linke  Seite  der  letzten  Gleichung  bei  cd  >»  ioo.  Daselbst 
wird  r  verschwinden,  und  also  ziehen  wir  aus  Formel  (3)  p.  745 

^  _.        1 49  .Q 

•^  ~  1728  .  r  ~  1728  •  r'     "^  ""  ^^^• 

Den  Näherungswert  für  die  rechte  Seite  von  (1)  berechne  man  aus  (5) 
p.  736  und  (3)  p.  613  und  findet  durch  Vergleich  c  =  49.  Als  Dar- 
stellung des  Hauptmockds  t  in  den  Za  findet  sich  so: 

(2)  ,(„)  =  (!fL^ii)l, 

und  man  berechnet  von  hieraus  unter  Gebrauch  der  Formeln  (3)  p.  718 
entdeckende  Darstellungen  für  die  mit  %  gleichberechtigten  Moduln  im 
vollen  Modulsystem  Za*)- 

*)  Indem  wir  (2)  anter  Gebrauch  von  (6)  p.  737  in 
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Ans  Formel  (2)  ziehen  wir  unter  Benutzung  von  (3)  p.  718  die 
fernere  Gleichung  ^ 

(3)  VI  =  -A-  -  *«  • 

Es  ist  also  auch  noch  die  hier  links  stehende  Qnadrattvursfel  eine  Modtd- 
form  siebenter  Stufe,  die  insbesondere  zur  Tg  gehört.    Freilich  wolle  man 

bemerken;  dass  Yt  für  sich  genommen  eine  Modulfunction  14*^  Stufe 

ist;  aber  sie  ist  eben  eine  solche,  die  durch  Division  mit  j/A  zur 
siebenten  Stufe  zurückgebracht  wird. 

Haben  sich  soeben  die  acht  Wurzeln  von  (3)  p.  745  aufs  nächste 
mit  den  acht  Moduln  d^,  d^,  d^,  •••  verwandt  erwiesen,  so  werden 
wir  jetzt  umgekehrt-  die  Gleichung  (3)  p.  745  benutzen  können,  um 
von  ihr  aus  eine  Gleichung  achten  Grades  mit  den  acht  Wurzeln 
d^f  Öq,  d|,  •••  herzustellen.  Damit  werden  wir  dann  eine  anders 
gestaltete  Besolvente  für  die  acht  gleichberechtigten  Tg  gewinnen.  Zu 
solchem  Ende  ziehen  wir  zunächst  aus  der  Proportion  (3)  p.  745  die 
Gleichung 

^3«  _  (t*4-  14t»  +  68t«  +  TOt  —  7)» 
A   ~  216»r' 

Hier  substituieren  wir  auf  Grund  von  (3)  für  t  das  Product  J*A, 
können  alsdann  auf  der  rechten  und  linken  Seite  der  letzten  Gleichung 
die  Wurzel  ziehen  und  erhalten 

d«A*  +  14<J«A»  +  63** A»  +  70*^ A  -  7  =  +  2l6dg^, 

wo  wir  nun  vor  weiteren  Umformungen  das  Vorzeichen  der  rechten 
Seite  bestimmen  müssen.  Zu  dem  Ende  verstehen  wir  unter  d  im 
speciellen  die  Wurzel  d^  und  berechnen  die  Näherungswerte  für  die 
rechte  und  linke  Seite  unserer  Gleichung  bei  o  »r  ioo.  Dabei  zeigt 
sich,  dass  das  obere  Zeichen  das  richtige  ist,  und  wir  haben  nach 
leichter  Umsetzung: 

(4)  d«+^d«+-g<J^+i>-^*-ir  =  0, 

eine  Gleichung,  die  wir  hinfort  als  formentheoretische  Besolvente  achten 
Grades  des  Problems  168^  Grades  benennen*). 

Um  derartige  formentheoretische  Resolventen  aufzustellen,  giebt 
es  übrigens  noch  eine  ganz  andere  Methode,  von  der  wir  hier  nebenher 


nrnsetzen,  kOnnen  wir  sagen:  Die  21 -wertige  Fanction  x  wird  aaf  der  C^  der  g^ 
daroh  ein  Bfischel  von  Gnrven  eeohster  Ordnung  ausgeschnitten.  Von  den 
24  Schnittpunkten  sind  also  nur  21  beweglich,  die  drei  übrigen  fest.  Man  sieht 
leicht,  dass  diese  letzteren  in  den  Ecken  des  Coordinatendreiecks  der  e^  liegen. 
*)  Yergl.  die  analogen  Entwicklungen  bei  g  »  6  Seite  639  n.  f. 
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handeln  (cf.  Math.  Ann.  Bd.  14,  p.  452).  Sehen  wir  etwa  y = 7  ifi  ^fg  jei^ = A  Jq^ 
als  Unbekannte  einer  Gleichung  achten  Grades  an,  so  sind  deren  Coef* 
ficienten,  als  symmetrische  Verbindungen  der  acht  gleichberechtigten  y^ 
ganze  rationale  Functionen  der  Za  von  leicht  angebbarem  Grade.  Aber 
diese  letzteren  Functionen  ändern  sich  bei  den  168  Substitutionen  nicht^ 
müssen  also  Moduln  der  ersten  Stufe  darstellen  und  sind  als  solche 
in  g^j  g^  oder  auch  vermöge  (6)  p.  737  in  0,  V,  X  rational.  Da 
kann  man  nun  aus  dem  Umstände,  dass  die  fraglichen  Verbindungen 
der  y  ganze  Functionen  der  0a  sind,  den  Schluss  ziehen,  dass  ihre 
rationalen  Ausdrücke  in  0,  Y,  X  auch  ganz  sind.  Auf  Grund  dieses 
Satzes  gehe  man  die  Coefficienten  der  Gleichung  achten  Grades  einzeln 
durch.  Der  Coefficient  von  y^  ist  in  den  ßa  Ton  dritter  Dimension, 
und  nun  giebt  es  keine  ganze  rationale  Function  der  <]>,¥,  X,  welche 
diese  Dimension  in  den  Za  aufwiese;  also  ist  der  fragliche  Coefficient  0. 
Des  ferneren:  die  einzige  ganze  Function  der  <t>,  V,  X,  welche  in 
den  sSa  von  sechster  Dimension  ist,  haben  wir  in  X  selbst  Yor  uns; 
sonach  besitzen  wir  in  aX  (a  als  numerische  Constante  gedacht)  den 
Coefficienten  von  y^.  So  weiter  schliessend  finden  wir,  dass  die  frag- 
liche Gleichung  achten  Grades  notwendig  die  Gestalt  zeigen  muss: 

y«  +  aXy«  +  6Xy  +  cXV  +  d^y  +  eX*  =  0, 

wobei  die  a,  b^  c,  •  -  •  numerische  Coefficienten  sind. 

Zur  Bestimmung  der  a,  &,  c,  •  •  •  kann  man  jetzt  verschiedene 
Wege  gehen.  Entweder  man  berechnet  für  die  symmetrischen  Func- 
tionen der  y  aus  (5)  p.  736  das  Anfangsglied  der  Entwicklung  nach 
r  in  der  Nähe  von  o  =  too,  führt  dieselbe  Rechnung  für  X,  V  durch  und 
findet  durch  Vergleich  die  a,  h,  •  •;  oder  man  setzt  für  y  etwa  den 
Ausdruck  TZiZ^^^y  für  X  und  Y  aber  gleichfalls  ihre  Ausdrücke  in  den 
Za  ein  und  verlangt,  dass  sich  solcherart  die  letzte  Gleichung  unter  Zu- 
hülfenahme  von  f(jSa)  =>  0  als  eine  identische  erweise,  was  eine  hin- 
reichende Anzahl  von  Bedingungen  für  die  Zahlen  a,  &,  •  •  •  er- 
giebt*).  Für  uns  wird  natürlich  die  explicite  Gestalt  der  letzten  Glei- 
chung aus  (4)  durch  die  einfache  Substitution 

d  =  yA-\     X  =  — A,     V  =  216g^£i^ 

entspringen,  wobei  wir  dann  erhalten: 

(5)  y^  —  14X/  +  63X*j/*  —  70 xy  ~  Vj/  —  7X^  =  0. 

*)  Man  bemerkt  leicht,  dasB  eich  unter  Einhaltung  dieser  letzteren  Methode, 
sowie  unter  leichter  Modification  des  voraufgehenden  Gedankenganges  auch  für 
das  erweiterte  Problem  der  z^  eine  Besolvente  achten  Grades  «rg^ebi  £ine  solche 
ist  in  der  That  von  Klein  berechnet  worden;  vergl.  Math.  Ann.  Bd.  XV  p.  266 
Formel  (18),  sowie  die  Correctur  bei  Gordan,  Math.  Ann.  Bd.  XYU,  p.  875,  Note. 
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Wir  wollen  jetzt  in  (4)  auf  Grund  von  (1)  p.  723  die  Substitution 
de»  —  7A*  ausfähren  und  solcherweise  die  Gleichung  16^  Orades 
herstellen: 

(6)      A**  +  —^  A^*  +  Y^-^,  A^  +  y^  A*  +  ^7^  A*  —  ^^^^  =  0. 

Hier  haben  wir  oifenbar  eine  Besolvente  des  Farmenproblems  der  Ay 
geuHmnen.  Unter  den  16  Wurzeln  von  (6)  unterscheiden  sich  acht  von 
den  übrigen  acht  nur  durch  das  Zeichen;  jene  acht  stellen  sich  in  den 
vier  Grössen  A^;  A,,  A,^  A^  durch  das  Jacobi'sche  Schema  (1)  p.  723 
dar  und  ergeben  durch  Umkehrung  dieses  Schemas  unmittelbar  Dar- 
stellungen der  vier  Moduln  Ay  in  den  Wurzeln  Ton  (6)*).  Indem 
wir  bei  dieser  Sachlage  die  Gleichung  (6}  wieder  als  eine  Jacdbi'sdie 
Gleichung  sechzehnten  Orades  bezeichnen,  gelten  im  übrigen  fQr 
unsere  Gleichungen  ganz  analoge  Bemerkungen^  wie  wir  sie  bezüg- 
lich des  Affectes  u.  s.  w.  an  die  bei  der  fünften  Stufe  auftretenden 
Resolventen  sechsten  und  zwölften  Grades  zu  knüpfen  hatten.  Nur 
die  ungerade  Dimension  der  jetzigen  Ay  bedingt  (gegenüber  der  geraden 
Dimension  der  Modulformen  Ay  der  fünften  Stufe)  immer  eine  ent- 
sprechende Modification.  So  gehört  Gleichung  (6)  zu  derartigen  homo- 
genen r^^y  welche  die  Operation  T^  nicht  enthalten,  und  denen  eben 
deshalb  in  der  nicht -homogenen  Modulgruppe  f  nur  die  Tg  des  vorigen 
Paragraphen  zugewiesen  sind.  Dagegen  hatten  wir  an  analoger  Stelle 
bei  der  fünften  Stufe  homogene  fig^  denen  auch  innerhalb  f  nicht- 
homogene Untergruppen  des  gleichen  Index  nwölf  zugeordnet  waren. 

§  6.     Die  beiden  Besolventen  siebenten  Grades   in  fnnotioneniheo- 

retisoher  Gfrestalt'^*). 

Wir  schliessen  unsere  Betrachtungen  über  die  siebente  Stufe  da- 
durch ab,  dass  wir  endlich  die  beiden  zufolge  des  Galois'schen  Theorems 
für  ft  =  7  existierenden  Resolventen  siebenten  Grades  aufstellen  und 
untersuchen.  Die  Aufstellung  in  functionentheoretischer  Gestalt  gelingt 
wieder  vermöge  der  wiederholt  und  zuletzt  im  vorletzten  Paragraphen 
zur  Verwendung  gebrachten  functionentheoretisch-geometrischen  Schluss- 
weise, die  wir  aber  hier  zweckmässig  einmal  in  genau  umgekehrter 
Anordnung  benutzen. 


*)  Man  vergl.  die  Formeln  (2)  p.  723,  in  denen  an  Stelle  der  Wurzeln  von 

Gleicbang  (6)  des  Textes  immer  die  Grössen  Yd  stehen. 

**)  Die  durchzuführende  Entwicklang  ist  von  Klein  zuerst  in  der  Abhand- 
lung: Über  Erniedrigung  der  ModülargUichungen,  Math.  Ann.  Bd.  14  (1S7S)  ge- 
geben worden. 
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Eine  einzelne  von  den  2  •  7  hier  in  Betracht  kommenden  Unter- 
gruppen r^y  die  wir  nach  Willkür  herausgreifen,  reduciert  sich  be- 
kanntlich, modulo  7  genommen,  auf  eine  Oktaedergruppe  G^^»  Man 
denke  sich  für  die  letztere  auf  der  geschlossenen  F^^  ein  Fundamental- 
polygon Fq  festgelegt  und  ziehe  betreffs  der  Gestalt  des  letzteren 
folgende  Yorläufige  Schlüsse.  Die  G^^  enthalt  im  ganzen  9  G^^  und 
jede  derselben  besitzt  vier  Punkte  a  zu  Fixpunkten,  so  dass  insgesamt 
für  36  Punkte  a  die  beiden  an  den  einzelnen  unter  ihnen  heranragenden 
Doppeldreiecke  bezüglich  der  G^^  äquivalent  sind.  Von  den  2  •  36  so 
in  Betracht  kommenden  Doppeldreiecken  müssen  nun  offenbar  je  24 
bezüglich  der  G^i  äquivalent  sein,  und  es  entfallen  eben  deswegen 
drei  auf  das  Polygon  F^,  Daher  sogleich  für  die  Riemann'sche  Fläche 
jP|-^>  das  Resultat:    Von  den  sieben  Blättern  der  Fif^  verlaufen  drei  hei 

c7  «=»  1  isoliert^  die  anderen  vier  sind  eu  Paaren  verbunden.  Des  ferneren 
hat  (t24  vier  Untergruppen  G^^  und  da  die  einzelne  je  zwei  Fixpunkte  h 
hat,  so  werden  im  ganzen  bei  acht  Punkten  b  jeweils  die  drei  um- 
gebenden Doppeldreiecke  relativ  äquivalent  werden.  Da  aber  die  3  •  8 
so  in  Betracht  kommenden  Dreiecke  zu  je  24  relativ  äquivalent  sein 
müssen,  so  folgt  ohne  weiteres:  Bei  J=0  verläuft  ein  Blatt  der  ly^ 
isoliert,  während  die  übrigen  sechs  zu  dreien  in  zwei  Verzwetgungspunkten 
vereint  sind.  Da  endlich  die  (r^^  keine  einzige  G^  enthält,  so  zieht 
man  den  Schluss:  Bei  «7"«=  oo  sind  alle  sieben  Blätter  von  F^-^^  cyclisch 
mit  einander  verzweigt. 

Nunmehr  beweise  man  durch  Formel  (2)  p.  494^  dass  eine  so  ver-- 
zweigte  F^  jedenfalls  das  Geschlecht  p  «s  0  besitzt,  wie  auch  im  übrigen 
der  Zusammenhang  der  Blätter  beschaffen  sein  mag.  Unsere  F^  besitzt 
also  einen  Hauptmodul  r,  und  unter  Gebrauch  desselben  wird  die 
zur  r,  gehörende  Besolvente  die  Gestalt  annehmen: 

(1)  c7:  J-  1  :  1  =  (D(t)  :  V(r)  :  X(r). 

Man  sehe  nunmehr  zu,  inwieweit  durch  die  bislang  geschehenen  An- 
gaben diese  Gleichung  specificiert  werden  kann.  Um  vor  allem  den 
Hauptmodul  r,  den  wir  zu  Grunde  legen  wollen,  zu  fixieren,  soll  r  =  (x> 
in  der  F^^  mit  dem  einen  bei  J  =  oo  gelegenen  Punkte  zusammen- 
fallen, während  r  «>  0  bei  J=0  in  dem  einen  dort  isoliert  verlaufen- 
den Blatte  stattfinden  mag.  Dadurch  ist  unser  Hauptmodul  bis  auf 
einen  Factor  bestimmt,  welchen  letzteren  wir  sogleich  in  ähnlicher 
Weise  wie  im  vorletzten  Paragraphen  bestimmen  werden.  Der  Erfolg 
dieser  Auswahl  des  r  ist  jedenfalls,  dass  X  mit  einer  einfachen  Con- 
stanten identisch  wird,  während  <t>  den  Factor  r  erhält  Im  übrigen 
bringe  man  nun  die  über  die  Verzweigung   der  JP^*^  gemachten   An- 


J 
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gaben  in  Anwendung  und  findet  an  Stelle  von  (1)  den  ausfuhrliclieren 
Ansatz: 

{2)J:J--l:l  =  r(t^  +  at  +  nyi(t^  +  ct^  +  dt  +  e)(t^+ft  +  gy:h. 

Die  Coefficienten  der  höchsten  Glieder  r'  in  <P  und  V,  die  sicher  von 
Null  verschieden  sind,  haben  wir  auf  Grund  der  Identität  <t>  —  X  =  V 
wieder  mit  1  identificieren  dürfen,  während  übrigens  zur  Kürzung  der 
weiterhin  eintretenden  Rechnung  in  das  dritte  Glied  des  cubischen 
Factors  von  <t>  der  Bestandteil  7  aufgenommen  wurde. 

Bei  der  besonderen  Gestalt  von  X(r)  wird  die  Functionaldetermi- 
nante  von  O  und  X  einfach  die  Ableitung  von  <t>,  diejenige  von  V 
und  X  aber  die  Ableitung  von  ¥.  Indem  wir  auf  diese  Ableitungen  unsere 
oft  geübte  Schluss weise  anwenden,  gewinnen  wir  für  die  Berechnung 
der  unbestimmten  Coefficienten  in  (2)  die  beiden  identisch  bestehenden 
Gleichungen: 

(3)     r'+^r  +  h  =  T'  +  fz+g, 

U)  7^*+(6^+5/)r«+  {^+^cf+3g)t'+(4e+3df+2cg)r+(dg+2ef) 

=  7T*  +  14atr»  +  7(a*+146)r*  +  98a&r  +  3436«. 

Hier  behaupten  wir  nun  zuvörderst,  dass  a^O  isi  Wäre  nämlich 
a  —  0,  so  wäre  zufolge  (3)  auch  f=>0  und  nach  (4)  alsdann  auch 
noch  0  B»  0  und  6  =  0.  In  diesem  Falle  hätten  also  4>  und  ¥  den 
Linearfactor  r  gemein,  was  jedenfalls  unmöglich  ist.  Bei  dieser  Sach- 
lage dürfen  wir  den  Hauptmodul  r  dadurch  endgültig  fixieren,  dass 
wir  a  etwa  mit  7  identificieren.  Gleichung  (3)  liefert  alsdann  ins- 
gesamt: 

(5)  a«7,    /•=4,    b  =  g. 

Unter  Benutzung  von  (5)  liefern  weiter  die  Glieder  r',  r*,  t  von  (4) 

(6)  c— 13,    (i  =  27  +  19&,    e  =  — 81  +  1086, 

während  andrerseits  der  Vergleich  der  Absolutglieder  in  (4),  sowie 
die  Identität  0(0)  — A  =  V(0)  unter  Benutzung  von  (6)  und  (5)  für  b 
und  h  die  Bedingungen  liefert: 

(7)  46>- 116  +  5  =  0,    A  =  81fe«-1086^ 

Für  die  noch  nicht'  bestimmten  Coefficienten  finden  sich  sonach  die 
beiden  Wertsysteme: 

(8)  *  * 

136+87»|/7        ,  _         851  +  189»Y7 
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Diesem  Resultate  zufolge  giebt  es  überhaupt  nur  zum  Glei- 
chungen (1)  vom  siebenten  Grade,  welche  die  am  E&igang  des  Para- 
graphen beschriebene  Verzweigung  besitzen.  Das  müssen  nun  gerade 
unsere  beiden  functionentheoretischen  Besolventen  siebenten  Grades  sein, 
und  also  findet  sich  als  Gestalt  derselben: 

(9)  J:J_l:l=r(T«+7r  +  Il±^'' 


:  (,» + 13r+ i?«±iiiJ^  r  +  L36_±|I 


iV!).(,.  +  4z  +  l^-±i^ 


i 


361  ±  189  «y? 


Wie  wir  sehen,  giebt  es  überhaupt  nur  zwei  ßiemann'sche  Flächen 
F^'^\  welche   die   oben  beschriebene  Verzweigung  über  der  J- Ebene 

aufweisen.     Gelingt  es  uns  also,  eine  einfach  bedeckte  Ebene  in  2  •  7 


Fig.  106. 

abwechselnd  schraffierte  und  freie  dreieckige  Bereiche  zu  teilen,  die 
sich  um  ihre  Ecken  a,  6,  c  in  der  hier  in  Bede  stehenden  Art  gruppieren, 
so  wird  diese  Einteilung  von  sich  aus  eine  unserer  beiden  Besolyenten(9) 
definieren«  Nun  wolle  man  sich  überzeugen,  dass  eine  solche  Ein- 
teilung in  Fig.  106  thatsächlich  vorliegt;  sie  wird  also  der  einen 
Gleichung  (9)  angehören.  Insbesondere  bemerke  man  die  Unsymmetrie 
der  Einteilung  in  Fig.  106,    Klappt  man  die   dieser  Einteilung  zu 
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Grunde  liegende  Ebene  um  eine  in  ihr  verlaufende  Gerade  um  und 
wechselt  zugleich  die  Schraffierung,  so  werden  wir  offenbar  die  zur 
anderen  Besolvente  (9)  gehörende  Einteilung  gewinnen*). 

Diese  Sätze  können  wir  wieder  durch  eine  directe  Betrachtung 
stützen,  indem  wir  nun  zum  Schluss  die  Ebenenteilung  Fig.  106  in  ein 
Pundamentalpolygon  F^  der  o- Halbebene  zurückbiegen.  Wir  denken 
diese  Ebene  dabei  längs  des  stärker  markierten  Linienzuges  durch- 
schnitten und  identificieren  sodann  das  Doppeldreieck  1  der  Fig.  106  mit 
dem  Doppeldreieck  1  der  Modulteilung.  So  gewinnen  wir  das  in  Fig.  107 
dargestellte  Fundamentalpolygon,  das  von  sich  aus  eine  bestimmte  fj 
definiert.  Die  Erzeugenden  dieser  f^  benennen  wir  im  Anschluss  au 
Fig.  107  durch  v^,  v^,  •  •  •,  v^  und  haben  durch  leichte  Betrachtung 
als  deren  Bedeutung: 

was  ausgerechnet  die  folgenden  Substitutionen  liefert: 


(10) 


- = G;  D' 


^.==(_?;J)'  ^s-{_li_l), 


'* = (- 1,'  -  ^3)'  '^ = (J;  -  2)'  "^ = (- 1,  3)- 

Man  reduciere  jetzt  die  Operationen  (10)  modulo  7,  um  zu  sehen,  auf 


V^-      V-^' 


'i 


welche  Untergruppe  der  G^^g  sich  die  V^  dabei  reduciert.     Es  treten 
aber  folgende  modulo  7  gültigen  Congruenzen  in  Kraft: 


t;,  =  1,     v^-^  v^v^-^v^VqV^,     v^  =  v^Vq^v^,    v^  = 


v^v^j 


so   dass  die  fragliche   Untergruppe   der  O^^^  bereits  durch  v^  und  v^ 


*)  Dieses  ist  in  Übereinstimmung  mit  dem  früher  (p.  478)  erkannten  Satze, 

dass  die   2  •  7   Untergruppen  f^  in  der  erweiterten  Modnlgntppe  f  sämtlich  mit 
einander  gleichberechtigt  sind. 

Klein-Fricke,  Modolfanctionen.  48 
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erzeugt  werden  kann.  Diese  Operationen  genügen  nun  den  Be- 
dingungen: 

V  =  1,    V  =  I7     (^6^2)'  =  1,     (mod.  7) 

und  erzeugen  demzufolge  eine  Untergruppe  G^  vom  Oktaedertypus 
(cf.  p.  456).  Damit  sind  wir  zum  Ausgangspunkt  der  Entwicklung 
wieder  zurückgelangt. 

§  7.    Darstelltmg  der  zu  den  r>j  gehörenden  Moduln  r  duroh  die  £ia^ 

Um  die  Hauptmoduln  r  der  beiden  Resolventen  siebenten  Grades 
im  vollen  Modulsystem  der  0a  rational  darzustellen,  kommen  wir  auf 
die  2*7  den  G^^  zugewiesenen  Kegelschnitte  durch  je  acht  Punkte  b 
zurück  (cf.  p.  715).     Die  linken  Seiten  ihrer  Gleichungen: 

(1)  ^ 

Wa)  =  B^0^'  +  B'^Z,'  +  6'%^^^-^(6-^ 

betrachten  wir  jetzt  als  Moduln  siebenter  Stufe  auf  dem  Polygon  F^^ . 
Der  einzelne  dieser  Moduln  war  der  einzelnen  G^i  in  dem  Sinne  zu- 
geordnet; dass  er  sich  bei  den  Substitutionen  dieser  Gruppe  (vielleicht 
vom  Vorzeichen  abgesehen)  reproducierte.  Wir  werden  jetzt  sogleich 
sehen,  dass  er  bei  den  gedachten  24  Operationen  überhaupt  unverändert 
bleibt;  und  zwar  bemerken  wir  dies,  indem  wir  die  Beziehung  der  Mo- 
duln (1)  zu  den  ihnen  durch  die  (tj^  eindeutig  zugewiesenen  Moduln 
t  des  vorigen  Paragraphen  aufsuchen. 

Zur  speciellen  Grösse  x^  gehöre  im  Sinne  der  soeben  ausge- 
sprochenen Sätze  der  Hauptmodul  t;  alsdann  möge  man  die  Null- 
und  Unstetigkeitspunkte  dieser  beiden  Grössen  auf  dem  Polygon  F^^^ 
in  Vergleich  ziehen.  Für  Xy  haben  wir  wie  immer  zwei  Arten  von 
Nullpunkten  zu  unterscheiden,  je  nachdem  dieselben  von  Schnittpunkten 
des  Kegelschnitts  rr,  =  0  mit  der  Q  oder  aber  von  ein  für  allemal 
festliegenden  gemeinsamen  Nullpunkten  der  drei  Za  herrühren.  Die 
letztere  Art  liefert  uns  jeweils  einen  zweifachen  Nullpunkt  in  den 
24  Punkten  c,  die  erstere  Art  acht  einfache  Nullpunkte  in  gewissen 
acht  Punkten  b.  Diese  letzteren  acht  Punkte  werden  notwendig  durch 
die  zugehörige  Gg^  unter  sich  permutiert,  und  man  folgert  aus  diesem 
Umstände  mühelos,  dass  wir  es  hier  mit  denjenigen  acht  Punkten  b 
zu  thun  haben  müssen,  in  deren  einzelnem  der  bezügliche  Hauptmodul  r 
dreifach  verschwindet.  Da  x^  im  übrigen  auf  der  Fläche  F^^g  weder 
verschwindet  noch  unendlich  wird,  so  bemerkt  man  leicht,   dass  der 
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x.^ 


Quotient  -^  auf  der  Fläche  F^^  genau  in  derselben  Weise  0  und  oo 

wird,  wie  das  fragliche  r.  Da  überdies  der  eben  gebildete  Quotient 
in  den  (d^,  Og  von  nuUter  Dimension  ist  und  also  eine  HLoAxjXfuncHmx 
siebenter  Stufe  darstellt,  so  wird  derselbe  bis  auf  einen  constanten 
Factor  mit  t  übereinstimmen,  und  wir  haben  damit  den  Ansatz  ge- 
wonnen: 
(2)  ^'(M_^.,(„)^ 

WO  X  eine  reine  Zahl  ist. 

Den  Wert  von  x  werden  wir  wieder  durch  Näherungsrechnungen 
bei  fi}  BS  ioo  bestimmen;  indessen  gestalten  sich  dieselben  hier  deshalb 
etwas  umständlicher,  weil  wir  dabei  zugleich  entscheiden  müssen,  ob 
der  hier  in  Betracht  kommende  Modul  r  Wurzel  der  ersten  oder 
zweiten  Resolvente  (9)  p.  752  ist.  Aus  dem  gemeinsamen  Ausdruck 
dieser  beiden  Besolventen  verschaffen  wir  uns  zuvorderst  die  beiden 
Anfangsglieder  der  Reihenentwicklungen  der  14  Moduln  r  bei  o^^icx). 
Wir  werden  dieselben  in  der  Gestalt 


7 


X  ^=  ar       -j-  J  -j-  . . . 

anzusetzen  haben  (cf.  p.  587)  und  ziehen  andrerseits  nach  kurzer  Zwi- 
schenrechnung aus  (9)  p.  752: 

Indem  wir  hier  links  und  rechts  nur  auf  die  beiden  Glieder  mit  r~^ 


{■ 


6 


und  r    ^  Rücksicht  nehmen,  haben  wir  identisch: 

/-\7  -1 

^Jjz^y? j  r-i  =  d'f-^  +  la\b  +  3)r    \ 
Als  Anfangsglieder  der  14  Beihenentwidklungen  für  die  %  kommt  so: 

(3)  ,  =  ^.L5^r^_3  +  ..., 

wo  ii  ein  Restsystem  modulo  7  zu  durchlaufen  hat. 

Auf  der  anderen  Seite  findet  man  für  Xt  näherungsweise  (cf.  (5) 
p.  736): 

*)  Man  mu88  hierbei  den  Umstand  benutzen,  daas  z^  -  r  ^  ,  als  eine  gegen- 
über 8  invariante  Function,  in  eine  Reibe  nach  ganzen  Potenzen  von  r  ent- 
wickelbar ist. 

48* 


756  III,  7.   Das  Galois'sche  Problem  168*«»  Grades 

so  dass  wir  aus  Formel  (2)  die  Identität  ableiten: 

6                     _                                  _       _  6 

£^"r '^TT^—  •  3r  +  •  •  •  =  — S •  X  •  £  r    —  öxr  +  •  •  • . 

Die  Vergleichung  der  zweiten   Glieder  liefert  hier  x  =  ,  die- 

jenige  der  ersten  Glieder  alsdann  weiter  fi  =  —  v  und  die  Gültigkeit 
des  oberen  Zeichens.  Den  Moduln  x^  gehören  demgemäss  die  oberen 
Zeichen  in  der  Resolvente  (9)  p.  752  an,  den  y^  dagegen  die  unteren. 
Andrerseits  finden  wir  als  Darstellung  der  Moduln  t  der  ersten  Besolvente 
in  den  0a  explicite: 

rK\  l+t]/7  /     N  ^/(^a) 

(5)  — 2— -^H A       ' 

während  man  für  die  Darstellung  der  anderen  sieben  Hauptmoduln  t 
nur  Xv  mit  y^  zu  vertauschen  hat  und  dann  gleichzeitig  linker  Hand 
das  Zeichen  von  i  wechseln  muss.  Gleichung  (5)  kann  man  übrigens 
wieder  dabin  interpretieren,  dass  r  als  24- wertige  Function  auf  der  C^^ 
der  0a  durch  das  Büschel  von  Gurven  sechster  Ordnung: 

dargestellt  wird. 

§  8.    Aufstellimg  xuid  Untersnchiing  der  formenfheoretiBOhen 

Besolventen  siebenten  Grades. 

Aus  Formel  (5)  des  vorigen  Paragraphen  ist  ersichtlich,  dass  Xy 
bei  den  Operationen  der  zugehörigen  G^24  völlig  unverändert  bleibt; 
würde  dabei  nämlich  noch  ein  Zeichen  Wechsel  eintreten,  so  müsste 
dasselbe  ja  vom  Hauptmodul  t  gelten,  entgegen  der  Natur  desselben. 
Indem  also  Xr  eine  sid)enwertige  Modulform  siebenter  Stufe  ist,  können 
wir  diese  Grösse  zur  Wurzel  einer  formentheoretischen  Resolvente  siebenten 
Grades  setzen,  der  dann  insgesamt  die  sieben  gleichberechtigten  Moduln 
Xy  genügen. 

Die  eben  gemeinte  Resolvente  wollen  wir  einmal  auf  formen- 
theoretischem Wege  ansetzen  und  bemerken  zu  dem  Ende,  dass  die 
symmetrischen  Functionen  der  Xv  wieder  ganze  rationale  Functionen  der 
in  §  1  (p.  733)  gegebenen  Formen  <!>(£?«),  V(^a),  X(jefa)  sind.  Aber  der 
Coefficient  von  x^  in  der  gesuchten  Gleichung  wird  in  den  0a  die 
Dimension  zwei  zeigen  und  muss  eben  deswegen  verschwinden,  weil 
es  keine  ganze  Function  der  (t>,  V,  X  giebt,  welche  die  0a  im  zweiten 
Grade  enthielte.  Durch  Fortsetzung  dieser  Betrachtung  ergiebt  sich 
als  Gestalt  der  fraglichen  Gleichung  siebenten  Grades: 
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(1)  a;'  +  aX  .  a^  +  6X«  •  ic  +  c<t>  —  0, 

wo  die  a,  h,  c  drei  noch  nicht  bestimmte  numerische  Coefficienten  sind. 

Zur  Bestimmung  yon  a,  h,  c  verstehen  wir  unter  x  insbesondere 
die  Wurzel  Xq,  entwickeln  die  linke  Seite  von  (1)  nach  ansteigenden 

Potenzen  von  r  ,  gültig  bei  m  «»  ioo^  und  müssen  dann  verlangen, 
dass  die  entspringende  Beihe  gliedweise  mit  Null  identisch  ist,  inso- 
fern ja  die  Gleichung  (1)  unabhängig  von  cd  erfüllt  sein  soll.  Da  es 
sich  übrigens  um  die  Berechnung  von  drei  Grössen  handelt,  so  müssen 
wir  die  drei  ersten  Glieder  der  Reihenentwicklung  haben  und  vervoll- 
ständigen die  für  x^  in  (4)  p.  755  gegebene  Entwicklung  erst  noch 
durch  das  dritte  Glied,  das  übrigens  von  b^^z^  in  (1)  p.  754  her- 
rührt.    Wir  finden  speciell  für  Xq  oder  xi 

während  wir  für  X  und  <t>  die  betrefiPenden  Entwicklungen  aus  (3) 
p.  736  heranholen.  So  ergiebt  sich  nach  kurzer  Zwischenrechnung  als 
Reihenentwicklung  für  die  linke  Seite  von  (1): 

Indem  wir  die  drei  Coefficienten  einzeln  mit  Null  identisch  setzen, 
folgt  sofort: 

(2)  c 1,    a =S-^;     & 2 

Als  Gestalt  der  formentheoretischen  Besolvente  der  x^  findet  sich  so: 

(3)  a,._L±^x.:^-2i:=^"x».:.-0  =  O, 
womit  mr  dann  ohne  toeiteres  als  Eesolvente  der  y,  hinschreiben: 

(4)  y' g--?-  X  .  y* i-       X* .  y  —  0  =  0*). 

Andrerseits  wird  man  zu  diesen  Resolventen  von  (9)  p.  752  aus 
dadurch  geführt  werden,  dass  man  an  Stelle  von  r  die  x  bez.  y 
substituiert.  Wir  schreiben  z.  B.  die  erste  functionentheoretische  Resol- 
vente (welche  auf  die  Xy  führt)  in  der  Gestalt: 


*)  Entsprechende  Besolventen  für  das  erweiterte  Problem  der  z^  sind  von 
Hrn.  Klein  in  Bd.  16  der  Math.  Ann.  p.  266  angegeben  worden. 
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(^—p^\  1728  J=r(r«+  7.  +  '-l+I^', 

multiplicieren  mit  (— ^^ö       )    ^^^  führen  statt  t  die  x  ein.    Indem  wir 
dann  nocH  mit  A^  multiplicieren^  kommt: 


A«)  • 


Beim  Auszielien  der  dritten  Wurzel  braucht  man,  wie  leicht  gezeigt 
wird,  eine  complexe  dritte  Einheitswurzel  nicht  einzuftlhren  und  erhält 
demzufolge  als  Resolvente  der  x^i 

Von  hieraus  wird  man  vermöge  der  Relationen  (6)  p.  737  sofort  zur 
obigen  Gestalt  (3)  unserer  Resolvente  zurückgeführt*). 

Wir  bemerken  jetzt,  dass  sich  die  quadratischen  Verbindungen  der  Za 
in  den  x^  hez.  y^  rational  und  zwar  linear  darstellen  lassen.  In  der  That 
folgt  aus  den  Formeln  (1)  des  vorigen  Paragraphen  ohne  weiteres: 


(6) 


7^=2'""' *• 


7..« = y 


e  *y 


»> 


7V 


Sf 


^^^^  = 


»Y? 


28 


^s'x,= 


■2'"'    »M 


i  +  .-y? 


'  ; 


28 


2«>M 


^-^4^2 — 28-2^^  ^^ — 28    -Z^  y- 

Hieraus  entspringt  unter  Rücksicht  auf  (1)  p.  754  die  interessante 
Thatsache,  dass  sich  die  einzelne  Wurzel  x  der  Besolvente  (3)  linear  und 
homogen  in  den  Wurzeln  von  (4)  darstellen  lässt,  während  sich  umgekehrt 


*)  Die  hiermit  behandelte  Besolvente  7^^  Grades,  deren  Existenz  ja  bereits 
Galois  erkannte,  ist  schon  vor  längerer  Zeit  Gegenstand  der  üntersuchnng  von 
Hermite  gewesen;  vergl.  insbesondere  dessen  Aufsatz:  Swr  Vabaissement  de  Vequa- 
tion  modtUaire  du  huiti^me  degre,  Tortolini's  Annali  di  Matematica,  II,  p.  69  (1860), 
wo  sich  in  der  That  eine  der  Gleichung  (5)  des  Textes  enge  verwandte  Gestalt 
der  Besolvente  berechnet  vorfindet.  Im  übrigen  verweisen  wir  auf  die  ausführ- 
lichen litterarischen  Nachweise  in  der  Arbeit  von  Klein:  Über  Erniedrigung  der 
Modulargleichimgen,  Math.  Ann.  Bd.  14  (man  sehe  namentlich  die  Einleitung  und 
die  SchluBsbemerkung  dieser  Abhandlung),  sowie  andrerseits  auf  die  hier  in  Be- 
tracht kommende  Arbeit  von  Gordan:  Über  Gleichungen  siebenten  Grctdes  mit 
einer  Gruppe  von  168  SubstUuJtionen^  Math.  Ann.  Bd.  20,  p.  615  (1882). 
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die  eineeine  Wurzel  y^  in  gleicher  Gestalt  durch  die  x  darstellt  So  finden 
wir  z.  6.  für  die  y: 

(7)  (l  +  i  V  7)  y,  =  —  2  (a;^+8  +  x^+s  +  a;^+e)  ; 

doch  sind  diese  Relationen  nur  insoweit  bestimmt^  dass  ihre  rechten 
Seiten  noch  um  die  mit  einem  beliebigen  Factor  versehene  Summe 
(a:^  +  a?!  +  •  •  •  +  ^e)  vermehrt  werden  darf.  In  der  That  ist  ja  diese 
Summe  mit  Null  identisch  (während  eine  weitere  lineare  Identität 
zwischen  den  x  leicht  erweislich  nicht  existieren  kann).  Als  Darstellung 
der  X  in  den  y  findet  sich  entweder  direct  oder  durch  Inversion  der 
Formeln  (7)  (unter  Benutzung  des  gerade  hervorgehobenen  Umstandes): 

(8)  (l^iyi)xr 2(y.+  i  +  y,+8  +  y,+4).- 

Wir  gedenken  noch  der  hierher  gehörigen  Entwicklungen  Gor- 
dan's  (in  der  soeben  namhaft  gemachten  Arbeit  in  Bd.  20  der  Math. 
Ann.);  Entwicklungen ;  die  sich  übrigens  gleichförmig  auf  die  Resol- 
venten 7*^  Grades  des  erweiterten  Problems  beziehen.  Als  Haupt- 
ergebnis derselben  dürfen  wir  hinstellen^  dass  vermöge  der  Relationen 
(7)  und  (8)  die  symmetrischen  Functionen  der  Wurzeln  der  einen 
Gleichung  das  volle  System  der  Äffectfunctionen  für  die  andere  Gleichung 
liefern,  die  letzte  Ausdrucksweise  in  dem  Sinne  gebraucht,  dass  sich 
in  ihnen  jede  andere  in  den  Wurzeln  der  Gleichung  ganze  Affect- 
function  der  fraglichen  Gleichung  rational  und  ganz  darstellen  lässt. 
Setzen  wir  wieder  f(j8a)^=»0,  so  überträgt  sich  der  ausgesprochene 
Satz  ohne  weiteres  auf  unsere  Gleichungen  (3)  imd  (4). 

§  9.    Vergleich  der  Stufen  g  =»  5  iind  g  «»  7 .    Plan  der  ferneren 

Entwicklung« 

Im  Laufe  unserer  nun  abgeschlossenen  Entwicklungen  über  die 
siebente  Stufe  hatten  wir  bereits  mannigfach  Gelegenheit,  auf  die  Be- 
ziehungspunkte derselben  zu  den  bei  {  ==  5  vorliegenden  Verhältnissen 
hinzudeuten.  Wir  kommen  hier  zum  Schluss  auf  dieselben  um  so 
lieber  nochmals  zurück,  als  wir  damit  zugleich  einen  Vorausblick  auf 
die  später  zu  gebende  Verallgemeinerung  der  durchgeführten  Unter- 
suchungen verbinden  können. 

Um  sogleich  an  die  beiderseits  eingeführten  Modulsysteme  anzu- 
knüpfen, so  werden  wir  offenbar  die  beiden  Moduln  gi,  ^  der  fünften 
Stufe  den  drei  0a  der  Stufe  ^  »>  7  gegenüberzustellen  haben.  Das 
Entsprechen  dieser  beiden  Systeme  gründet  sich  in  erster  Linie  auf 
ihr  analoges  Verhalten  gegenüber  der  Ausübung  von  Modulsubstitu- 
tionen, wobei  wir  auf  die  ähnliche  Structur  der  beiderlei  Gruppen 
Gqq  und   G^^   zurückgreifen    müssen.     Die  ^  blieben    bis    auf  eine 


760  III|  7.   SchlnssbemerkaDgen.  I 


multiplicatir  zutretende  fünfte  Einheitswurzel  unverändert,  wenn  wir 
die  Operation  S  ausübten^  sie  permutierten  sich  dagegen  bei  den  mit 
8  vertauschbaren  Fg  (vom  Zeichen  abgesehen).  Diesen  Fg  entsprechen 
in  der  Cr^gg  die  mit  S  vertauschbaren  Fg,  und  wir  wissen,  dass  sich 
die  0a  gegenüber  diesen  V^  cyclisch  permutieren,  während  sie  bei  Aus- 
übung von  S  eine  7*®  Einheitswurzel  als  Factor  annehmen.  Überhaupt 
aber  wolle  man  bemerken,  dass  die  gesamten  ga- Substitutionen 'mit 
Hülfe  der  fünften  Einheitswurzeln  im  wesentlichen  gerade  so  aufgebaut 
sind,  wie  die  ;?«- Substitutionen  aus  siebenten  Einheits wurzeln  (cf.  For- 
mel (7)  p.  620  und  Formeln  (5),  (7)  p.  705).  Nur  ist  hier  immer  der 
eine  Unterschied  zu  constatieren,  dass  die  ^a  von  ungerader,  die  0a  aber 
von  gerader  Dimension  sind,  was  denn  zur  Folge  hat,  dass  die  f^  in 
bekannter  Weise  eine  Gg.eo;  die  0a  aber  nur  eine  G^^^  erleiden. 

Das  Entsprechen  in  den  Structuren  der  Gq^^  und  G^^g  fanden  wir 
seiner  Zeit  darin  begründet,  dass  beide  Gruppen  Specialfälle  der  zur 
Primzahlstufe  q  gehörenden  öj(^a— d  waren.     In  letzterer  Gruppe  er- 

gab  S  eine  cyclische  Gq,  und  den  cjclischen  G^  und  G^  der  G^q  bez. 
ßigg  entsprachen  allgemein  die  cyclischen  Gq—i.    Da  werden  wir  nun 

später  ganz  allgemein  ein  System  von  ^-r —  Moduln  g^  Stufe  kennen 

lernen,  die  sich  zu  den  soeben  gekennzeichneten  Untergruppen  gerade 
so  stellen,  wie  die  ^  bei  g  «=  5  und  die  0a  hei  q  =  7  zu  den  bezüg- 
lichen Gruppen,  die  des  ferneren  gegenüber  den  Modulsubstitutionen 
ein  System  linearer  Substitutionen  erleiden,  die  aus  g*®"  Einheitswurzeln 
genau  so  aufgebaut  sind,  wie  die  jgfa- Substitutionen  aus  7^  die  g^- Sub- 
stitutionen aus  5*^  Einheitswurzeln.    Diese  Modulformen  werden  in  den 

n     I     1 

Ol,  Og  eine  Dimension  zeigen,  welche  mod.  2  mit  -~-  congruent  ist, 

ö  4-  1 

und  -----  ist  in  der  That  für  g  =  5  ungerade,  f ür  g  =  7  gerade. 

Hierüber  hinaus  wird  man  sofort  die  drei  Moduln  Ay  bei  g  =  5 
mit  den  vier  Ay  der  siebenten  Stufe  in  Parallele  stellen  und  in  diesem 
Betracht  die  in  der  That  ganz  analogen  Formeln,  welche  die  Systeme 
der  Ay  mit  den  g«  bez.  den  0a  verbinden,  sowie  andrerseits  die  beiderlei 
Substitutionssysteme  der  Ay  vergleichen.  Und  in  der  That  werden  wir 
späterhin  die  beiden  genannten  Modulsysteme  als  Specialfalle  eines  bei  der 

g^^  Stufe  existierenden  Systems  von  ^-|—  Grössen  Ay  kennen  lernen, 

an  denen  wir  alle  wichtigen,  oben  für  die  Ay  der  Stufen  g  =  5,  7 
aufgestellten  Formeln  verallgemeinert  finden  werden.  Diese  Moduln 
2^'  Stufe  Ay  werden  übrigens  in  den  Oi;   g)^   eine  Dimension  zeigen^ 
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die  modulo  2  mit  ^  ,      congruent  ist,  was  wieder  für  g  =  5  und  7 

auf  die  wohlbekannten  Verhältnisse  zurückkommt. 

Indem  wir  unter  Gebrauch  der  eingeführten  Modulsysteme  beider- 
seits für  2  =  5,  7  die  bezüglichen  Galois'schen  Probleme  ausführlich 
formulieren  konnten,  entsprachen  einander  wiederum  ins  einzelne  die 
von  uns  betrachteten  Resolventen  der  beiderlei  Probleme.  Der  Resol- 
vente sechsten  Grades  bei  g  =  5  stellte  sich  bei  g  =  7  die  Resolvente 
achten  Grades  an  die  Seite,  und  wir  überblicken  sofort,  dass  wir 
ihnen  entsprechend  bei  der  allgemeinen  Primzahlstufe  eine  Resolvente 
{q  +  \y^^  Grades  besitzen,  nämlich  diejenige,  die  den  (g  -j-  1)  halbmeta- 
cyclischen    Gq{q—i)  zugehört. 

Minder  durchschlagend  ist  es,  wenn  wir  der  Resolvente  fünften 
Grades  bei  g  =  5  die  beiden  Resolventen  siebenten  Grades  bei  g  ==  7 
gegenüberstellen.  Hier  weiss  man  ja  auch,  dass  das  Herabsinken  des 
Grades  auf  die  Stufenzahl  q  selbst  eine  particuläre  Eigenschaft  ist, 
welche  die  Stufen  J  =  5,  7  nur  noch  mit  g  =  11  teilen.  Immer  aber 
werden  wir  es  als  eine  unserer  Hauptaufgaben  für  später  ansehen 
müssen,  dass  wir  die  beiden  Resolventen  11^^  Grades  bei  g  «»  11  in 
einfachster  Weise  wirklich  bilden. 

Um  die  hiermit  gekennzeichneten  Verallgemeinerungen  unserer 
bisherigen  Entwicklungen  zu  ermöglichen,  werden  wir  uns  indes  zweck- 
mässig mit  neuen  Hülfsmitteln  versehen  müssen.  Es  würde  freilich 
möglich  sein,  z.  B.  auch  noch  die  11*®  Stufe  unter  Anwendung  der 
directen  Riemann^schen  Schluss weise  völlig  zu  erledigen*);  indessen 
hält  es  für  die  einzuführenden  Moduln  bei  wachsender  Stufenzahl  immer 
schwerer,  sich  mit  den  Anfangsgliedern  der  Reihenentwicklungen  zu 
versehen,  und  letzterer  bedarf  man  zu  ausführlichen  Rechnungen,  wie 
wir  wiederholt  erfahren  haben,  allenthalben.  Es  erscheint  demnach 
geboten,  für  die  höheren  Stufenzahlen  von  analytischen  Darstellungen 
der  zu  gebrauchenden  Moduln  geradezu  unseren  Ausgangspunkt  zu 
nehmen;  und  da  ist  es  nun  wichtig,  dass  uns  derartige  Darstellungen 
bei  passendem  Ansatz  durch  die  Transformation  und  Teilung  der  doppelt- 
periodischen  Functionen  geliefert  werden.  Das  Eingehen  auf  diesen 
Gegenstand,  das  bei  der  bezeichneten  Sachlage  unsere  nächste  Aufgabe 
sein  muss,  hat  aber  auf  der  anderen  Seite  auch  noch  den  Zweck,  dass 
wir  die  voraufgehend  in  Geltung  gewesenen  Methoden  und  Gesichts- 
punkte geradezu  in  ihrer  Anwendbarkeit  auf  die  Theorie  der  Trans- 


*)  Man  sehe  in  diesem  Betracht  die  Abhandlung  von  Klein:   Über  Trans- 
formation elfter  Ordnung  der  elliptischen  Functionen,  Math.  Ann.  Bd.  15,  p.  533  (1879). 
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formation  und  Teilung  der  doppeltperiodisch^n  Functionen  prüfen  wollen. 
Wir  werden  dabei  nicht  nur  diese  ganze  Theorie  in  das  übersichtliche 
Schema  der  voraufgehenden  Entwicklungen  eingeordnet  finden,  sondern 
wir  werden  eben  in  unseren  früheren  Entwicklungen  die  Mittel  haben, 
in  mehrfachem  Betracht  über  die  Transformationstheorie  Aufschlüsse 
zu  geben  ^  welche  die  überlieferte  Gestalt  dieser  Theorie  nur  erst  un- 
vollkommen zu  ermitteln  vermochte.  Überhaupt  aber  gewinnen  wir 
von  da  aus  vollständige  analytische  Darstellungen  für  di^enigen  Moduln, 
die  vnr  im  Laufe  der  letzten  vier  Kapitel  kennen  gelernt  haben  y  in  ihrer 
Ähhängigheit  von  o^,  dg«  Derartige  Darstellungen  zu  liefern  ist  ja  eine 
der  Aufgaben^  deren  Ableistung  wir  uns  vorgenommen  hatten  (cf.p.  589). 
—  Indem  wir  so  einiger  Hauptaufgaben  gedenken,  welche  in  unseren 
ferneren  Entwicklungen  zu  behandeln  sein  werden,  wollen  wir  noch 
ausdrücklich  zufügen,  dass  wir  daselbst  auch  den  eahlentheoretischen  An- 
wendungen der  Transformationstheorie  und  der  Modulfunctionen  über- 
haupt gerecht  zu  werden  hofiTen.  Im  übrigen  darf  es  als  selbstverständ- 
lich angesehen  worden,  dass  wir  bei  diesem  kurzen  Überblick  nur  die 
Hauptzweige  unserer  künftigen  Entwicklungen  kennzeichnen  konnten. 

§  10.   Von  der  Bedeutung  der  Modulfanotionen  für  die  Theorie  der 

allgemeinen  linear-antomorphen  Functionen. 

Letzten  Endes  können  wir  nicht  unterlassen,  einen  Blick  auf  eine 
weitere  sehr  wichtige  Verwendung  der  vorausgehenden  Untersuchungen 
zu  werfen,  die  freilich  über  den  engeren  Gegenstand  der  Modulfunctionen 
hinausweist.  Man  darf  nämlich  die  Theorie  der  Modulfunctionen,  und 
zwar  gerade  die  hier  vorgeführte  Behandlung  derselben,  als  eine  Vor- 
stufe zu  den  allgemeinen  Entwicklungen  betrachten,  welche  Poincare 
imd  Klein  über  eindeutige  Functionen  mit  linearen  Transformationen 
in  sich  gegeben  haben.  Dahin  gehören  denn  z.  B.  auch  diejenigen 
Functionen,  welche  wir  früher  dadurch  erhielten,  dass  wir  die  alge- 
braischen Functionen  einer  Fläche  JF^  in  Abhängigkeit  von  der  be- 
züglichen 5-Function  auffassten,  oder  endlich  noch  allgemeiner,  dass 
wir  die  algebraischen  Functionen  einer  beliebigen  Fn  auf  die  zugehörige 
1^-Function  (vergl.  die  Note  p.  581)  bezogen*). 

*)  Hr.  Poincarä  hat  über  die  gedachten  FaDctionen  ausser  einer  grossen 
ßeihe  kleinerer  mit  dem  Jahre  1881  beginnender  Noten  in  der  Comptes  Bendas 
zunächst  1881  einen  Aufsatz  in  den  Mathematischen  Annalen  (Bd.  19:  Sttr  les 
fonctions  uniformes  qui  se  reproduisent  par  des  siibstitutions  liniaires),  dann  femer 
in  den  Jahren  1882—84  fünf  grössere  Abhandinngen  in  den  ersten  Bänden  der 
Acta  mathematica  veröffentlicht;  dieselben  sind:  1)  Theorie  des  groupes  fuchsiena 
(Bd.  1,  p.  1),  2)  Memoire  swr  les  fonctions  fuchsiennes  (Bd.  1,  p.  19d),  3)  M^oire 
swr  les  groupes  kUineens  (Bd.  3,  p.  49),  4)  Sur  les  groupes  des  ^quoHona  hn6<Ure9 
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Für  die  Theorie  der  hiermit  gemeinten  Fonctionen  erweisen  sich 
nun  in  der  That  alle  Hauptgesichtspnnkte  der  allgemeinen  Erörterungen 
unserer  obigen  Abschnitte  II  und  III  als  fundamental.  Um  das  zu 
belegen,  erinnern  wir  hier  zuvorderst  nur  an  die  in  II,  1  entworfene 
Theorie  der  linearen  Substitutionen  und  der  zu  den  Gruppen  linearer 
Substitutionen  gehörenden  Fundamentalbereiche.  Diese  Theorie  weist 
keinerlei  besondere  Bezugnahme  auf  die  Modulgruppe  auf,  passt  viel- 
mehr gleichmässig  auf  alle  Gruppen  linearer  Substitutionen.  Wir 
lernten  dabei  den  Unterschied  zwischen  Gruppen  mit  endlichem  Fun- 
damentalbereich und  Gruppen  ohne  einen  solchen  kennen  (cf.  p.  191 
und  209)  und  bemerkten,  dass  nur  Gruppen  der  ersteren  Art  in  der 
Theorie  der  eindeutigen  Functionen  in  Betracht  kommen  können.  Inso- 
fern für  eine  derartige  Gruppe  durch  die  Kantenzuordnung  des  Funda- 
mentalbereichs ein  System  von  erzeugenden  Substitutionen  gegeben  war, 
konnte  die  Gruppe  durch  das  Fundamentalpolygon  geradezu  als  definiert 
angesehen  werden,  ein  Satz,  von  welchem  wir  für  die  aus  Modulsubsti- 
tutionen bestehenden  Gruppen  einen  weitgehenden  Gebrauch  machten. 

Bei  der  Bildung  „der  zu  einer  Gruppe  gehörenden  Functionen^'*) 
sind  Poincare  und  Klein  verschiedene  Wege  gegangen.  Während  näm- 
lich der  erstere  durch  direct  angesetzte  convergente  Reihen  von  cha- 
rakteristischer Bauart**)  zugehörige  Functionen  herstellte,  war  für 
Klein  der  Anschluss  an  die  Biemann'sche  Theorie  der  algebraischen 
Functionen  und  die  zugehörigen  Existenztheoreme  der  gewiesene  Weg. 
In  der  That  dürfte  hier  für  uns  sofort  verständlich  sein,  wie  sich  ganz 
im  Sinne  unseres  dritten  Abschnittes  das  einzelne  Polygon  einer  Gruppe 
auch  im  allgemeineren  Falle  durch  Zusammenfaltung  seiner  auf  einander 
bezogener  Ränder  in  eine  im  Raum  gelegene  Riemann'sche  Fläche 
umsetzen  lässt,  und  wie  wir  nun  weiter  von  den  auf  dieser  Fläche 
existierenden  eindeutigen  Functionen  ohne  wesentlich  singulare  Punkte 
die   für  unsere  Gruppe   gesuchten   Functionen   hernehmen.     Auf  die 


(Bd.  4,  p.  201),  6)  Mimoire  swr  Ua  fanctions  züafuchsiennes  (Bd.  6,  p.  209).  Die 
bezüglichen  Arbeiten  von  Hrn.  Klein  sind  ausser  den  früher  immer  wieder  nam- 
haft gemachten  Abhandinngen  über  Modnlfanctionen  (cf.  die  Nachweise  p.  142 
und  308):  Über  eindeutige  Functionen  mit  linearen  Transformationen  in  sich 
(Math.  Ann.  Bd.  19  nnd  20,  1882),  Neue  Beiträge  zur  Biemann'schen  Functionen^ 
theorie  (Math.  Ann.  Bd.  21,  1882).  Hr.  Klein  beseichnet  die  hier  in  Betracht 
kommenden  Fanctionen  neuerdings  als  linear-automorphe  Functionen  oder  wohl 
auch  kurzweg  als  automorphe  Fwictionen. 

*)  Die  Ausdmcksweise  ist  genau  so  zu  verstehen,  wie  wir  sie  oben  bei  den 
aus  Modulsubstitutionen  bestehenden  Gruppen  gebrauchten. 

**)  Dieselbe  beruht  auf  einer  wichtigen  Verallgemeinerung  der  Eisenstein'schen 
Beihen  für  die  doppeltperiodischen  Functionen. 
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letzteren  überträgt  sich  also  ohne  weiteres  der  ganze  Apparat  der 
Riemann'schen  Theorie  genau  in  der  Weise^  wie  wir  das  oben  im 
speciellen  für  die  Modulfunctionen  kennen  lernten. 

Es  ist  übrigens  für  uns  von  besonderem  Interesse,  dass  Poincar^ 
vermöge  seiner  Reihen  direct  nur  diejenigen  Functionen  bildet,  welche 
er  als  ,,fonctions  theia^'  bezeichnet,  und  aus  denen  erst  durch  Quotienten- 
bildung  die  bei  den  Substitutionen  der  Gruppe  unveränderlichen  Func- 
tionen hervorgehe]].     Es  muss  uns  diese  Sachlage  sofort  verständlich 

■ 

sein;  denn  jene  gemeinten  Functionen  entsprechen  direct  unseren  Modul- 
formen,  und  die  Analogie  wäre  eine  noch  augenfälligere  geworden,  falls 
sich  Hr.  Poincar^  der  homogenen  Schreibweise  bedient  hätte.  Letztere 
dürfen  wir  aber  für  die  vorliegenden  Zwecke  um  so  mehr  als  sach- 
gemäss  anerkennen,  als  die  Formen  gegenüber  den  homogenen  Sub- 
stitutionen direct  invariant  sind,  während  sich  Poincare's  „fonctions 
theta'^  bei  Ausübung  einer  zugehörigen  Substitution  immer  noch  um 
einen  von  der  letzteren  abhängigen  Factor  ändern. 

Wenn  nun  in  der  That  für  die  so  umgrenzte  Theorie  der  auto- 
morphen Functionen  die  elliptischen  Modulfunctionen  die  ersten  bis 
ins  einzelne  betrachteten  Beispiele  liefern,  so  mag  man  nach  den 
Gründen  forschen,  warum  die  geschichtliche  Entwicklung  gerade  diese 
Beispiele  als  erste  an  die  Hand  gab.  Man  wird  da  erstlich  die  enge 
Verwandtschaft  der  Modulfunctionen  mit  den  doppeltperiodischen  Func- 
tionen, sodann  aber  den  besonders  zugänglichen  arithmetischen  Cha- 
rakter der  Modulgruppe  anführen.  Man  muss  wohl  in  letzterem  Um- 
stände den  Hauptgesichtspunkt  sehen;  denn  auch  der  erstere  führt 
auf  ihn  zurück,  wie  leicht  weiter  ausgeführt  werden  könnte. 

Hier  finden  wir  also  allgemein  eine  Sachlage,  wie  wir  sie  oben 
(p.  387)  bei  der  Besprechung  des  gruppentheoretischen  Problems  der 
Modulfunctionen  insbesondere  kennen  lernten.  Nur  diejenigen  auto- 
morphen Functionen  vermögen  unr  in  erschöpfender  Weise  ftu  behandeln, 
deren  zugehörige  Gruppen  wir  von  arithmetischer  Seite  beherrschen,  und 
das  3ind  einstweilen  allein  die  Gongruenzgruppen  innerhalb  der  Modul- 
gruppe und  einige  wenige  Gruppen  verwandter  Art.  Zwischen  der 
Zahlentheorie  und  der  Mannigfaltigkeit  der  geometrischen  Figuren, 
deren  Bildungsgesetz  wir  überblicken,  besteht  eben  zur  Zeit  noch  ein 
Missverhältnis.  Wir  können  in  diesem  Betracht  nur  wiederholen,  was 
wir  schon  einmal  (p.  418)  betonten,  dass  nämlich  die  Zahlentheorie 
von  der  Fülle  der  sich  hier  geometrisch  aufdrängenden  Probleme  eine 
wesentliche  Weiterentwicklung  erfahren  dürfte,  und  müssen  nun  hinzu- 
setzen, dass  eben  hiervon  eine  exacte  Durchbildung  der  Theorie  der 
automorphen  Functionen  abzuhängen  scheint. 


f 


